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Стохастичнi динамiки неперервних систем

Д.Фiнкельштейн1

Анотацiя. Стаття являє собою вступ до теорiї випадкових (маркiв-
ських) еволюцiй нескiнченних систем елементiв, розташованих у ев-
клiдовому просторi. Розглянуто необхiднi теоретичнi побудови для до-
слiдження таких еволюцiй та наведено вiдповiдний огляд лiтератури,
що включає, зокрема, приклади застосування цiєї теорiї до численних
моделей математичної фiзики, бiологiї, екологiї, медицини, соцiологiї,
економiки тощо. Робота є дещо переробленою версiєю першої частини
докторської дисертацiї автора (д.ф.-м.н., 2014).

Вступ

Протягом декiлькох останнiх десятилiть у рiзних областях природничих
та соцiальних наук формується унiфiкований пiдхiд до розгляду деяких
особливостей систем, якi складаються з великої кiлькостi пiдсистем, що
взаємодiють мiж собою. Це призводить до формування мiждисциплiнар-
ної галузi науки, яка умовно називається теорiя складних систем. Вона
вимагає взаємопроникнення концепцiй та методiв, якi стосуються як широ-
кого спектру застосувань, так i рiзноманiтних математичних теорiй, таких
як нескiнченновимiрний аналiз, статистична фiзика, теорiя ймовiрностей
та випадкових процесiв, нелiнiйна динамiка, теорiя хаосу, теорiя моделю-
вання та багатьох iнших. Див., напр., [21, 26, 108, 116] та багато iн.

На сьогоднi теорiя складних систем розвивається дуже швидко та ши-
роко, i навiть сам термiн став трактуватися в рiзний спосiб. Будемо вико-
ристовувати наступний, досить загальний, але дещо неформальний опис
складної системи, як специфiчної колекцiї елементiв, що мають так звану
колективну поведiнку. Останнє означає наявнiсть у системи властивостей,
якi не є притаманними внутрiшнiй природi кожного окремого елементу.
Мабуть, найбiльш вiдомими фiзичними прикладами таких властивостей є
термодинамiчнi ефекти, якi були основою для створення Л. Больцманом
статистичної фiзики як математичної мови для вивчення складних систем
молекул. Див., напр., [2, 6, 7, 69] та iн.

Припускається, що всi елементи складної системи є iдентичними за
властивостями та можливостями. Таким чином, цi елементи можуть бути
змодельованi як точки у деякому просторi, а сама складна система — як
дискретна множина в цьому просторi. Математично це означає, що для ви-
вчення складних систем можна користуватися мовою та технiкою, що були
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розробленi для моделей взаємодiючих частинок i якi формують великий
напрямок у сучасному нескiнченно-вимiрному та стохастичному аналiзi,
див., напр., [1, 101, 113, 119]. З iншого боку, системи взаємодiючих части-
нок широко застосовуються у фiзицi конденсованих середовищ, хiмiчнiй
кiнетицi, популяцiйнiй бiологiї, екологiї, соцiологiї, економiцi тощо, див.,
напр., [10, 32, 110] та iн. Зокрема, популяцiя у бiологiї чи екологiї може бу-
ти розглянута як сукупнiсть окремих органiзмiв (точок), що розташованi
у вiдповiдному середовищi, див., напр., [100].

Не зважаючи на цiлковито рiзнi порядки кiлькостi елементiв у реаль-
них фiзичних, бiологiчних, соцiальних та iнших системах (типова кiлькiсть
молекул у фiзичнiй системi перевищує 1023, а типова кiлькiсть для, ска-
жiмо, рослин є порядку 104–106), складнощi цих систем мають подiбнi фе-
номенологiчнi властивостi та потребують схожих математичних методiв.
Одним з них є математична апроксимацiя великої, але скiнченної реаль-
ної системи системою нескiнченною та ще й реалiзованою у нескiнченному
просторi. Цей пiдхiд був успiшно застосований до вивчення термодинамi-
чної границi для моделей статистичної фiзики (див., напр., [5] та вiдповiднi
посилання звiдти) та виявився зручним для, наприклад, екологiчного мо-
делювання у нескiнченному середовищi (для реалiзацiї ефекту вiдсутностi
меж у еволюцiї популяцiї, див., напр., [20, 31, 107]).

Таким чином, фазовий простiр для математичного опису складної си-
стеми має складатися iз злiченних пiдмножин висхiдного простору. Цей
висхiдний простiр, в свою чергу, може мати дискретну чи неперервну при-
роду. Звiдси виникає розподiл теорiї складних систем на два великих класи.
Дискретнi моделi вiдповiдають системам, чиї елементи можуть розташову-
ватися тiльки на наперед заданiй злiченнiй множинi позицiй, наприклад, на
вершинах ґратки Z

d або, бiльш загально, на вершинах якось графу, вкла-
деного до R

d. Цi моделi широко дослiджуються в багатьох монографiях
та сотнях наукових публiкацiй, див., напр., [29, 74, 101, 102] та посилання
звiдти.

Неперервнi моделi (якi, мабуть, бiльш точно було б називати «моделi
у неперервностi») дослiдженi, можливо, не настiльки iнтенсивно та широ-
ко. У роботi розглядаються саме неперервнi системи, чиї елементи можуть
займати довiльнi позицiї в евклiдовому просторi Rd, d ≥ 1. Розглянуто
тiльки так званi локально скiнченнi пiдмножини простору R

d: це означає,
що у довiльнiй обмеженiй областi допускається наявнiсть тiльки скiнчен-
ної кiлькостi елементiв. При цьому розглянуто лише системи iз забороною
наявностi декiлькох елементiв у однiй та тiй самiй позицiї у просторi.

Неперервнi системи розглядалися в роботах багатьох дослiдникiв, як
українських та (пост-)радянських: М.М. Боголюбова, В. I. Герасименка,
Р.Л. Добрушина, Є.А. Жижиної, Ю.Г. Кондратьєва, В.П. Маслова,
Р.А. Мiнлоса, Л.А. Пастура, Д.Я. Петрини, С.А. Пiрогова, О.Я. Повзне-
ра, С.К. Погосяна, О.Л. Ребенка, Я. Г. Сiная, В. I. Скрипнiка, Ю.М. Сухо-
ва, Б. I. Хацета та iн., — так i закордонних: Б. Болкера, Л. Ву, Х.-О. Георгi,
Р. Дарретта, А. Ленарда, О. Ленфорда, Р. Лоу, А. де Мазi, О. Оваскайне-
на, М. Пенроуза, Е. Презуттi, Д. Руеля, Д. Струка, М. Фiшера, Р. Холлi,
К. Черчиньянi, Г. Шпона та iн.
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Фазовим простором для неперервної системи, таким чином, висту-
пає простiр Γ усiх конфiгурацiй (локально скiнченних пiдмножин R

d). На
просторi Γ можуть бути введенi топологiчнi, метричнi, вимiрнi, диферен-
цiальнi, алгебраїчнi структури тощо, що дозволяє розглядати Γ як об’єкт
нескiнченновимiрного аналiзу. Вiдповiднi дослiдження були розвинутi в ро-
ботах С. Альбеверiо, Ю.М. Березанського, А.М. Вєршика, I.М. Гельфанда,
М. I. Граєва, Ю.Г. Кондратьєва, Т. Куни, А. Лєнарда, Є. Лiтвiнова, М. Рьо-
кнера та iн. У теорiї ймовiрностей також вивчаються точковi процеси, що
є мiрами на просторi конфiгурацiй.

Серед великого кола задач у теорiї складних неперервних систем зна-
чне мiсце займає вивчення рiзноманiтних динамiк, пов’язаних iз такими
системами. Однiєю з найбiльш широко дослiджуваних динамiк є гамiль-
тонова (детермiнова) динамiка, див., напр., [24]. У роботi розглядається
iнший клас динамiк, а саме стохастичнi динамiки. Цi динамiки описують
змiни системи у часi внаслiдок випадкових явищ, що вiдбуваються з еле-
ментами системи: зникнення iснуючих елементiв системи, поява нових еле-
ментiв у системi, змiна положення iснуючих елементiв системи тощо. Iн-
тенсивностi з якими вiдбуваються цi випадковi подiї нетривiальним чином
залежать вiд всiєї системи, тобто розглядаються динамiки iз взаємодiєю.
Також цi динамiки є маркiвськими, в тому сенсi, що майбутнє системи
повнiстю визначається її поведiнкою у поточний момент часу. Подiбнi ди-
намiки розглядалися рiзними дослiдниками, зокрема, в [13, 19, 30, 65, 66,
70, 71, 73, 75, 81, 88, 89, 112, 114, 115].

Суто ймовiрнiсний пiдхiд до вивчення стохастичних динамiк скла-
дних систем полягає в побудовi та дослiдженнi маркiвського процесу на
просторi конфiгурацiй (локально скiнченних пiдмножин R

d). Цей пiдхiд на
сьогоднi частково реалiзований або за iстотних обмежень на iнтенсивно-
стi випадкових подiй, згаданих вище, див., напр., [65, 66, 112, 115], або за
умов розглядання лише скiнченних систем (в скiнченному чи нескiнченно-
му об’ємi), див., напр., [63, 73, 75, 114]. Крiм зазначених обмежень, наявнi
результати не дають вiдповiдi на цiлу низку питань важливих для засто-
сувань, таких як статистичнi характеристики системи у часi: поведiнка
щiльностi системи, оцiнки на кореляцiї старших порядкiв у системi тощо.

Зважаючи на це, у роботi розглядається iнший пiдхiд, який умовно
можна назвати «статистичним описом стохастичних динамiк неперервних
систем». В рамках цього пiдходу замiсть динамiки окремих конфiгурацiй
розглядається динамiка їхнiх розподiлiв, тобто ймовiрнiсних мiр на просто-
рi конфiгурацiй. Виникає нетривiальна задача нескiнченновимiрного ана-
лiзу, яка при цьому є добре узгодженою iз потребами застосувань, де саме
статистичнi характеристики системи вiдiграють важливу роль для якiсно-
го та кiлькiсного аналiзу, в той час як детальний аналiз поведiнки всiх
окремих елементiв системи часто є технiчно неможливим. Слiд також за-
значити, що в основi згаданого вище пiдходу Л. Больцмана якраз i лежала
iдея про вивчення статистичної поведiнки груп молекул замiсть дослiдже-
ння руху окремих молекул.

Крiм побудови та дослiдження динамiки неперервної системи, тра-
дицiйно важливим є питання виводу так званих кiнетичних (нелiнiйних)
рiвнянь, розв’язки яких є наближенням щiльностi неперервної системи.
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Рiч у тiм, що щiльнiсть системи iз взаємодiєю як правило не задовольняє
замкненому еволюцiйному рiвнянню, а кiнетичне рiвняння дозволяє отри-
мати якiснi та кiлькiснi властивостi свого розв’язку, якi є, до певної мiри,
притаманними висхiднiй щiльностi. Такого роду питання активно розгля-
далися для деяких неперервних систем, див., напр., [12, 24, 68, 75, 124] та
iн. Одним з основних напрямкiв подальшого дослiдження є математично
строгий вивiд вiдповiдних кiнетичних рiвнянь для розглянутих стохасти-
чних динамiк.

Простори конфiгурацiй (локально скiнченних пiдмножин деякого, на-
приклад, евклiдового, простору) починаючи з 60-х рокiв минулого столiт-
тя стали предметом дослiджень як окремий математичний об’єкт у рiзних
областях математики: функцiональному аналiзi, математичнiй фiзицi, те-
орiї ймовiрностей, топологiї. Локально скiнченнi пiдмножини висхiдного
простору виявились зручним об’єктом у застосуваннях: фiзичних, хiмi-
чних, бiологiчних, економiчних, соцiальних тощо.

Як вже вiдзначалось, математичний опис задач статистичної фiзи-
ки розпочався ще в роботах Л. Больцмана та його послiдовникiв, див.,
напр., [6, 7]. Роботи Дж.В. Гiббса, див. [4], започаткували сучасну теорiю
гiббсiвських мiр на просторах конфiгурацiй, розвинену Р.Л. Добрушиним,
О. Ленфордом та Д. Руелем, див., напр., огляд [5] i вiдповiднi посилан-
ня там. Детальне вивчення аналiзу на просторах конфiгурацiй бере свiй
початок, мабуть, в роботi А.М. Вершика, I.М. Гельфанда та М. I. Грає-
ва [3]. Сучасного вигляду аналiз на просторах конфiгурацiй набув в робо-
тах С. Альбеверiо, Ю.Г. Кондратьєва, T. Куни, М. Рьокнера та iн., див.,
напр., [8, 9, 94, 117]. Надзвичайно важливим для побудови стохастичних
динамiк на просторах конфiгурацiй виявився гармонiйний аналiз на цих
просторах, побудований в [76, 94], див. також [14–16, 78, 79].

У данiй роботi, яка має оглядовий характер, ми розглядаємо основнi
структури на просторах конфiгурацiй та вiдповiдний гармонiйний аналiз,
i наводимо математичнi формулювання задач про стохастичнi динамiки.

1 Простори скiнченних конфiгурацiй

Позначення 1.1. Нехай d ∈ N — натуральне число. Введемо позначення:
� R

d — d-вимiрний евклiдiв простiр над полем дiйсних чисел R;
� O(Rd) — клас всiх вiдкритих множин у просторi Rd;
� B(Rd) — клас всiх борелiвських множин у просторi Rd;
� Ob(R

d) — клас всiх обмежених множин з O(Rd);
� Bb(R

d) — клас всiх обмежених множин з B(Rd).

Означення 1.2. Нехай Y ∈ B(Rd) та n ∈ N0 := N ∪ {0}. Простором усiх
n-точкових конфiгурацiй над множиною Y називається множина

Γ
(n)
Y :=

{
η ⊂ Y

∣∣ |η| = n
}
, n ∈ N; Γ

(0)
Y := {∅}.

Тут i надалi, символ | · | позначає кiлькiсть точок у дискретнiй множинi.
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Позначення 1.3. Нехай Y ∈ B(Rd), n ∈ N0, Λ ∈ Bb(R
d), Λ ⊂ Y .

� Позначимо ηΛ := η ∩ Λ.
� Розглянемо вiдображення NΛ : Γ

(n)
0,Y → N0, що задано наступною фор-

мулою: NΛ(η) := |ηΛ|.
� Для n ∈ N покладемо

›Y n =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Y n

∣∣ xk 	= xl, якщо k 	= l
}
.

� Для n ∈ N розглянемо Sn — групу перестановок над множиною
{1, . . . , n}.
Для Y ∈ B(Rd), n ∈ N розглянемо вiдображення symY,n : ›Y n → Γ

(n)
Y ,

що задане наступним чином:

symY,n

(
(x1, . . . , xn)

)
:= {x1, . . . , xn}.

Вiдображення symY,n дає змогу ототожнити простiр n-точкових конфiгу-
рацiй Γ

(n)
Y з симетризацiєю множини ›Y n, тобто з множиною ›Y n/Sn. Це

дозволяє визначити у просторi Γ(n)
Y сiм’ю вiдкритих множин O(

Γ
(n)
0,Y

)
:=

sym−1
Y,n

(O(›Y n)
)
. Базу топологiї складатиме система множин

U1“× · · ·“×Un :=
{
η ∈ Γ

(n)
0,Y

∣∣ NU1
(η) = 1, . . . , NUn

(η) = 1
}
,

де U1, . . . , Un ∈ Ob(R
d), U1, . . . , Un ⊂ Y та Ui ∩ Uj = ∅ при i 	= j.

Наступне твердження доведено в [122, Theorem 1.1].

Твердження 1.4. Побудована за O(
Γ
(n)
0,Y

)
борелiвська σ-алгебра B(Γ(n)

Y

)
спiвпадатиме з σ-алгеброю, породженою вiдображеннями NΛ, а саме

B(Γ(n)
Y

)
= σ

(
NΛ | Λ ∈ Bb(R

d),Λ ⊂ Y
)
.

Означення 1.5. Нехай Y ∈ B(Rd). Простором скiнченних конфiгурацiй
над множиною Y називається диз’юнктне об’єднання

Γ0,Y :=
⊔

n∈N0

Γ
(n)
Y . (1.1)

Структура диз’юнктного об’єднання дозволяє визначити на Γ0,Y топологiю
O(Γ0,Y ). Вiдповiдну борелiвську σ-алгебру будемо позначати B(Γ0,Y ).

Позначення 1.6. У випадку Y = R
d, ми будемо опускати нижнiй iндекс

i використовувати позначення

Γ(n) := Γ
(n)

Rd , Γ0 := Γ0,Rd .

Означення 1.7. Множина B ∈ B(Γ0) називається обмеженою, якщо iсну-
ють такi Λ ∈ Bb(R

d) та N ∈ N, що B ⊂ ⊔N
n=0 Γ

(n)
Λ . Клас усiх обмежених

множин з B(Γ0) будемо позначати Bb(Γ0).

Означення 1.8. Мiра ρ на
(
Γ0,B(Γ0)

)
називається локально скiнченною,

якщо ρ(B) < ∞ для довiльної множини B ∈ Bb(Γ0). Клас усiх локально
скiнченних мiр на

(
Γ0,B(Γ0)

)
позначимо Mlf(Γ0).
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Важливим прикладом локально скiнченної мiри на Γ0 є мiра Лебега—
Пуассона, яку ми зараз визначимо. Мiру Лебега на

(
R

d,B(Rd)
)
позначимо

dm(x) = dx

Мiра m(n) на B(Γ(n)) визначається як образ продакт-мiри m⊗n на fl(Rd)n

пiд дiєю вiдображення symRd,n. Це означення є коректним, оскiльки

m⊗n
(
(Rd)n \ fl(Rd)n

)
= 0.

При n = 0 покладемо
m(0)({∅}) := 1.

Означення 1.9. Нехай число z > 0 задане. Мiра Лебега—Пуассона λz на(
Γ0,B(Γ0)

)
визначається вiдповiдно до розкладу (1.1) наступним чином:

λz :=
∞∑

n=0

zn

n!
m(n). (1.2)

Для довiльного Λ ∈ Bb(R
d) звуження мiри λz на Γ0,Λ ми будемо також

позначати λz. Невiд’ємне число z називається iнтенсивнiстю мiри λz або
її параметром активностi . При z = 1 ми будемо опускати iндекс:

λ := λ1.

Зауваження 1.10. В означеннi 1.9 мiру Лебега m можна замiнити на до-
вiльну мiру Радона σ на

(
R

d,B(Rd)
)
, що не має атомiв (є неатомарною),

тобто (див. також зауваження 2.9 нижче) σ(Λ) < ∞ для довiльного Λ ∈
Bb(R

d) та σ({x}) = 0 для всiх x ∈ R
d.

Наступне просте твердження має важливi застосування.

Твердження 1.11. Для довiльної множини A ∈ B(Rd), такої що
m(A) = 0, виконується рiвнiсть:

λ
({η ∈ Γ0,Y | η ∩A 	= ∅}) = 0, Y ∈ B(Rd).

Доведення, яке, звiсно, достатньо провести для Y = R
d, мiститься у

доведеннi [94, Proposition 2.2.8]. Маємо очевидний наслiдок.

Наслiдок 1.12. Для довiльних ξ ∈ Γ0, x ∈ R
d

λ
({η ∈ Γ0 | x ∈ η}) = λ

({η ∈ Γ0 | ξ ∩ η 	= ∅}) = 0.

Розглянемо деякi класи функцiй1 на Γ0. Пiд вимiрною функцiєю на
Γ0 ми завжди будемо розумiти B(Γ0)/B(R)-вимiрну функцiю.
Позначення 1.13. Вiдповiдно до розкладу (1.1), кожна вимiрна функцiя
G : Γ0 → R задається системою своїх звужень

G(n) := G �Γ(n) .

1Всюди в подальшому, крiм випадкiв, коли це буде явно вказано, ми будемо розгля-
дати лише дiйснозначнi функцiї.
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Для симетричної функцiї G(n) ◦ sym−1
Rd,n

: fl(Rd)n → R ми будемо викори-
стовувати те саме позначення G(n), крiм випадкiв, коли це призведе до
непорозумiння.

Означення 1.14. Будемо казати, що вимiрна функцiя G на Γ0 має ло-
кальний носiй, якщо iснує Λ ∈ Bb(R

d), таке що G �Γ0\Γ0,Λ
= 0. Множину

усiх вимiрних функцiй на Γ0, що мають локальний носiй, ми позначимо
L0
ls(Γ0).

Означення 1.15. Будемо казати, що вимiрна функцiя G на Γ0 має обме-
жений носiй, якщо iснує B ∈ Bb(Γ0), таке що G �Γ0\B= 0. Множину обме-
жених вимiрних функцiй на Γ0, що мають обмежений носiй, позначимо
Bbs(Γ0).

Для довiльної B(Rd)-вимiрної функцiї f : Rd → R визначимо так звану
експоненту Лебега—Пуассона — функцiю на Γ0, задану в такий спосiб:

eλ(f, η) :=
∏
x∈η

f(x), η ∈ Γ0 \ {∅}, eλ(f, ∅) := 1. (1.3)

Для довiльного z > 0 розглянемо простiр L1(Γ0, λz) := L1
(
Γ0,B(Γ0), dλz

)
функцiй, iнтегрованих на Γ0 вiдносно мiри Лебега—Пуассона λz.

Твердження 1.16. Нехай z > 0 задане. Справедливi твердження:
1. Множина Bbs(Γ0) є щiльною у L1(Γ0, λz).
2. Для довiльного f ∈ L1(Rd, dx) маємо eλ(f) ∈ L1(Γ0, λz) i при цьому∫

Γ0

eλ(f, η) dλz(η) = exp
{
z

∫
Rd

f(x) dx
}
. (1.4)

3. Множина
{
eλ(f)

∣∣ f ∈ L1(Rd, dx)
}
є тотальною у L1(Γ0, λz)

Доведення. 1. Довiльна функцiя G ∈ L1(Γ0, λz), очевидно, наближається у
нормi ‖·‖z простору L1(Γ0, λz) послiдовнiстюGn =

(
G(0), G(1), . . . , G(n), 0, . . .

)
.

Оскiльки кожна зG(j), 1 ≤ j ≤ n є симетричною функцiєю на (Rd)j та нале-
жить вiдповiдному простору L1

(
(Rd)j ,m⊗j

)
, то вона, очевидно, може бути

наближена в нормi цього простору деякою послiдовнiстю
{
gj,m(j)

}
m(j)∈N

вимiрних симетричних обмежених на (Rd)j функцiй з компактними носi-
ями (наприклад, iндикаторами компактних множин). Тодi послiдовнiсть
функцiй {(

G(0), g1,m(1)
, . . . , gn,m(n)

, 0, . . .
)}

m(1),...,m(n)∈N
(1.5)

наближає в нормi ‖ · ‖z функцiю Gn, причому для кожної з функцiй послi-
довностi (1.5), тобто для кожного фiксованого набору (m(1), . . . ,m(n)) ∈ N

n,
знайдеться Λ = Λ(m(1), . . . ,m(n)) ∈ Bb(R

d), яке мiстить носiї усiх функцiй
g1,m(1)

, . . . , gn,m(n)
. Таким чином, функцiї з (1.5) належать Bbs(Γ0), звiдки

випливає перше твердження.
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2. Твердження прямо випливає з (1.3) та (1.2), оскiльки∫
Γ0

∏
x∈η

f(x) dλ(η) =
∞∑

n=0

zn

n!

∫
(Rd)n

f(x1) . . . f(xn) dx1 . . . dxn

=
∞∑

n=0

zn

n!

(∫
Rd

f(x) dx
)n

= exp
{
z

∫
Rd

f(x) dx
}
.

3. Доведення аналогiчне доведенню першого твердження, оскiльки до-
вiльну iнтегровану на (Rd)j , j ∈ N симетричну функцiю можна наблизити
лiнiйною комбiнацiєю функцiй вигляду f(x1) . . . f(xj), f ∈ L1(Rd).

Твердження 1.17. Для довiльної B(Γ0 × Γ0 × Γ0)/B(R)-вимiрної функцiї
H : Γ0 × Γ0 × Γ0 → R виконується наступна тотожнiсть:∫

Γ0

∑
ξ⊂η

H (ξ, η \ ξ, η) dλ (η) =
∫
Γ0

∫
Γ0

H (ξ, η, η ∪ ξ) dλ (ξ) dλ (η) , (1.6)

якщо принаймнi один з iнтегралiв є скiнченним для |H|.
Доведення одразу випливає, наприклад, з [94, Lemma 2.1.3].
Обравши функцiю H, таку що H(ξ1, ξ2, ξ3) = 0 при ξ1 /∈ Γ(1) i довiль-

них ξ2, ξ3 ∈ Γ0, дiстанемо простий наслiдок.

Наслiдок 1.18. Для довiльної B(Γ0×Γ0×R
d)/B(R)-вимiрної функцiї H :

Γ0 × Γ0 × R
d → R виконується наступна тотожнiсть:∫
Γ0

∑
x∈η

h(x, η \ x, η)dλ(η) =
∫
Γ0

∫
Rd

h(x, η, η ∪ x)dxdλ(η), (1.7)

якщо принаймнi один з iнтегралiв є скiнченним для |h|.

2 Простори нескiнченних конфiгурацiй

Означення 2.1. Простiр конфiгурацiй Γ над R
d визначено як множину

усiх локально скiнченних пiдмножин (конфiгурацiй) з Rd, тобто

Γ :=
{
γ ⊂ R

d
∣∣ |γ ∩ Λ| < ∞ для всiх Λ ∈ Bb(R

d)
}
.

Зауваження 2.2. З означення 2.1 випливає, що локально скiнченна мно-
жина — це не бiльш нiж злiченна пiдмножина з Rd, що не має скiнченних
точок скупчення.

Зауваження 2.3. Очевидно, що Γ0 є пiдмножиною множини Γ, проте, як
простiр, Γ0 вiдiграє самостiйну роль у всьому подальшому аналiзi i розгля-
дається незалежно.

Позначення 2.4. Якщо в означеннi 1.5 обрати Y = Λ ∈ Bb(R
d), ми будемо

опускати 0 в iндексi, тобто для Λ ∈ Bb(R
d)

ΓΛ := Γ0,Λ.
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Зауваження 2.5. Можна визначити простiр ΓΛ, як такий, що складається
з усiх конфiгурацiй γ ∈ Γ, якi повнiстю лежать в Λ ∈ Bb(R

d). З означення
2.1 випливає, що всi такi конфiгурацiї є скiнченними. Отже, як множина
ΓΛ спiвпадатиме з Γ0,Λ. Див. також зауваження 2.10 нижче.

Позначення 2.6. Клас усiх дiйснозначних неперервних функцiй на R
d

з компактним носiєм позначимо C0(R
d). Для довiльної f ∈ C0(R

d) визна-
чимо лiнiйну функцiю на Γ наступною формулою

〈f, γ〉 :=
∑
x∈γ

f(x). (2.1)

Зауваження 2.7. Зазначимо, що сума в (2.1) насправдi береться лише по
скiнченнi множинi точок з γ, якi лежать всерединi обмеженого в R

d носiя
функцiї f .

Означення 2.8. Грубою топологiєю O(Γ) на просторi конфiгурацiй Γ на-
зивається найслабша топологiя, вiдносно якої всi лiнiйнi функцiї

Γ � γ �→ 〈f, γ〉 ∈ R, f ∈ C0(R
d)

є неперервними.

Зауваження 2.9. Кожну конфiгурацiю γ ∈ Γ можна ототожнити iз мiрою
γ(·) : B(Rd)→ R+ на R

d, яка є лiнiйною комбiнацiєю мiр Дiрака εx, x ∈ γ:

γ ↔
∑
x∈γ

εx.

За означенням 2.1, ця мiра є мiрою Радона на B(Rd), тобто (див. зауваже-
ння 1.10)

γ(A) =

∫
A

dγ(x) =
∑
x∈γ

∫
A

dεx(y) = |γ ∩A| < ∞, A ∈ Bb(R
d).

Це дозволяє iзоморфно вкласти простiр конфiгурацiй Γ у простiр мiр Радо-
наM(Rd) на Rd. Груба топологiя O(Γ) при цьому буде iндукованою грубою
топологiєю на просторi мiр M(Rd), визначеною, напр., в [62, Section 7.3].

Аналогiчно позначенню 1.3 покладемо для всiх Λ ∈ Bb(R
d), γ ∈ Γ

γΛ := γ ∩ Λ.
База топологiї O(Γ) задається системою множин{

γ ∈ Γ
∣∣ |γΛ| = n, γ∂Λ = ∅},

де Λ ∈ Bb(R
d), n ∈ N0 та ∂Λ є межею Λ, див., напр., [98]. Ця топологiя

є сепарабельною та метризованою, див., напр., [105], причому вiдповiдний
метричний простiр буде повним.

Зауваження 2.10. Зазначимо, що топологiя O(ΓΛ), iндукована топологi-
єю O(Γ), вiдрiзнятиметься вiд топологiї O(Γ0,Λ). При цьому вiдповiднi
борелiвськi σ-алгебри B(ΓΛ) та B(Γ0,Λ) спiвпадатимуть (детальнiше див.,
напр., [76]).
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Позначення 2.11. Введемо наступнi позначення.
� Борелiвську σ-алгебру, вiдповiдну до O(Γ), ми позначимо B(Γ).
� Аналогiчно до позначення 1.3, для довiльного Λ ∈ Bb(R

d) введемо
вiдображення NΛ : Γ→ N0 наступним чином: NΛ(γ) = |γΛ|.

� Для довiльного Λ ∈ Bb(R
d) розглянемо вiдображення pΛ : Γ → ΓΛ,

що задано формулою
pΛ(γ) := γ ∩ Λ. (2.2)

При цьому B(Γ) є мiнiмальною σ-алгеброю, вiдносно якої всi вiдобра-
ження NΛ, Λ ∈ Bb(R

d) є вимiрними, див., напр., [8], тобто

B(Γ) = σ
(
NΛ

∣∣ Λ ∈ Bb(R
d)
)
.

Розглянемо також сiм’ю σ-алгебр на Γ, задану наступним чином:

BΛ(Γ) := σ(NΛ′ | Λ′ ∈ Bb(R
d),Λ′ ⊂ Λ), Λ ∈ Bb(R

d).

Зауваження 2.12. Зазначимо, що σ-алгебри BΛ(Γ) та B(ΓΛ) є σ-iзоморф-
ними, див., напр., [76], тобто мiж ними iснує взаємно однозначна вiдповiд-
нiсть, що зберiгає операцiї над множинами, включаючи злiченнi об’єднан-
ня.

Означення 2.13. Нехай μ— ймовiрнiсна мiра на
(
Γ,B(Γ)), клас всiх таких

мiр позначимоM1(Γ). Нехай Λ ∈ Bb(R
d).Проекцiєю μΛ мiри μ на вимiрний

простiр
(
ΓΛ,B(ΓΛ)

)
називається образ мiри μ пiд дiєю вiдображення (2.2),

тобто
μΛ(A) := μ

(
p−1
Λ (A)

)
, A ∈ B(ΓΛ).

Означення 2.14. Будемо казати, що ймовiрнiсна мiра μ на
(
Γ,B(Γ)) має

скiнченнi локальнi моменти всiх порядкiв, якщо для довiльних Λ ∈ Bb(R
d)

та n ∈ N0 ∫
Γ

|γΛ|n dμ(γ) < +∞.

Клас всiх таких мiр позначимо M1
fm(Γ).

Прикладом мiри з локальними скiнченними моментами є мiра Пуас-
сона. Її можна визначити наступним чином. Нехай Λ ∈ Bb(R

d), z > 0, λz —
мiра Лебега—Пуассона на ΓΛ = Γ0,Λ. З (1.2) випливає, що

λz(ΓΛ) = ezm(Λ).

Розглянемо ймовiрнiсну мiру на
(
ΓΛ,B(ΓΛ)

)
, задану формулою

πΛ
z := e−zm(Λ)λz. (2.3)

Для довiльних Λ1,Λ2 ∈ Bb(R
d), Λ1 ⊂ Λ2 розглянемо вiдображення

pΛ2,Λ1
: ΓΛ2

→ ΓΛ1
, що задане рiвнiстю

pΛ2,Λ1(η) = ηΛ1 , η ∈ Λ2.

Твердження 2.15. Нехай z > 0. Сiм’я мiр
{
πΛ
z

∣∣ Λ ∈ Bb(R
d)
}
є узгодже-

ною, тобто

πΛ2
z

(
p−1
Λ2,Λ1

(A)
)
= πΛ1

z (A), A ∈ B(ΓΛ1), Λ1 ⊂ Λ2.
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Доведення. Внаслiдок твердження 1.4, σ-алгебра B(ΓΛ1
) породжується мно-

жинами

CΛ1
(Λ, j) :=

{
γ ∈ ΓΛ1

∣∣ |γ ∩ Λ| = j
}
, Λ ∈ Bb(R

d),Λ ⊂ Λ1, j ∈ N0.

Тому достатньо перевiрити твердження для A = CΛ1
(Λ, j), Λ ∈ Bb(R

d),
Λ ⊂ Λ1, j ∈ N0. Внаслiдок (2.3), маємо

πΛ2
z

(
p−1
Λ2,Λ1

(A)
)
= e−zm(Λ2)

∫
ΓΛ2

11{γ∈ΓΛ2
|γ∩Λ1∈A} dλz(γ)

(1.2)
= e−zm(Λ2)

∞∑
n=0

zn

n!

∫
(Λ2)n

11{
(x1,...,xn)∈(Λ2)n|{x1,...,xn}∩Λ1∈A

} dx1 . . . dxn

= e−zm(Λ2)
∞∑

n=0

zn

n!

∫
(Λ2)n

11{{x1,...,xn}∩Λ1∈A
} dx1 . . . dxn

= e−zm(Λ2)
∞∑

n=0

zn

n!

∫
(Λ2)n

11{|{x1,...,xn}∩Λ|=j
} dx1 . . . dxn

(оскiльки ({x1, . . . , xn} ∩ Λ1) ∩ Λ = {x1, . . . , xn} ∩ Λ)

= e−zm(Λ2)
∞∑
n=j

zn

n!

n!

j!(n− j)!

∫
(Λ2)n

11{{x1,...,xj}⊂Λ,{xj+1,...,xn}∩Λ=∅
} dx1 . . . dxn

= e−zm(Λ2)
1

j!

∞∑
n=j

zn

(n− j)!

(
m(Λ2 \ Λ)

)n−j(
m(Λ)

)j
= e−zm(Λ2)

1

j!

(
m(Λ)

)j ∞∑
n=0

zn+j

n!

(
m(Λ2 \ Λ)

)n
= e−zm(Λ2)

1

j!

(
m(Λ)

)j
zjezm(Λ2\Λ)

= e−zm(Λ) z
j

j!

(
m(Λ)

)j
.

З iншого боку, цiлком аналогiчно,

πΛ1
z (A) = e−zm(Λ1)

∫
ΓΛ1

11{γ∈ΓΛ1
||γ∩Λ|=j} dλz(γ)

= e−zm(Λ1)
∞∑

n=0

zn

n!

∫
(Λ1)n

11{|{x1,...,xn}∩Λ|=j
} dx1 . . . dxn

= e−zm(Λ1)
∞∑
n=j

zn

n!

n!

j!(n− j)!

∫
(Λ1)n

11{{x1,...,xj}⊂Λ
} dx1 . . . dxn

= e−zm(Λ1)
1

j!

∞∑
n=j

zn

(n− j)!

(
m(Λ1 \ Λ)

)n−j(
m(Λ)

)j
= e−zm(Λ1)

1

j!

(
m(Λ)

)j ∞∑
n=0

zn+j

n!

(
m(Λ1 \ Λ)

)n
= e−zm(Λ1)

1

j!

(
m(Λ)

)j
zjezm(Λ1\Λ)

= e−zm(Λ) z
j

j!

(
m(Λ)

)j
,

що доводить твердження.
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Наступне твердження є версiєю теореми Колмогорова i випливає, напр.,
з [111, Theorem V.3.2] або [95, Theorem 5.12].

Твердження 2.16. Нехай z > 0. Iснує єдина мiра πz на
(
Γ,B(Γ)), така

що для довiльного Λ ∈ Bb(R
d) мiра πΛ

z , визначена в (2.3), є проекцiєю мiри
πz на

(
ΓΛ,B(ΓΛ)

)
. Мiра πz називається мiрою Пуассона з iнтенсивнiстю

(параметром) z на просторi конфiгурацiй Γ.

Зауваження 2.17. Важливою властивiстю мiри Пуассона є так звана то-
тожнiсть Мекке, яку для пуассонiвських процесiв, по сутi, показав ще
Н.Р. Кемпбелл [22, 23]. Вона, насправдi, випливає iз твердження 2.16 та
наслiдку 1.18 i стверджує, що для довiльної B(Γ)×B(Rd)-вимiрної функцiї
h : Γ× R

d → R∫
Γ

∑
x∈γ

h(γ, x) dx dπz(γ) = z

∫
Γ

∫
Rd

h(γ ∪ x, x) dx dπz(γ), (2.4)

якщо тiльки хоча б один з iнтегралiв є скiнченним для |h|.1 Й. Мекке в [106]
показав, що тотожнiсть (2.4) є необхiдною i достатньою умовою того, що
πz є пуассонiвською мiрою з iнтенсивнiстю z > 0.

Означення 2.18. Мiра μ ∈ M1
fm(Γ) називається локально абсолютно не-

перервною вiдносно мiри Пуассона πz, z > 0, якщо для довiльного Λ ∈
Bb(R

d) проекцiя μΛ мiри μ на
(
ΓΛ,B(ΓΛ)

)
є абсолютно неперервною вiдно-

сно мiри πΛ
z .

Позначення 2.19. Як прямо випливає з означення 2.18, якщо мiра μ ∈
M1

fm(Γ) є локально абсолютно неперервна вiдносно мiри Пуассона πz0 для
деякого z0 > 0, то вона є локально абсолютно неперервною вiдносно мiри
Пуассона πz для довiльного z > 0. Клас таких мiр позначимо M1

fm,π(Γ).

Мiри, локально абсолютно неперервнi вiдносно мiри Пуассона, володi-
ють властивостями аналогiчними до властивостей мiри Лебега—Пуассона,
наведених у твердженнi 1.11.

Твердження 2.20. Нехай мiра μ ∈ M1
fm,π(Γ). Тодi для довiльної множи-

ни A ∈ B(Rd), такої що m(A) = 0, виконується рiвнiсть:

μ
({γ ∈ Γ | γ ∩A 	= ∅}) = 0.

Доведення див., напр., у [94, Proposition 2.2.8].

Наслiдок 2.21. Нехай мiра μ ∈ M1
fm,π(Γ). Тодi

1. для довiльних γ′ ∈ Γ, x ∈ R
d

μ
({γ ∈ Γ | x ∈ γ}) = μ

({γ ∈ Γ | γ′ ∩ γ 	= ∅}) = 0;

2. множина пар
{
(γ, γ′) ∈ Γ× Γ | γ ∩ γ′ 	= ∅} має мiру μ⊗ μ рiвну 0;

3. множина пар
{
(γ, x) ∈ Γ× R

d | x /∈ γ
}
має мiру μ⊗m рiвну 0.

Доведення див., напр., у [94, Lemma 2.2.7].
1Всюди у подальшому для спрощення позначень ми будемо писати γ ∪ x або γ \ x

замiсть бiльш точного γ ∪ {x} чи γ \ {x}, вiдповiдно.
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Зауваження 2.22. Зазначимо, що при рiзних iнтенсивностях z1 	= z2 мiри
λz1 та λz2 на

(
Γ0,B(Γ0)

)
є абсолютно неперервними одна вiдносно iншої

(тобто еквiвалентними), що випливає прямо з означення 1.9. Проте двi мiри
на

(
Γ,B(Γ)), локально абсолютно неперервнi вiдносно однiєї i тiєї ж мiри

Пуассона, взагалi кажучи, не є абсолютно неперервними. Навiть двi мiри
Пуассона πz1 та πz2 (якi, за (2.3), є локально абсолютно неперервними одна
вiдносно iншої) при z1 	= z2 є ортогональними на всьому просторi Γ (див.
[123] та узагальнення в [125]).

3 Елементи гармонiйного аналiзу на
просторах конфiгурацiй

Означення 3.1. Функцiя F : Γ → R називається цилiндричною, якщо
iснує множина Λ ∈ Bb(R

d), для якої F є BΛ(Γ)-вимiрною функцiєю. Ця
властивiсть характеризується наступною рiвнiстю

F (γ) = F �ΓΛ(γΛ).

Клас цилiндричних функцiй на Γ будемо позначати Fcyl(Γ).

Позначення 3.2. Якщо γ ∈ Γ є нескiнченною конфiгурацiєю, то запис
η � γ означатиме, що η ⊂ γ та η ∈ Γ0, тобто η є скiнченною пiдмножиною
множини γ.

Означення 3.3. Розглянемо наступне перетворення (див. [76, 98, 99]) K :
L0
ls(Γ0)→ Fcyl(Γ), що задане формулою

(KG)(γ) :=
∑
η�γ

G(η), γ ∈ Γ, (3.1)

де G ∈ L0
ls(Γ0).

Зауваження 3.4. З означення 1.14 випливає, що пiдсумовування в (3.1)
ведеться по скiнченному набору з усiх пiдмножин з γΛ, де Λ — локальний
носiй функцiї G ∈ L0

ls(Γ0).

Вiдображення K : L0
ls(Γ0)→ Fcyl(Γ) є лiнiйним, зберiгає додатнi фун-

кцiї та має обернене (див., напр., [76, Proposition 3.5])

(K−1F )(η) :=
∑
ξ⊂η

(−1)|η\ξ|F (ξ), η ∈ Γ0. (3.2)

Зауваження 3.5. В [76, Proposition 3.5] показано, що для F ∈ Fcyl(Γ) вико-
нується включення K−1F ∈ L0

ls(Γ0). Пiдкреслимо, що права частина фор-
мули (3.2) задає коректно визначену вимiрну функцiю на Γ0 для довiльної
вимiрної функцiї F , що визначена на Γ, або навiть на якiйсь пiдмножинi
з Γ, що мiстить Γ0.

Наступне твердження також доведене в [76, Proposition 3.1].
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Твердження 3.6. Нехай G ∈ Bbs(Γ0). Тодi KG ∈ Fcyl(Γ), причому iсну-
ють такi C > 0, Λ ∈ Bb(R

d) та N ∈ N0, що функцiя F = KG задовольняє
нерiвностi

|F (γ)| ≤ C
(
1 + |γΛ|

)N
, γ ∈ Γ. (3.3)

Позначення 3.7. Клас цилiндричних функцiй F : Γ→ R, для яких вико-
нана нерiвнiсть (3.3), будемо позначати Fpb(Γ). Цi функцiї називатимемо
(локально) полiномiально обмеженими на Γ.

Означення 3.8. Нехай μ ∈ M1
fm(Γ). Кореляцiйною мiрою, що вiдповiдає

мiрi μ, називається мiра ρμ ∈ Mlf(Γ0), визначена рiвнiстю

ρμ(A) :=

∫
Γ

(K11A)(γ) dμ(γ), A ∈ Bb(Γ0)

де 11A : Γ0 → R — функцiя-iндикатор множини A ∈ B(Γ0). Коректнiсть
цього означення випливає з [76, Remark 4.7]. Зауважимо, що

ρμ({∅}) = 1. (3.4)

Наступне твердження доведено в [76, Corollary 4.1].

Твердження 3.9. Нехай μ ∈ M1
fm(Γ). Тодi для всiх G ∈ Bbs(Γ0) викону-

ється включення G ∈ L1(Γ0, ρμ), причому∫
Γ0

G(η) dρμ(η) =

∫
Γ

(KG)(γ) dμ(γ). (3.5)

Зауваження 3.10. Для довiльної невiд’ємної B(Γ0)-вимiрної функцiї

G : Γ0 → R+ := [0; +∞)

права частина рiвностi (3.1) визначає B(Γ)-вимiрну функцiю
KG : Γ→ [0; +∞].

У цьому випадку рiвнiсть (3.5) також виконується (див. [76, Corollary 4.1]).

Зауваження 3.11. У [76, Theorem 4.11]) показано, що для μ ∈ M1
fm(Γ)

та G ∈ L1(Γ0, ρμ) права частина (3.1) визначає μ-майже скрiзь (μ-м. с.
у подальшому) абсолютно збiжний ряд, причому KG ∈ L1(Γ, μ) i виконує-
ться рiвнiсть (3.5).

Наступне твердження доведено у [76, Proposition 4.14].

Твердження 3.12. Нехай μ ∈ M1
fm,π(Γ). Тодi кореляцiйна мiра ρμ є аб-

солютно неперервною вiдносно мiри Лебега—Пуассона λ на
(
Γ0,B(Γ0)

)
.

Означення 3.13. Нехай μ ∈ M1
fm(Γ).

1. Якщо кореляцiйна мiра ρμ є абсолютно неперервною вiдносно мiри
Лебега—Пуассона λ на

(
Γ0,B(Γ0)

)
, то вiдповiдна похiдна Радона—

Нiкодима

kμ(η) :=
dρμ
dλ

(η), η ∈ Γ0
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називається кореляцiйним функцiоналом мiри μ. З твердження 3.12
випливає, що кореляцiйний функцiонал мiри μ ∈ M1

fm,π(Γ) завжди
iснує. Як прямо випливає з (3.4),

kμ(∅) = 1.

2. Функцiї k(n)μ : (Rd)n → R+, якi визначено рiвностями

k(n)μ (x1, . . . , xn) :=

{
kμ({x1, . . . , xn}), якщо (x1, . . . , xn) ∈ fl(Rd)n,

0, у протилежному випадку,

називаються кореляцiйними функцiями мiри μ.

Зауваження 3.14. Якщо kμ — кореляцiйний функцiонал мiри μ ∈ M1
fm(Γ),

то рiвнiсть (3.5) набуває вигляду:∫
Γ0

G(η)kμ(η) dλ(η) =

∫
Γ

(KG)(γ) dμ(γ). (3.6)

Кореляцiйнi функцiї iнколи визначаються через рiвнiсть (3.6), а саме: по-
слiдовнiсть вимiрних симетричних невiд’ємних функцiй k

(n)
μ : (Rd)n → R+,

n ∈ N, k(0)μ := 1 називається системою кореляцiйних функцiй, що вiдпо-
вiдають мiрi μ ∈ M1

fm(Γ), якщо для довiльного n ∈ N0 та для довiльної
вимiрної симетричної невiд’ємної функцiї f (n) : (Rd)n → R+ виконана рiв-
нiсть∫

Γ

∑
{x1,...,xn}⊂γ

f (n)(x1, . . . , xn) dμ(γ)

=
1

n!

∫
(Rd)n

f (n)(x1, . . . , xn)k
(n)
μ (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn.

Отже, для довiльної мiри μ ∈ M1
fm,π(Γ) iснує вiдповiдна система кореля-

цiйних функцiй.

Позначення 3.15. Нехай C > 0 та δ ≥ 0. Розглянемо банаховий простiр

KC, δ =
{
k : Γ0 → R

∣∣ |k(η)| ≤ const · C |η|(|η|!)δ для λ-м.в. η ∈ Γ0

}
(3.7)

з нормою

‖k‖KC, δ
:= ess sup

η∈Γ0

|k(η)|
C |η|(|η|!)δ .

Очевидно, при C ′ ≥ C, δ′ ≥ δ справедливе включення KC, δ ⊂ KC′, δ′ . При
δ = 0 будемо опускати цей iндекс:

KC := KC,0.

Зауваження 3.16. Нерiвнiсть для k ∈ KC, δ з означення (3.7) будемо на-
зивати узагальненою оцiнкою Руеля; при δ = 0 вона спiвпадає з оцiнкою
отриманою Д.Руелем в [120] для кореляцiйних функцiй мiри Гiббса на Γ.
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Твердження 3.17. Нехай C > 0, δ ≥ 0, k ∈ KC, δ.
1. Для довiльного G ∈ Bbs(Γ0)∫

Γ0

|G(η)k(η)| dλ(η) < ∞.

Iншими словами Bbs(Γ0) ⊂ L1(Γ0, |k| dλ).
2. Нехай δ ∈ [0; 1). Тодi eλ(f) ∈ L1(Γ0, |k| dλ) для довiльної функцiї f ∈

L1(Rd, dx).

Наслiдок 3.18. Нехай μ ∈ M1
fm(Γ), kμ — кореляцiйна функцiя мiри μ.

Нехай kμ ∈ KC, δ, C > 0, δ ∈ [0; 1). Тодi для довiльної f ∈ L1(Rd, dx)(
Keλ(f)

)
(γ) =

∏
x∈γ

(
1 + f(x)

)
(3.8)

для μ-майже всiх (μ-м.в. у подальшому) γ ∈ Γ. Зокрема, нескiнченний
добуток у правiй частинi (3.8) є абсолютно збiжним для μ-м.в. γ ∈ Γ.

Доведення випливає з твердження 3.17, наслiдку 3.11 та безпосере-
днього пiдрахунку за означенням 3.3.

Зауваження 3.19. Якщо f ∈ C0(R
d) ⊂ L1(Rd, dx), то рiвнiсть (3.8) вико-

нується для всiх γ ∈ Γ, пор. з [76, Lemma 5.1].

Зв’язок мiж кореляцiйними функцiями мiри та її проекцiями показує
наступне твердження. Доведення див., напр., в [76, Propositions 4.2 та 4.3].

Твердження 3.20. Нехай μ ∈ M1
fm,π(Γ). Тодi для довiльного Λ ∈ Bb(R

d),
z > 0

kμ(η) =

∫
ΓΛ

dμΛ

dπΛ
z

(η ∪ γ) dπΛ
z (γ) (3.9)

для λ-м.в. η ∈ ΓΛ. Якщо, додатково, для довiльного Λ ∈ Bb(R
d)∫

ΓΛ

2|η|kμ(η) dλ(η) < ∞,

то
dμΛ

dπΛ
z

(γ) =

∫
ΓΛ

(−1)|η|kμ(γ ∪ η) dλ(η) (3.10)

для πΛ
z -м.в. γ ∈ ΓΛ.

Обернена задача про можливiсть вiдновлення мiри μ ∈ M1
fm(Γ) за

даною системою симетричних вимiрних функцiй k(n), для яких k(n) = k
(n)
μ ,

може бути розв’язана за допомогою наступних результатiв з [97, 99].

Означення 3.21. Функцiя k : Γ0 → R називається позитивно означеною
в сенсi Ленарда, якщо для довiльної G ∈ Bbs(Γ0), такої що (KG)(γ) ≥ 0
для всiх γ ∈ Γ, виконана нерiвнiсть∫

Γ0

G(η)k(η) dλ(η) ≥ 0. (3.11)
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Зауваження 3.22. Якщо kμ — кореляцiйний функцiонал мiри μ ∈ M1
fm(Γ),

то з рiвностi (3.6) одразу виливає, що kμ є позитивно означена в сенсi
Ленарда.

Твердження 3.23. Нехай k : Γ0 → R.
1. [99, Theorem 4.1] Припустимо, що функцiя k є позитивно означеною
в сенсi Ленарда та виконана умова нормування

k(∅) = 1. (3.12)

Тодi iснує принаймнi одна мiра μ ∈ M1
fm(Γ), така що k є кореляцiй-

ним функцiоналом мiри μ.
2. [97, Theorem 2] Для довiльного n ∈ N, Λ ∈ Bb(R

d) покладемо

sΛn :=
1

n!

∫
Λn

k(n)(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn. (3.13)

Тодi якщо для всiх m ∈ N, Λ ∈ Bb(R
d)

∑
n∈N

(
sΛn+m

)− 1
n =∞,

то iснує не бiльше однiєї мiри μ ∈ M1
fm(Γ), такої що k є кореляцiй-

ним функцiоналом мiри μ.

Зауваження 3.24. У роботах [97, 99] А.Ленард дослiджував бiльш широ-
кий простiр, нiж простiр Γ (так званий простiр кратних конфiгурацiй).
Адаптацiя [99, Theorem 4.1] для випадку простору Γ була проведена в [94,
Theorem 4.4.1]. Результат [97, Theorem 2] вочевидь виконується для бiльш
вузького простору Γ.

Наслiдок 3.25. Нехай функцiя k : Γ0 → R є позитивно означеною в сенсi
Ленарда та виконана умова нормування (3.12). Нехай iснує C > 0, таке
що k ∈ KC,2. Тодi iснує єдина мiра μ ∈ M1

fm(Γ), така що k є кореляцiйним
функцiоналом мiри μ.

Доведення. Оскiльки k ∈ KC,2, то для всiх n ∈ N з (3.13) маємо

sΛn ≤ const · (Cm(Λ)
)n

n!

Отже, для всiх l ∈ N

∑
n∈N

(
sΛn+l

)− 1
n ≥ const ·

∑
n∈N

(
Cm(Λ)

)−n+ l

n
(
(n+ l)!

)− 1
n

≥ const · (Cm(Λ)
)−(1+l) ∑

n∈N
(n!)

−
1

n =∞,

що доводить твердження наслiдку.
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Означення 3.26. Введемо наступну згортку мiж вимiрними функцiями
G1 та G2 на Γ0:

(G1  G2)(η) :=
∑

ξ1	ξ2	ξ3=η

G1(ξ1 ∪ ξ2)G2(ξ2 ∪ ξ3), (3.14)

де символ � означає диз’юнктне об’єднання множин.
Зауваження 3.27. Функцiя G1 G2, визначена через (3.14), є також вимiр-
ною. Бiльше того, класи функцiї L0

ls(Γ0) та Bbs(Γ0) є замкненими вiдносно
операцiї , див. [76, Remarks 3.10, 3.12].

Зауваження 3.28. Рiвнiсть (3.14) можна записати у наступному виглядi:

(G1  G2)(η) :=
∑

ξ1∪ξ2=η

G1(ξ1)G2(ξ2). (3.15)

Наступне твердження показує, що K-перетворення є комбiнаторним
перетворенням Фур’є вiдносно -згортки. Доведення див. в [76, Proposit.
3.11].

Твердження 3.29. Нехай G1, G2 ∈ L0
ls(Γ0). Тодi(

K(G1  G2)
)
(γ) = (KG1)(γ) · (KG2)(γ), γ ∈ Γ. (3.16)

Зауваження 3.30. Нехай μ ∈ M1
fm(Γ), kμ — кореляцiйний функцiонал мi-

ри μ. У [76, Lemma 4.12] показано, що рiвнiсть (3.16) виконується для μ-
м.в. γ ∈ Γ, якщо тiльки виконана одна з наступних умов: 1) G1, G2 ≥ 0;
2) |G1|  |G2| ∈ L1(Γ0, kμ dλ); 3) G1, G2 ∈ L1(Γ0, kμ dλ).

Наступний наслiдок прямо випливає iз твердження 3.29, [76, Proposi-
tion 3.5] та того факту, що клас функцiй Fcyl(Γ) є замкненим вiдносно
множення.

Наслiдок 3.31. Нехай F1, F2 ∈ Fcyl(Γ). Тодi(
K−1(F1 · F2)

)
(η) =

(
(K−1F1)  (K

−1F2)
)
(η), η ∈ Γ0. (3.17)

Зауваження 3.32. Пiдкреслимо, що рiвнiсть (3.17) справедлива для до-
вiльних функцiй F1, F2, визначених на деякiй пiдмножинi простору конфi-
гурацiй Γ, що мiстить множину скiнченних конфiгурацiй Γ0 (тобто якщо
розумiти перетворення K−1 в сенсi зауваження 3.5).

Зауваження 3.33. Нехай G ∈ Bbs(Γ0). З твердження 3.29 випливає, що
K(G  G) = |KG|2 ≥ 0. Отже, якщо функцiя k є позитивно означеною
в сенсi Ленарда, то ∫

Γ0

(G  G)(η)k(η) dλ(η) ≥ 0. (3.18)

В [76] показано, що якщо для функцiї k ∈ KC, δ, C > 0, δ ∈ [0; 1) виконано
(3.18), (3.12), то iснує єдина мiра μ ∈ M1

fm(Γ), для якої k є її кореляцiй-
ним функцiоналом. Функцiю k, для якої виконано (3.18) будемо називати
позитивно означеною в сенсi -згортки.
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Iншу згортку функцiй на Γ0 розглядав Д.Руель (див., напр., [118]).

Означення 3.34. Введемо наступну згортку мiж вимiрними функцiями
G1 та G2 на Γ0:

(G1 ∗G2)(η) :=
∑
ξ⊂η

G1(ξ)G2(η \ ξ). (3.19)

Зауваження 3.35. Згортку (3.19) можна переписати подiбно до (3.15):

(G1 ∗G2)(η) =
∑

ξ1	ξ2=η

G1(ξ1)G2(ξ2). (3.20)

Порiвнюючи правi частини (3.20) та (3.20), легко бачити, що сума в озна-
ченнi ∗-згортки є складовою частиною суми в означеннi -згортки.

Наступна рiвнiсть буде часто використовуватися. Вона прямо випли-
ває з (1.3) та (3.19): для довiльних вимiрних f, g : Rd → R

eλ(f) ∗ eλ(g) = eλ(f + g). (3.21)

Сформулюємо тепер важливий частковий випадок твердження 1.17.

Твердження 3.36. Для довiльних вимiрних функцiй H,G1, G2 : Γ0 → R

виконується наступна тотожнiсть:∫
Γ0

H(η)(G1 ∗G2)(η)dλ(η) =

∫
Γ0

∫
Γ0

H(η ∪ ξ)G1(η)G2(ξ)dλ(ξ)dλ(η), (3.22)

якщо принаймнi один з iнтегралiв є скiнченним для |G1|, |G2|, |H|.
Наступне твердження було доведено автором в [36].

Твердження 3.37. Нехай C1, C2 > 0, δ1, δ2 ≥ 0 i функцiї ki ∈ KCi, δi ,
i = 1, 2. Тодi функцiя k := k1 ∗ k2 належить простору KC, δ, де

C = C1 + C2, δ = max{δ1, δ2}.
Крiм того, виконується наступна нерiвнiсть типу Юнга

‖k1 ∗ k2‖C, δ ≤ ‖k1‖C1, δ1 · ‖k2‖C2, δ2 .

Доведення. Для λ-м.в. η ∈ Γ0 маємо

C−|η|(|η|!)−δ|k(η)| ≤ C−|η|(|η|!)−δ
∑
ξ⊂η

|k1(ξ)||k2(η \ ξ)|

= C−|η|(|η|!)−δ
∑
ξ⊂η

C
|ξ|
1 (|ξ|!)δ1 |k1(ξ)|

C
|ξ|
1 (|ξ|!)δ1

|k2(ξ)|
C
|η\ξ|
2 (|η \ ξ|!)δ2

C
|η\ξ|
2 (|η \ ξ|!)δ2

≤ ‖k1‖C1, δ1‖k2‖C2, δ2C
−|η|

|η|∑
k=0

|η|!
k!(|η| − k)!

Ck
1 (k!)

δ1

(|η|!)δ C
|η|−k
2 ((|η| − k)!)δ2

≤ ‖k1‖C1, δ1‖k2‖C2, δ2C
−|η|

|η|∑
k=0

Å |η|!
k!(|η| − k)!

ã1−δ

Ck
1C

|η|−k
2
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≤ ‖k1‖C1, δ1‖k2‖C2, δ2C
−|η|

|η|∑
k=0

|η|!
k!(|η| − k)!

Ck
1C

|η|−k
2

= ‖k1‖C1, δ1‖k2‖C2, δ2 ,

що доводить твердження.

Деякi подальшi властивостi ∗-згортки розглянуто в роздiлi 6 нижче.

4 Функцiонали Боголюбова

Позначення 4.1. Нам будуть потрiбнi наступнi позначення.
� Розглянемо простiрM1

efm(Γ) ймовiрнiсних мiр на
(
Γ,B(Γ)), якi мають

скiнченнi експоненцiйнi локальнi моменти, тобто μ ∈ M1
efm(Γ), якщо

для всiх α > 0, Λ ∈ Bb(R
d)∫
Γ

eα|γΛ| dμ(γ) < ∞.

Ясно, що M1
efm(Γ) ⊂ M1

fm(Γ).
� Нехай L0

C
(Rd) — простiр вимiрних комплекснозначних функцiй θ :

R
d → C.

� Позначимо L1
C
(Rd) := L1(Rd �→ C, dx). Норму в цьому просторi будемо

позначати ‖ · ‖L1 .
� Розглянемо простiр BC(R

d) комплекснозначних обмежених вимiрних
функцiй на R

d з компактним носiєм. Ясно, що BC(R
d) ⊂ L1

C
(Rd) ⊂

L0
C
(Rd).

Означення 4.2. Нехай μ ∈ M1
fm(Γ). Функцiоналом Боголюбова (або твiр-

ним функцiоналом) мiри μ називається вiдображення Bμ : L0
C
(Rd) → C,

визначене рiвнiстю

Bμ(θ) :=

∫
Γ

∏
x∈γ

(1 + θ(x)) dμ(γ), θ ∈ L0
C(R

d),

якщо тiльки ∫
Γ

∏
x∈γ

(1 + |θ(x)|) dμ(γ) < ∞.

Зауваження 4.3. Для будь-якою функцiї θ ∈ BC(R
d) iснують b > 0 та

Λ ∈ Bb(R
d), такi що |θ(x)| ≤ b 11Λ(x), x ∈ R

d. Отже, для всiх μ ∈ M1
efm(Γ)∣∣Bμ(θ)

∣∣ ≤ ∫
Γ

∏
x∈γ

(
1 + b 11Λ(x)

)
dμ(γ) =

∫
Γ

e(1+b)|γΛ| dμ(γ) < ∞.

Якщо μ ∈ M1
efm(Γ) (або, бiльш загально, μ ∈ M1

fm(Γ)), то можна
переписати функцiонал Bμ через кореляцiйну мiру ρμ, використавши (3.8)
та (3.6):

Bμ(θ) =

∫
Γ

(
Keλ(θ)

)
(γ) dμ(γ) =

∫
Γ0

eλ(θ, η) dρμ(η).
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Якщо ж, додатково, iснує кореляцiйний функцiонал kμ мiри μ (на-
приклад, якщо μ ∈ M1

fm,π(Γ)), то

Bμ(θ) =

∫
Γ0

eλ(θ, η)kμ(η) dλ(η). (4.1)

Означення 4.4. 1. Функцiонал A : L1
C
(Rd) → C називається локально

обмеженим, якщо для довiльного θ0 ∈ L1
C
(Rd) iснує r > 0, таке що

sup
‖θ‖L1≤r

∣∣A(θ0 + θ)
∣∣ < ∞. (4.2)

2. Функцiонал A : L1
C
(Rd) → C має обмежений тип, якщо нерiвнiсть

(4.2) виконана для всiх θ0 ∈ L1
C
(Rd) i для всiх r > 0.

3. Функцiонал A : L1
C
(Rd) → C називається цiлим на L1

C
(Rd), якщо вiн

є локально обмеженим i для всiх θ0, θ ∈ L1
C
(Rd) вiдображення C �

z �→ A(θ0 + zθ) ∈ C є цiлим.

Наступне твердження доведено в [79, Theorem 5].

Твердження 4.5. Нехай A — цiлий функцiонал на L1
C
(Rd). Тодi для до-

вiльного θ0 ∈ L1
C
(Rd) коефiцiєнти розкладу в ряд Тейлора

A(θ0 + zθ) =
∞∑

n=0

zn

n!
dnA(θ0; θ, ..., θ), z ∈ C, θ ∈ L1

C(R
d),

тобто диференцiали dnA(θ0; ·), n ∈ N визначаються через симетричнi
ядра

δnA(θ0; ·) ∈ L∞C (R
dn) := L∞

(
(Rd)n �→ C, (dx)⊗n

)
,

якi називаються варiацiйними похiдними n-го порядку функцiоналу A
в точцi θ0. Бiльш точно,

dnA(θ0; θ1, . . . , θn) :=
∂n

∂z1...∂zn
A

(
θ0 +

n∑
i=1

ziθi

)∣∣∣∣∣
z1=...=zn=0

=:
∫
(Rd)n

dx1 . . . dxn δ
nA(θ0;x1, . . . , xn)

n∏
i=1

θi(xi)

для всiх θ1, . . . , θn ∈ L1. Бiльше того, операторна норма обмеженого n-
лiнiйного функцiоналу dnA(θ0; ·) дорiвнює ‖δnA(θ0; ·)‖L∞

C
(Rdn), i для всiх

r > 0 виконанi нерiвностi

‖δA(θ0; ·)‖L∞
C

(Rd) ≤
1

r
sup

‖θ′‖L1≤r

|A(θ0 + θ′)|, (4.3)

i при n ≥ 2

‖δnA(θ0; ·)‖L∞
C

(Rdn) ≤ n!
(e
r

)n

sup
‖θ′‖L1≤r

|A(θ0 + θ′)|. (4.4)
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Наслiдок 4.6. Нехай μ ∈ M1
fm(Γ) i функцiонал Боголюбова Bμ є цiлим

функцiоналом на L1
C
(Rd). Тодi кореляцiйна мiра ρμ є абсолютно неперерв-

ною вiдносно мiри Лебега—Пуассона λ i для кореляцiйної функцiї kμ вико-
нується рiвнiсть

kμ(η) = δ|η|Bμ(0; η) для λ-м.в. η ∈ Γ0.

Зауваження 4.7. Вiдзначимо, що для довiльного цiлого функцiоналу A
правi частини нерiвностей (4.3) та (4.4) не обов’язково є скiнченними. Але,
звiсно, вони є скiнченними для цiлого функцiоналу обмеженого типу. Отже,
з (4.4) та з наслiдку 4.6 випливає, що якщо μ ∈ M1

fm(Γ) i функцiонал
Боголюбова Bμ є цiлим функцiоналом обмеженого типу на L1

C
(Rd), то для

довiльного r > 0 кореляцiйна функцiя kμ ∈ Ke/r,1 (див. (3.7)).

5 Простори конфiгурацiй рiзних типiв

Метою цього роздiлу є узагальнення деяких результатiв попереднiх роздi-
лiв на випадок просторiв конфiгурацiй рiзних типiв. Для спрощення позна-
чень ми будемо розглядати тiльки два типи конфiгурацiй, якi позначимо
«+» та «−».

Вiдповiднi динамiки вмотивованi моделями математичної екологiї, див.,
напр., [25, 33, 34] та соцiоекономiки, а також математичної фiзики, зокре-
ма, моделями Вiдома–Роулiнсона та Поттса, див., напр., [27, 28, 67, 68, 93,
96, 121, 126].

Позначення 5.1. Введемо наступнi позначення.
� Розглянемо двi копiї простору Γ, Γ+ := Γ i Γ− := Γ, та покладемо
Γ2 := Γ+ × Γ−.

� Нехай O(Γ2) — продакт-топологiя на Γ2. Вiдповiдну борелiвську σ-
алгебру позначимо B(Γ2).

� Клас усiх ймовiрнiсних мiр на
(
Γ2,B(Γ2)

)
позначимо M1(Γ2).

� Аналогiчно розглянемо для Y ∈ B(Rd), n ∈ N

Γ+
0,Y := Γ−0,Y := Γ0,Y , Γ

+,(n)
0,Y := Γ

−,(n)
0,Y := Γ

(n)
0,Y , Γ2

0,Y := Γ+
0,Y × Γ−0,Y ,

та визначимо вiдповiднi продакт-топологiю O(Γ2
0,Y ) та борелiвську

σ-алгебру B(Γ2
0,Y ).

� Як i ранiше, при Y = R
d будемо опускати символ Y в iндексi, а при

Y ∈ Bb(R
d) будемо опускати 0 в iндексi, зокрема,

Γ2
0 := Γ2

0,Rd , Γ2
Λ := Γ2

0,Λ.

Зауваження 5.2. Очевидно, що

B(Γ2) = σ
(
B+ ×B−

∣∣ B± ∈ B(Γ±));
B(Γ2

0,Y ) = σ
(
B+ ×B−

∣∣ B± ∈ B(Γ±0,Y )
)
, Y ∈ B(Rd).

Визначимо деякi поняття, аналогiчнi до розглянутих вище на просто-
рах конфiгурацiй одного типу.
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Означення 5.3. 1. Для довiльних Λ± ∈ Bb(R
d) розглянемо вiдображе-

ння pΛ+,Λ− : Γ2 → Γ+
Λ+ × Γ−Λ− , визначене рiвнiстю

pΛ+,Λ−(γ+, γ−) :=
(
γ+
Λ+ , γ

−
Λ−

)
, γ± ∈ Γ±.

Проекцiєю мiри μ ∈ M1(Γ2) на простiр
(
Γ+
Λ+ × Γ−Λ− ,B(Γ+

Λ+ × Γ−Λ−)
)

називається мiра μΛ+,Λ−
, що визначена рiвнiстю

μΛ+,Λ−
(A) := μ

(
p−1
Λ+,Λ−(A)

)
, A ∈ B(Γ+

Λ+ × Γ−Λ−).

2. Мiра μ ∈ M1(Γ2) називається локально абсолютно неперервною вiд-
носно мiри πz ⊗ πz, z > 0, якщо для довiльних Λ± ∈ Bb(R

d) проекцiя
μΛ+,Λ−

мiри μ є абсолютно неперервною до мiри πΛ+

z ⊗πΛ−
z на просторi(

Γ+
Λ+ × Γ−Λ− ,B(Γ+

Λ+ × Γ−Λ−)
)
.

3. У випадку, коли Λ+ = Λ− = Λ ∈ Bb(R
d) будемо писати pΛ, μ

Λ,Γ2
Λ

замiсть pΛ,Λ, μ
Λ,Λ,Γ+

Λ × Γ−Λ , вiдповiдно, якщо тiльки це не призведе
до непорозумiння.

Наступне твердження є ключовим для подальшого аналiзу на просто-
рах конфiгурацiй рiзних типiв. Воно є узагальненням другого твердження
з наслiдку 2.21.

Твердження 5.4. Нехай мiра μ ∈ M1(Γ2) є локально абсолютно непе-
рервною вiдносно мiри πz ⊗ πz, z > 0. Розглянемо множину

Γ̃2 :=
{
(γ+, γ−) ∈ Γ2

∣∣ γ+ ∩ γ− = ∅}.
Тодi μ(Γ̃2) = 1.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть {Λj}j∈N ⊂ Bb(R
d), таку що R

d =⋃
j∈N Λj . Розкладемо множину Γ2 \ Γ̃2 наступним чином

Γ2 \ Γ̃2 =
⋃
j∈N

p−1
Λj

{
(γ+, γ−) ∈ Γ2

Λj

∣∣ γ+ ∩ γ− 	= ∅}.
Тодi, очевидно,

μ
(
Γ2 \ Γ̃2

) ≤ ∑
j∈N

μΛj

({
(γ+, γ−) ∈ Γ2

Λj

∣∣ γ+ ∩ γ− 	= ∅}).
Оскiльки мiра μΛj абсолютно неперервна вiдносно λz⊗λz на

(
Γ2
Λj
,B(Γ2

Λj
)
)
,

для доведення твердження нам досить показати, що

(λz ⊗ λz)
({
(γ+, γ−) ∈ Γ2

Λj

∣∣ γ+ ∩ γ− 	= ∅}) = 0. (5.1)

Для довiльного γ+ ∈ Γ+
Λj
покладемо

Aγ+ :=
{
γ− ∈ Γ−Λj

∣∣ γ+ ∩ γ− 	= ∅}.
Звiдси маємо оцiнку

λz(Aγ+) ≤
∑
x∈γ+

λz

({
γ− ∈ Γ−Λj

∣∣ x ∈ γ−
})

= 0. (5.2)
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Оскiльки

(λz ⊗ λz)
({
(γ+, γ−) ∈ Γ2

Λj

∣∣ γ+ ∩ γ− 	= ∅}) = ∫
Γ+
Λj

λz(Aγ+)dλz(γ
+),

то (5.1) випливає з (5.2).

Твердження 5.5. Нехай мiра μ ∈ M1(Γ2) є локально абсолютно непе-
рервною вiдносно мiри πz ⊗πz, z > 0. Нехай A ∈ B(Rd), m(A) = 0. Розгля-
немо множину

B :=
{
(γ+, γ−) ∈ Γ2

∣∣ γ− ∩A 	= ∅}.
Тодi μ(B) = 0.

Доведення. Аналогiчно доведенню твердження 5.4 дiстанемо, що доста-
тньо для довiльного j ∈ N довести, що

(λz ⊗ λz)
({
(γ+, γ−) ∈ Γ2

Λj

∣∣ x ∈ A для деякого x ∈ γ−
})

= 0. (5.3)

Але лiва частина (5.3) дорiвнює

λz(Γ
+
Λj
) · λz

({
γ− ∈ Γ−Λj

∣∣ x ∈ A для деякого x ∈ γ−
})

= ezm(Λj)
∞∑

n=0

zn

n!
m⊗

({
(x1, . . . , xn) ∈ (Λj)

n
∣∣ xi ∈ A для деякого i

})
= 0.

Твердження доведено.

Наслiдок 5.6. Нехай мiра μ ∈ M1(Γ2) є локально абсолютно неперервною
вiдносно мiри πz ⊗ πz, z > 0. Тодi множина{

(γ+, γ−, x) ∈ Γ2 × R
d
∣∣ x ∈ γ+

}
має мiру μ⊗m рiвну 0.

Означення 5.7. Нехай μ ∈ M1(Γ2). Маргiнальними розподiлами мiри μ
будемо називати ймовiрнiснi мiри μ± на

(
Γ±,B(Γ±)), вiдповiдно, що ви-

значенi спiввiдношеннями

μ±(A±) :=
∫
A±

∫
Γ∓

dμ(γ+, γ−), A± ∈ B(Γ±). (5.4)

Зауваження 5.8. Нехай Λ ∈ Bb(R
d), μΛ — проекцiя мiри μ ∈ M1(Γ2) на Γ2

Λ.
Маргiнальнi розподiли мiри μΛ — це ймовiрнiснi мiри (μΛ)± на

(
Γ±Λ ,B(Γ±Λ )

)
,

визначенi аналогiчно до (5.4).

З iншого боку, ми можемо розглянути проекцiї (μ±)Λ мiр μ± на про-
стiр

(
Γ±Λ ,B(Γ±Λ )

)
, вiдповiдно до означення 2.13.

Твердження 5.9. Для довiльного Λ ∈ Bb(R
d)

(μ±)Λ = (μΛ)±. (5.5)
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Доведення. Для обраного Λ ∈ Bb(R
d) розглянемо довiльну функцiю F :

Γ2 → R, яка цилiндрична по першiй змiннiй, тобто для якої iснує BΛ(Γ
+)-

вимiрна функцiя F+ : Γ+ → R, така що F (γ+, γ−) = F+ (γ+) = F+
(
γ+
Λ

)
.

Тодi ∫
Γ2

F
(
γ+, γ−

)
dμ

(
γ+, γ−

)
=

∫
Γ+
Λ
×Γ−

Λ

F
(
γ+
Λ , γ−Λ

)
dμΛ

(
γ+
Λ , γ−Λ

)
=

∫
Γ+
Λ

F+
(
γ+
Λ

) ∫
Γ−
Λ

dμΛ
(
γ+
Λ , γ−Λ

)
=

∫
Γ+
Λ

F+
(
γ+
Λ

)
d
(
μΛ

)+ (
γ+
Λ

)
.

З iншого боку,∫
Γ2

F
(
γ+, γ−

)
dμ

(
γ+, γ−

)
=

∫
Γ+×Γ−

F+
(
γ+

)
dμ

(
γ+, γ−

)
=

∫
Γ+

F+
(
γ+

)
dμ+

(
γ+

)
=

∫
Γ+
Λ

F+
(
γ+
Λ

)
d
(
μ+

)Λ (
γ+
Λ

)
.

Твердження доведено.

Розглянемо також безпосереднє узагальнення твердження 1.17.

Твердження 5.10. Рiвнiсть∫
Γ2
0

∑
ξ+⊂η+

ξ−⊂η−

H(η+, η−, ξ+, ξ−) dλ2(η+, η−)

=

∫
Γ2
0

∫
Γ2
0

H(η+ ∪ ξ+, η− ∪ ξ−, ξ+, ξ−) dλ2(ξ+, ξ−)dλ2(η+, η−)

має мiсце для всiх вимiрних функцiй H : Γ2
0×Γ2

0 → R, таких що принаймнi
одна з частин цiєї рiвностi є скiнченною для |H|.
Доведення. Нехай H є невiд’ємною функцiєю. За означенням мiри λ2, ма-
ємо∫

Γ2
0

∑
ξ+⊂η+

ξ−⊂η−

H(η+, η−, ξ+, ξ−) dλ2(η+, η−) =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

1

n!

1

m!

×
∫
(Rd)n

∫
(Rd)m

∑
ξ+⊂{x1,...,xn}

∑
ξ−⊂{y1,...,ym}

H({x1, . . . , xn}, {y1, . . . , ym}, ξ+, ξ−)

× dx1 . . . dxndy1 . . . dym

=
∞∑

n=0

∞∑
m=0

1

n!

1

m!

n∑
i=0

n!

i!(n− i)!

m∑
j=0

m!

j!(m− j)!

×
∫
(Rd)n

∫
(Rd)m

H({x1, . . . , xn}, {y1, . . . , ym}, {x1, . . . , xi}, {y1, . . . , yj})

× dx1 . . . dxndy1 . . . dym
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=
∞∑
i=0

∞∑
j=0

∞∑
n=i

∞∑
m=j

1

i!(n− i)!

1

j!(m− j)!

×
∫
(Rd)n

∫
(Rd)m

H({x1, . . . , xn}, {y1, . . . , ym}, {x1, . . . , xi}, {y1, . . . , yj})

× dx1 . . . dxndy1 . . . dym

=
∞∑
i=0

∞∑
j=0

∞∑
n=0

∞∑
m=0

1

i!n!

1

j!m!

×
∫
(Rd)n+i

∫
(Rd)m+j

H({x1, . . . , xn+i}, {y1, . . . , ym+j}, {x1, . . . , xi}, {y1, . . . , yj})

× dx1 . . . dxn+idy1 . . . dym+j

=

∫
Γ2
0

∫
Γ2
0

H(η+ ∪ ξ+, η− ∪ ξ−, ξ+, ξ−) dλ2(ξ+, ξ−)dλ2(η+, η−).

Для загальної H, такої що принаймнi один з iнтегралiв з умови є скiнчен-
ним для |H| результат випливає зi стандартної побудови iнтегралу Лебе-
га.

Визначимо ще деякi поняття, аналогiчнi до розглянутих вище на про-
сторах конфiгурацiй одного типу.

Означення 5.11. 1. Функцiя G : Γ2
0 → R має локальний носiй, якщо

iснує Λ ∈ Bb(R
d), таке що G �Γ2

0\(Γ+
Λ
×Γ−

Λ
)= 0. Клас усiх вимiрних

функцiй на Γ2
0 iз локальним носiєм позначимо L0

ls(Γ
2
0).

2. Множина B ∈ B(Γ2
0) називається обмеженою, якщо iснують Λ ∈

Bb(R
d) та N ∈ N, такi що

B ⊂
Å N⊔
n=0

Γ
+,(n)
Λ

ã
×
Å N⊔
n=0

Γ
−,(n)
Λ

ã
.

Клас усiх обмежених множин в B(Γ2
0) позначимо Bb(Γ

2
0).

3. Функцiя G : Γ2
0 → R має обмежений носiй, якщо iснує B ∈ Bb(Γ

2
0), та-

ка що G �
Γ2
0\B̃

= 0. Клас усiх обмежених функцiй з обмежених носiєм

позначимо Bbs(Γ
2
0).

4. Мiра ρ on
(
Γ2
0,B(Γ2

0)
)
називається локально скiнченною, якщо ρ(B) <

∞ для всiх B ∈ Bb(Γ
2
0). Клас усiх таких мiр ми позначимо Mlf(Γ

2
0).

5. Мiра μ ∈ M1(Γ2) має скiнченнi локальнi моменти всiх порядкiв, якщо
для всiх Λ ∈ Bb(R

d) та n ∈ N0∫
Γ2

|γ+
Λ |n|γ−Λ |n dμ(γ+, γ−) < ∞.

Клас усiх ймовiрнiсних мiр на Γ2 iз локальними скiнченними момен-
тами усiх порядкiв будемо позначати M1

fm(Γ
2).

6. Клас вимiрних функцiй на Γ2 цилiндричних по обом змiнним будемо
позначати Fcyl(Γ

2).
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Означення 5.12. Розглянемо перетворення K : L0
ls(Γ

2
0) → Fcyl(Γ

2), що
задане формулою

(KG)(γ+, γ−) :=
∑

η+�γ+

η−�γ−

G(η+, η−), (γ+, γ−) ∈ Γ, (5.6)

де G ∈ L0
ls(Γ

2
0).

Зауваження 5.13. Розглянемо одиничнi оператори (тотожнi вiдображен-
ня) I± на функцiях на Γ± (а отже, i на Γ±0 ). Визначимо наступнi оператори
на функцiях на Γ2

0:

K+ := K ⊗ I−, K− := I+ ⊗K.

Тодi ми можемо переписати (5.6):

K = K+K− = K−K+. (5.7)

З (5.7) випливає, що вiдображення K : L0
ls(Γ

2
0) → Fcyl(Γ

2) є лiнiйним,
зберiгає додатнi функцiї та має обернене

(K−1F )(η+, η−) = (K+)−1(K−)−1 = (K−)−1(K+)−1

=
∑

ξ+⊂η+

ξ−⊂η−

(−1)|η+\ξ+|+|η−\ξ−|F (ξ+, ξ−), (η+, η−) ∈ Γ2
0.

Означення 5.14. Нехай μ ∈ M1
fm(Γ

2). Кореляцiйною мiрою, що вiдповiд-
ає мiрi μ, називається мiра ρμ ∈ Mlf(Γ

2
0), визначена рiвнiстю

ρμ(A) :=

∫
Γ2

(K11A)(γ
+, γ−) dμ(γ+, γ−), A ∈ Bb(Γ

2
0), (5.8)

де 11A : Γ2
0 → R — функцiя-iндикатор множини A ∈ B(Γ2

0).

Зауважимо, що ρμ({∅}, {∅}) = 1.

Твердження 5.15. Нехай μ ∈ M1
fm(Γ

2). Тодi для всiх G ∈ Bbs(Γ
2
0) вико-

нується G ∈ L1(Γ2
0, ρμ), причому∫

Γ2
0

G(η+, η−) dρμ(η+, η−) =
∫
Γ2

(KG)(γ+, γ−) dμ(γ+, γ−).

Доведення цiлком аналогiчне доведенню твердження 3.9 з [76, Corollary 4.1].

Твердження 5.16. Нехай мiра μ ∈ M1
fm(Γ

2) є локально абсолютно непе-
рервною вiдносно мiри πz⊗πz, z > 0. Клас таких мiр позначимоM1

fm,π(Γ
2).

Тодi кореляцiйна мiра ρμ є абсолютно неперервною вiдносно мiри λ2 :=
λ ⊗ λ на

(
Γ2
0,B(Γ2

0)
)
. Кореляцiйним функцiоналом мiри μ називатимемо

вiдповiдну похiдну Радона—Нiкодима:

kμ(η
+, η−) :=

dρμ
dλ2

(η+, η−), (η+, η−) ∈ Γ2
0.
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Тодi kμ(∅, ∅) = 1. Бiльше того, для довiльного Λ ∈ Bb(R
d)

kμ(η
+, η−) =

∫
Γ+
Λ

∫
Γ−
Λ

dμΛ

dλ2
(η+ ∪ ξ+, η− ∪ ξ−)dλ(ξ+)dλ(ξ−). (5.9)

для λ2-м.в. (η+, η−) ∈ Γ2
Λ.

Доведення. Нехай множинаB ∈ Bb(Γ
2
0) є такою, що λ2(B) = 0. Тодi знайде-

ться Λ ∈ Bb(R
d), таке що B ∈ Γ+

Λ × Γ−Λ . Тодi, з твердження 5.15 дiстанемо:

0 = λ2(B) =

∫
Γ2
0

11Bdλ
2 =

∫
Γ+

∫
Γ+

(K11B)(γ
+, γ−)dπΛ(γ+)dπΛ(γ−). (5.10)

Оскiльки K1B ≥ 0, то з (5.10) маємо, що K1B = 0 πΛ ⊗ πΛ-м.н. А отже,
внаслiдок абсолютної неперервностi πΛ⊗πΛ та μΛ⊗μΛ, маємо, що K1B = 0
μΛ ⊗ μΛ-м.н. Звiдси, враховуючи (5.8), одразу дiстанемо, що ρμ(B) = 0.
Рiвнiсть (5.9) прямо випливає з твердження 5.10.

Твердження 5.17. Нехай мiра μ ∈ M1
fm,π(Γ

2). Тодi маргiнальнi мiри
μ± належать класу M1

fm,π(Γ). Бiльше того, якщо kμ, k
±
μ — кореляцiйнi

функцiонали мiр μ, μ±, вiдповiдно, то для λ-м.в. η± ∈ Γ±

kμ(η
+, ∅) = k+μ (η

+), kμ(∅, η−) = k−μ (η
−).

Доведення. Для довiльного Λ ∈ Bb(R
d) i довiльної вимiрної функцiї F :

Γ+
Λ → R+ з (5.5) маємо для всiх z > 0∫
Γ+
Λ

F (γ+) d(μ+)Λ(γ+) =

∫
Γ+
Λ

F (γ+) d(μΛ)+(γ+) =

∫
Γ+
Λ

F (γ+)

∫
Γ−
Λ

dμΛ(γ+, γ−)

=

∫
Γ+
Λ

F (γ+)

∫
Γ−
Λ

dμΛ

d(πΛ
z ⊗ πΛ

z )
(γ+, γ−) d(πΛ

z ⊗ πΛ
z )(γ

+, γ−)

=

∫
Γ+
Λ

F (γ+)

Å∫
Γ−
Λ

dμΛ

d(πΛ
z ⊗ πΛ

z )
(γ+, γ−) dπΛ

z (γ
−)
ã
dπΛ

z (γ
+).

Отже, мiра μ+ локально абсолютна неперервна вiдносно мiри Пуассона πz,
z > 0, причому для πΛ

z -м.в. γ+ ∈ Γ+
Λ

d(μ+)Λ

dπΛ
z

(γ+) =

∫
Γ−
Λ

dμΛ

d(πΛ
z ⊗ πΛ

z )
(γ+, γ−) dπΛ

z (γ
−). (5.11)

Очевидна рiвнiсть для всiх Λ ∈ Bb(R
d), n ∈ N∫

Γ+

∣∣γ+ ∩ Λ∣∣n dμ+(γ+) =

∫
Γ2

∣∣γ+ ∩ Λ∣∣n∣∣γ− ∩ Λ∣∣0 dμ(γ+, γ−) < ∞

доводить, що μ+ ∈ M1
fm(Γ). Тодi з (3.9) випливає, що

k+μ (η
+) =

∫
Γ+
Λ

d(μ+)Λ

dλΛ
z

(η+ ∪ ξ+)dλz(ξ
+) (5.12)

для λz-м.в. η+ ∈ Γ+
Λ , Λ ∈ Bb(R

d).
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Поклавши в (5.9) η− = ∅ дiстанемо з (5.11) та (5.12), що

kμ(η
+, ∅) =

∫
Γ+
Λ

Å∫
Γ−
Λ

dμΛ

dλ2
z

(η+ ∪ ξ+, ξ−)dλz(ξ
−)
ã
dλz(ξ

+)

=

∫
Γ+
Λ

d(μΛ)+

dλz
(η+ ∪ ξ+)dλz(ξ

+) = k+μ (η
+).

Для k−μ доведення аналогiчне.

Означення 5.18. Функцiя k : Γ2
0 → R називається позитивно означеною

в сенсi Ленарда, якщо для довiльної G ∈ Bbs(Γ
2
0), такої що

(KG)(γ+, γ−) ≥ 0

для всiх (γ+, γ−) ∈ Γ2, виконана нерiвнiсть∫
Γ2
0

G(η+, η−)k(η+, η−) dλ(η+)dλ(η−) ≥ 0.

Зауваження 5.19. З твердження 5.15 випливає, що якщо kμ — кореляцiй-
ний функцiонал деякої мiри μ ∈ M1

fm(Γ
2), то kμ є позитивно означеним

в сенсi Ленарда.

Означення 5.20. Введемо наступну згортку мiж вимiрними функцiями
G1 та G2 на Γ2

0:

(G1 ©G2)(η
+, η−) :=

∑
ξ+1 	ξ+2 	ξ+3 =η+

ξ−1 	ξ−2 	ξ−3 =η−

G1(ξ
+
1 ∪ ξ+2 , ξ

−
1 ∪ ξ−2 )G2(ξ

+
2 ∪ ξ+3 , ξ

−
2 ∪ ξ−3 ).

(5.13)

З твердження 3.29 та рiвностей (5.7), (5.13) одразу випливає, що для
довiльних G1, G2 ∈ L0

ls(Γ
2
0).(

K(G1  G2)
)
(γ+, γ−) = (KG1)(γ

+, γ−) · (KG2)(γ
+, γ−), (5.14)

де (γ+, γ−) ∈ Γ2.
Крiм позитивної означеностi в сенсi Ленарда з означення 5.18 для

функцiй на Γ2
0 можна розглянути аналог позитивної означеностi в сенсi

-згортки (див. зауваження 3.33).

Означення 5.21. Вимiрна функцiя k : Γ2
0 → R називається позитивно

означеною в сенсi ©-згортки, якщо для довiльної G ∈ Bbs(Γ
2
0)∫

Γ2
0

(G ©G)(η+, η−)k(η+, η−)dλ(η+)dλ(η−) ≥ 0.

Зауваження 5.22. Аналогiчно до зауваження 3.33, дiстанемо, що оскiльки,
внаслiдок (5.14), K(G ©G) = |KG|2 ≥ 0, то з позитивної означеностi в сенсi
Ленарда випливає позитивна означенiсть в сенсi ©-згортки.
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6 Деякi властивостi згорток на просторах
конфiгурацiй

Результати цього роздiлу здебiльшого стосуються згорток на просторi кон-
фiгурацiй одного типу, але дослiдження базується на попередньому роздiлi.

Позначення 6.1. Протягом цього роздiлу ми будемо використовувати на-
ступнi позначення.

� Нехай F : Γ → R — вимiрна функцiя. Розглянемо вимiрну функцiю‹F : Γ2 → R, визначену рiвнiстю

‹F (γ+, γ−) = F (γ+ ∪ γ−), (γ+, γ−) ∈ Γ2.

� Аналогiчно, для вимiрної функцiї G : Γ0 → R розглянемо вимiрну
функцiю ‹G : Γ2

0 → R, визначену рiвнiстю

‹G(η+, η−) = G(η+ ∪ η−), (η+, η−) ∈ Γ2
0. (6.1)

� Нехай μi ∈ M1
fm(Γ), i = 1, 2. Розглянемо мiру μ̂ на

(
Γ2,B(Γ2)

)
, визна-

чену рiвнiстю
dμ̂(γ+, γ−) = dμ1(γ

+) dμ2(γ
−).

Тобто μ̂ = μ1 ⊗ μ2. Очевидно, що μ̂ ∈ M1
fm(Γ

2).
� Аналогiчно, для ρi ∈ Mlf(Γ0), i = 1, 2 розглянемо мiру ρ̂ на

(
Γ2
0,B(Γ2

0)
)
,

визначену рiвнiстю

dρ̂(η+, η−) = dρ1(η
+) dρ2(η

−).

Тобто ρ̂ = ρ1 ⊗ ρ2. Очевидно, що ρ̂ ∈ Mlf(Γ
2
0).

Означення 6.2. Нехай μi ∈ M1(Γ), i = 1, 2. Мiра μ ∈ M1(Γ) називається
згорткою мiр μ1 та μ2, якщо для довiльної вимiрної функцiї F : Γ → R,
такої що ‹F ∈ L1(Γ2, dμ̂), виконується наступна рiвнiсть∫

Γ

F (γ)dμ(γ) =

∫
Γ2

‹F (γ+, γ−)dμ̂(γ+, γ−)

=

∫
Γ+

∫
Γ−

F (γ+ ∪ γ−) dμ1(γ
+) dμ2(γ

−).

Позначення: μ = μ1 ∗ μ2.

Твердження 6.3. Нехай μi ∈ M1
fm(Γ), i = 1, 2 та μ = μ1 ∗ μ2. Тодi

μ ∈ M1
fm(Γ). Якщо μi ∈ M1

fm,π(Γ), i = 1, 2, то μ ∈ M1
fm,π(Γ).

Доведення. Для довiльного Λ ∈ Bb(R
d), n ∈ N маємо∫

Γ

|γΛ|n dμ(γ) =
∫
Γ+

∫
Γ−

(|γ+
Λ |+ |γ−Λ |)n dμ1(γ

+) dμ2(γ
−)

=
n∑

k=0

Ç
n

k

å∫
Γ

|γΛ|k dμ1(γ)

∫
Γ

|γΛ|n−k dμ2(γ) < ∞,
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що доводить перше твердження. Далi, для довiльної BΛ(Γ)-вимiрної фун-
кцiї F маємо∫

ΓΛ

F (γ) dμΛ(γ) =

∫
Γ

F (γ) dμ(γ) =

∫
Γ+

∫
Γ−

F (γ+ ∪ γ−) dμ1(γ
+) dμ2(γ

−)

=

∫
Γ+
Λ

∫
Γ−
Λ

F (γ+ ∪ γ−) dμΛ
1 (γ

+) dμΛ
2 (γ

−)

=

∫
Γ+
Λ

∫
Γ−
Λ

F (γ+ ∪ γ−)
dμΛ

1

dλ
(γ+)

dμΛ
2

dλ
(γ−) dλ(γ+) dλ(γ−)

(3.22)
=

∫
ΓΛ

F (γ)

Å
dμΛ

1

dλ
∗ dμΛ

2

dλ

ã
(γ) dλ(γ),

що доводить друге твердження.

В аналогiчний спосiб можна ввести згортку мiр на просторi скiнчен-
них конфiгурацiй.

Означення 6.4. Нехай ρi, i = 1, 2 — мiри на просторi
(
Γ0,B(Γ0)

)
. Згор-

ткою цих мiр називається мiра ρ на
(
Γ0,B(Γ0)

)
, така що для довiльної

вимiрної G : Γ0 → R, для якої ‹G ∈ L1(Γ2
0, dρ̂), виконується рiвнiсть∫

Γ0

G(η)dρ(η) =

∫
Γ2
0

‹G(η+, η−) dρ̂(η+, η−)
=

∫
Γ+
0

∫
Γ−
0

G(η+ ∪ η−) dρ1(η+) dρ2(η−). (6.2)

Позначення: ρ = ρ1 ∗ ρ2.
Твердження 6.5. Нехай ρ1,2 ∈ Mlf(Γ0), ρ = ρ1 ∗ ρ2. Тодi ρ ∈ Mlf(Γ0).

Доведення. Нехай B ∈ Bb(Γ0), тобто iснують Λ ∈ Bb(R
d) та N ∈ N, такi

що B ⊂ AN :=
N⋃

n=0
Γ
(n)
Λ . Тодi

ρ(B) =

∫
Γ

11B(η) dρ(η) =

∫
Γ+
0

∫
Γ−
0

11B(η
+ ∪ η−) dρ1(η+) dρ2(η−)

≤
∫
Γ+
0

∫
Γ−
0

11AN
(η+ ∪ η−) dρ1(η+) dρ2(η−)

≤
∫
Γ+
0

∫
Γ−
0

11AN
(η+)11AN

(η−) dρ1(η+) dρ2(η−) = ρ1(AN )ρ2(AN ) < ∞.

Твердження доведено.

Наступне твердження встановлює зв’язок мiж згортками на просто-
рах мiр над Γ та Γ0.

Твердження 6.6. Нехай μi ∈ M1
fm,π(Γ), ρi — вiдповiднi кореляцiйнi мiри,

i = 1, 2. Тодi ρ = ρ1 ∗ ρ2 є кореляцiйною мiрою для мiри μ = μ1 ∗ μ2.
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Доведення. Нехай G ∈ Bbs(Γ0), тодi, звiсно, ‹G ∈ Bbs(Γ
2
0) ⊂ L1

(
Γ2
0, dρ̂

)
.

Нехай F = KG. Тодi для довiльних (γ+, γ−) ∈ Γ̃2 (тобто γ+ ∩ γ− = ∅)
дiстанемо

‹F (γ+, γ−) = F (γ+ ∪ γ−) =
∑

η�γ+∪γ−
G(η)

=
∑

η+�γ+

∑
η−�γ−

G(η+ ∪ η−) =
∑

η+�γ+

∑
η−�γ−

‹G(η+, η−) = (
K‹G)

(γ+, γ−).

(6.3)

Доведемо, що ρ̂ = ρ1 ⊗ ρ2 ∈ Mlf(Γ
2
0) — кореляцiйна мiра для мiри μ̂ =

μ1 ⊗ μ2 ∈ M1
fm(Γ

2). Для цього перевiримо справедливiсть (5.8) з μ = μ̂,
ρμ = ρ̂. Для довiльного A = A+ ×A− ∈ Bb(Γ

2
0), де A± ∈ Bb(Γ0) маємо∫

Γ2

(K11A)(γ
+, γ−) dμ̂(γ+, γ−)

=

∫
Γ2

∑
η+�γ+

∑
η−�γ−

11A(η
+, η−) dμ1(γ

+) dμ2(γ
−)

=

∫
Γ+

∑
η+�γ+

11A+(η+) dμ1(γ
+)

∫
Γ−

∑
η−�γ−

11A−(η−) dμ2(γ
−)

= ρ1(A
+)ρ2(A

−) = ρ̂(A).

Отже, за (5.8), мiра ρ̂ дiйсно спiвпадає з кореляцiйною мiрою для μ̂ на всiх
множинах вигляду A = A+ × A− ∈ Bb(Γ

2
0) з A± ∈ Bb(Γ0). Iз зауваження

5.2 i пункту 2 з означення 5.11 маємо, що цi мiри спiвпадають на всьому
класi множин Bb(Γ

2
0). Оскiльки μi ∈ M1

fm,π(Γ), i = 1, 2, то з означення 2.18
одразу випливає, що мiра μ̂ є локально абсолютно неперервна вiдносно
мiри πz ⊗ πz, z > 0. Отже, за твердженням 5.4, μ̂(Γ̃2) = 1. Таким чином,∫
Γ0

G(η)dρ(η) =

∫
Γ+
0

∫
Γ−
0

‹G(η+, η−) dρ̂(η+, η−) = ∫
Γ+

∫
Γ−

(
K‹G)

(γ+, γ−) dμ̂(γ+, γ−)

=

∫∫
Γ̃2

(
K‹G)

(γ+, γ−) dμ̂(γ+, γ−) =
∫∫

Γ̃2

‹F (γ+, γ−) dμ̂(γ+, γ−)

=

∫
Γ+

∫
Γ−
‹F (γ+, γ−) dμ1(γ

+) dμ2(γ
−) =

∫
Γ

F (γ) dμ(γ),

що доводить твердження.

Позначення “∗” для згортки мiр спiвпадає iз позначенням для згортки
Руеля функцiй, заданiй в (3.19). Це вмотивоване наступним твердженням.

Твердження 6.7. Нехай ρi ∈ Mlf(Γ0), i = 1, 2 i припустимо, що iснують

похiднi Радона—Нiкодима вiдносно мiри Лебега—Пуассона: ki =
dρi
dλ
, i =

1, 2. Тодi згортка мiр ρ = ρ1 ∗ ρ2 також має похiдну Радона—Нiкодима

вiдносно мiри Лебега—Пуассона k =
dρ

dλ
i при цьому k = k1 ∗ k2.
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Доведення. Нехай G ∈ Bbs(Γ0). Тодi, враховуючи умову, з (6.2) дiстанемо∫
Γ0

G(η) dρ(η) =

∫
Γ+
0

∫
Γ−
0

G(η+ ∪ η−) dρ1(η+) dρ2(η−)

=

∫
Γ+
0

∫
Γ−
0

G(η+ ∪ η−)k1(η+)k2(η−) dλ(η+) dλ(η−)

(3.22)
=

∫
Γ0

G(η)(k1 ∗ k2)(η) dλ(η).

Твердження доведене.

Твердження 6.8. Нехай функцiї ki : Γ0 → R, i = 1, 2 є вимiрними.
Тодi функцiя k(η) = (k1 ∗ k2)(η) є позитивно означеною в сенсi Ленарда
(вiдповiдно, в сенсi -згортки) на Γ0, якщо тiльки функцiя k̂(η+, η−) :=
k1(η

+)k2(η
−) є позитивно означеною в сенсi Ленарда (вiдповiдно, в сенсi

©-згортки) на Γ2
0.

Доведення. Нехай Gi ∈ Bbs(Γ0) i функцiї ‹Gi ∈ Bbs(Γ
2
0), i = 1, 2, визначенi

аналогiчно до (6.1). Тодi для (η+, η−) ∈ Γ2
0, таких що η+∩η− = ∅, дiстанемо

(G1  G2)(η
+ ∪ η−) =

∑
ξ1	ξ2	ξ3=η+∪η−

G1(ξ1 ∪ ξ2)G2(ξ2 ∪ ξ3)

=
∑

η+
1 	η+

2 	η+
3 =η+

∑
η−
1 	η−

2 	η−
3 =η−

G1(η
+
1 ∪ η+2 ∪ η−1 ∪ η−2 )G2(η

+
2 ∪ η+3 ∪ η−2 ∪ η−3 )

= (‹G1 © ‹G2)(η
+, η−). (6.4)

Отже, для довiльної G ∈ Bbs(Γ0) та ‹G ∈ Bbs(Γ
2
0) визначеної в (6.1)

маємо ∫
Γ0

(G  G)(η)k(η)dλ(η) =

∫
Γ0

(G  G)(η)(k1 ∗ k2)(η)dλ(η)

(3.22)
=

∫
Γ2
0

(G  G)(η+ ∪ η−)k1(η+)k2(η−)dλ(η+)dλ(η−)

(6.4)
=

(5.1)

∫
Γ2
0

(‹G © ‹G)(η+, η−)k1(η+)k2(η−)dλ(η+)dλ(η−). (6.5)

З рiвностi (6.5) одразу випливає, що з позитивної означеностi функцiї k̂ =
k1⊗k2 в сенсi ©-згортки випливає позитивна означенiсть функцiї k = k1∗k2
в сенсi -згортки.

Далi, з рiвностi (6.3) випливає, що якщо G ∈ Bbs(Γ0) i KG ≥ 0, то
K‹G ≥ 0. А оскiльки∫

Γ0

G(η)(k1 ∗ k2)(η)dλ(η)(3.22)
=

∫
Γ2
0

‹G(η+, η−)k̂(η+, η−)dλ(η+)dλ(η−),
то з позитивної означеностi функцiї k̂ в сенсi Ленарда на Γ2

0 випливає по-
зитивна означенiсть функцiї k в сенсi Ленарда на Γ0.
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7 Маркiвськi еволюцiї в просторах
конфiгурацiй

Об’єктом дослiдження у цитованих в кiнцi цього роздiлу статтях будуть
маркiвськi еволюцiї локально скiнченних систем точок у просторi Rd, тоб-
то конфiгурацiй з простору Γ = ΓRd . Там розглянуто, зокрема, динамiки
народження-загибелi, в яких точки можуть з’являтися i зникати випадко-
вим чином у процесi еволюцiї, а також динамiки стрибкiв, у яких точки
з конфiгурацiї залишаються у наявностi, проте змiнюють своє положення
у просторi, перестрибуючи з мiсця на мiсце випадковим чином. Кожна та-
ка еволюцiя описується за допомогою певного (формального) маркiвсько-
го оператора L, який дiє на деякому просторi функцiй, визначених на Γ
(наприклад, просторi обмежених функцiй неперервних у грубiй топологiї).
Термiн «маркiвський» також можна розумiти дещо формально — опера-
тор має володiти двома властивостями: 1) L1 = 0, якщо тiльки L1 взагалi
визначено (умова стохастичностi); 2) якщо визначено LF для F : Γ → R

i iснує γ0 ∈ Γ, таке що F (γ) ≤ F (γ0) для всiх γ ∈ Γ, то (LF )(γ0) ≤ 0
(принцип максимуму). В цьому роздiлi буде сформульовано низку питань,
пов’язаних з дослiдженням таких еволюцiй.

Зазначимо одразу, що побудова маркiвського процесу Γ � γ0 �→ γt ∈ Γ,
t ≥ 0, асоцiйованого з вiдповiдним оператором L, не є предметом цитова-
них в кiнцi цього роздiлу дослiджень. На сьогоднi iснує тiльки декiлька
робiт, де такi процеси побудованi для конкретних динамiк, див.: [73] (про-
цеси народження-загибелi в обмеженiй областi), [65] (процеси народження-
загибелi з постiйним коефiцiєнтом загибелi i iстотними структурними обме-
женнями на коефiцiєнт народження), [92] (процес контактiв), [87] (дина-
мiки народження-загибелi та стрибкiв без взаємодiї). Якщо такий процес
iснує, то з ним асоцiйована сильно неперервна напiвгрупа (C0-напiвгрупа
у подальшому) у просторi обмежених функцiй, неперервних у грубiй то-
пологiї. Вивчення умов iснування такої напiвгрупи без побудови власне
маркiвського процесу є також важливою задачею, яка на сьогоднi далека
вiд повного розв’язання.

Iнший спосiб побудови процесу, пов’язаного з наперед заданим маркiв-
ським оператором L, застосовується до таких операторiв, для яких вiдома
мiра μ ∈ M1

fm(Γ), така що L з певною областю визначення є симетричний
(або навiть самоспряжений) оператор у просторi L2(Γ, μ). Тодi, розглянув-
ши вiдповiдну форму Дiрихле (тобто бiлiнiйну форму, що вiдповiдає опе-
ратору L) можна за певних умов застосовувати загальну теорiю, розвинуту
в [64, 104]. Це дає побудову маркiвського процесу, який має наперед зада-
ний iнварiантний розподiл μ, тобто Γ′ � γ0 �→ γt ∈ Γ′, t ≥ 0, де μ(Γ′) = 1,
проте про множину Γ′ вiдомим є тiльки факт її iснування, а не опис. Така
динамiка називається рiвноважною. З нею пов’язане також питання дослi-
дження напiвгрупи iз генератором L у просторi Lp(Γ, μ), p ≥ 2. Рiвноважнi
маркiвськi динамiки на Γ розглядалися в [84–86] та iнш.

Переважна бiльшiсть результатiв цитованих нижче дослiджень стосу-
ється так званої нерiвноважної динамiки. Вона може задаватися рiзними
нееквiвалентними, взагалi кажучи, способами, якi ми зараз розглянемо.
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Позначення 7.1. Введемо наступнi позначення.
� Нехай μ ∈ M1(Γ), F ∈ L1(Γ, μ). Позначимо

〈F, μ〉 :=
∫
Γ

F (γ) dμ(γ). (7.1)

� Нехай G та k — вимiрнi функцiї на Γ0, такi що G · k ∈ L1(Γ0, λ).
Позначимо

〈〈G, k〉〉 :=
∫
Γ0

G(η)k(η) dλ(η). (7.2)

Тепер опишемо деякi способи завдання нерiвноважних динамiк.
1. Першим з таких способiв є вивчення (зворотного) рiвняння Колмо-
горова

∂

∂t
Ft = LFt, t ≥ 0 (7.3)

у деякому просторi функцiй F . Це може бути згаданий вище бана-
хiв простiр обмежених неперервних функцiй на Γ або, наприклад,
простiр Lp(Γ, μ), де μ ∈ M1

fm(Γ) вже не має бути симетризуючою
мiрою для оператора L. У цьому випадку iснування розв’язку вiд-
повiдної коректно поставленої задачi Кошi призводить до побудови
C0-напiвгрупи в цьому банаховому просторi з генератором L. Також
рiвняння (7.3) можна розглядати у деякiй шкалi функцiональних про-
сторiв Ft ⊂ Fs, T ≥ t ≥ s ≥ 0, тобто Ft ∈ Ft, 0 ≤ t ≤ T ≤ ∞.

2. Мiж функцiями i мiрами на Γ iснує природне спарювання, задане
в (7.1), якщо, звiсно, права частина має сенс. Це дозволяє розглянути
еволюцiю мiр M1(Γ) � μ0 �→ μt ∈ M1(Γ), породжену маркiвським
оператором L, як розв’язок рiвняння

d

dt
〈F, μt〉 = 〈LF, μt〉, t ≥ 0 (7.4)

для всiх F з деякого класу функцiй на Γ, наприклад,

F ∈ K
(
Bbs(Γ0)

) ⊂ Fpb(Γ) ⊂ Fcyl(Γ). (7.5)

Рiвняння (7.4) називається (прямим) рiвнянням Колмогорова або (уза-
гальненим) рiвнянням Фокера—Планка.

3. Якщо припустити, що розв’язок рiвняння (7.4) iснує при (7.5), i при
цьому, скажiмо, μt ∈ M1

fm,π(Γ), t ≥ 0, то можна розглянути кореля-
цiйнi функцiї kt := kμt

мiр μt i, враховуючи (3.6), отримати рiвняння

d

dt
〈〈K−1F, kt〉〉 = 〈〈K−1LF, kt〉〉, t ≥ 0, (7.6)

для всiх F ∈ K
(
Bbs(Γ0)

)
. Тут спарювання мiж вимiрними функцiями

на Γ0 задається формулою (7.2), якщо тiльки права частина має сенс.
В рiвняннi (7.6) вираз K−1LF розумiється в сенсi зауваження 3.5,
що можливо, якщо, наприклад,

∣∣LF (γ)∣∣ < ∞ для всiх γ ∈ Γ0 ⊂ Γ.
Поклавши в (7.6) F = KG, G ∈ Bbs(Γ0) i ввiвши позначення

(L̂G)(η) := (K−1LKG)(η), η ∈ Γ0
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для G ∈ Bbs(Γ0), дiстанемо рiвняння

d

dt
〈〈G, kt〉〉 = 〈〈L̂G, kt〉〉, t ≥ 0. (7.7)

Якщо тепер оператор L̂∗ визначено як дуальний до L̂ в сенсi спарю-
вання (7.2), то можна замiсть (7.7) розглянути рiвняння

∂

∂t
kt = L̂∗kt, t ≥ 0. (7.8)

Слабкий (точнiше, ∗-слабкий) розв’язок рiвняння (7.8) є, за означен-
ням, розв’язком рiвняння (7.7). Крiм того, виникає питання про ви-
вчення сильних розв’язкiв рiвняння (7.8) у певних просторах фун-
кцiй. Як вказувалось у позначеннi 1.13, ми можемо розглянути не-
скiнченний вектор з функцiй

(
k
(n)
t

)
n∈N0

, тодi рiвняння (7.8) можна

розглядати у просторi таких векторiв, а оператор L̂∗ буде мати реа-
лiзацiю у виглядi нескiнченної матрицi.1

4. Важливим для застосувань є вiдшукання розв’язкiв рiвняння (7.8)
у просторах функцiй типу KC,δ (див. позначення 3.15, а також заува-
ження 3.16). Але цi простори є несепарабельними, що значно ускла-
днює вивчення еволюцiйних рiвнянь у них, див. зокрема, згаданi у
вступi [11, 103]. Тому, як допомiжний засiб, розглядається «преду-
альне» рiвняння

∂

∂t
Gt = L̂Gt, t ≥ 0 (7.9)

у пiдходящому просторi функцiй. Це рiвняння є ще одним способом
завдання нерiвноважної динамiки.

5. Враховуючи зв’язок (4.1) мiж кореляцiйними функцiями та функцiо-
налами Боголюбова, можна розглянути еволюцiйне рiвняння

∂

∂t
Bt = L̃Bt, t ≥ 0 (7.10)

для

Bt(θ) :=

∫
Γ0

eλ(θ)kt dλ (7.11)

у пiдходящому просторi цiлих функцiоналiв на L1
C
(Rd).

Зауваження 7.2.
1. Звiсно, розглянутi вище способи завдання нерiвноважних динамiк не
є еквiвалентними.

2. У задачах математичної фiзики традицiйно висхiдним вважається
рiвняння (7.8). Ще раз варто пiдкреслити про важливiсть дослiдже-
ння розв’язкiв такого рiвняння у просторах KC,δ, тобто просторах
типу «L∞ з вагою», а не в просторах типу «L1 з вагою». Рiч у тiм,
що iнтегрованi кореляцiйнi функцiї вiдповiдають еволюцiї на Γ, зосе-
редженiй на Γ0 або навiть на ΓΛ, Λ ∈ Bb(R

d).

1Система рiвнянь для k
(n)
t утворює аналог iєрархiї Боголюбова—Стрельцової (iнша

назва: ББГКI-iєрархiя) для гамiльтонової динамiки (див., напр., [24]).
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3. Якщо iснує розв’язок kt, t ≥ 0 рiвняння (7.8), то, взагалi кажучи,
вiн може не бути кореляцiйною функцiєю мiри μt ∈ M1

fm(Γ). Для
цього потрiбно перевiрити, наприклад, умови твердження 3.23 або
наслiдку 3.25 або зауваження 3.33.

Таким чином, одним зi способiв дослiдження рiвняння (7.4) є насту-
пний. Розглядається рiвняння (7.9) у просторах типу «L1 з вагою». Побудо-
вана еволюцiя за допомогою спарювання (7.2) дає розв’язок рiвняння (7.7)
(або, навiть, класичний розв’язок рiвняння (7.8)). Нарештi, дослiджується
питання про позитивну означеннiсть цього розв’язку, що дає розв’язок рiв-
няння (7.4).

Також iснують методи безпосереднього дослiдження класичного роз-
в’язку рiвняння (7.8) на скiнченному промiжку часу (так званий метод
Овсяннiкова), див. [58] та посилання нижче.

Оскiльки, як вже вiдзначалося, система рiвнянь на функцiї k(n)t має
iєрархiчну структуру, то, як правило, навiть маючи iнформацiю про iсну-
вання, єдиннiсть та регулярнi властивостi розв’язку рiвняння (7.8), ми не
можемо отримати нiякi локальнi характеристики цього розв’язку (напри-
клад, як веде себе перша кореляцiйна функцiя — щiльнiсть системи — в рi-
зних областях евклiдового простору). Тому iснують методи знаходження
наближених значень кореляцiйних функцiй за допомогою введення малого
параметру у систему, так званого скейлiнгу, або шкалювання. Детальнiше
див., напр., [43] та посилання нижче.

Дослiження стохастичних еволюцiї складних систем за допомогою ме-
тодiв, описаних у данiй статтi, протягом останнiх десяти рокiв були роз-
винутi у низцi робiт, що стосуються рiзних типiв маркiвських генераторiв
та рiзних задач з вивчення рiвноважних та, здебiльшого, нерiвноважних
динамiк. Див., зокрема, [17–19, 35–61, 72, 77, 79–93, 109].
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