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Forecasting time series with complex behavior
using the generalized trigonometrical model

with random parameters

Yanina Goncharenko1,2, Viktoriia Huk1,3

Прогнозування часових рядiв з складною
поведiнкою за допомогою узагальненої
тригонометричної моделi з випадковими

параметрами

Янiна Гончаренко, Вiкторiя Гук

Abstract. The possibility of using different methods of modeling the time series of
quarterly GDP values of Ukraine, in particular, autocorrelation models with different sets
of parameters, was investigated. For this reason, 16 models were built and their quality was
tested. The SARIMA(4, 1, 1) · (0, 0, 1)4 model was studied and used to forecast the values
of the time series, and the predictive accuracy was estimated. A generalized trigonometric
model with random components has been developed for modeling a series of first differences
taking into account random perturbations. The obtained model was applied to the analysis of
Ukraine’s GDP indicators, forecasting was performed according to two scenarios: the pessi-
mistic and the most expected, and the forecasting results were compared with empirical data.
It is shown that this model can be effectively used for modeling and forecasting some time
series with random disturbances.

Keywords: forecasting time series, time series stationarity, ARIMA and SARIMA models,
trigonometric models, simulation modeling

Анотацiя. Дослiджено можливостi застосування рiзних методiв моделювання часового
ряду щоквартальних значень ВВП України, зокрема автокореляцiйнi моделi з рiзними
наборами параметрiв. Для цього побудовано та протестовано якiсть 16 моделей. Дослi-
джено модель SARIMA(4, 1, 1) · (0, 0, 1)4 та використано її для прогнозування значень
часового ряду, оцiнено точнiсть прогнозу. Розроблено узагальнену тригонометричну мо-
дель з випадковими компонентами для моделювання ряду перших рiзниць з врахува-
нням випадкових збурень. Отриману модель застосовано до аналiзу показникiв ВВП
України, виконано прогнозування за двома сценарiями: песимiстичним та найбiльш очi-
куваним, порiвняно результати прогнозування з емпiричними даними. Показано, що
дана модель може ефективно використовуватись для моделювання та прогнозування
деяких часових рядiв з випадковими збуреннями.
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Вступ

У сучасному свiтi можливiсть аналiзувати та прогнозувати майбу-
тнi подiї на основi iсторичних даних є актуальною темою. Моделювання
та прогнозування часових рядiв є важливим iнструментом у багатьох сфе-
рах, включаючи економiку, фiнанси, екологiю, медицину, iнженерiю та ба-
гато iнших. Ефективнi методи моделювання та прогнозування дозволяють
не тiльки виявляти закономiрностi у поведiнцi даних, але й робити обґрун-
тованi прогнози, що є визначальним фактором для планування, ризик-
менеджменту та стратегiчного управлiння.

З практичної точки зору, вмiння точно прогнозувати майбутнi по-
дiї може значно знизити витрати та пiдвищити ефективнiсть управлiння
ресурсами. Наприклад, у фiнансовому секторi прогнозування фiнансових
iндикаторiв допомагає у формуваннi iнвестицiйних стратегiй та мiнiмiза-
цiї ризикiв. В економiцi прогнозування таких макроекономiчних величин
як ВВП допомагає уряду розробляти ефективнi рiшення, а також адапту-
ватись до економiчних криз. В контекстi України, яка переживає значнi
соцiально-економiчнi змiни, здатнiсть адекватно оцiнити та передбачити
динамiку ВВП стає особливо актуальною.

Методи аналiзу та прогнозування часових рядiв на сьогоднi є про-
вiдними в практичних застосуваннях, оскiльки мають розвинений мате-
матичний апарат i численнi програмнi реалiзацiї. В той же час проблема
математичного моделювання часових рядiв з складною поведiнкою — вiд-
сутнiстю тренду, наявнiстю випадкових збурень, є актуальною i продовжує
активно дослiджуватись.

Огляд останнiх джерел дослiджень i публiкацiй

Дослiдженням математичних моделей i методiв прогнозування часо-
вих рядiв присвячена велика кiлькiсть публiкацiй. Так, в статтi [1] пред-
ставленi результати прогнозування державного боргу України за допомо-
гою ARIMA моделi. Також проводяться активнi дослiдження в галузi ви-
вчення динамiки курсiв обмiну валют та цiн в машинобудiвному секторi
України з застосуванням ARIMA моделi для прогнозування часових рядiв
[2]. В роботi [3] автори за допомогою рiзноманiтних моделей часових рядiв
прогнозують динамiку торгового балансу України та країн ЄС.

На сьогоднi науковцi та розробники програмного забезпечення постiй-
но прагнуть покращити iснуючi технологiї та створити новi алгоритми, якi
можуть краще адаптуватися до специфiчних умов та даних часових рядiв.
Iнтеграцiя машинного навчання, штучного iнтелекту та глибинного навча-
ння вiдкривають новi можливостi для розвитку точнiших та адаптивних
методiв прогнозування.

Мета статтi: побудувати, дослiдити властивостi та застосувати для
прогнозування рiзнi математичнi моделi аналiзу часового ряду — щоквар-
тальних показникiв ВВП України. Розробити узагальнену тригонометри-
чну модель з випадковими параметрами, дослiдити її властивостi та об-
грунтувати адекватнiсть.
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Основний матерiал i результати

Для дослiдження було обрано щоквартальнi данi ВВП України за
2002–2022 роки [4] — рис. 1.

Рис. 1. Графiк щоквартальних значень ВВП України за 2002–2002 рр. (млн дол. США).

Дослiдження на стацiонарнiсть, наявнiсть тренду, перiодичнiсть

Сформулювати гiпотезу щодо стацiонарностi ряду можна на основi вi-
зуального аналiзу графiку. Бачимо, що значення часового ряду зростають,
ряд має тренд, тому можемо зробити припущення про нестацiонарнiсть
часового ряду щоквартальних даних ВВП України за 2002–2022 рр.

Бiльш точну iнформацiю про поведiнку ряду дають значення автоко-
реляцiйної функцiї для щоквартальних даних ряду ВВП України (рис. 2).
Функцiю автокореляцiї визначатимемо наступним чином:

ACF (τ) =
cov(xt, xt−τ )

var(xt)
,де τ — часовий лаг,

а функцiю часткової автокореляцiї PACF (τ) як оцiнку, отриману методом
найменших квадратiв коефiцiєнта βτ в авторегресiйному рiвняннi виду:

xt = β0 +

τ∑
i=1

βixt−i + et.

Обчислення проводились за допомогою програмного засобу EViews.
На рис. 2 бачимо, що автокореляцiя та часткова автокореляцiя з рiзними
лагами мають достатньо великi значення (бiльшi за 0,5), що також додатко-
во свiдчить про нестацiонарнiсть дослiджуваного часового ряду. Наявнiсть
високих значень автокореляцiї свiдчить про наявнiсть тренду та сезонностi
у початкових даних.

Використовуючи тест Дiкi-Фуллера [6] та програмний застосунок EVi-
ews, перевiримо гiпотезу про нестацiонарнiсть ряду [5] (рис. 3).

Як бачимо, абсолютна величина розрахункового значення t-статистики
МакКiнона менша за абсолютнi величини критичного значення при 1%,
5 % та 10 % рiвнях значущостi. Крiм того, ймовiрнiсть тесту бiльша за 10%.
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Рис. 2. Корелограма часового ряду ВВП України.

Рис. 3. Тест Дiкi-Фулера для часового ряду ВВП України.

Отже, ми не можемо вiдкинути нульову гiпотезу щодо наявностi одинично-
го кореня в часовому рядi, оскiльки мiнiмальна ймовiрнiсть того, що ряд
має одиничний корiнь i не є стацiонарним, становить близько 0,24.

Найпоширенiшим методом перетворення ряду на стацiонарний є так
зване диференцiювання ряду, яке в нашому випадку полягає в переходi до
ряду перших рiзниць: ∆xt = xt − xt−1.

Перейдемо до перших рiзниць ряду i перевiримо отриманий ряд на
стацiонарнiсть за допомогою тесту Дiкi-Фулера. Отримуємо, що часовий
ряд щоквартальних даних в перших рiзницях є стацiонарним з рiвнем зна-
чущостi не бiльшим 0,001. Крiм того, проаналiзувавши ACF - та PACF -
функцiї ряду перших рiзниць (рис. 4), можна зробити висновок про сезон-
нiсть з лагом 4.

Моделювання часового ряду. Порiвняння якостi моделей

Використаємо програмний застосунок Statgraphics19 для для побудо-
ви та аналiзу деяких характеристик моделей. В дослiдження визначались
значення наступних характеристик моделей:

RMSE — середньоквадратична похибка;
MAE — середня абсолютна похибка;
MAPE — середня вiдносна похибка прогнозу;
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Рис. 4. ACF - та PACF -функцiї ряду перших рiзниць.

ME — абсолютний показник змiщення прогнозу;
MPE — середня вiдсоткова похибка прогнозу;
AIC — значення критерiю Акаїке;
RUNS (Test for excessive runs up and down) — тест на надмiрну кiль-

кiсть локальних максимумiв та мiнiмумiв.
RUNM (Test for excessive runs above and below median) — тест на

перевiрку надмiрної кiлькостi вiдхилень вiд медiани.
AUTO (Box-Pierce test for excessive autocorrelation) — тест на надмiр-

ну автокореляцiю, який розраховується за допомогою критерiю Льюнга-
Бокса.

MEAN (Test for difference in mean 1st half to 2nd half) — тест для
виявлення тенденцiї середнього значення.

V AR (Test for difference in variance 1st half to 2nd half) — тест на
перевiрку рiзниць двох дисперсiй.

Отриманi результати наведенi в таблицi 1.
На основi проведеного аналiзу можна зродити висновок, що найкра-

щою моделлю є SARIMA(4, 1, 1) · (0, 0, 1)4, оскiльки проходить всi тести
i має найменше значення iнформацiйного критерiю Акаїке (AIC), тобто
вiдносна кiлькiсть iнформацiї, яку не враховує дана модель, є найменшою
серед усiх розглянутих моделей. Дану модель також було перевiрено на
адекватнiсть трьома тестами на залишки, зокрема тестом Льюнга-Бокса.
Оскiльки модель проходить всi тести, то робимо висновок про адекватнiсть
моделi.
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Таблиця 1. Результати моделювання часового ряду ВВП України.
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Джерело: розраховано авторами з використанням Statgraphics 19.
Позначення:
* — модель не проходить даний тест з рiвнем значущостi не бiльшим 0,01;
** — модель не проходить даний тест з рiвнем значущостi не бiльшим 0,05;
*** — модель не проходить даний тест з рiвнем значущостi не бiльшим 0,1.
OK — модель проходить даний тест з рiвнем значущостi не бiльшим 0,01
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Враховуючи порядок диференцiювання d = 1, визначимо параметри
моделi SARIMA(4, 1, 1) · (0, 0, 1)4 i отримаємо рiвняння:

∆xt = c− 0, 0877∆xt−1 − 0, 1018∆xt−2

− 0, 1329∆tt−3 + 0, 9410∆tt−4 − 0, 1911εt−1 + 0, 8612εt−4 + εt.

Зазначимо, що обрати модель виду SARIMA [7] є природнiм, оскiль-
ки наявнi сезоннi коливання з лагом 4. Тому використаємо дану модель
для моделювання та прогнозування часового ряду щоквартальних значень
ВВП України за 2002–2022 рр.

Прогнозування за допомогою моделi SARIMA(4, 1, 1) · (0, 0, 1)4
Наведемо результати прогнозування за допомогою моделi SARIMA

(4, 1, 1)·(0, 0, 1)4 значень часового ряду щоквартальних даних ВВП України
за 2002–2022 рр. на наступнi 3 роки (табл. 2, рис. 5).

Таблиця 2. Результати прогнозування за допомогою моделi
SARIMA(4, 1, 1) · (0, 0, 1)4.

Перiод Прогноз Нижнi 95% Верхнi 95%
Q1.23 29049,1 20360,2 37737,9
Q2.23 30006,6 17067,9 42945,2
Q3.23 39302,6 23753,2 54852,0
Q4.23 44856,3 27609,0 62103,6
Q1.24 29036,0 9923,22 48148,8
Q2.24 29524,3 8870,1 50178,6
Q3.24 39100,6 17281,3 60919,9
Q4.24 45539,3 22923,4 68155,2
Q1.25 29048,5 5401,22 52695,7
Q2.25 29026,8 4460,42 53593,2
Q3.25 38862,1 13578,9 64145,3
Q4.25 46251,9 20495,4 72008,4

Джерело: розраховано авторами.

При прогнозуваннi було змодельовано три сценарiї динамiки ВВП
України:

1) Звичайний сценарiй, який описує середнє прогнозоване значення. Цей
сценарiй передбачає стабiльне, хоч i нерiвномiрне зростання ВВП.

2) Песимiстичний сценарiй (нижнi 95%) представляє найгiршi очiкува-
ння вiдносно економiчного стану країни. В цьому випадку прогно-
зується, що ВВП України може падати до досить низьких рiвнiв,
особливо у першому та другому кварталах 2025 року. Цей сценарiй
вiдображає найгiрший варiант для України, у якому економiка не
зможе оговтатись через вiйну та втратить довiру iноземних iнвесто-
рiв, що загострить проблему розрахунку України за своїми борговими
зобов’язаннями.
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Рис. 5. Прогнозованi значення щоквартальних даних ВВП до 2025 р.

3) Оптимiстичний прогноз (верхнi 95%), який вказує на потенцiйне зро-
стання економiки. У цьому сценарiї ВВП України може досягати ви-
соких значень, наприклад як у 2025 роцi. Цей сценарiй вiдображає
iдеальнi умови динамiки економiки, якi можливi при зростаннi iно-
земних iнвестицiй.
Додатково перевiримо адекватнiсть моделi за допомогою порiвняння

прогнозованого значення iз фактичним значенням ВВП України у 2023
роцi. Наведемо розрахунки в таблицi 3.

Таблиця 3. Порiвняння фактичних i прогнозованих значень

Квартал Значення у 2023 р. (млн дол. США) Вiдносна
похибка

Фактичне Прогно-
зоване

Нижнi
95%

Верхнi
95%

Факт/
прогн

Факт/
верхнi
95%

1 кв. 34525,2 29049,1 20360,2 37737,9 16% 9%
2 кв. 40032,7 30006,6 17067,9 42945,2 25% 7%
3 кв. 48630,7 39302,6 23753,2 54852 19% 13%
4 кв. 52829,2 44856,3 27609 62103,6 15% 18%

Джерело: розраховано авторами.

Бачимо, що фактичнi значення ВВП України в 2023 р. потрапляють
в дiапазон довiрчого iнтервалу. До того ж, беручи до уваги значення вiдно-
сних похибок, можна сказати, що в моделi SARIMA(4, 1, 1)·(0, 0, 1)4 наразi
найближчим до реальної ситуацiї є саме оптимiстичний сценарiй прогнозу.
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Побудова узагальненої тригонометричної моделi
з використанням дискретного перетворення Фур’є
з випадковими параметрами

Оскiльки, було встановлено, що дослiджуваний часовий ряд є перiо-
дичним, то для ряду перших рiзниць побудуємо тригонометричну модель
4 порядку. Вибiр порядку моделi обумовлено статистично пiдтвердженою
наявнiстю лагу 4.

Розглянемо модель виду:

x (t) = a0 +

4∑
m=1

Å
am cos cos

Å
2πmt

k

ã
+ cm sin sin

Å
2πmt

k

ãã
+ et, (1)

де

a0 =
A

n

n∑
t=1

xt, am =
2A

n

n∑
t=1

xt cos cos

Å
2πmt

k

ã
,

cm =
2A

n

n∑
t=1

xt sin sin

Å
2πmt

k

ã
,

A та k — параметри моделi, якi визначаються амплiтудою та перiодом
коливань часового ряду перших рiзниць (xt), et — випадкова похибка.

Обчисливши параметри моделi на основi статистичних даних, отри-
маємо модель виду:

x (t) = 435, 55 + 3, 57 cos cos (9, 5t)− 589, 43 sin sin (9, 5t)+

+ 1761, 10 cos cos (19t)− 2610, 50 sin sin (19t)+

+ 237, 18 cos cos (28, 5t) + 900, 90 sin sin (28, 5t)+

+ 43, 38 cos cos (38t) + 455, 47 sin sin (38t) .

На рис. 6. наведений графiк емпiричних значень перших рiзниць часово-
го ряду (синя крива) та значень, обчислених за допомогою узагальненої
тригонометричної моделi 4-го порядку (жовта крива).

Модель виду (1) добре описує перiодичнi коливання даних, але не
враховує можливiсть випадкових вiдхилень. Вiдхилення значень часово-
го ряду ВВП України за 2002–2022 рр. вiдбувались внаслiдок зовнiшнiх
кризових умов: економiчна криза 2008 р., агресiя РФ та анексiя територiй
України 2014 р., COVID-2019, повномасштабне вторгнення РФ 2022 р., якi
не пiдлягають моделюванню за допомогою циклiв Кондратьєва, Кузнєца,
Джаглера або Китчена.

Тому пропонуємо розглянути модель виду:

y (t) = a0 +

4∑
m=1

Å
am cos cos

Å
2πmt

k

ã
+ cm sin sin

Å
2πmt

k

ãã
+ IA · φ (η)

= x (t) + IA · φ (η) , (2)

де η — випадкова величина, що має рiвномiрний розподiл на [0; 1], φ (η) —
функцiя випадкової величини, що моделює значення випадкових вiдхилень
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Рис. 6. Результати моделювання ряду перших рiзниць за допомогою моделi (1)

(збурень), IA− iндикатор появи випадкової подiї A (кризового явища). По-
дiю A в обчислювальному експериментi було реалiзовано за допомогою
iмiтацiйного моделювання. Значення φ (η) також моделювались iмiтацiйно
для рiзних типiв розподiлу φ (η) [8].

Нехай вiдома ймовiрнiсть або статистиична ймовiрнiсть подiї

P (A) = p, 0 ≤ p ≤ 1.

В проведеному нами обчислювальному експериментi значення p прийма-

лось рiвним
3

83
≈ 0, 0361. Значення випадкової величини η можна отримати

за допомогою генератора випадкових чисел. Якщо в деякому випробуваннi
випадкова величина η набула деякого значення η0, то

IA =

®
1, η0 ∈ [0, p]

0, η0 ∈ (p, 1].

Значення функцiї φ (η) залежать вiд того який тип розподiлу величи-
ни випадкових вiдхилень розглядається. Позначимо через ξ — випадкову
величину, яка має неперервний розподiл i визначає величину несистемати-
чних вiдхилень часового ряду. Якщо Fξ(x) — функцiя розподiлу ξ, то φ (η)
обчислюється як корiнь рiвняння: Fξ (x) = η.

Ми розглянули випадок, коли ξ має рiвномiрний розподiл на промiж-
ку [−a, 0], a > 0, де a визначили як середнє значення спостережуваних
вiдхилень часового ряду. Тодi

φ (η) = a(η − 1).

Результати моделювання для даного випадку наведенi на рис. 7, де
синя крива — емпiричнi значення перших рiзниць часового ряду, а фiоле-
това — змодельованi значення.

Застосуємо модель (2) для прогнозування часового ряду. Робимо це
продовжуючи часовий параметр, фiксуючи при цьому значення коефiцiєн-
тiв am i cm. Отримуємо спрогнозованi значення часового ряду ВВП Укра-
їни в перших рiзницях. Для того, щоб отримати прогнозованi значення
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Рис. 7. Результати моделювання ряду перших рiзниць за допомогою моделi (2)

початкового часового ряду ВВП України треба розв’язати вiдповiдну си-
стему рiзницевих рiвнянь. Отриманi результати наведенi у таблицi 4.

Ми розглядали два прогнози: звичайний та песимiстичний, оскiльки
пiд час моделювання враховувались лише вiд’ємнi значення випадкових
вiдхилень, тобто моделювались саме кризовi явища. Проiлюструємо отри-
манi результати на рис. 8.

Перевiримо адекватнiсть прогнозу моделi (2) за допомогою порiвнян-
ня прогнозованого значення iз фактичним значенням ВВП України у 2023
роцi. Наведемо розрахунки в таблицi 5.

Таблиця 4. Результати прогнозування часового ряду за допомогою
моделi (2)

Квартали Прогнозованi значення ВВП України
(млн дол. США)

Звичайний сценарiй Песимiстичний сценарiй
Q1.23 44115 44115
Q2.23 38724 38724
Q3.23 41212 41212
Q4.23 45355 45355
Q1.24 40561 32121
Q2.24 35051 34148
Q3.24 38503 27563
Q4.24 44780 28961
Q1.25 46163 28899
Q2.25 38753 38148
Q3.25 39501 36129
Q4.25 43569 29097

Джерело: розраховано авторами.
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Рис. 8. Прогнозованi значення ВВП України за допомогою узагальненої тригонометри-
чної моделi з випадковими параметрами

Таблиця 5. Порiвняння прогнозованих значень

Квартали Значення у 2023 р.
(млн дол. США) Вiдсоткова

похибка
Фактичне Прогнозоване

1 кв. 34525,2 44115 28%
2 кв. 40032,7 38724 3%
3 кв. 48630,7 41212 15%
4 кв. 52829,2 45355 14%

Джерело: розраховано авторами.

Отже, прогнозованi значення, отриманi за тригонометричної моделi
з випадковими параметрами для деяких кварталiв є бiльш точними нiж,
отриманi за допомогою моделi SARIMA(4, 1, 1) · (0, 0, 1)4. Ще однiєю пе-
ревагою побудованої моделi є можливiсть iмiтувати наявнiсть випадкових
збурень значень часового ряду, змiнювати параметри моделi та використо-
вувати рiзнi типи розподiлiв значень випадкових вiдхилень, що дає змогу
проводити iмiтацiйнi експерименти, в яких моделюватиметься поведiнка
дослiджуваних показникiв в рiзних умовах.

Висновки

При дослiдженнi багатьох реальних процесiв i явищ часто виникає за-
дача прогнозування величин, якi залежать вiд великої кiлькостi змiнних
факторiв, кожен з яких має в свою чергу досить складну поведiнку. Побу-
дувати адекватнi багатофакторнi моделi та використати їх для прогнозува-
ння в таких випадках є складною задачею. Використання ARIMA-моделей
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для моделювання i прогнозування значень часового ряду є бiльш перспе-
ктивним. В той же час ARIMA-моделi дозволяють ефективно прогнозува-
ти процеси, якi можна змоделювати за допомогою послiдовностi значень
деякої визначеної функцiї, для якої достатньо вдало пiдiбрати параметри.
Проведене дослiдження застосування тригонометричної моделi з випадко-
вими параметрами до моделювання та прогнозування часового ряду ВВП
України показало, що описаний в роботi пiдхiд може бути ефективним при
дослiдження часових рядiв з наявнiстю випадкових несистемних вiдхилень.
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