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Вступ
Актуальнiсть теми. На сучасному етапi наука i технiка розробили технологiї дуже 
високого рiвня, якi вимагають вiд спецiалiстiв переважної бiльшостi професiй мати 
високий рiвень математичної пiдготовки, володiти рiзноманiтними математичними 
методами. Тiльки при цiй умовi спецiалiсти зможуть опанувати сучасними 
технологiями i тим бiльше розвивати їх далi. Серед математичних методiв наукового
дослiдження найбiльшого поширення набув метод математичного моделювання. Вiн
використовується також як метод навчального пiзнання у вищiй i в загальноосвiтнiй 
школi. 

Фундаторами сучасної методологiї математичного моделювання були В. М.
 Глушков, Б. В. Гнеденко, А. М. Колмогоров, О. А. Самарський, А. М. Тихонов 
та iншi. Не дивно, що названi вченi, розробляючи методи математичного моделю
вання i їх використання в рiзних галузях науки i технiки, прийшли в 70-х–80-х роках
до думки про необхiднiсть навчання математичного моделювання студентiв 
унiверситетiв, учнiв загальноосвiтньої школи. Розвиток iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй пiдсилив потребу такого навчання. 

Б. В. Гнеденко зазначав, що готувати майбутнього вчителя математики слiд так, 
щоб вiн мiг “бачити, з однiєї сторони, основний змiст сучасної математики, з другої 
сторони, її прикладнi можливостi, методологiчнi проблеми i iсторичний процес її 
розвитку” [44, с. 40]. 

А. М. Колмогоров, розглядаючи питання про сучасну математику та навчання її в
школi, пiдкреслював: “Дивлячись в майбутнє, необхiдно уже зараз будувати 
шкiльний курс так, щоб учнi були пiдготовленi до сприйняття нових аспектiв 
прикладної математики.... Задача полягає в тому, щоб уже в школi переконливо 
показати, що “сучасна математика” дозволяє будувати математичнi моделi реальних
ситуацiй i процесiв, що вивчаються в застосуваннях, не тiльки не гiрше, але логiчно 
послiдовнiше i простiше, нiж традицiйна” [91, с. 3]. 

Видатнi вченi до прикладної математики вiдносили ту частину математики, в якiй
вивчаються математичнi структури, якi моделюють тi чи iншi реальнi явища, тобто 
прикладна математика є наука, що вивчає реальнi явища математичними методами. 
Прикладна математика складається з математичного моделювання реальних об’єктiв
i процесiв, якiсного i кiлькiсного аналiзу математичних моделей реальних об’єктiв, 
теорiї алгоритмiв чисельних розв’язкiв, що виникають при аналiзi математичних за
дач, математичного забезпечення, необхiдного для здiйснення обчислень за 
вiдповiдними алгоритмами на комп’ютерах та аналiзу чисельних розв’язкiв задач [
27,42,70,107–109,172]. 

Протягом двадцяти наступних рокiв необхiднiсть навчання математичного 
моделювання була схвалена багатьма вченими-математиками, методистами, 
викладачами. 

Центральнi iдеї прикладної математики та основнi методичнi положення 
навчання застосуванням математики розкривалися в роботах Г. М. Возняка [34,35], 
Ю. М. Колягiна [94], В. М. Монахова [122], В. А. Стукалова [223], В. В. Фiрсова [
240], С. I. Шварцбурда [247]. 

Iнтерес до навчання учнiв математичного моделювання почав виявлятися в 
методичнiй науцi в 70-х роках минулого столiття пiсля того, як А. М. Колмогоров в 
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1971 р. у статтi “Современная математика и математика в современной школе” пря
мо звернув увагу на необхiднiсть ознайомлення школярiв з iдеями математичного 
моделювання i навчання їх складанню простiших моделей. 

У 1978 роцi Г. М. Морозовим [138] була розроблена i експериментально пе
ревiрена методика формування в учнiв поняття математичної моделi та основних 
вмiнь побудови математичних моделей у процесi навчання математики в середнiй 
загальноосвiтнiй школi. Однак це було лише початком дослiдження цiєї теми. У ди
сертацiї Г. М. Морозова чiтко не визначене мiсце введення основних понять теми i 
навчання учнiв математичного моделювання. 

В Українi в 1997 р. була захищена дисертацiя з методики навчання математики Л.
 О. Соколенко на тему “Методика реалiзацiї прикладної спрямованостi шкiльної 
алгебри i початкiв аналiзу” [218]. У цiй роботi у зв’язку з розробкою методичного 
забезпечення для реалiзацiї прикладної спрямованостi навчання математики автор 
звертає увагу на необхiднiсть вчити учнiв математичного моделювання, хоч i не 
розглядає ґрунтовно спецiальну методику навчання учнiв цьому. 

На сучасному етапi розвитку шкiльної математичної освiти, в умовах особистiсно
-орiєнтованого навчання, рiвневої та профiльної диференцiацiї, проблема навчання 
майбутнiх учителiв математики математичного моделювання, навичкам i вмiнням 
такої роботи з учнями середньої школи набула особливої гостроти. 

Комiсiя Європейського математичного товариства (EMS), яка придiляє серйозну 
увагу актуальним проблемам математичної освiти молодi, на рiвнi європейського 
документу видiлила моделювання одним з параметрiв, за якими можна було б ви
значати внесок математики у розвиток особистостi учнiв. 

Розробником даної схеми виступив Iнститут продуктивного навчання Росiйської 
академiї освiти [21, с. 4]. 
Табл. 1: Параметри, що визначають внесок математики у розвиток особистостi учнiв
Загальний рiвень Свiт математики Застосування 
Алгоритми Мiркування, 
доведення Мова i символи 
Вiзуальне мислення Перенесення 
на нову ситуацiю Iнтерес до 
математики, впевненiсть у її 
використаннi 

Числа Геометричнi фiгури
Перетворення Рiвняння 
Функцiї i графiки 
Вимiрювання Аналiз 
даних 

Моделювання Дослiдження 
Наближенi обчислення 
Використання обчислювальних 
пристроїв Контроль i 
самоконтроль 

Констатуючий експеримент, проведений нами, показав, що i в умовах 
традицiйної, i в умовах сучасної системи пiдготовки вчителя математики, проблемi 
навчання студентiв математичного моделювання при вивченнi фундаментальних 
курсiв математики та методики навчання математики не придiляється належна увага
. На належному рiвнi у майбутнiх учителiв математики формуються вмiння мате
матичного моделювання, пов’язанi з дослiдженням математичних моделей засобами
iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй, завдяки ефективному методичному за
безпеченню та методицi навчання, що розробленi академiком М. I. Жалдаком [57,
59–64], професорами Г. О. Михалiним [63,130,131], Н. В. Морзе [137], Ю. С.
 Рамським [64,193,194]. 

Щодо шкiльного курсу, то зараз про необхiднiсть систематичного навчання учнiв
простiшим вмiнням математичного моделювання лише висловлюється побажання 
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математикiв, методистiв i авторiв шкiльних програм, зокрема i програми 12-рiчної 
школи. Методичне забезпечення формування таких вмiнь у школярiв фактично 
вiдсутнє. Це значною мiрою пояснюється i тим, що вчителi пiд час навчання у ви
щих педагогiчних закладах не навчалися систематично математичного моделювання
i в тому числi розв’язанню прикладних задач, не вмiють математизувати ситуацiї, не
дiстають необхiдної пiдготовки для навчання цьому учнiв. 

Названi причини зумовлюють необхiднiсть вирiшення проблеми створення 
науково обґрунтованої методичної системи формування знань та вмiнь 
математичного моделювання у майбутнiх учителiв математики в процесi вивчення 
фундаментальних математичних дисциплiн, елементарної математики та методики 
навчання математики. Саме цей факт спонукав нас до вибору теми дисертацiйного 
дослiдження: “Формування вмiнь математичного моделювання в процесi навчання 
майбутнiх учителiв математики”. 
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiйне 
дослiдження виконано вiдповiдно до тематичного плану науково- дослiдної роботи 
кафедри вищої математики та кафедри математики i методики викладання 
математики Нацiонального педагогiчного унiверситету iменi М. П. Драгоманова. 
Тему дисертацiї затверджено на засiданнi Вченої ради Нацiонального педагогiчного 
унiверситету iменi М. П. Драгоманова (протокол № 11 вiд 29 квiтня 2004 р.) i 
узгоджено Радою з координацiї наукових дослiджень в галузi педагогiки i психологiї
в Українi (протокол № 6 вiд 15.06.2004 р.). 
Об’єкт дослiдження. Процес навчання математичних дисциплiн та методики 
навчання математики майбутнiх учителiв математики. 
Предмет дослiдження. Методична система формування знань та вмiнь 
математичного моделювання у студентiв фiзико-математичних факультетiв пiд час 
вивчення математичних дисциплiн та методики навчання математики. 
Мета дослiдження. Сформулювати цiлi i завдання, визначити змiст i структуру, 
розробити науково обґрунтовану i експериментально перевiрену методичну систему
навчання математичного моделювання майбутнiх учителiв математики пiд час ви
вчення ними математичних i методичних дисциплiн в умовах особистiсно-
орiєнтованого навчання. 
Гiпотеза дослiдження. Створення i впровадження в навчальний процес науково 
обґрунтованої методичної системи формування вмiнь математичного моделювання 
у майбутнiх учителiв математики в процесi вивчення ними математичних та 
методичних дисциплiн в умовах особистiсно-орiєнтованого навчання забезпечить: 

• свiдоме оволодiння студентами методом математичного моделювання як 
методом наукового дослiдження та навчального пiзнання навколишнього свiту
; 

• диференцiйоване навчання у формуваннi в них вмiнь будувати рiзного рiвня 
складностi математичнi моделi явищ та процесiв з рiзноманiтних галузей 
сучасної науки та практики; 

• сформованiсть у студентiв професiйних вмiнь навчати учнiв загальноосвiтньої
школи будувати простiшi математичнi моделi; 

• пiдвищить рiвень загального i математичного розвитку студентiв, їхню творчу
активнiсть i пiзнавальну самостiйнiсть.
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Вiдповiдно до мети i сформульованої гiпотези дослiдження розв’язувалися такi 
завдання: 

1. Вивчити стан проблеми в математичнiй, психолого- педагогiчнiй, навчально-
методичнiй лiтературi для студентiв i учнiв загальноосвiтнiх шкiл, в системi 
пiдготовки вчителя математики та в шкiльнiй практицi. 

2. Видiлити психолого-педагогiчнi передумови та сформулювати методичнi 
вимоги до навчання студентiв математичного моделювання. 

3. Розробити i науково обґрунтувати компоненти методичної системи 
формування знань i вмiнь математичного моделювання в процесi 
математичної та методичної пiдготовки майбутнiх учителiв математики в 
умовах особистiсно-орiєнтованого навчання. 

4. Експериментально перевiрити ефективнiсть розробленої методичної системи 
та внести корекцiї в розробленi в дисертацiї методичнi рекомендацiї.

Методологiчною основою дослiдження є теорiя пiзнання: системний, комплексний
, дiяльнiсний та особистiсно-орiєнтований пiдходи формування особистостi вчителя 
(Г. О. Атанов, П. Я. Гальперiн, В. В. Давидов, О. Н. Леонтьев, С. I. Подмазiн, В. В.
 Сєрiков, З. I. Слєпкань, С. Д. Смирнов), теорiя математичного моделювання (В. М.
 Глушков, Б. В. Гнеденко, А. М. Колмогоров, Л. Д. Кудрявцев, О. А. Самарський, А.
 М. Тихонов), роботи з методики навчання математики (Г. П. Бевз, М. I. Бурда, З. I.
 Слєпкань, М. I. Шкiль), роботи про застосування iнформацiйно-комунiкацiйних 
технологiй у навчальному процесi педагогiчного унiверситету (М. I. Жалдак, А. П.
 Єршов, Н. В. Морзе, Ю. С. Рамський, О. В. Спiваковський), Закон України “Про 
освiту”, Закон України “Про вищу освiту”, галузевi стандарти вищої освiти зi 
спецiальностi “Педагогiка i методика середньої освiти. Математика”, Державна 
нацiональна програма “Освiта” (“Україна XXI столiття”), Нацiональна Доктрина 
розвитку освiти України у XXI столiттi.

Для реалiзацiї поставлених завдань були застосованi такi методи науково-
педагогiчного дослiдження: 

• теоретичнi: аналiз лiтератури з проблеми дослiдження (математичне 
моделювання, психологiя, педагогiка, теорiя i методика навчання математики, 
використання iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй); 

• органiзацiйнi: аналiз освiтнiх стандартiв, навчальних планiв i програм 
педагогiчних унiверситетiв, пiдручникiв та посiбникiв з математичних 
дисциплiн, з методики навчання математики; 

• емпiричнi: цiлеспрямоване спостереження навчального процесу, анкетування 
студентiв i викладачiв, випускникiв шкiл, аналiз усних вiдповiдей i письмових 
робiт студентiв; 

• педагогiчний експеримент: констатуючий, пошуковий, формуючий; 
• математико-статистичнi дослiдження: обробка експериментальних даних; 
• аналiз, систематизацiя i узагальнення педагогiчного досвiду та власної 

педагогiчної дiяльностi у педагогiчному унiверситетi.
Наукова новизна дослiдження полягає в обґрунтуваннi необхiдностi та можливостi 
формування у майбутнiх учителiв математики знань i вмiнь, широкого погляду на 
математичне моделювання як метод наукового дослiдження та навчального пiзнання
i розробцi науково обґрунтованої методичної системи навчання математичного 
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моделювання майбутнiх учителiв математики. 
Теоретичне значення результатiв дослiдження полягає у: 

1. визначеннi мiсця i структури змiсту навчання студентiв математичного 
моделювання в процесi математичної, методичної пiдготовки; 

2. розробцi операцiйного складу компонентiв методичної системи формування 
вмiнь математичного моделювання з врахуванням вимог особистiсно-
орiєнтованого навчання; 

3. встановленнi психолого-педагогiчних передумов та методичних вимог, що 
сприяють формуванню вмiнь математичного моделювання у студентiв рiзних 
курсiв; 

4. розробцi критерiїв та методики визначення рiвнiв сформованостi вмiнь 
математичного моделювання.

Практичне значення результатiв дослiдження полягає в тому, що розроблена та 
експериментально перевiрена методична система формування знань i вмiнь 
математичного моделювання в процесi пiдготовки вчителя математики може бути 
використана викладачами вищої школи, методистами iнститутiв пiслядипломної 
освiти, авторами посiбникiв для студентiв та методичних посiбникiв для вчителiв. 
Особистий внесок здобувача полягає в обґрунтуваннi необхiдностi та можливостi 
систематичного навчання студентiв педагогiчних унiверситетiв математичного 
моделювання, у розробцi й апробацiї науково обґрунтованої методичної системи 
формування знань i вмiнь математичного моделювання у майбутнiх учителiв 
математики, у констатацiї висновку про те, що впровадження науково обґрунтованої
методичної системи формування знань i вмiнь математичного моделювання у 
майбутнiх учителiв математики у навчальний процес педагогiчних унiверситетiв 
можливе, ефективне i забезпечує вiдповiдний рiвень фахової пiдготовки бакалаврiв, 
спецiалiстiв, магiстрiв. 
Обґрунтованiсть i вiрогiднiсть отриманих результатiв, висновкiв i методичних 
рекомендацiй забезпеченi науковим аналiзом стану теоретичної i практичної 
розробки проблеми, методологiчними основами дослiдження, вiдповiднiстю методiв
дослiдження його метi та завданням, кiлькiсним i якiсним аналiзом обсягу теоретичн
ого та емпiричного матерiалу, результатами педагогiчного експерименту. 
Апробацiя i впровадження результатiв дослiдження здiйснювалися в Iнститутi 
фiзико-математичної та iнформатичної освiти i науки Нацiонального педагогiчного 
унiверситету iменi М. П. Драгоманова (довiдка № 04-10/1143 вiд 08.06.2006 р.), 
Кримському гуманiтарному унiверситетi, м. Ялта (довiдка № 3 вiд 28.04.2006 р.), 
Херсонському державному унiверситетi (довiдка № 01-12/878 вiд 29.06.2006 р.), 
Слов’янському державному педагогiчному унiверситетi (довiдка № 66-01-484 вiд 27.
04.2006 р.). Основнi положення i результати дослiдження були висвiтленi i знайшли 
схвалення в повiдомленнях на Мiжнароднiй науково-теоретичнiй конференцiї 
“Психолого-педагогiчнi проблеми пiдготовки вчительських кадрiв в умовах транс
формацiї суспiльства” (м. Київ, 2000 р.), Мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй 200-
рiччю з дня народження М. В. Остроградського, (м. Полтава, 2001 р.), 
VII Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Фундаментальна та професiйна 
пiдготовка фахiвцiв з фiзики”, (м. Київ, 2002 р.), Всеукраїнськiй науково-практичнiй
конференцiї “Формування духовної культури особистостi в процесi навчання 
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математики в школi та вищому навчальному закладi” (м. Луцьк, 2003 р.), 4-iй 
Мiжнароднiй мiждисциплiнарнiй науково-практичнiй конференцiї “Сучаснi пробле
ми гуманiзацiї та гармонiзацiї управлiння” (м. Харкiв, 2003 р.), 5-iй мiжнароднiй 
мiждисциплiнарнiй науково-практичнiй конференцiї “Сучаснi проблеми науки та 
освiти” (м. Алушта, 2004 р.), Десятiй мiжнароднiй конференцiї iменi академiка М.
 Кравчука (м. Київ, 2004 р.), Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї “Ак
туальнi проблеми теорiї i методики навчання математики” (м. Київ, 2004 р.), 
Мiжнароднiй науково-методичнiй конференцiї “Евристичне навчання математики” (
Донецьк, 2005 р.), на звiтних наукових конференцiях викладачiв НПУ iменi М. П.
 Драгоманова (м. Київ, лютий 2004 р., лютий 2005 р.), шляхом публiкацiї результатiв
дослiдження (5 статей у фахових виданнях i 1 посiбник у спiвавторствi). 
Публiкацiї. Результати дисертацiйного дослiдження опублiковано в 16 роботах. 
Серед них 4 — у збiрниках наукових праць, 10 — у тезах та матерiалах конференцiй,
1 — у науково-методичному журналi “Математика в школi”, 1 — у методичному 
посiбнику. 
Структура дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, двох роздiлiв, висновкiв, 
списку використаних джерел з 262 найменувань та 15 додаткiв. Основний змiст ди
сертацiї викладено на 180 сторiнках машинописного тексту, робота мiстить 
24 таблицi, 3 схеми i 16 рисункiв. Повний обсяг дисертацiї становить 260 сторiнок.
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Роздiл 1
Теоретичнi основи проблеми дослiдження

1.1 Математичне моделювання як метод наукового дослiдження i навчального 
пiзнання
Формування наукового свiтогляду студентiв неможливе без знання iсторiї науки та 
розумiння основних етапiв її розвитку [48,49,67,68]. Методологiя науки з її загаль
ними фiлософськими питаннями допоможе їм поглянути на предмет математики з 
бiльш широких позицiй, визначити його мiсце у системi знань, побачити науку у 
розвитку, русi, замислитися про рушiйнi сили її прогресу i, зокрема, зрозумiти нео
бхiднiсть все бiльшої абстракцiї математики, що допомагає пiзнанню явищ природи 
i процесiв суспiльства. Це наблизить до глибокого розумiння того, що однi й тi ж 
самi математичнi поняття, твердження i методи можуть бути застосованi до до
слiдження найрiзноманiтнiших за своїм конкретним змiстом явищ. 

Математика як наука в ходi свого iсторичного розвитку накопичила багато фактiв
, якi свiдчать про те, що математичнi поняття, операцiї, способи логiчних мiркувань 
зазнають суттєвого впливу практики i мають цiлком певне практичне походження. 
Багато роздiлiв сучасної математики формувалися пiд безпосереднiм впливом 
потреб технiки, економiки, вiйськової справи, управлiння тощо. 

Специфiчнiсть вiдображення математикою дiйсностi визначає основнi напрями 
формування правильного наукового свiтогляду у процесi її навчання. На вiдмiну вiд 
природничих наук (фiзика, хiмiя, бiологiя) математика не пов’язана з дiйснiстю без
посередньо. Законам матерiального свiту у математицi вiдповiдають зв’язки абстра
ктно-логiчного характеру мiж математичними поняттями, а системнiсть свiту 
вiдображається у такому поняттi сучасної математики як математична структура. 
Розкриття матерiального походження математичних понять разом з тим повинно 
враховувати той факт, що абстрактне мислення є для математики таким же 
невiд’ємним, як i зв’язок з дiйснiстю. Саме високий ступiнь абстрактностi 
математичних понять, логiчна розробленiсть математичних теорiй i складає силу 
математики, робить її могутнiм знаряддям пiзнання свiту i забезпечує широку 
застосовнiсть. Тому роботу з виявлення зв’язкiв математики з дiйснiстю необхiдно 
поєднувати з роз’ясненням ролi абстракцiї i логiки в усякiй науцi i в математицi, 
зокрема. Тодi ступiнь абстрактного мислення, тобто формалiзацiя логiчного 
дослiдження, розумiтиметься як необхiдна ланка у науковому пiзнаннi реальної 
дiйсностi. 

Не менш важливим у вихованнi свiтогляду молодi є розкриття ролi практики у 
розвитку математики i показ її практичного, прикладного значення. Вчитель i ви
кладач педагогiчного унiверситету повинен мати значний набiр прикладiв, якi вiн 
зможе розказати учням i студентам. Здiйснювати це можна ефективно шляхом 
складання математичних моделей. 

Фахова освiта вчителя математики передбачає вивчення цiлого ряду 
математичних дисциплiн таких, як: алгебра i теорiя чисел, аналiтична геометрiя, 
диференцiальна геометрiя, проективна геометрiя та методи зображень, 
математичний аналiз, комплексний аналiз, диференцiальнi рiвняння, теорiя 
ймовiрностей i математична статистика, дискретна математика, елементарна 
математика; та педагогiчних дисциплiн: педагогiка, психологiя, методика навчання 
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математики. 
Як показує досвiд, особливо значний вплив на формування наукового свiтогляду 

майбутнiх учителiв математики має систематичне ознайомлення студентiв при 
вивченнi всiх математичних дисциплiн з iдеями i методом математичного 
моделювання i впровадження на старших курсах спецкурсiв з математичного 
моделювання. 

Спецкурси систематизують, поглиблюють та узагальнюють знання студентiв про 
предмет i методи кожної з названих математичних дисциплiн, тобто вiдбувається 
iнтегрування математичних знань, якi формуються у свiдомостi майбутнього педа
гога як результат природного прогресу людських знань, пов’язаних з розвитком 
фiзики, астрономiї, економiки, бiологiї тощо. Учитель повинен чiтко уявляти, як у 
математицi виникли новi напрями дослiджень, формувалися основнi математичнi 
поняття, як i чому абстрактна наука знаходила i знаходить рiзностороннє 
застосування в природознавствi, iнженернiй та агрономiчнiй справах, соцiальних 
дисциплiнах. 

Бiльшiсть математичних наук виникли в процесi розв’язування проблем практики
i розвивалися у тiснiй єдностi одна з одною, у взаємних впливах та в процесi 
розв’язання внутрiшнiх протирiч, притаманних будь-якому процесу розвитку. Наве
демо деякi приклади. Так, аналiтична геометрiя, користуючись алгебраїчним 
методом, дослiджує геометричнi образи лише першого i другого порядку. 
Збагачення методiв дослiдження аналiтичної геометрiї бiльш сильними методами 
математичного аналiзу привело до якiсного i кiлькiсного розширення геометричних 
об’єктiв об’єктами вищих степенiв та вивчення їх локальної структури (
диференцiальна геометрiя). Разом з тим методи диференцiальної геометрiї 
дозволяють поглянути та зрозумiти з нової точки зору геометричнi об’єкти, якi 
вивчалися в аналiтичнiй геометрiї. Методи аналiтичної геометрiї знайшли свiй 
подальший розвиток у синтетичному методi проективної геометрiї. 

Одним з напрямiв формування свiтогляду пiд час вивчення математики є ово
лодiння студентами методологiєю математичного моделювання. Для практичного 
оволодiння методологiєю математичного моделювання як невiд’ємною складовою 
математичної освiти майбутнiх учителiв математики, необхiднi такi умови: початко
ва математична пiдготовка студентiв, iнтерес до майбутньої професiї, певний рiвень 
володiння ЕОМ, наукове обґрунтування мiсця математичного моделювання у 
структурi математичних дисциплiн та його методичне забезпечення тощо. 
Оволодiння методологiєю математичного моделювання майбутнiми вчителями 
математики забезпечується реалiзацiєю галузевих стандартiв [37] з роздiлу 
“Математика”, де формуванню вмiнь математичного моделювання придiляється 
належна увага. Детальнiше з цим знайомить таблиця у додатку A. 

Формування вмiнь математичного моделювання, перерахованих у додатку A, — 
спiльна задача всiх математичних курсiв, яка в рамках кожної математичної 
дисциплiни може мати свої ефективнi та специфiчнi шляхи реалiзацiї. Цi шляхи 
вiдповiдно до концепцiї базової математичної освiти в Українi [95], Державних ста
ндартiв освiти [50] також знайшли своє вiдображення у нових програмах 
математичних курсiв [230,232–234] та побудованих на їх основi робочих програмах 
викладачiв. На жаль, в нинi дiючих програмах [141,190,191] та робочих програмах 
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викладачiв математичному моделюванню належна увага не придiляється у 
вiдповiдностi з вимогами галузевих стандартiв [37]. 

Зупинимося докладнiше на поняттях “математична модель” та “математичне мо
делювання”. У науковiй лiтературi поняття “модель” трактується досить широко. 
Цим термiном називають такi поняття, як математичний опис процесу або об’єкта, 
алгоритмiчний опис об’єкта; формулу, що визначає закон функцiонування; графiчне
подання об’єкта (процесу) у виглядi графiка, блок-схеми або кривої, що 
характеризує динамiку дослiджуваного процесу та ряд iнших форм i понять [144,164
,209,226]. Наприклад, можна дати наступне означення моделi в математичних 
термiнах [9, с. 363]: “Модель є iзоморфiзм A в , де A — множина фiксованих 
елементiв предметної областi з дослiджуваними зв’язками, вiдношеннями мiж цими 
елементами,  — абстрактна множина, що задається кортежем 

де {M} — множина елементiв моделi, що вiдповiдає елементам предметної областi, 
що називається “носiєм моделi”, P1, P2, . . . , Pn — предикати, що вiдображають 
наявнiсть того чи iншого вiдношення мiж елементами предметної областi. Предикат
 — це логiчна n-на пропозицiональна функцiя, визначена для предметної областi i 
така, що приймає або iстинне, або хибне значення. Носiй моделi є змiстовною 
областю предикатiв P1, P2, . . . , Pn. Предикати називаються сигнатурою моделi . 
Вибiр носiя i сигнатури при побудовi моделi визначається предметом дослiдження.” 

У навчальному процесi пiд час вивчення математичних дисциплiн та методики 
навчання математики студентам пропонується два види математичних моделей, якi 
розрiзняють за їх призначенням: математичнi моделi прикладних задач; математичнi
моделi абстрактних теорiй та об’єктiв. 

Першому виду моделей вiдповiдає означення, сформульоване А. М. Тихоновим: 
“Математична модель — це наближений опис будь-якого класу явищ 
навколишнього свiту за допомогою математичної символiки” [235, с. 574]. Для 
другого виду математичних моделей найбiльше пiдходить означення Л. Д.
 Кудрявцева: “Математична модель — це логiчна структура, у якої описано ряд 
вiдношень мiж її елементами” [107, с. 45]. Саме на основi цих означень ми будемо 
формувати у студентiв поняття математичної моделi [159]. Як зазначається у роботi 
I. I. Блехмана та iн., математична модель у найпростiших випадках “...може бути 
вiдрiзком, функцiєю, вектором, матрицею, скалярною величиною або навiть 
конкретним числом” [27, с. 130]. У складнiших випадках вона дозволяє звести 
дослiдження нематематичного об’єкта до розв’язання математичної задачi, 
користуючись унiверсальним математичним апаратом i як наслiдок одержати не 
тiльки кiлькiсну, а й якiсну iнформацiю про дослiджуваний об’єкт. 

Математичне моделювання — це процес встановлення вiдповiдностi даному 
реальному об’єкту деякого математичного об’єкта, що називається математичною 
моделлю [9,195]. 

Табл. 1.1 показує класифiкацiю видiв математичного моделювання в 
моделюваннi як науковому методi дослiдження систем, явищ, процесiв. 

Моделювання як спосiб органiзацiї навчально-пiзнавальної дiяльностi широко 
використовується в педагогiцi, хоч воно й не вiдноситься до математичного 
моделювання [22,129,212]. 
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Взагалi, можна видiлити такi основнi сфери застосування математичних моделей:
науковi дослiдження, навчання, управлiння, практична дiяльнiсть. У наукових до
слiдженнях моделi є засобом одержання, фiксування i упорядкування нової 
iнформацiї, що забезпечують розвиток теорiї та практики. При навчаннi з 
допомогою моделей досягається висока наочнiсть вiдображення рiзних об’єктiв i 
полегшується передача знань про них. Це моделi, якi дозволяють описати i пояснити
систему. В управлiннi моделi використовуються для обґрунтування рiшень. Такi 
моделi повиннi забезпечити як опис, так i пояснення i передбачення поведiнки 
систем. 

Охарактеризуємо коротко кожний з тих видiв математичного моделювання, якi 
найбiльше застосовуються в педагогiчному унiверситетi пiд час вивчення 
математичних дисциплiн [9,143,209]. 

Для аналiтичного моделювання характерним є те, що основнi закони 
функцiонування записуються у виглядi деяких аналiтичних спiввiдношень (
алгебраїчних, iнтегродиференцiальних, скiнченнорiзницевих i т. д.) чи логiчних 
умов. Аналiтична модель дослiджується рiзними методами: 

• аналiтичним, коли прагнуть одержати в загальному виглядi явнi залежностi, 
що пов’язують шуканi характеристики з початковими умовами, параметрами; 

Табл. 1.1:
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Класифiкацiя видiв моделювання
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• чисельним, коли, не вмiючи розв’язувати рiвняння в загальному виглядi, 
прагнуть одержати числовi результати при конкретних початкових даних (такi
моделi називаються цифровими); 
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• якiсним, коли, не маючи розв’язку в явному виглядi, можна знайти деякi 
властивостi розв’язку (наприклад, оцiнити стiйкiсть розв’язку).

Аналiтичне математичне моделювання застосовується для розв’язування прикла
дних задач та розвитку математичної теорiї в класичних математичних курсах, що 
вивчаються в педагогiчному унiверситетi: математичному аналiзi, диференцiальних 
рiвняннях, геометрiї, алгебрi. Тому саме цi курси мають найбiльшi дидактичнi мож
ливостi для формування у студентiв вмiнь аналiтичного математичного 
моделювання. Зокрема: 

• вмiти виявити множину елементiв системи i визначити їх властивостi; 
• вмiти визначити зовнiшнi умови, в яких знаходиться об’єкт моделювання i 

охарактеризувати їх певними величинами; 
• вмiти знайти зв’язки i вiдношення мiж елементами системи i записати їх у 

математичнiй формi; 
• вмiти видiлити системоутворюючi зв’язки, запис яких у математичнiй формi є 

шуканою математичною моделлю; 
• вмiти обрати критерiї оцiнювання математичної моделi на предмет 

досконалостi; 
• вмiти реалiзовувати для створення математичних моделей iєрархiчний метод; 
• вмiти наводити приклади конкретних математичних моделей фiзичних, 

бiологiчних, економiчних, iнформацiйних процесiв; 
• вмiти iнтерпретувати математичнi залежностi в термiнах конкретних 

математичних теорiй.
До вмiнь аналiтичного математичного моделювання також слiд вiднести всi 

вмiння, спрямованi на створення аксiоматичної теорiї та її аналiз. Найбiльш вдало 
такi вмiння можна сформувати в процесi вивчення курсiв “Основи геометрiї” та 
“Числовi системи”. 

При iмiтацiйному моделюваннi вiдтворюється алгоритм функцiонування системи
(протiкання процесу, змiни стану явища) в часi — поведiнка системи, причому 
iмiтуються елементарнi явища, що складають процес, зi збереженням їх логiчної 
структури i послiдовностi протiкання. Це дозволяє за вихiдними даними одержати 
вiдомостi про стан процесу в певнi моменти часу, що дають можливiсть оцiнити 
характеристики системи. Основною перевагою iмiтацiйного моделювання порiвняно
з аналiтичним є можливiсть розв’язання складнiших задач. Iмiтацiйнi моделi дозво
ляють досить просто враховувати такi фактори, як наявнiсть дискретних i непере
рвних елементiв, нелiнiйнi характеристики елементiв системи, численнi випадковi 
впливи та iншi, якi часто створюють труднощi при аналiтичних дослiдженнях. У 
наш час iмiтацiйне моделювання — найбiльш ефективний метод дослiдження сис
тем, а часто i єдиний практично доступний метод одержання iнформацiї про 
поведiнку системи, особливо на етапi її проектування. 

В iмiтацiйному моделюваннi розрiзняють метод статистичних випробувань (
метод Монте–Карло) i метод статистичного моделювання. Метод Монте–Карло — 
чисельний метод, який застосовується для моделювання випадкових величин i 
функцiй, ймовiрнiснi характеристики яких спiвпадають з розв’язками аналiтичних 
задач. Полягає в багаторазовому вiдтвореннi процесiв, що є реалiзацiями випадко
вих величин i функцiй, з подальшою розробкою iнформацiї методами математичної 
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статистики. Якщо цей прийом застосовується для машинної iмiтацiї з метою 
дослiджень характеристик процесiв функцiонування систем, що пiдлягають 
випадковим впливам, то такий метод називається методом статистичного 
моделювання. 

Метод iмiтацiйного моделювання застосовується для оцiнки варiантiв структури 
системи, ефективностi рiзних алгоритмiв управлiння системою, впливу змiни рiзних 
параметрiв системи. 

Навчати студентiв iмiтацiйного математичного моделювання особливо вдало 
можна при вивченнi теорiї ймовiрностей та математичної статистики, чисельних ме
тодiв, iнформатики. У процесi навчання iмiтацiйного математичного моделювання 
при вивченнi вище зазначених дисциплiн формуються, насамперед, такi вмiння 
математичного моделювання: 

• вмiти обрати критерiї оцiнювання математичної моделi на предмет 
досконалостi (у вiдповiдностi до цiлей навчання); 

• вмiти здiйснити експериментальну перевiрку математичної моделi об’єкта на 
предмет узгодженостi моделi з реальним об’єктом; 

• вмiти забезпечити узгодженiсть (в рамках допустимих похибок) математичної 
моделi з реальним об’єктом, вiдносну простоту моделi i доступнiсть її для 
дослiдження; 

• вмiти окреслити межi застосовностi математичної моделi; 
• вмiти наводити приклади реалiй, моделями яких є математичнi об’єкти, 

наводити приклади задач з реальним змiстом, що приводять до математичних 
понять (похiдної, iнтегралiв, ймовiрностей) тощо, а також при цьому 
формуються всi вмiння, пов’язанi з дослiдженням математичної моделi з 
використанням комп’ютерної технiки.

Створення математичної моделi реального процесу, явища, об’єкта шляхом 
аналiтичного чи iмiтацiйного моделювання передбачає формування всiх вмiнь, 
зазначених у галузевих стандартах [37] (додаток A). Але найкраще цi вмiння 
формуються при комбiнованому (аналiтично-iмiтацiйному) моделюваннi, яке 
дозволяє об’єднати переваги аналiтичного та iмiтацiйного моделювання. Ця умова 
забезпечується при вивченнi спецкурсiв з математичного моделювання, 
обов’язкових для всiх студентiв. 

В залежностi вiд конкретної ситуацiї можливi такi пiдходи до побудови 
математичних моделей: 

• безпосереднiй аналiз образу, що моделюється; 
• проведення обмеженого експерименту з образом моделювання; 
• використання аналога; 
• аналiз вихiдних даних. [209]

(Пiд образом моделювання слiд розумiти систему, явище, процес, об’єкт i т. д.) 
Методологiчнi пiдходи до побудови математичних моделей на сьогоднiшнiй день

рiзноманiтнi [121,133,135,171,195]. Це рiзноманiття може свiдчити про 
неможливiсть однозначного визначення найбiльш перспективних i ефективних 
шляхiв органiчного поєднання математики з iншими сферами знань, а також 
акцентувати увагу на необхiднiсть вдосконалення фундаментальної пiдготовки 
спецiалiстiв з математичних дисциплiн. 
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Л. I. Нiчуговська в монографiї [143, с. 35], провiвши аналiз, виявляє три 
найпоширенiшi напрями побудови математичних моделей. 

Перший напрям, найбiльш абстрактний, у якому реалiзується побудова загальних 
моделей та пiдходiв загально-методологiчного характеру, що носять яскраво вира
жений формальний характер, тобто вони описують формальнi побудови причинного
характеру (моделi фiзичних, хiмiчних, бiологiчних процесiв тощо). Незважаючи на 
абстрактну суть таких моделей, їх рейтинг у дослiдникiв з рiзноманiтних проблем 
досить високий, тому що вони вказують на деякi особливостi модельних 
конструкцiй, якi дозволяють вiд вербального опису перейти до математичної 
постановки даної проблеми, тобто формують, в залежностi вiд мети дослiдження, 
певний спектр математичних пiдходiв, у межах яких можуть бути реалiзованi 
конкретнi змiстовнi пропозицiї. 

Другий напрям — це математичнi моделi прикладного характеру, що пов’язанi з 
плануванням наукових дослiджень, аналiзом вихiдних даних та вимiрюванням i ос
новою яких є сучасна статистика, планування експерименту, вибiрковий метод та 
конструювання панельних обстежень, багатовимiрний статистичний аналiз, 
економетрика та iн. 

Особливiстю вище вказаних пiдходiв до моделювання є намагання будувати 
теоретичну базу математичних моделей на iндуктивнiй основi, тобто визначенням 
факторiв, що характеризують динамiку дослiджуваного об’єкта згiдно емпiричних 
даних i гiпотези дослiдження та їх структурування у виглядi конкретної моделi. Слiд
вiдзначити, що моделi другого напряму також носять абстрактний характер, але ре
зультати подiбних модельних дослiджень знаходять широке застосування в 
рiзноманiтних прикладних задачах за рахунок визначення мiнiмального i в той же 
час достатнього обсягу емпiричної iнформацiї, при якому побудована математична 
модель була б адекватна реальному процесу з певними, наперед фiксованими 
обмеженнями. 

Третiй напрям — це математичнi моделi окремих процесiв та наукових теорiй, 
якi повнiстю або частково описують побудову математичними засобами дедуктив
них систем на базi розробки змiстовних постулатiв, визначень та нових теорем, якi 
можуть бути перевiренi як безпосередньо в теорiї, так i за її межами на основi їх 
здатностi пояснювати факти реального свiту. 

Цi моделi можна розглядати як конкретнi, тому що їх результати доцiльно 
використовувати лише у тих наукових галузях, в яких i для яких вони були створенi.
Крiм того, їх можна iнтерпретувати як новi досягнення конструктивiстської матема
тики, що контурно визначають перспективнi шляхи розвитку нових галузей знань. 

Методи математичного моделювання як розробки моделей по сутi подiбнi i до
сить широко висвiтленi в науковiй та навчальнiй лiтературi, зокрема в роботах I. I.
 Блехмана, А. Д. Мишкiса, Я. Г. Пановко [27], В. С. Анфiлатова, А. А. Ємельянова, 
А. А. Кукушкiна [9], А. М. Тихонова [235], О. A. Самарського, А. П. Михайлова [195
]. Найбiльш вдалим пiдходом до процесу математичного моделювання є 
послiдовнiсть етапiв, розкритих у працi О. A. Самарського, А. П. Михайлова [195, с.
 7–8] та дещо вдосконалених автором даного дослiдження для зручностi формування
вмiнь математичного моделювання у майбутнiх учителiв математики. Це такi етапи: 
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1. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Всебiчно i детально вивчається 
процес, що розглядається в задачi, визначаються головнi параметри, суттєвi i 
несуттєвi зв’язки i залежностi мiж головними характеристиками процесу, закони, 
яким вiн пiдлягає. 

2. Побудова математичної моделi. Вибiр (побудова) “еквiвалента” об’єкта (
явища, системи), що вiдображає в математичнiй формi найважливiшi його 
властивостi — закони, яким вiн пiдлягає, зв’язки, притаманнi його складовим 
частинам тощо, i є математичною моделлю. 

3. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Математична 
модель (чи її фрагменти) дослiджуються теоретичними методами, що дозволяє 
отримати важливi попереднi знання про об’єкт. Далi вiдбуваються уточнення, до
опрацювання моделi, встановлюються межi її використання, суто математичними 
прийомами виявляються загальнi властивостi моделi та її розв’язкiв. 

4. Вибiр (чи розробка) алгоритму для реалiзацiї моделi на комп’ютерi. Модель 
представляється у формi, зручнiй для застосування чисельних методiв, визначається 
послiдовнiсть обчислювальних та логiчних операцiй, якi слiд провести, щоб знайти 
шуканi величини iз заданою точнiстю. 

5. Створення чи вибiр програм, що “перекладають” модель та алгоритм на 
доступну комп’ютерну мову. 

6. Проведення обчислювального експерименту. Суть обчислювального 
експерименту полягає в тому, що на основi математичної моделi шляхом 
безпосереднього чисельного розв’язування, наприклад, рiвнянь, кiлькiсно 
визначається поведiнка дослiджуваного об’єкта в тих чи iнших умовах. 
Спiвставлення результатiв розрахункiв з наявними даними спостережень, натурних 
експериментiв дозволяє оцiнити ефективнiсть вихiдної математичної моделi i у 
випадку необхiдностi модифiкувати її з тим, щоб домогтися бiльшої її адекватностi 
розглядуваному образу. На основi розгляду моделi з’являється можливiсть 
прогнозувати поведiнку дослiджуваного образу в умовах, поки що недосяжних в 
натурному експериментi, вияснити оптимальнi параметри i режими роботи дiючих 
або проектованих конструкцiй. У цьому розумiннi створення чисельних методiв i 
програмних комплексiв для реалiзацiї їх на обчислювальних машинах в певному 
розумiннi рiвносильне створенню складних експериментальних установок, а 
дiяльнiсть по проведенню розрахункiв, обробцi та iнтерпретацiї їх результатiв 
можна розглядати як аналог реального фiзичного експерименту в лабораторiї. 
Ядернi вибухи i польоти ракет та супутникiв були спочатку промодельованi на 
комп’ютерах, лише потiм втiленi на практицi. 

Обчислювальний експеримент носить iтерацiйний багатоварiантний характер, 
оскiльки в процесi його проведення уточнюється математична модель, 
модифiкується обчислювальний алгоритм, удосконалюється органiзацiя 
обчислювального процесу i обробки результатiв розрахунку. Саме це примушує 
ставити досить жорсткi вимоги до ефективностi та економiчностi чисельних 
алгоритмiв, до можливостi їх реалiзацiї за мiнiмальний машинний час iз 
збереженням при цьому достатньої точностi результату. 

З точки зору програмування обчислювальний експеримент характерний тим, що 
для кожної моделi необхiдно розв’язувати велику кiлькiсть варiантiв з варiацiєю 
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визначаючих параметрiв задачi i самої математичної моделi. Ця особливiсть (багато
варiантнiсть i багатомодельнiсть) обчислювального експерименту виявляється у 
багатократних змiнах програми, що реалiзує алгоритми, причому цi змiни 
стосуються як структури програми в цiлому, так i окремих її частин. 

7. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 
дослiджується. На цьому етапi розглядається питання про повноту результатiв 
моделювання з метою їх практичного застосування та подальшого вдосконалення 
моделi, тобто її перевiрки на адекватнiсть за тими ознаками, якi були вiдiбранi як 
значущi. 

Описану послiдовнiсть етапiв математичного моделювання назвемо розширеною 
евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. Аналогiчну схему, 
адаптовану до економiко-математичних моделей як засобу навчального пiзнання 
майбутнiх економiстiв, можна знайти в роботах Л. I. Нiчуговської [143,144], 
iнженерiв — у роботах Т. В. Крилової [102,103,106], учнiв загальноосвiтньої школи 
— у Н. А. Тарасенкової [226,227], В. А. Стукалова [223], Г. М. Морозова [138]. Для 
спецiалiстiв з прикладної iнформатики подiбна послiдовнiсть висвiтлена в роботах В
. С. Анфiлатова, А. А. Ємельянова, А. А. Кукушкiна [9], А. В. Могильова, М. I. Пака,
Є. К. Хеннера [132]. 

Не слiд думати, що при розв’язаннi кожної прикладної задачi чи деякої наукової 
або навчальної проблеми обов’язково треба виконувати кожний з описаних вище 
етапiв. Якщо розглядати математичне моделювання як метод наукового до
слiдження, то доцiльно дотримуватися даної послiдовностi етапiв. Якщо розглядати 
математичне моделювання як метод навчального пiзнання, то цi етапи можна 
комбiнувати в залежностi вiд цiлей моделювання та складностi системи, що моде
люється. Але в задачах навчального змiсту обов’язковими є етапи 1, 2, 3 та 7. Схему,
що передбачає виконання послiдовностi етапiв 1, 2, 3 та 7, назвемо спрощеною 
евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. 

Рис. 1.1: Iлюстрацiя до задачi 1.1
Наведемо приклад розв’язування прикладної задачi за спрощеною евристичною 

схемою дiяльностi математичного моделювання. 
Задача 1.1. Потрiбно побудувати вiдкритий цилiндричний резервуар мiсткiстю V 0 
iз товщиною стiнки d (див. рис. 1.1). Якими повиннi бути розмiри резервуара при 
мiнiмальних затратах матерiалу? 

Розв’язання. I. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Оскiльки йдеться про 
цилiндричний резервуар, то пригадаємо, що об’єм цилiндра визначається за 
формулою , де r — радiус основи цилiндра, а h — його висота. Цю 
формулу (вiдому з шкiльного курсу геометрiї) i використаємо для побудови 
математичної моделi. 

II. Побудова математичної моделi. Розглянемо перерiз цилiндричного 
резервуару (рис. 1.1), який складається з зовнiшнього цилiндра, внутрiшнього 
цилiндра та стiнки мiж ними (заштриховано). Нехай d — товщина стiнки цилiндра, 
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дана в задачi; x — радiус основи внутрiшнього цилiндра; x + d — радiус основи 
зовнiшнього цилiндра; h — висота внутрiшнього цилiндра; h + d — висота 
зовнiшнього цилiндра. Тодi V 0 = x2h — об’єм внутрiшнього цилiндра; V 1 = (x + d)2

d — об’єм днища цилiндра; V 2 = (x + d)2h — об’єм зовнiшнього цилiндра, i 
вiдповiдно об’єм резервуара V = V 1 + (V 2 - V 0), або 

За умовою V 0 = x2h, звiдки h = . Отже, 

(1.1)

Спiввiдношення (1.1) виражає залежнiсть мiж величиною V та незалежною 
величиною x i може бути представлене у виглядi функцiї 

(1.2)

Це i є математичною моделлю розглядуваної задачi. 
III. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Дослiдимо 

функцiю V (x) на екстремум при x > 0: 

З останньої рiвностi слiдує, що x = , при цьому 

Щоб показати, що V (x) має мiнiмум при такому значеннi x, знайдемо другу похiдну 
функцiї: 

Обчислимо значення другої похiдної в точцi . Маємо 

Очевидно, що 

то i V ''  > 0. Отже, функцiя V (x) досягає мiнiмуму в точцi x = . 
IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 

дослiджується. Проведене дослiдження математичної моделi дозволяє зробити 
висновок, що забезпечення мiнiмальних витрат матерiалу на виготовлення 
резервуару заданої мiсткостi можливе тодi, коли радiус внутрiшнього цилiндра x 

дорiвнює висотi цього цилiндра: x = h = . __ 
У цiй схемi можна ввести етап “реалiзацiя математичної моделi засобами 

iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй” i виконувати цей етап замiсть третього 
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етапу або безпосередньо пiсля нього. Така схема забезпечує плавний перехiд вiд 
спрощеної до розширеної схем в процесi навчання. 

Наведенi схеми правильно називати евристичними [138,223,229], тому що вони 
близькi за змiстом до типових евристичних схем розв’язування задач на складання 
рiвнянь та побудову, описаних З. I. Слєпкань у роботi [210, с. 140–143]. 

Цi схеми сприяють управлiнню з боку викладача (вчителя) та самоуправлiнню 
студентами (учнями) у процесi дiяльностi математичного моделювання. 

Математичне моделювання як метод навчального пiзнання доцiльно 
використовувати вiдповiдно до зазначених етапiв (за спрощеною схемою) у процесi 
вивчення всiх математичних дисциплiн. При цьому особливу увагу слiд придiлити 
формуванню вмiнь виконувати перший та другий етапи (за спрощеною схемою) i це 
досить просто робити пiд час проведення бiльшостi практичних занять, тому що це 
дає можливiсть узагальнити знання з теми, що вивчається, показати її практичну зна
чимiсть i не вимагає додаткового навчального часу. При цьому вмiння 
математичного моделювання формуються в тiсному зв’язку з вмiннями, наприклад, 
розв’язування диференцiальних рiвнянь i першi включають в себе другi. 

Розглянуту спрощену схему математичного моделювання доцiльно 
використовувати i в школi. 

Отже, в процесi навчання математики та методики її навчання майбутнiх 
учителiв математики математичне моделювання виступає спочатку як метод 
навчального пiзнання, а потiм як метод наукового дослiдження. 

Математичного моделювання доцiльно навчати у процесi вивчення кожної з 
математичних дисциплiн шляхом розгляду та дослiдження типових класичних 
математичних моделей (наприклад, задач Герона та Дiдони в геометрiї) та 
розв’язування прикладних задач навчального характеру. Важливим для майбутнiх 
учителiв математики є вмiння пiд керiвництвом викладача або самостiйно складати 
прикладнi задачi, якi приводять до побудови певної математичної моделi. Корисно 
розглянути задачi з рiзних галузей людської життєдiяльностi, якi описуються однiєю
й тiєю ж математичною моделлю. Такi творчi завдання студентам можуть стати 
змiстом рефератiв, курсових та квалiфiкацiйних робiт. 

Математичне моделювання є засобом реалiзацiї мiжтемних зв’язкiв у межах 
однiєї математичної дисциплiни, мiжпредметних зв’язкiв мiж рiзними 
математичними та iншими навчальними дисциплiнами. Так, наприклад, суто 
геометричну задачу Герона можна розв’язувати як геометричними методами, так i 
методами математичного аналiзу, дослiджуючи вiдповiдну функцiю на екстремум. 

Математичнi моделi широко використовуються у фiзицi. Усi фiзичнi закони 
можна записати математично. В основi фiзичного моделювання завжди лежить 
математичне. Одним з найпоширенiших методiв математичного моделювання є 
метод використання фундаментальних законiв фiзики [106,124,195]. 

Математичне моделювання тiсно пов’язане з економiчним моделюванням, є його 
основою i сприяє глибокому вивченню рiзних економiчних процесiв становлення та 
розвитку ринкової економiки України та розвитку свiтових економiчних систем [122
,134,143]. Найбiльш вдало висвiтлене питання математичного моделювання в 
системi економiчної освiти Л. I. Нiчуговською в монографiї “Математичне моде
лювання в системi економiчної освiти” [143]. У монографiї розкривається зв’язок 
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математики з економiкою через математичне моделювання, наведено приклади 
побудови математичних моделей задач економiчного змiсту, якi можна широко вико
ристовувати не тiльки при навчаннi математики майбутнiх економiстiв, а й при 
навчаннi майбутнiх учителiв математики i взагалi спецiалiстiв з вищою освiтою, 
яким курси математики та економiки читаються обов’язково. 

Математичне моделювання пов’язує навчальнi математичнi дисциплiни з 
iнформатикою [56]. Створення математичних моделей дослiдницького характеру, 
тобто математичне моделювання як творчий процес, неможливе без належного 
рiвня вмiнь з iнформатики та комп’ютерної технiки. За допомогою iнформатики 
математичне моделювання з методу навчального пiзнання переростає в метод 
наукового дослiдження. Тобто студенти, оволодiвши методом математичного 
моделювання в процесi вивчення математичних дисциплiн, мають змогу 
вдосконалювати свої вмiння математичного моделювання в творчiй, дослiдницькiй 
дiяльностi, яку вони можуть проводити або самостiйно, або пiд керiвництвом 
викладача при написаннi курсових, квалiфiкацiйних робiт, пiдготовцi наукових 
робiт в студентських наукових гуртках чи виступiв на наукових конференцiях. 

Основною особливiстю роботи зi студентами — майбутнiми вчителями 
математики — по формуванню в них вмiнь математичного моделювання є те, що 
цими вмiннями вони повиннi оволодiти так, щоб могли сформувати вiдповiднi 
вмiння в своїх учнiв, хай навiть на простiшому рiвнi. 

Розглядаючи математичне моделювання як метод наукового дослiдження, у май
бутнiх учителiв необхiдно сформувати вмiння використовувати математичнi моделi 
в педагогiцi та психологiї. На необхiднiсть цього звертав увагу ще в 1981 р. Б. В.
 Гнеденко. У своїй книзi “Математическое образование в вузах” вiн пише: “Ма
тематичний пiдхiд до вивчення рiзних педагогiчних явищ може надати реальну 
допомогу справi i служити бiльш глибокому проникненню в проблеми навчання, 
психологiю учня, цiлеспрямоване проведення педагогiчних експериментiв. На мiй 
погляд, вже зараз математика може бути з успiхом використаною до розв’язання 
таких задач: 

1. планування i проведення педагогiчних експериментiв; 
2. обробка результатiв педагогiчних експериментiв; 
3. побудова кiлькiсних моделей навчання i виховання” [43, с. 168].
Таким чином, методичну систему формування вмiнь математичного 

моделювання у майбутнiх учителiв математики у процесi навчання математики та 
методики її навчання слiд розробляти, спираючись на наступнiсть методу 
математичного моделювання як методу навчального пiзнання i як методу наукового 
дослiдження. 

Надзвичайну важливiсть навчання учнiв та студентiв дiяльностi математичного 
моделювання для формування в них системи дiєвих знань та вмiнь пiдкреслює i той 
факт, що в сучасних програмах з математики для школи [186–188] та в галузевих 
стандартах [37] вказано на необхiднiсть навчання математичного моделювання. 
1.2 Мета, завдання, мiсце та змiст навчання студентiв педагогiчного унiверситету 
математичного моделювання
У 60-i роки минулого столiття почалося реформування шкiльної освiти, яке мало на 
метi наблизити шкiльний курс математики до iдей та методiв сучасної математичної 
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науки. Хоч досягти цiєї мети в повнiй мiрi i не вдалося, все ж провiднi iдеї теорiї 
функцiй, геометричних перетворень, векторiв i методiв диференцiального та 
iнтегрального числення знайшли вiдображення в шкiльних програмах та 
пiдручниках. Що ж стосується методу математичного моделювання як методу 
наукового дослiдження i навчального пiзнання, то їх систематичне та неперервне 
впровадження в шкiльний курс в останнi три десятирiччя фактично обмежилося 
лише побажаннями щодо їх необхiдностi. 

У 90-х роках минулого столiття в шкiльний курс алгебри була включена тема 
“Елементи прикладної математики”. Ця тема за програмою з математики [186] 
пропонувалася для вивчення у 9 класi. У програмi мета вивчення математичного 
моделювання була сформульована так: “Ввести поняття про математичну модель. 
Розглянути загальну задачу математичного моделювання, проiлюструвати 
прикладами.” [186, с. 41–42]. Змiст навчального матерiалу визначався так: 
“Математичне моделювання. Приклади математичного моделювання” [186, с. 42]. 
Вивчивши тему, учнi повиннi мати уявлення про математичне моделювання i його 
загальну задачу, умiти складати моделi до прикладних задач та розв’язувати їх. На 
вивчення всiєї теми вiдводилося 10 годин, з них на ознайомлення з математичним 
моделюванням можливо видiлити найбiльше — 2 години. 

Сучасна нова програма з математики для 12-рiчної школи [187] бiльше уваги 
придiляє навчанню математичного моделювання, нiж попередня. Зокрема, однiєї з 
цiлей навчання математики в основнiй школi є така: “. . . формування в учнiв мате
матичних знань, як невiд’ємної складової загальної культури людини, необхiдної 
умови її повноцiнного життя в сучасному суспiльствi на основi ознайомлення 
школярiв з iдеями i методами математики як унiверсальної мови науки i технiки, 
ефективного засобу моделювання i дослiдження процесiв i явищ навколишньої 
дiйсностi” [187, с. 3]. Особливо велика увага навчанню математичного моделювання
придiляється в пояснювальнiй записцi програми для старшої школи: 

“Для успiшної участi в сучасному суспiльному життi особистiсть повинна во
лодiти певними прийомами математичної дiяльностi та навичками їх застосування 
до розв’язування практичних задач. Певної математичної пiдготовки i готовностi її 
застосовувати вимагає i вивчення багатьох навчальних предметiв загальноосвiтньої 
школи. Значнi вимоги до володiння математикою у розв’язаннi практичних задач 
ставить сучасний ринок працi, отримання професiйної освiти, продовження освiти 
на наступних етапах. Тому одним iз головних завдань цього курсу є забезпечення 
умов для досягнення кожним учнем практичної компетентностi. 

Практична компетентнiсть передбачає, що випускник загальноосвiтнього 
навчального закладу: 

• вмiє будувати i дослiджувати найпростiшi математичнi моделi реальних 
об’єктiв, процесiв i явищ, задач, пов’язаних з ними, за допомогою 
математичних об’єктiв, вiдповiдних математичних задач, . . . ” [187, с. 42].

Щодо цiлей викладання математики в старшiй школi, то у програмi зазначено: 
“Формування навичок застосування математики є однiєю з головних цiлей 

викладання математики. Радикальним засобом реалiзацiї прикладної спрямованостi 
шкiльного курсу математики є широке систематичне застосування методу матема
тичного моделювання протягом усього курсу. Це стосується введення понять, вияв
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лення зв’язкiв мiж ними, характеру iлюстрацiй, доведень, системи вправ i, нарештi, 
системи контролю. Iнакше кажучи, математики треба так навчати, щоб учнi вмiли її 
застосовувати. Забезпечення прикладної спрямованостi викладання математики 
сприяє формуванню стiйких мотивiв до навчання взагалi й до навчання математики 
зокрема. 

Реалiзацiя у навчаннi прикладної спрямованостi навчання математики означає: 1)
 створення запасу математичних моделей, якi описують реальнi явища i процеси, 
мають загальнокультурну значущiсть, а також вивчаються у сумiжних предметах; 2)
 формування в учнiв знань та вмiнь, якi необхiднi для дослiдження цих 
математичних моделей; 3) навчання учнiв побудовi та дослiдженню найпростiших 
математичних моделей реальних явищ i процесiв. 

Прикладна спрямованiсть математичної освiти суттєво пiдвищується завдяки 
впровадженню комп’ютерiв у навчання математики, повноцiнному введенню 
ймовiрносно-статистичної змiстової лiнiї у шкiльний курс математики.” [187, с. 43]. 

У шкiльних пiдручниках Г. П. Бевза “Алгебра 7–9 кл.” [23, с. 253–255] та В.
 Кравчука, М. Пiдручної, Г. Янченко “Алгебра 9 кл.” [100, с. 178–181] математич
ному моделюванню присвячено по одному параграфу. Структура цих параграфiв 
однакова: вводиться поняття “математична модель”, “математичне моделювання”, 
перераховуються етапи математичного моделювання, наводяться приклади задач. У 
пiдручнику Г. П. Бевза так вводиться поняття математичної моделi: “Моделлю нази
вають спецiально створений об’єкт, який вiдображає властивостi дослiджуваного 
об’єкта (mod`ele — копiя, зразок). Зменшенi моделi лiтака, греблi, автомобiля — 
приклади фiзичних моделей. Математичнi моделi створюють з математичних понять
i вiдношень: геометричних фiгур, чисел, виразiв тощо. Математичними моделями 
здебiльшого бувають функцiї, рiвняння, нерiвностi, їх системи.” [23, с. 254]. У 
пiдручнику В. Кравчука, М. Пiдручної, Г. Янченко пропонується таке означення ма
тематичної моделi: “Математична модель — це опис якогось реального об’єкта або 
процесу мовою математичних понять, вiдношень, формул, рiвнянь тощо.” [100, с.
 178]. 

Сьогоднi актуальним є створення нових пiдручникiв та посiбникiв з математики 
для основної та старшої школи, в яких навчальний матерiал, що стосується 
математичного моделювання викладався б детальнiше. Наприклад, учнiв можливо 
знайомити iз сучасними пiдходами та методами математичного моделювання, 
урiзноманiтнити систему прикладних задач вiдповiдно до вимог профiльного 
навчання. 

Не набагато краще порiвняно зi школою, метод математичного моделювання 
знайшов своє мiсце в системi пiдготовки вчителя математики. Саме це було i є 
основною причиною зволiкання систематичного впровадження iдеї та методу 
математичного моделювання в шкiльний курс математики. Другою, не менш 
важливою причиною зазначеного негативного явища, є нерозробленiсть 
методичного забезпечення вивчення методу математичного моделювання як в 
загальноосвiтнiй школi, так i у вищих навчальних закладах, якi здiйснюють 
пiдготовку вчителя математики. 

Однiєю з цiлей математичної пiдготовки вчителя математики у вищiй школi є 
навчити студентiв основам математичного моделювання та пiдготувати їх до 
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впровадження iдей i методу математичного моделювання в курс математики 
загальноосвiтньої школи. На нашу думку, для досягнення цiєї цiлi необхiдно 
поставити ряд завдань, а саме: 

1. Визначити змiст i мiсце навчання студентiв математичного моделювання у 
системi математичної та методичної пiдготовки майбутнiх учителiв. 
Ознайомити їх з методом математичного моделювання як методом наукового 
дослiдження i навчального пiзнання. 

2. Домогтися усвiдомлення студентами спрощеної i розширеної евристичних 
схем, якi лежать в основi дiяльностi математичного моделювання. 

3. Протягом всього термiну навчання в педагогiчному унiверситетi систематично
вчити студентiв математизувати ситуацiю i складати математичнi моделi, 
спочатку за спрощеною схемою, а на старших курсах — за розширеною. 

4. Пiдготувати студентiв до ознайомлення учнiв з методом математичного 
моделювання в шкiльному курсi i навчання складанню моделей простiших 
задач, в тому числi прикладного i мiжпредметного змiсту. 

5. Вчити студентiв та учнiв використовувати iнформацiйно- комунiкацiйнi 
технологiї при створеннi та дослiдженнi математичних моделей.

Процес навчання майбутнiх учителiв математики математичного моделювання 
має не лише освiтню, розвиваючу, а й виховну мету, спрямовану на виховання 
загальнолюдських духовних цiнностей, гуманiзму, економiчного, патрiотичного, 
трудового виховання, виховання здорового способу життя. Ця мета реалiзується при
побудовi та дослiдженнi економiчних, екологiчних, суспiльних моделей. 

Видiлена мета i завдання навчання майбутнiх учителiв математики математично
го моделювання повинна бути усвiдомлена всiма викладачами педагогiчних 
унiверситетiв, тому що саме вiд визначення мети, завдань навчання i мiсця його в 
системi пiдготовки вчителя залежать всi методичнi дiї викладача: побудова окремо
го навчального заняття (лекцiї, практичного, лабораторного тощо), пiдбiр 
математичних вправ i завдань, органiзацiя самостiйної та iндивiдуальної роботи 
студентiв, цiльовi рiвнi тестування рiвня научування студентiв тощо. 

Методична стратегiя викладача вважається ефективною, якщо його дiї допома
гають студентам досягти достатньо високого рiвня практичної реалiзацiї навичок та 
вмiнь при розв’язаннi певних завдань як у контекстi даної навчальної теми, так i за її
межами. У той же час, дiї викладача потребують корегування, якщо вони не 
вiдповiдають метi навчального курсу, а методичнi цiлi i завдання щодо реалiзацiї 
iдей математичного моделювання вступають в протирiччя iз стратегiєю навчання. 

Навчання математичним дисциплiнам — досить складний процес, i як показує 
практика, у багатьох студентiв виникають труднощi у сприйманнi математики. 
I тому виникає проблема запобiгання конфлiкту цiлей мiж тими, кого навчають, i 
тими, хто навчає, (студенти — викладачi) та узгодження цих цiлей з потребами 
суспiльства. Цiльовi аспекти навчання взагалi i математичним дисциплiнам 
майбутнiх учителiв математики, зокрема, можна представити у виглядi схеми 1.1. 
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Схема 1.1: Цiльовi аспекти навчання

Слiд зазначити, що навчання математичним дисциплiнам у вищому закладi 
освiти має бути органiзоване таким чином, щоб усi цiльовi аспекти знайшли 
вiдображення не тiльки в змiстовному планi, а й ефективно реалiзовувалися 
безпосередньо у системi навчання. 

Вiдомо, що навчальний процес визначається не тiльки цiлями та завданнями, а й 
змiстом освiти. Змiст освiти — це науково обґрунтована система дидактично та ме
тодично оформленого навчального матерiалу для рiзних освiтнiх та освiтньо-
квалiфiкацiйних рiвнiв. Складовими змiсту освiти є нормативний та вибiрковий 
компоненти. Нормативний компонент змiсту освiти визначається вiдповiдними дер
жавними стандартами освiти, а вибiрковий — вищим закладом освiти. 

Нормативним документом, що регламентує навчальну дiяльнiсть майбутнiх 
учителiв математики, є “Галузевi стандарти вищої освiти. Напрям пiдготовки 0101 
Педагогiчна освiта. Спецiальнiсть 6.010100 Педагогiка i методика середньої освiти. 
Математика” [37]. Цей галузевий стандарт складається з двох роздiлiв: 1) освiтньо-
квалiфiкацiйна характеристика бакалавра, 2) освiтньо-професiйна програма 
пiдготовки бакалавра. 

У першому роздiлi перерахованi типи дiяльностi, типовi завдання дiяльностi та 
вмiння для вирiшення типових завдань дiяльностi. У додатку “Типи дiяльностi, 
типовi завдання дiяльностi та вмiння, якi повинен мати випускник навчального закла
ду”, перерахованi вмiння, якi слiд сформувати у майбутнiх учителiв математики за 
певним типом дiяльностi. Серед них вказано: “Математичне моделювання 
природничих, технiчних, економiчних та соцiальних явищ i процесiв” [37, с. 15–19]. 
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Змiст цих вмiнь частково аналiзувався у п. 1.1 i поданий у додатку A. У цьому ж 
роздiлi галузевих стандартiв зазначається, що “вищi навчальнi заклади зобов’язанi 
забезпечити формування у випускникiв вмiнь для виконання типових завдань 
дiяльностi” [37, с. 7], а отже, i вмiнь математичного моделювання. 

У другому роздiлi галузевих стандартiв подано перелiк нормативних навчальних 
дисциплiн i мiнiмальна кiлькiсть навчальних годин/кредитiв для їх вивчення [37, с.
 7–9]. 

На основi цього нормативного документу необхiдно скласти програми з 
математичних дисциплiн, де навчанню математичного моделювання слiд вiдвести 
належне мiсце. 

Змiст навчання математичного моделювання полягає у знайомствi з понятiйним 
апаратом — розкриттi сутi таких понять як “математична модель”, “математичне 
моделювання”, “спрощена та розширена евристичнi схеми дiяльностi 
математичного моделювання”. Розглядаючи конкретнi процеси та явища 
навколишнього свiту, наприклад, процес розмноження бактерiй, утворення нової 
хiмiчної речовини, рух каменя, кинутого пiд кутом до горизонту, ефективнiсть 
рекламної кампанiї, пiдрахунок прибутку з банкiвських вкладiв тощо, приходять до 
висновку про необхiднiсть створення та дослiдження їх математичних моделей. 
Такими математичними моделями можуть бути рiвняння, нерiвностi та їх системи, 
геометричнi фiгури, функцiї та їх похiднi, графiки функцiй, теореми та твердження 
сучасної математики. Вводяться означення математичної моделi, математичного 
моделювання, розкривається суть кожного з етапiв спрощеної та розширеної 
евристичної схеми дiяльностi математичного моделювання. Цi означення та змiст 
етапiв евристичних схем наведено в п. 1.1. Наводяться приклади задач, що 
розв’язуються шляхом побудови та дослiдження математичних моделей за 
спрощеною та розширеною евристичними схемами дiяльностi математичного 
моделювання. Розглядаються види моделей та види математичних моделей. 
Математичнi моделi подiляються за способом реалiзацiї на аналiтичнi та iмiтацiйнi, 
за призначенням — на математичнi моделi прикладних задач та математичнi моделi 
абстрактних теорiй. Вводиться поняття навчальної математичної моделi. Такi моделi
широко використовуються учителями у їх професiйнiй дiяльностi. Доцiльно навести
означення цього поняття, дане С. Гончаренком в Українському педагогiчному 
словнику: “Моделi навчальнi (франц. mod`ele, вiд modulus — мiра, мiрило, зразок) —
навчальнi посiбники, якi є умовним образом (зображення, схема, опис тощо) якогось
об’єкта (або системи об’єктiв), який зберiгає зовнiшню схожiсть i пропорцiї частин, 
при певнiй схематизацiї й умовностi засобiв зображення. Залежно вiд зображуваних 
об’єктiв моделi навчальнi бувають: а) анатомiчнi, якi зображують рослини, тварин, 
тiло людини; б) технiчнi — моделi машин i механiзмiв, приладiв, знарядь працi, 
технiчних споруд; в) будiвельнi — зображення будiвель; г) математичнi — 
геометричнi фiгури й тiла, iлюстрацiї до математичних теорем i формул тощо” [45, с
. 213]. 

Найбiльш поширеними методами математичного моделювання є такi: 
застосування фундаментальних законiв розвитку природи та суспiльства, варiацiйнi 
принципи, метод аналогiй, метод фазового укрупнення, метод побудови 
iєрархiчного ланцюга моделей. З цими методами майбутнiх учителiв математики 
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знайомлять пiд час перших занять в унiверситетi i розвивають знання та вмiння 
використовувати цi методи в процесi вивчення кожної з математичних дисциплiн. 

У процесi вивчення студентами кожної з математичних дисциплiн змiст навчання
математичного моделювання збагачується новими математичними методами до
слiдження математичних моделей шляхом розв’язування задач за евристичними 
схемами дiяльностi математичного моделювання (табл. 1.2). 

Табл
. 1.2:

Система змiстовних модулiв з 
дисциплiн, навчальний матерiал
яких найбiльше сприяє 
формуванню знань та вмiнь 
математичного моделювання

Цикл природничо-мАтЕмАтичної пiдготовки
Вiдображення топологiчних просторiв. Гомеоморфнi вiдображення. Проблема гомеоморфiзму. Топологiчнi властивостi множин. 
Топологiчнi многовиди. Топологiчнi многовиди. Топологiчна розмiрнiсть та ейлерова характеристика многовиду. 
Лiнiї в евклiдовому просторi. Плоскi кривi. Особливi точки плоских кривих та їх класифiкацiя. Кривизна плоскої кривої. Обвiдна сiм’ї плоских кривих. Еволюта та 
евольвента плоскої кривої. 
Похiдна та iнтеграл функцiї комплексної змiнної. Похiдна функцiї комплексної змiнної. Геометричний та гiдромеханiчний змiст похiдної. 
Математична логiка i теорiя алгоритмiв 
Алгебра висловлень. Висловлення. Операцiї над висловленнями. 
Математичнi теорiї першого порядку. Питання несуперечностi, повноти та незалежностi аксiом числення предикатiв. Формальна арифметика. Теорема Геделя про 
неповноту. 
Математичнi моделi i чисельнi методи. Математичне моделювання i обчислювальний експеримент. 
Чисельнi методи розв’язування диференцiальних рiвнянь. Чисельнi методи розв’язування крайових задач математичної фiзики. Елементи теорiї рiзницевих схем. 
Стiйкiсть, збiжнiсть. 
Розв’язування задач оптимiзацiї. Пошук екстремуму функцiї однiєї змiнної. Пошук екстремуму функцiї багатьох змiнних. Методи математичного програмування. 
Використання математичних пакетiв програм для чисельного i графiчного розв’язування математичних задач. Класифiкацiя математичних пакетiв (
навчального призначення та професiйних). Використання математичних пакетiв для розв’язування основних задач чисельного аналiзу. 
Цикл профЕсiйної тА прАктичної
(профЕсiйно-орiєнтовАної) пiдготовки
Методика навчання математики 
Загальна методика навчання математики. Внутрiпредметнi та мiжпредметнi зв’язки при вивченнi математики. Позакласна робота з математики. Математичнi 
поняття, методика формування математичних понять. Задачi в навчаннi математики. Контроль результатiв навчання математики. 
Методика навчання алгебри в основнiй школi. Рiвняння i нерiвностi та їх системи в курсi алгебри основної школи. Функцiї в курсi алгебри основної школи. 
Вивчення початкiв теорiї ймовiрностей та елементiв статистики в основнiй школi. 

Методика навчання геометрiї в основнiй школi. Про побудову шкiльного курсу геометрiї. Паралельнi та перпендикулярнi прямi, ознаки паралельностi. Геометричнi
перетворення фiгур: рухи, гомотетiя, перетворення подiбностi. Координати i вектори на площинi. 
Функцiї та їх графiки. Функцiї в шкiльному курсi математики, їх властивостi та графiки. 
Рiвняння i нерiвностi. Загальнi вiдомостi про рiвняння. Способи розв’язування алгебраїчних рiвнянь i систем алгебраїчних рiвнянь. Загальнi вiдомостi про нерiвностi.
Способи розв’язування алгебраїчних нерiвностей. 
Геометричнi фiгури i величини. Координатний i векторний методи розв’язування задач у курсi планiметрiї та стереометрiї. 
Вступ до аналiзу. Множини дiйсних i комплексних чисел. Вiдповiднiсть, вiдображення, функцiя. Потужнiсть множини. 
Диференцiальне числення функцiй однiєї змiнної. Похiдна i диференцiал. Основнi теореми диференцiального числення та їх застосування. 
Iнтегральне числення функцiй однiєї змiнної. Застосування визначених iнтегралiв. 
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Числовi та функцiональнi ряди. Застосування степеневих рядiв до наближених обчислень. 
Диференцiальне числення функцiй багатьох змiнних. Поняття n-вимiрного евклiдового простору та функцiї багатьох змiнних. Частиннi похiднi та диференцiали. 
Екстремуми функцiй багатьох змiнних та їх застосування. 
Елементи векторної алгебри. Скалярний добуток векторiв. Векторний добуток векторiв. Мiшаний добуток векторiв. Векторнi пiдпростори. Застосування векторiв до 
розв’язування задач. 
Метод координат на площинi. Афiнна та прямокутна декартова системи координат. Полярна система координат. Геометричнi мiсця точок та аналiтичнi умови, що їх 
задають. 
Пряма на площинi. Рiзнi види рiвнянь прямої та їх застосування. Вiдстань i вiдхилення точки вiд прямої, геометричний змiст лiнiйних нерiвностей з двома 
невiдомими. Взаємне розмiщення прямих. Застосування теорiї прямих. 
Конiчнi перерiзи: елiпс, гiпербола, парабола. Елiпс. Гiпербола. Парабола. Оптичнi властивостi елiпса, гiперболи та параболи. 
Геометричнi перетворення площини. Вiдображення та перетворення множин. Афiннi перетворення. Рухи. Перетворення подiбностi. Iнверсiя. Застосування 
геометричних перетворень до розв’язання задач. 
Метод координат у просторi. Афiнна та прямокутна декартова системи координат у просторi. Полярно-сферична та полярно-цилiндрична системи координат. 
Основнi задачi методу координат у просторi. 
Теорiя прямих i площин у просторi. Площина. Пряма. Пряма i площина. Застосування теорiї прямих i площин. 
Геометричнi перетворення простору. Група афiнних перетворень простору та її пiдгрупи. Група рухiв простору та її пiдгрупи. Група перетворень подiбностi 
простору. 
Системи лiнiйних рiвнянь. Загальнi вiдомостi про системи лiнiйних рiвнянь. Метод Гаусса. Перестановки та пiдстановки. Визначники n-го порядку та їх властивостi. 
Правило Крамера розв’язування систем лiнiйних рiвнянь. Алгебра матриць. Обернена матриця. 
Числовi поля. Поле комплексних чисел. Вiдношення на множинах. Алгебраїчнi операцiї. Алгебраїчнi структури. 

Звичайнi диференцiальнi рiвняння. Основнi поняття теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь. Теорема iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi. Методи 
розв’язування диференцiальних рiвнянь I порядку. 
Диференцiальнi рiвняння в частинних похiдних. Рiвняння гiперболiчного типу (рiвняння коливання струни та рiвняння коливання мембрани). Метод Фур’є. 
Рiвняння параболiчного типу (рiвняння теплопровiдностi). Метод Фур’є. Рiвняння елiптичного типу. Рiвняння Лапласа. Задача Дирiхле для круга. Iнтеграл Пуассона. 
Математичнi моделi та диференцiальнi рiвняння. Поняття математичної моделi. Обчислювальний експеримент. Застосування звичайних диференцiальних рiвнянь 
до розв’язування задач науки та технiки. Застосування диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних до дослiдження процесiв реальної дiйсностi. 
Основи теорiї графiв. Прикладнi задачi теорiї графiв. 
Проективна геометрiя i методи зображень 
Методи зображень. Центральне проектування та його властивостi. Паралельне проектування та його властивостi. Ортогональне проектування. 
Проективна геометрiя. Перспективне вiдображення прямої у пучок прямих. Розширена евклiдова пряма. Означення i моделi проективної прямої. Проективна 
площина та проективний простiр. Проективна система координат на прямiй. Проективна система координат на площинi. 
Загальнi питання аксiоматики. Поняття про математичну структуру. Суть аксiоматичного методу. Iнтерпретацiя основних понять i вiдношень системи аксi- 
ом. Iзоморфiзм моделей. Вимоги до системи аксiом: несуперечливiсть, незалежнiсть, повнота. Геометрична, арифметична та алгебраїчна моделi системи аксiом. 
Теорiя ймовiрностей та математична статистика 
Випадковi подiї та операцiї над ними. Стохастичний експеримент. Простiр елементарних подiй. Поняття випадкової подiї. Операцiї над подiями. Простiр подiй. 
Статистичнi ймовiрностi, їх властивостi та розподiли. Розподiли статистичних ймовiрностей, їх типи та засоби описування. Числовi характеристики розподiлiв 
статистичних ймовiрностей. Обчислення статистичних ймовiрностей. Умовнi статистичнi ймовiрностi. Формула повної статистичної ймовiрностi. Формули Байєса для
статистичних ймовiрностей. 
Аксiоматична побудова теорiї ймовiрностей. Iмовiрнiснi мiри та їх розподiли. Уточнення поняття подiї. Ймовiрнiснi мiри, їх типи та засоби описування. 
Властивостi ймовiрностей. Умовнi ймовiрностi. Залежнi i незалежнi подiї. Формула повної ймовiрностi. Формула Байєса. Повторнi незалежнi випробування. Формула 
Бернуллi. 
Випадковi величини та розподiли їхнiх ймовiрностей. Випадковi вектори. Поняття випадкової величини. Розподiли ймовiрностей випадкових величин. Випадковi 
вектори. Розподiли ймовiрностей випадкових векторiв. Математичне сподiвання випадкової величини. Моменти випадкових величин. Умовнi розподiли ймовiрностей 
та їх числовi характеристики. Нормальний розподiл ймовiрностей. Поняття про випадковi процеси. 



30

Елементи математичної статистики. Поняття про метод Монте–Карло. Основнi задачi математичної статистики. Статистичнi оцiнки параметрiв розподiлу 
ймовiрностей. Довiрча ймовiрнiсть. Довiрчi iнтервали. Статистична перевiрка гiпотез. Поняття про метод статистичних випробувань (метод Монте–Карло). 

Навчати математичного моделювання можна i при вивченнi iнших тем вказаних 
математичних дисциплiн шляхом розв’язування вiдповiдних прикладних задач за 
спрощеною та розширеною евристичними схемами дiяльностi математичного моде
лювання. Але в процесi вивчення окремих математичних дисциплiн не вдається 
навчати математичного моделювання цiлiсно i всебiчно. Тому знання та вмiння 
студентiв з математичного моделювання, отриманi пiд час вивчення кожної 
математичної дисциплiни, потребують систематизацiї та узагальнення. 

Для узагальнення, розширення та поглиблення знань i вмiнь з математичного 
моделювання, одержаних при вивченнi окремих математичних дисциплiн, доцiльно 
на 4-му i 5-му курсах запропонувати студентам спецкурси з математичного моделю
вання. Такий спецкурс успiшно читається вже кiлька рокiв у НПУ iменi М. П.
 Драгоманова. Методика його проведення, мета, завдання та робоча програма 
розробленi в п. 2.4. Програма спецкурсу передбачає вивчення таких питань. 

1. Математичнi моделi реальних процесiв та явищ. Математичне 
моделювання як метод наукового дослiдження. Рiзнi процеси, що описуються 
однiєю й тiєю ж математичною моделлю: процес розмноження бактерiй, процес 
теплопровiдностi, ефективнiсть реклами, процес утворення нової хiмiчної речовини.
Поняття “математична модель” та “математичне моделювання”. Види математичних
моделей: за призначенням, за способом математичної реалiзацiї. Математичне моде
лювання як метод дослiдження. Спрощена та розширена евристичнi схеми 
дiяльностi математичного моделювання. Приклади задач. Задачi локального 
охолодження цилiндра: кiльцевою зоною з торця, зоною мiж твiрними на бiчнiй 
поверхнi. Функцiї як математичнi моделi реальних процесiв i явищ.* 

2. Теоретико-множиннi основи математичного моделювання. Множини та 
вiдношення на них. Вiдношення еквiвалентностi та факторизацiя. Математичнi 
структури. Аксiоматичний метод. Несуперечливiсть, незалежнiсть i повнота системи
аксiом. Поняття математичної моделi системи аксiом. Приклади математичних 
структур, що визначаються аксiоматикою Д. Гiльберта та аксiоматикою Г. Вейля. 

3. Загальнi методи математичного моделювання. Метод використання 
фундаментальних законiв природи. Математичнi моделi визначення траєкторiї 
спливання пiдводного човна, руху кульки, приєднаної до пружини. Варiацiйнi 
принципи. Математична модель руху автомобiля, що вимагає мiнiмальних затрат 
часу. Варiацiйний принцип Гамiльтона та його застосування до побудови 
математичної моделi руху системи “кулька—пружина”. Метод аналогiй. 
Аналогiчнiсть побудови та дослiдження моделей Р. Харрода — розвитку економiки 
в окремо взятiй країнi та Мальтуса — розвитку бiологiчної популяцiї. 
Унiверсальнiсть математичних моделей.* Iєрархiчний пiдхiд до побудови 
математичних моделей та застосування його до побудови логiстичної моделi 
динамiки популяцiї. Метод фазового укрупнення. Приклади застосування: 
знаходження площi трикутника, розв’язування рiвнянь. 

4. Деякi сучаснi методи дослiдження математичних моделей. Способи 
масштабування, теореми порiвняння, усереднення та максимуму. Розкриття їх сутi 
на задачах локального охолодження цилiндра. 
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5. Математичне моделювання складних об’єктiв. Деякi моделi фiнансових та 
економiчних процесiв: органiзацiя реклами. Моделi суперництва: взаємовiдносини в 
системi “хижак —жертва” (найбiльш повна модель популяцiї). Задачi технологiї та 
екологiї: “фiзично безпечний ядерний реактор”. Фундаментальнi проблеми 
природознавства: клiматичнi наслiдки ядерного конфлiкту. Моделювання 
випадкових процесiв у системах масового обслуговування: математична модель 
задачi “черга до одного продавця”. 

6. Математичне моделювання i професiйна дiяльнiсть учителя математики. 
Органiзацiя навчання математичного моделювання учнiв школи. Аналiз рiзних ев
ристичних схем дiяльностi математичного моделювання, що пропонуються в 
шкiльному курсi математики. Математичнi моделi, якi доцiльно розглянути в 
шкiльному курсi математики: процесу розмноження бактерiй, процесу тепло
провiдностi, ефективностi реклами, утворення нової хiмiчної речовини, визначення 
траєкторiї спливання пiдводного човна, руху автомобiля, що вимагає мiнiмальних 
затрат часу, модель фiзично безпечного ядерного реактора, моделювання черги. 

Взагалi, при розробцi таких спецкурсiв необхiдно звернути особливу увагу на ме
тодичне забезпечення курсу, а саме, робочу навчальну програму; опорнi конспекти 
лекцiй; методичнi рекомендацiї до практичних занять — плани, завдання, ситуацiї, 
дiловi iгри тощо; методичнi рекомендацiї до використання персонального 
комп’ютера з вiдповiдним пакетом програмних продуктiв; навчальнi та 
контролюючi тести; завдання для самостiйної роботи; пакети контрольних завдань 
для комплексної перевiрки знань студентiв, замiру залишкових знань, поточного 
контролю знань; залiкового тестування. Наявнiсть цих спецкурсiв повинна чiткiше 
окреслювати можливостi та орiєнтувати на застосування математичних моделей у 
процесi вивчення кожної з математичних дисциплiн, якi вивчаються майбутнiми 
вчителями математики, та вiдповiдний рiвень знань, мiсце цих знань та вмiнь учнiв 
у курсi математики загальноосвiтньої школи. 

Таким чином, стратегiчна програма з математичного моделювання в процесi 
навчання математичних дисциплiн та методики навчання математики має 
реалiзовуватися в наступних її аспектах, а саме: 

• пiдвищувати базовий рiвень математичних знань на основi використання 
математичного моделювання як методу наукового дослiдження i навчального 
пiзнання; 

• озброювати студентiв методологiчною основою проведення наукових 
дослiджень та їх практичним застосуванням у рiзноманiтних напрямах 
дiяльностi; 

• надавати можливiсть кожному студенту вiдчути себе суб’єктом 
рiвнопартнерського навчального спiвробiтництва у спiльному дидактично 
органiзованому викладачем розв’язаннi навчальних, навчально-пошукових, 
дослiдницьких завдань; 

• реалiзувати прикладну спрямованiсть навчання математики в педагогiчному 
унiверситетi та школi; 

• вчити використовувати iнформацiйно-комунiкацiйнi технологiї при складаннi 
та дослiдженнi моделей; 

• здiйснювати рiвневу та профiльну диференцiацiю навчання.
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1.3 Психолого-педагогiчнi передумови та методичнi вимоги до системи 
формування у студентiв знань, навичок, вмiнь з математичного моделювання
1.3.1 Психолого-педагогiчнi передумови.
Навчання математичного моделювання майбутнiх учителiв математики — складний 
психолого-педагогiчний процес. Складнiсть його зумовлена тим, що сформувати 
вмiння математичного моделювання слiд у студентiв на досить високому рiвнi, який
визначений галузевими стандартами [37]. Складнiсть обумовлена також тим, що 
студенти мають бути пiдготовленi до формування вмiнь математичного моделюван
ня у своїх майбутнiх учнiв. Це одне з важливих завдань математичної пiдготовки 
школярiв, якi будуть розв’язуватися вчителем математики в його професiйнiй 
дiяльностi. Успiшне навчання математичного моделювання може здiйснюватись 
лише при умовi, коли вчитель (викладач) спирається на знання психолого-
педагогiчних закономiрностей навчального процесу, якi концентрують в собi 
досягнення психологiї, дидактики, i вiдповiдну методику застосування цих 
закономiрностей до навчання математики. 

Математичне моделювання — iнтелектуальна дiяльнiсть особистостi. Ж. Пiаже 
вважав, що розвинутий iнтелект — це система операцiй, яку необхiдно органiзувати,
а потiм управляти нею. Операцiя, за теорiєю Ж. Пiаже, — це внутрiшня дiя, яка ви
никла iз зовнiшнiх, предметних дiй. Операцiя є скорочена дiя, вона проходить не з 
реальними предметами, а з образами, символами, знаками. Органiзацiя навчання 
дитини може прискорити чи загальмувати процес розвитку. Успiхи в навчаннi зале
жать вiд того, на скiльки “дозрiв” iнтелект дитини для засвоєння понять: те, що 
дитина в навчаннi засвоює, “асимiлюється нею у вiдповiдностi до сформованої у неї 
на даний час iнтелектуальної структури” [173, с. 24]. 

Психологами обґрунтованi положення про психологiчнi резерви особистостi учня
, студента. А саме: його здiбностi (Н. С. Лейтес, В. А. Крутецький), типологiя 
iндивiдуальних вiдмiнностей (Б. М. Теплов, В. Д. Небилiцин), соцiально-
психологiчнi феномени (А. В. Петровський, В. I. Войтко), мотивацiйнi сфери (Л. I.
 Божович), пам’ять (А. А. Смирнов), увага (Б. Г. Ананьєв), навчальна дiяльнiсть (О.
 Н. Леонтьєв), поетапне формування розумових дiй (П. Я. Гальперiн, Н. Ф. Тализiна,
Г. О. Атанов, В. В. Сєрiков, С. I. Подмазiн). 

Для побудови методичної системи формування вмiнь математичного 
моделювання у майбутнiх учителiв математики необхiдно вивчити вiковi i 
психологiчнi особливостi учнiв та студентiв, видiляючи тi особливостi, якi особливо 
важливi в процесi навчання математики. Розглянемо психологiчнi особливостi 
навчальної дiяльностi школярiв та студентiв у процесi вивчення математики. Це 
важливо тому, що: 

1. студенти — майбутнi вчителi математики — вчорашнi школярi, з певним 
психiчним розвитком, який слiд правильно врахувати в їх подальшому 
навчаннi i в забезпеченнi вiдповiдного йому психiчного розвитку; 

2. майбутнi вчителi повиннi керувати психiчним розвитком дитини в процесi 
навчання математики, опираючись на свої знання, одержанi в унiверситетi.

Як вiдомо, математика — наука про абстрактнi структури, яка розглядає об’єкти 
досить узагальненої природи. В предмет її вивчення входять просторовi форми i 
кiлькiснi вiдношення реального свiту, якi мають такий рiвень незалежностi вiд 
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змiстовної основи, що можуть бути повнiстю абстрагованi вiд неї в поняттях, за 
допомогою яких можна суто логiчно розвинути теорiю. 

Специфiчнiсть математичних понять — це їх абстрагованiсть i загальнiсть. Саме 
тому математицi властивi строгiсть її висновкiв i величезна широта застосувань. 
Проте абстракцiї в математицi не втрачають зв’язку з життям, вони мають певний 
реальний змiст i є засобами вивчення закономiрностей реального свiту [104,139,140,
242]. 

Джерело життєвостi математики полягає в тому, що її поняття i висновки 
виходять з дiйсностi i знаходять широке застосування в iнших науках, технiцi, 
виробництвi — у всiй життєвiй практицi людини. 

У процесi навчання математики на будь-якому рiвнi ми маємо справу з 
поняттями, твердженнями i доведеннями. Засвоєння математичних знань зводиться, 
нарештi, до засвоєння певної системи понять, тверджень та їх доведень. Але мета на
вчання полягає не тiльки в засвоєннi учнями та студентами теоретичних знань, а й у 
прищепленнi їм навичок i вмiнь застосовувати цi знання не тiльки в засвоєннi 
певних доведень, а й у формуваннi вмiння мiркувати, доводити, розв’язувати 
практичнi задачi. 

Визначаючи поняття як одну з основних форм мислення, в якiй вiдображається 
суть предметiв i явищ реального свiту в їх iстотних, необхiдних ознаках i 
вiдношеннях, пiдкреслюють його роль та значення у пiзнаннi. При цьому мислення 
розглядається як оперування поняттями, оскiльки перехiд вiд чуттєвих ступенiв 
пiзнання до абстрактного мислення характеризується як перехiд вiд вiдображення 
свiту у формi вiдчуттiв, сприймань i уявлень до вiдображення його в поняттях i на їх
основi в судженнях та iнших логiчних категорiях [210,211,215]. 

У психологiї видiляють такi сторони значущостi математичних понять: 
предметну (безпосереднє вiдображення у математичних поняттях навколишнiх 
предметiв i явищ); абстрактну (розумiння особливостей понять, їх ролi для вивчення
iнших математичних понять); практичну (з’ясування використання математичних 
понять, їх властивостей на практицi). Показником засвоєння поняття є вмiння 
застосовувати поняття на практицi, вмiння оперувати ним [215,242]. 

Одним iз провiдних принципiв психологiї є принцип єдностi знань i дiй. Але 
iснує два роди знань: знання про предмети i явища навколишнього свiту (тобто 
знання про поняття) та знання про дiї, якi з ними потрiбно виконувати для 
досягнення певної мети [47,99,105,115,116,128,224,225,242,262]. 

Поняття розкривається у всiй повнотi в процесi його застосування. Останнє має 
подвiйну функцiю: по-перше, виступає як засiб для бiльш глибокого розкриття по
няття, по-друге, є критерiєм визнання рiвня володiння цим поняттям [215]. Отже, 
iснує необхiднiсть включення у процес навчання математики понять “математична 
модель” та “математичне моделювання”. Математичне моделювання слiд 
розглядати: 

1. як засiб наукового дослiдження та навчального пiзнання, необхiдний учителю 
для утворення математичних абстракцiй при введеннi, наприклад, нових 
математичних понять; 

2. як метод розв’язування прикладних задач.
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У сучаснiй педагогiчнiй лiтературi [34,229] видiлено такi дидактичнi функцiї 
математичного моделювання: 

1. Пiзнавальна функцiя. Методичною метою цiєї функцiї є формування 
пiзнавального образу об’єкта, що вивчається. Це формування вiдбувається постiйно 
при переходi вiд простого до складного. 

Тут думка суб’єкта спрямовується найкоротшим i найдоступнiшим шляхом до 
сприйняття об’єкта в цiлому. Зауважимо, що реалiзацiя пiзнавальної функцiї не ви
значає процесу наукового дослiдження, цiннiсть цiєї функцiї полягає в ознайомленнi
учнiв та студентiв з найбiльш коротким i доступним способом осмислення матерiалу
, що вивчається. 

Наприклад, при вивченнi певної теми на заняттях геометрiї проводять разом з 
учнями i студентами поетапну побудову рисунка; при дослiдженнi функцiї на моно
тоннiсть (чи на екстремум) передують теоретичному обґрунтуванню (побудовi 
аналiтичної моделi), розгляд рисунка, на якому пов’язується зростання (спадання) 
чи локальний максимум (мiнiмум) функцiї з кутами нахилу дотичних у вiдповiдних 
точках i далi зi знаками (i значеннями) похiдних в цих точках. 

2. Функцiя управлiння дiяльнiстю учнiв та студентiв. Математичне моделювання
предметне i тому полегшує орiєнтувальнi, контрольнi i комунiкацiйнi дiї. 
Орiєнтувальною дiєю може бути, наприклад, побудова рисунка, вiдповiдного до 
умови задачi, а також внесення в нього додаткових елементiв. 

Контролюючi дiї спрямованi на знаходження помилок при порiвняннi 
виконаного рисунка (схеми, графiка) з помiщеними в пiдручнику чи на з’ясування 
тих властивостей, якi повинен зберегти об’єкт при тих чи iнших перетвореннях. 

Комунiкацiйнi дiї вiдповiдають тiй стадiї реалiзацiї функцiї управлiння дiяльнiстю
тих, хто навчається, яка вiдповiдає дослiдженню одержаних ними результатiв. 
Виконуючи цi дiї, студент з власного досвiду пояснює iншим чи хоч би самому собi 
за побудованою моделлю суть явища чи факту, що вивчається. 

3. Iнтерпретацiйна функцiя. Вiдомо, що один i той же об’єкт можна виразити за 
допомогою рiзних моделей. Наприклад, коло можна задати за допомогою пари 
об’єктiв (центр i радiус), рiвнянням вiдносно осей координат, а також за допомогою 
рисунка або креслення. В одних випадках можна скористатися його аналiтичним 
виразом, в iнших — геометричною моделлю. 

Вигляд кожної з цих моделей є його iнтерпретацiєю; чим значимiший об’єкт, тим
бажанiше дати бiльше його iнтерпретацiй, що розкривають пiзнавальний образ з 
рiзних сторiн. 

Можна також говорити про естетичну функцiю моделювання, а також про такi, 
як функцiя забезпечення цiлеспрямованої уваги студентiв, запам’ятовування i 
повторення ними навчального матерiалу тощо. 

Використання рiзних функцiй математичної моделi сприяє найбiльш 
результативному мисленню суб’єкта, так як його увага легко i своєчасно 
переключається з моделi на одержану з її допомогою iнформацiю про об’єкт i 
навпаки. Таке переключення приводить до мiнiмуму вiдволiкання розумових зусиль 
студентiв вiд предмету їх дiяльностi. 

Побудова математичних моделей вимагає багатьох вмiнь, серед яких дуже 
важливi: 
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1. вмiння видiляти iстотнi фактори, якi визначають дослiджуване явище (процес)
i на їх основi утворити систему основних характеристик; 

2. вмiння знаходити системи суттєвих зв’язкiв мiж характеристиками i на цiй 
основi вибирати математичний апарат для побудови моделi; 

3. вмiння видiляти фактори, що викликають похибку при побудовi моделi i 
знаходження в зв’язку з цим системи необхiдних обмежень, що накладаються 
на характеристики [138,218].

Особливе значення при цьому має рiвень сформованостi в суб’єктiв навчання 
таких загальних розумових дiй i прийомiв розумової дiяльностi як аналiз (аналiз фор
мулювання проблеми), синтез (спiвставлення умов з вимогами), аналiз через синтез (
вмiння переусвiдомлювати елементи моделi), узагальнення, абстрагування, а також 
специфiчних розумових дiй: пiдведення пiд поняття, розгортання умов, 
встановлення iстотних зв’язкiв [73,75,76,218]. 

Тому велику роль в успiшнiй роботi щодо навчання математичного моделювання 
вiдiграє виявлення елементiв математичного моделювання, його операцiйного скла
ду. Опишемо операцiйний склад дiяльностi математичного моделювання. За теорiєю
поетапного формування розумових дiй етапи засвоєння знань розглядаються разом з
етапами засвоєння дiяльностi [16,38,178,201,216,217,225]. Знання та вмiння матема
тичного моделювання формуються в процесi дiяльностi за спрощеною та 
розширеною схемами дiяльностi математичного моделювання. Розглянемо 
послiдовнiсть мислительних операцiй, якi вiдбуваються на кожному етапi 
математичного моделювання, на прикладi дiяльностi за розширеною схемою (див. 
додаток B). 

Виконання I, II, III, IV, V, VI, VII етапiв схеми вимагає активної мислительної 
дiяльностi. На етапi VI обчислення виконує комп’ютер, тому мислительна дiяльнiсть
пасивна, спрямована на спостереження за роботою комп’ютера. На початкових 
стадiях навчання дiяльностi математичного моделювання важливе мiсце займає 
дiяльнiсть за спрощеною схемою. Наведемо розв’язування прикладної задачi за 
спрощеною схемою та проаналiзуємо операцiйний склад мислення при цьому. 
Задача 1.2. Трос канатної дороги мiж двома опорами моста має прогнуту форму (
див. рис. 1.2). Вiдстань мiж опорами моста 400 м. Трос повинен провисати на 40 м. 
Пiд яким кутом слiд прикрiпити трос до опори? 

Розв’язання. I. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Розглядаючи уважно 
рисунок до задачi, слiд встановити, що прогнута форма троса нагадує параболу, а 
опори моста — пряму. При цьому вiдбувається аналiз, порiвняння, абстрагування. 
Аналiзуючи зображення на рисунку, порiвнюємо ввiгнуту форму кривої з вiдомими 
нам абстрактними образами кривих: колом, елiпсом, гiперболою, параболою. З 
рисунка видно, що шуканий кут — це кут мiж параболою та прямою. При цьому 
вiдбувається аналiз — розчленовуються парабола i пряма та синтез — 
встановлюється, що вони утворюють кут. 

II. Побудова математичної моделi. Вiдповiдно до проведеного аналiзу слiд 
вважати, що парабола — це трос, а опора моста — це пряма (узагальнення). 

Виберемо прямокутну декартову систему координат, як показано на рис. 1.2. При
такому виборi початок координат спiвпадає з вершиною параболи. Тодi рiвняння 
параболи в цiй системi координат має канонiчний вигляд: y = ax2. Це спiввiдношення
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задає функцiональну залежнiсть. 

Рис. 1.2: Iлюстрацiя до задачi 1.2

Вибираючи систему координат, проводимо пошук того, в якiй точцi параболи 
найкраще розташувати її початок, як повиннi бути направленi її осi i встановлюємо, 
що система координат повинна бути розташована так, як на рис. 1.2. 

Пригадуючи канонiчне рiвняння параболи, проводимо аналiз, порiвняння з 
iншими рiвняннями, якi знаємо, i синтез — вибираємо i записуємо рiвняння. Нехай 

 — кут мiж прямою та параболою (аналiз, синтез). Кут мiж параболою та прямою 
будемо шукати, як кут мiж дотичною до параболи i прямою в їх спiльнiй точцi. 
Позначимо їх спiльну точку M (перебираємо можливi варiанти пошуку кута, i 
встановлюємо, як треба шукати невiдомий кут, пошук тут вiдбувається шляхом 
перевiрки гiпотез), пригадуємо всi рiвняння прямої, серед яких вибираємо необхiдне
нам рiвняння — синтез, абстрагування: 

1. невiдомий кут слiд шукати, як кут мiж прямими; 
2. невiдомий кут слiд шукати, як кут мiж кривими; 
3. невiдомий кут слiд шукати, як кут мiж кривою та прямою;
Вибiр спiльної точки — порiвняння та абстрагування. (Порiвнюючи точки M з 

iншими точками прямої (спiвставлення) та кривої, абстрагуємося вiд них i 
встановлюємо, що M — єдина спiльна точка). 

Нехай  — кут мiж дотичною до параболи i додатним напрямком осi Ox. Тодi 
шуканий кут доповнює кут до прямого кута: = - . 

Напишемо рiвняння дотичної до кривої в точцi M, вважаючи, що її координати у 
вибранiй нами прямокутнiй декартовiй системi координат (x0;y0), це рiвняння має 
вигляд , де y'(x0) — похiдна функцiї y = ax2 в точцi x0. 

Пригадуємо геометричний змiст похiдної i встановлюємо, що це тангенс кута 
нахилу дотичної до кривої, утвореного з додатним напрямом осi Ox. При цьому 
вiдбувається аналiз, синтез, узагальнення. 

Отже, = y'(x0) = 2ax0. Ця рiвнiсть i є математичною моделлю даної задачi. 
Математична постановка задачi така: встановити вид функцiї, знайти її похiдну в 
точцi x0, геометрично проiнтерпретувати її, знайти кут , що доповнює кут до 
прямого. 

При пред’явленнi формулювання задачi вiдбувається аналiз, порiвняння, синтез 
та абстрагування. 
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III. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Встановлюємо
, що точка M у введенiй прямокутнiй декартовiй системi координат має координати 
M(200;40). При цьому вiдбувається аналiз, порiвняння (спiвставлення), 
абстрагування, узагальнення. Аналiзуючи, порiвнюючи (спiвставляючи), 
встановлюємо, що точка M вiддалена вiд осi Oy на 200 одиниць, а вiд осi Ox на 40, 
узагальнюємо, що координати точки (200;40), синтезуємо — записуємо координати 
точки M(200;40). Пiдставляємо координати точки в рiвнiсть y'(x0) = 2ax0, дiстаємо y'(
200) = 2a . 200. 

Знаходимо a, пiдставляючи в рiвняння y = ax2 координати точки M, дiстаємо a . 
2002 = 40, a = 0,001. 

Розв’язуючи останнє рiвняння, аналiзуємо: спiвставляємо a з числовими 
величинами, виконуємо синтез — обчислюємо a. 

Знаходимо y' = 0,002 . 200 = 0,4 (аналiз, синтез), = y' = 0,4. Звiдки = arctg 0,4. 
Шуканий кут = - = - arctg 0,4 - 22o  68o. 

Знаходження кута — це послiдовнiсть операцiй аналiз, синтез, порiвняння, 
абстрагування. 

IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 
дослiджується. Кут мiж прямою i кривою дорiвнює 68o. Отже, кут мiж тросом i 
опорою моста дорiвнює 68o. __ 

Однiєю з вимог математичного моделювання є простота i доступнiсть побудова
ної моделi, тобто сформульована на першому етапi математична задача повинна 
розв’язуватися за допомогою засобiв, якими володiють студенти на даному етапi 
навчання. Результат виконання цiєї вимоги залежить вiд рiвня сформованостi в них 
логiко-математичних розумових дiй, вмiння виконувати умовиводи iндуктивного i 
дедуктивного характеру, за аналогiєю, за iнтуїцiєю з наступним обґрунтуванням або 
запереченням їх. 

Побудова математичної моделi здiйснюється логiчним шляхом на основi глибо
кого аналiзу явища процесу, проблеми, ситуацiї, що дослiджується i вимагає вмiння 
описати їх на мовi математики. Успiх у розв’язуваннi даної проблеми залежить вiд 
рiвня володiння студентами евристичними методами (прийомами) розв’язування 
нестандартних задач, до яких належать i прикладнi задачi. 

Взагалi математичне моделювання є евристичною дiяльнiстю учнiв та студентiв. 
Тому основнi принципи навчання математичного моделювання повнiстю 
спiвпадають з принципами органiзацiї евристичної дiяльностi, сформульованими в 
роботах О. I. Скафи [204–206]. 

Найефективнiшим методом розв’язання прикладних задач є метод математичного
моделювання. Практика показує, що дiйовим засобом управлiння i самоуправлiння 
розумовою дiяльнiстю учнiв та студентiв у процесi розв’язування цих задач методом
математичного моделювання є ознайомлення їх з евристичними схемами дiяльностi 
математичного моделювання. Учнiв старших класiв та студентiв перших та других 
курсiв педагогiчних унiверситетiв доцiльно знайомити та органiзовувати їх навчаль
ну дiяльнiсть за спрощеною схемою, а студентiв 4-го та 5-го курсiв за розширеною 
схемою (п. 1.1). 

Ми розглянули характернi для математичного моделювання особливостi 
мислення студентiв i їх мiсце в дiяльностi математичного моделювання. Окрiм них 
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слiд розглянути психолого-педагогiчнi особливостi, що виявляються при переходi 
рубежу мiж школою та унiверситетом взагалi, особливо при навчаннi математики i 
зокрема, математичного моделювання. 

Характерною рисою морального розвитку студентства є посилення у цьому вiцi 
свiдомих мотивiв поведiнки, цiлеспрямованостi, рiшучостi, наполегливостi, 
самостiйностi, iнiцiативи, вмiння володiти собою тощо [96]. 

Разом з тим, у 17–21-рiчному вiцi ще недостатньо розвинута здатнiсть до 
регуляцiї своєї поведiнки, чому сприяють i бiльша “свобода” у процесi навчання i 
послаблення контролю. Через недостатнiй життєвий досвiд деякi студенти плутають
iдеали з iлюзiями, романтику з екзотикою тощо. 

Рiзка змiна багаторiчного звичного робочого стереотипу iнколи призводить до 
нервових вибухiв i стресових ситуацiй. На 1–2 курсах вiдбувається процес адаптацiї 
до унiверситетського життя, самоаналiз, самооцiнка шляхом порiвняння iдеального 
“я” з реальним. 

Усе це може викликати внутрiшню невпевненiсть у собi, iнколи 
супроводжуватися зовнiшньою агресивнiстю, розв’язнiстю. Настрiй часто 
змiнюється вiд захопленостi до скептицизму при оцiнцi унiверситетського режиму, 
системи навчання, дiяльностi окремих викладачiв. До 2-го курсу поглиблюються i 
розширюються мiжособистiснi стосунки студентiв у групi та поза нею, виникає 
проблема створення сiм’ї. 

Створення родини пiд кiнець навчання, як правило, не призводить до виходу зi 
студентського колективу, але проблем у студентської сiм’ї теж багато. Вона потре
бує порад i допомоги батькiв та викладачiв. Навчальна дiяльнiсть студентiв є їхньою
провiдною дiяльнiстю. Тому iнтелектуальний розвиток i професiйне становлення, 
хоч i не виключно, але в основному, вiдбувається в процесi навчальної дiяльностi. 

Студенти вiдрiзняються за iнтелектуальними здiбностями, типом мислення, тем
пом просування у навчаннi. Це необхiдно враховувати. при органiзацiї навчання слiд
здiйснювати диференцiацiю навчально-виховного процесу. Потрiбна спецiальна 
дiагностика рiвня готовностi студентiв до вивчення основних навчальних дисциплiн,
своєчасний контроль за їхньою успiшнiстю. У п. 2.3–2.5 наведенi зразки 
контрольних завдань рiзного рiвня складностi. 

Для пiдвищення рiвня навчальної дiяльностi необхiдно продовжувати формувати 
у студентiв загальнi розумовi дiї i прийоми розумової дiяльностi, пiдсилювати моти
вацiю навчання i використовувати традицiйнi та новi технологiї, сучаснi 
iнформацiйнi технологiї, якi активiзують, iнтенсифiкують навчально-пiзнавальну 
дiяльнiсть [216]. 

Питання формування у студентiв загальних розумових дiй i прийомiв розумової 
дiяльностi в процесi навчальної дiяльностi, пов’язаної з математичним 
моделюванням, висвiтлено попереду. 

Розглянемо проблему мотивацiї та врахування потреб особистостi студента в 
навчальному процесi. Мотивацiйно-особистий аспект пов’язаний з врахування 
позитивних навчальних мотивiв i особистих якостей майбутнього вчителя, дiйових 
цiлей, оскiльки мотиви i цiлi є найважливiшими детермiнантами дiяльностi. 
Структура мотивiв студента, яка формується в перiод навчання, стає стрижнем 
особистостi майбутнього спецiалiста. 
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Серед мотивiв навчальної дiяльностi студентiв видiляють внутрiшнi мотиви: 
суспiльна значущiсть навчання, професiйнi мотиви, пiзнавальнi мотиви, пов’язанi з 
потребою у нових знаннях, i зовнiшнi мотиви, якi орiєнтуються на цiнностi, що 
лежать поза навчальною дiяльнiстю. По- справжньому позитивно впливають на 
дiяльнiсть студентiв внутрiшнi мотиви. 

Психологи видiляють за впливом рiзних внутрiшнiх i зовнiшнiх мотивiв чотири 
групи студентiв: 

1. студенти з вираженою професiйною предметною мотивацiєю; 
2. з вираженою професiйною, але слабкою предметною мотивацiєю; 
3. лише з предметною; 
4. з вiдсутнiстю i предметної, i професiйної мотивацiї.
Пiд час спецiального дослiдження ролi мотивiв серед вiдрахованих студентiв 

було виявлено 94,7 % студентiв четвертої групи i лише 6,9 % першої [216]. 
Механiзмом навчальної мотивацiї є формування цiлiсної структури цiлей i 

завдань навчальної дiяльностi. Звiдси випливає важливiсть своєчасної i 
систематичної постановки викладачами цiлей навчання, якi студенти мають 
прийняти, i спрямувати свою дiяльнiсть на досягнення поставлених викладачем i 
самостiйно цiлей навчання. Так, оволодiння методом математичного моделювання 
— одна з цiлей, яку ставить викладач, коли формулює основнi цiлi певного роздiлу 
математики, що починає вивчатися студентами. При цьому важливе значення має 
правильна органiзацiя педагогiчної взаємодiї мiж викладачами i студентами 
вiдповiдно до принципiв дiалогiзацiї, проблематизацiї, персоналiзацiї, 
iндивiдуалiзацiї i диференцiацiї навчання [10,28,30,86,89,136,178,201,216,217]. 

Важливу роль для ефективної органiзацiї навчального процесу вiдiграє ак
тивiзацiя навчально-пiзнавальної дiяльностi студентiв, що розумiється як 
цiлеспрямована дiяльнiсть викладача, спрямована на розробку i використання 
такого змiсту, методiв, прийомiв, форм i засобiв навчання, якi сприяють 
пiдвищенню пiзнавального iнтересу, активностi, творчої самостiйностi студентiв у 
засвоєннi знань, формуваннi навичок i вмiнь, застосуваннi їх на практицi. Це 
напрямок дiяльностi студентiв на пошук i вдосконалення нових знань. 

До психолого-педагогiчних умов активiзацiї пiзнавальної дiяльностi студентiв 
при навчаннi математичного моделювання належать: 

• забезпечення єдностi освiтньої, розвиваючої i виховної цiлей процесу 
навчання; 

• педагогiчно правильне використання принципiв дидактики вищої школи; 
• забезпечення емоцiйностi навчання i створення сприятливої атмосфери 

взаємин всiх учасникiв навчального процесу; 
• динамiчнiсть, рiзноманiтнiсть методiв, прийомiв, форм i засобiв викладання i 

учiння, їх спрямованiсть на розвиток активної дослiдницької дiяльностi 
студентiв, прiоритетнiсть методiв i форм активного навчання; 

• орiєнтацiя студентiв на систематичну самостiйну роботу, забезпечення 
регулярностi i ефективностi контролю i оцiнювання успiшностi студентiв; 

• комплексне, педагогiчно доцiльне використання технiчних засобiв навчання та
iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй; 
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• використання системи психологiчних i педагогiчних стимуляторiв активної 
навчальної дiяльностi.

Серед методiв навчання, що використовуються у вищiй школi, є такi, якi спрямо
ванi на засвоєння знань в умовах репродуктивної дiяльностi i такi, що викликають 
продуктивну дiяльнiсть i активiзують навчально-пiзнавальну дiяльнiсть. Їх 
подiляють на методи викладання i методи учiння: лекцiя; розповiдь; показ, 
демонстрацiя; пояснення; бесiда [10,16,18,19,24,26,77,203,216,217]. 

Вдале навчання математичного моделювання можна забезпечити в рамках 
кожного методу. Викладач пiд час лекцiї може будувати сам математичнi моделi, 
активiзуючи цим увагу учнiв i мотивуючи практичну доцiльнiсть теоретичного ма
терiалу, що вивчається. Особливо це проявляться в процесi вивчення курсу 
“Диференцiальнi рiвняння”, окремих роздiлiв “Теорiї множин”, “Теорiї 
ймовiрностей” i “Математичного аналiзу”. 

Розповiдь дуже часто може носити локальний характер i бути присвяченою 
iсторiї i розвитку деякої практичної проблеми, представленої iєрархiчним ланцюгом 
математичних моделей, якi ускладнювалися в процесi розвитку математичної науки.
Прикладом може бути розповiдь про визначення траєкторiї польоту снаряда чи тiла, 
кинутого пiд кутом до горизонту. Таку розповiдь пропонують студентам при 
вивченнi теми “Обвiдна сiмейства плоских кривих” в диференцiальнiй геометрiї. 
Вона вдало сприяє активiзацiї навчально-пiзнавальної дiяльностi студентiв. Лекцiя i 
розповiдь можуть бути побудованi на основi дослiдження вже вiдомих 
математичних моделей, якими є: рiзнi види рiвнянь, графiки, зображення кривих та 
поверхонь i видiлення тих суттєвих ознак, якi необхiднi для розумiння нових 
властивостей об’єктiв, що вивчається. 

Пояснення при вивченнi питань математичного моделювання найчастiше вико
ристовується при характеристицi певних станiв, розкриттi суттєвих i несуттєвих 
властивостей об’єкту, що моделюється. Так, наприклад, при побудовi зображень 
геометричних тiл, що є їх геометричними (а значить, i математичними) моделями. 
Суттєвими є вiдношення довжин ребер, а несуттєвими дiйснi розмiри тiла, матерiал, 
з якого воно виготовлено i т. д. Показ, демонстрацiя сприяє активному створенню 
наочного образу, формуванню конкретних уявлень про предмети та явища. Широко 
використовується при навчаннi математичного моделювання пiд час вивчення гео
метричних курсiв. 

Бесiда також активiзує мислення студентiв i процес пiзнання. Особливо зручним 
є цей метод при проведеннi спецкурсiв з математичного моделювання, коли шука
ється найкращий шлях побудови математичної моделi задачi, що розглядається. При
цьому активiзуються i попереднi знання, i чуттєвий досвiд, i творчi здiбностi 
студентiв. 

До методiв учiння, як способiв пiзнавальної дiяльностi студентiв, належать: 
спостереження; експеримент; слухання (осмислення); вправи (дослiдження); 
моделювання; вивчення пiдручникiв, посiбникiв, першоджерел, наукової лiтератури 
[10,22,129,212,216]. 

Оскiльки математичне моделювання передбачає творчу дiяльнiсть студентiв, то 
особливо важливим для такої дiяльностi є такi методи: 

• експеримент (особливо важливий обчислювальний експеримент); 
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• вправи, якi можуть бути тренувального i дослiдницького характеру.
Математичне моделювання є окремим видом моделювання i, як спосiб 

пiзнавальної дiяльностi, має всi риси йому притаманнi. 
Всiм вiдомо, що рiвень пiдготовки студентiв навiть в однiй групi неоднаковий. 

Це зумовлюється iндивiдуальними психологiчними особливостями iндивiда, а також
рiвнем його попередньої математичної пiдготовки i потребує пред’явлення навчаль
них завдань рiзного рiвня складностi [17,178,201,216,217]. 

За рiвнем попередньої пiдготовки студентiв в академiчнiй групi можна умовно 
подiлити на чотири пiдгрупи, що вiдповiдають тому чи iншому рiвню засвоєння 
знань (навченостi) i научуваностi. Сучасна дидактика розрiзняє чотири рiвнi засво
єння знань: 1) знання-знайомства; 2) знання-копiї; 3) знання- вмiння; 4) знання-
трансформацiї [26]. 

У процесi навчання математичного моделювання перший рiвень передбачає 
загальнi уявлення про змiст процесiв та явищ. На другому рiвнi студенти 
розрiзняють внутрiшнi закономiрностi впливу на явища та процеси, володiють 
системою прийомiв математичних перетворень та засобiв розв’язання задач. На 
третьому рiвнi студенти можуть продемонструвати цю систему прийомiв та засобiв 
на практицi, тобто самостiйно побудувати математичну модель. Четвертий рiвень 
означає можливiсть творчої дiяльностi студента, вiн не лише може побудувати 
математичну модель, а й оцiнити її точнiсть, дослiдити її i вибрати оптимальний 
метод побудови математичної моделi для даної конкретної ситуацiї. 

Наведенi вище фактори зумовлюють необхiднiсть диференцiацiї при навчаннi 
математичного моделювання, яка передбачає: 

• необхiднiсть додаткової консультацiйної навчальної спiвпрацi викладача зi 
студентами першої та другої груп; 

• розвитку творчих можливостей студентiв третьої групи шляхом додаткових 
творчих домашнiх завдань; 

• наукова орiєнтацiя студентiв четвертої групи, об’єднання їх в науковi групи з 
вирiшення проблем математичного моделювання деяких практичних задач, 
пiдготовка виступiв на конференцiях за результатами дослiджень, участь їх у 
студентському науково-творчому товариствi (СНТ).

Таким чином, ми розглянули основнi психолого-педагогiчнi передумови навчан
ня студентiв — майбутнiх учителiв математики — математичного моделювання. 
Слiд пiдкреслити, що дотримання їх може внести суттєвi змiни в навчально-
виховний процес в педагогiчному унiверситетi та школi i гарантувати успiшне фор
мування вмiнь математичного моделювання як в унiверситетi, так i в школi. 
1.3.2 Методичнi вимоги.
Методична система навчання студентiв математичного моделювання — складна 
багатокомпонентна структура з рядом зв’язкiв i вiдношень мiж її елементами. Така 
система є пiдсистемою в системi навчання математики i методики навчання 
математики майбутнiх учителiв. На сьогоднiшнiй день, на жаль, немає лiтератури, в 
якiй би в цiлому була дослiджена та описана система навчання математичного 
моделювання майбутнiх учителiв математики. А потреба в такiй лiтературi iснує. Це
необхiдно, перш за все, для студентiв, майбутнiх магiстрiв, аспiрантiв, викладачiв-
початкiвцiв. Наукова педагогiчна думка викладачiв педагогiчних унiверситетiв 
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спрямована на створення систем навчання окремих математичних дисциплiн. На 
нашу думку, досить серйозними є роботи з методики навчання студентiв 
математичному аналiзу М. I. Шкiля [250–254,257], Г. О. Михалiна [131], Т. В.
 Колесник [82–90]; з методики навчання геометрiї О. Ф. Семеновича, Т. В. Ломаєвої 
[197–199], О. П. Сергунової [200]; з методики навчання алгебри С. С. Левiщенка [1,2
,32]; з методики навчання теорiї ймовiрностей, методiв обчислень, iнформатики М. I
. Жалдака [57–63], Н. В. Морзе [137], Ю. С. Рамського [64,193,194], методики 
навчання математики Г. П. Бевза [22,24], З. I. Слєпкань [210–216]. Важливими є ро
боти iз загальної методологiї змiсту вищої математичної освiти М. В. Працьовитого, 
В. М. Усенка [184,185]. 

Наше дисертацiйне дослiдження спрямоване на створення системи формування 
знань i вмiнь математичного моделювання у майбутнiх учителiв математики в про
цесi навчання унiверситетських курсiв математики i методики навчання математики.
Система формування знань i вмiнь математичного моделювання включає в себе: 

1. Формулювання цiлей i завдань формування знань i вмiнь математичного 
моделювання. 

2. Визначення змiсту навчального матерiалу, що стосується математичного 
моделювання, та його структурування. 

3. Вiдбiр методiв та прийомiв навчання, якi сприяють формуванню знань i вмiнь 
математичного моделювання. 

4. Добiр доцiльних органiзацiйних форм навчання математичного моделювання. 
5. Використання засобiв формування знань i вмiнь математичного моделювання.
Розкриємо детальнiше змiст кожного компонента системи. Цiлi, завдання i змiст 

навчання математичного моделювання розкриваються в п. 1.2. 
Загальнi методи навчання, що широко практикуються у вищiй педагогiчнiй школi

при вивченнi рiзних математичних дисциплiн можуть бути тими методами, що 
спрямованi на формування вмiнь математичного моделювання у майбутнiх учителiв 
математики. Охарактеризуємо цi методи. Взагалi, рiзнi автори по-рiзному трактують
поняття “метод навчання”. М. М. Скаткiн пiд методом навчання розумiє “способи 
роботи вчителя i учнiв, за допомогою яких досягається оволодiння знаннями, навич
ками i вмiннями, формується свiтогляд учня, розвиваються його здiбностi” [169, с.
 813]. Н. Д. Нiкандров [142], А. М. Алексюк [5] визначають вiдповiдно метод 
навчання як спосiб управлiння, спосiб органiзацiї i управлiння з боку вчителя (
викладача) пiзнавальною дiяльнiстю учнiв (студентiв). Наша думка спiвпадає з 
думкою З. I. Слєпкань, яка стверджує, що “пiд методом навчання у вищiй школi (у 
практичному аспектi) слiд розумiти способи роботи викладача i студентiв, за 
допомогою яких досягається оволодiння знаннями, навичками i вмiннями, 
формується свiтогляд студентiв, розвиваються їхнi здiбностi” [216]. 

У педагогiцi iснує рiзна класифiкацiя методiв навчання залежно вiд вибору осно
ви класифiкацiї, а саме: за джерелом здобування знань (словеснi, наочнi, практичнi), 
за способами органiзацiї навчальної дiяльностi учнiв (студентiв) (методи здобування
нових знань, методи формування навичок i вмiнь та застосування знань на практицi, 
методи перевiрки й оцiнювання знань, навичок i вмiнь), за характером навчально-
пiзнавальної дiяльностi учнiв (I. Я. Лернер i М. М. Скаткiн) [203]. В останню 
класифiкацiю входять: 
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• пояснювально-iлюстративний (розповiдь, лекцiя, пояснення, робота з 
пiдручником, демонстрацiї та iн.); 

• репродуктивний (вiдтворення знань i способiв дiй, дiяльнiсть за алгоритмом, 
програмою); 

• проблемний виклад; 
• частково-пошуковий або евристична бесiда; 
• дослiдницький метод.
При класифiкацiї методiв навчання у вищiй школi, як i в загальноосвiтнiй, 

важливими є два положення. 
По-перше, навчання — двостороннiй процес активної взаємодiї викладача i сту

дента. При цьому завдання викладача — доступний виклад змiсту знань, органiзацiя 
самостiйного пошуку знань студентом. Завдання студента — засвоєння наукових 
знань, формування навичок i вмiнь застосування знань при розв’язуваннi 
рiзноманiтних задач, у тому числi прикладного змiсту, оволодiння методами 
самостiйного пошуку знань. Оскiльки в цьому процесi викладач i студент 
користуються рiзними способами досягнення цiлей i завдань, доцiльно роздiлити 
методи навчання на методи викладання i методи учiння. 

По-друге, при трактуваннi методiв учiння доцiльно використовувати принципи 
побудови методiв наукового пiзнання, дiалектико-матерiалiстичний метод, який 
розкриває загальнi методологiчнi принципи пiзнання, загальнi методи i розумовi дiї 
(експеримент, спостереження, моделювання, аналiз, синтез, порiвняння, 
абстрагування, узагальнення, класифiкацiя, систематизацiя) i окремi методи, якi 
використовуються лише в науцi. Наприклад, у математицi — метод математичної 
iндукцiї, векторний метод, координатний метод, методи диференцiального та 
iнтегрального числення. 

Методи викладання — це способи (система прийомiв), якi використовуються ви
кладачем з метою ефективного викладу знань, формування навичок i вмiнь, 
свiтогляду, розвитку здiбностей студентiв, способи органiзацiї та управлiння 
пiзнавальною дiяльнiстю студентiв. Можна видiлити такi методи викладання: лекцiя
, розповiдь, показ, демонстрацiя, пояснення, бесiда [24,77,118,129,216]. Покажемо, 
що формування знань i вмiнь математичного моделювання пов’язане з 
використанням названих вище методiв. 

Унiверситетська лекцiя багатьма дидактами вищої школи розглядається i як 
форма, i як метод навчання [17,82,216]. Розглянемо лекцiю як метод навчання 
математичного моделювання. 

У педагогiчнiй лiтературi лекцiя означається як “систематичний послiдовний 
виклад навчального матерiалу, будь-якого питання, теми, роздiлу, предмету” [45, с.
 189]. Лекцiї можуть бути цiлком присвяченi питанням математичного моделювання
. Це одна з вступних лекцiй будь-якого з математичних курсiв (найдоцiльнiше 
вибрати курс математичного аналiзу), на якiй студентiв знайомлять з методом 
математичного моделювання як методом наукового дослiдження i навчального 
пiзнання. Викладач знайомить студентiв з рiзними математичними моделями, якими
можуть бути, наприклад, рiвняння, нерiвностi, функцiї та їх похiднi, геометричнi 
образи. Цi математичнi моделi побудованi на основi знань, одержаних у шкiльному 
курсi математики. Приклади таких моделей представленi в роздiлi 2. 
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Далi лекцiю можна продовжити пояснювально-iлюстративним методом, ввести 
означення математичної моделi, познайомити студентiв з евристичними схемами 
дiяльностi математичного моделювання, дослiдити запропонованi на початку лекцiї 
математичнi моделi за цими схемами. 

Вступну лекцiю, присвячену математичному моделюванню, можна прочитати як 
проблемну лекцiю. На такiй лекцiї слiд комбiнувати проблемний виклад з частково-
пошуковим методом (евристична бесiда). Розглядаючи запропонованi викладачем 
приклади практичних ситуацiй (математичними моделями яких є образи, вiдомi 
студентам зi шкiльного курсу математики), студенти самi складають рiвняння, 
нерiвностi, описують функцiональнi залежностi, що є математичними моделями, 
викладач аналiзує ситуацiю, ставить студентам питання, пiдводить їх до створення 
математичної моделi. Аналiзуючи створенi математичнi моделi, студенти видiляють 
суттєвi та несуттєвi властивостi поняття “математична модель” i роблять спроби да
ти самостiйно означення цього поняття. Викладач уточнює i остаточно формулює 
означення математичної моделi. Далi студенти намагаються самостiйно видiлити 
етапи математичного моделювання, дати їм назву. Викладач уточнює назву та по
слiдовнiсть етапiв математичного моделювання i пiдкреслює, що послiдовнiсть 
етапiв складає евристичну схему дiяльностi математичного моделювання. Викладач 
наводить приклади задач, якi студенти розв’язують разом з викладачем, 
вiдпрацьовуючи кожний етап схеми для того, щоб студентам зрозумiлою була 
логiчна послiдовнiсть дiй, що виконуються на кожному етапi. 

Такi комбiнованi проблемнi лекцiї слiд проводити i на спецкурсах з математично
го моделювання на старших курсах педагогiчних унiверситетiв. Приклади на цих 
лекцiях слiд наводити такi, щоб базою для побудови математичних моделей були 
знання та вмiння, одержанi студентами пiд час вивчення рiзних математичних дис
циплiн. Як показує досвiд проведення спецкурсiв (спецкурс представлений у роздiлi 
2) з математичного моделювання в НПУ iменi М. П. Драгоманова, вони сприяють 
також повноцiнному засвоєнню та застосуванню набутих знань, навичок та вмiнь з 
математичних дисциплiн i сприяють успiшнiй пiдготовцi до державного екзамену на
звання бакалавра. 

Кiлькiсть лекцiй, цiлком присвячених математичному моделюванню, при ви
вченнi математичних дисциплiн значно обмежена. Але, наприклад, прочитавши в 
межах однiєї навчальної дисциплiни одну-двi лекцiї з математичного моделювання, 
викладач може вести змiстовну лiнiю математичного моделювання упродовж всього
курсу. Окрiм того, iншi викладачi, якi паралельно читають математичнi курси, теж 
можуть вести цю змiстовну лiнiю, не роблячи нiяких вступних бесiд чи розповiдей 
про математичне моделювання. Вступнi лекцiї з математичного моделювання 
читаються, як правило, на 1-му курсi в 1-му семестрi одним з викладачiв, що ведуть 
математичний аналiз, лiнiйну алгебру чи аналiтичну геометрiю. Названi дисциплiни 
є основними математичними дисциплiнами, якi вивчаються за навчальним планом 
майбутнiми вчителями в 1-му семестрi. Викладачi домовляються, хто цi лекцiї читає
. Але iдеї, закладенi у вступних лекцiях, повиннi бути присутнi при вивченнi кожної 
з перерахованих дисциплiн. Зокрема, евристична схема математичного моде
лювання (як спрощена, так i розширена) повинна бути схвалена всiма викладачами i 
однаковою для задач з рiзним практичним змiстом та їх модельною реалiзацiєю. З 
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цiєю метою необхiдне проведення спецiального спiльного засiдання кафедр, при
свяченого впровадженню математичного моделювання в педагогiчний процес. 

Вступнi лекцiї (проблемного викладу) — це лише перший крок у навчаннi 
математичного моделювання. Iдеї математичного моделювання розвиваються 
викладачами-лекторами в процесi читання кожного окремого курсу. Дуже зручно 
використовувати практичнi проблеми, якi привели до виникнення тих чи iнших 
роздiлiв математики, як засiб мотивацiї та стимулювання пiзнавальної активностi 
студентiв. Поставивши практичну проблему, можна розв’язувати її, поступово 
будуючи математичну модель на основi теоретичного матерiалу, що розглядається 
на цiй лекцiї. 

Вивчаючи ту чи iншу тему, завжди слiд звертати увагу на її практичну 
значущiсть, застосування до розв’язування задач прикладного змiсту. Слiд наводити
приклади такого застосування. Розв’язувати задачi необхiдно за евристичною схе
мою дiяльностi математичного моделювання (див. приклади у роздiлi 2). 

Наступним методом навчання математичного моделювання є пояснювально- 
iлюстративний метод. Пояснення використовується на практичних заняттях. На 
практичних заняттях, де студенти розв’язують велику кiлькiсть задач прикладного 
змiсту, мають змогу працювати як пiд керiвництвом викладача, так i самостiйно, 
формуються вмiння математичного моделювання. На практичних заняттях викладач
детально пояснює, розкриває суть кожного етапу схеми математичного моделюван
ня стосовно до задач рiзних типiв, задач з рiзних галузей людської життєдiяльностi. 
Лише розв’язавши достатню кiлькiсть задач (чого немає можливостi зробити на 
лекцiї), студенти можуть переконатися в унiверсальностi математичних моделей (
наприклад, одним i тим же диференцiальним рiвнянням описуються рiзнi за своєю 
природою процеси i явища), використовувати аналогiї при побудовi математичних 
моделей. 

На лекцiйних, практичних, семiнарських заняттях широко можна використати i 
такий метод як бесiда. Особливо ефективно використати цей метод можна, коли в 
студентiв уже є початковi знання з математичного моделювання, вони ознайомленi з
евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. 

Показ-демонстрацiю можна застосовувати як на лекцiях, так i на практичних 
заняттях. При навчаннi математичного моделювання особливо цей метод застосову
ють при формуваннi вмiнь працювати за розширеною евристичною схемою 
дiяльностi математичного моделювання. Розв’язуючи задачi за цiєю схемою, викла
дач обов’язково повинен продемонструвати студентам на комп’ютерi проведення 
таких етапiв як “Створення програм, що “перекладають” модель та алгоритм на до
ступну комп’ютерну мову”, “Проведення обчислювального експерименту”. Показ-
демонстрацiя на комп’ютерi найбiльше використовується при навчаннi 
математичного моделювання. Важливою умовою цього методу є поєднання показу, 
демонстрацiї зi словом викладача. 

До методiв навчання математичного моделювання слiд вiднести i методи учiння, 
зокрема навчального пiзнання: слухання-усвiдомлення; спостереження; експеримент
; вивчення пiдручникiв, навчальних посiбникiв, першоджерел та iнших матерiалiв; 
моделювання [10,17,19,24,178,201,203,212,216,217]. 
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Особливо важливими при формуваннi вмiнь математичного моделювання є обчи
слювальний експеримент як вид експерименту та моделювання. Вмiння проводити 
обчислювальний експеримент є складовою вмiнь математичного моделювання. У 
розширену евристичну схему дiяльностi математичного моделювання входить етап 
“Проведення обчислювального експерименту”. Обчислювальний експеримент як 
метод учiння полягає в тому, що студенти проводять ряд обчислень за певними 
формулами при рiзних вихiдних даних (особливого значення немає, вручну чи за до
помогою ЕОМ, хоч, на нашу думку, за допомогою ЕОМ детальнiше i краще можна 
зробити обчислення). Це допомагає студентам вивчити кiлькiснi та якiснi характе
ристики об’єкта чи явища, що дослiджується, зробити необхiднi висновки про його 
поведiнку в рiзних умовах, дослiдити його змiну при впливi рiзних факторiв. 
Проводити обчислювальний експеримент студенти вчаться, вивчаючи курс “Методи
обчислень”, та на спецкурсах з математичного моделювання. 

Вивчаючи пiдручники, навчальнi посiбники, присвяченi проблемам математич
ного моделювання, студенти самостiйно можуть створити для себе банк моделей, за 
аналогiєю з якими зможуть створювати математичнi моделi практичних ситуацiй, 
якi необхiдно розв’язати в процесi певної наукової дiяльностi (написання курсових, 
квалiфiкацiйних робiт). 

Щодо методу моделювання, то слiд пiдкреслити, що математичне моделювання є 
видом моделювання i використовується i як засiб навчання, i як метод навчального 
пiзнання. Про це детальнiше описано в п. 1.1. 

Органiзацiйнi форми навчання математичного моделювання наступнi: лекцiя, 
практичнi та семiнарськi заняття, лабораторнi роботи, мiжпредметнi гуртки- 
факультативи, науково-дослiдницька робота в гуртках та проблемних групах [17,108
,182,216]. Зупинимося детально на ролi та мiсцi кожної з цих органiзацiйних форм у 
процесi навчання математичного моделювання майбутнiх учителiв математики. 

Вмiння математичного моделювання студенти набувають на практичних заняттях
. Практичнi заняття є основною формою навчання математичного моделювання та 
формування вiдповiдних вмiнь. Практичнi заняття з математичних дисциплiн слiд 
проводити так, щоб на кожному з них студенти розв’язували хоч по кiлька задач 
прикладного змiсту. Звичайно, коли розглядається навчальний матерiал досить 
високого рiвня абстрактностi (наприклад, комплексний аналiз), то дуже важко вдало
пiдiбрати такi задачi. На нашу думку, вдалий пiдбiр задач прикладного змiсту з 
багатьох тем вищої математики подано в посiбниках [29,39,53,58,69,125–127]. 

У процесi розв’язування прикладних задач студенти оволодiвають евристичними 
схемами дiяльностi математичного моделювання. Саме на практичних заняттях 
необхiдно впроваджувати диференцiацiю в навчаннi математичного моделювання. 
Диференцiацiя забезпечується пропонуванням завдань на трьох рiвнях складностi. 
I рiвень (задовiльний) передбачає побудову математичної моделi та її дослiдження 
математичними методами, що розглядаються на практичному заняттi, задачi, умова 
якої мiстить пiдказку до побудови математичної моделi. II рiвень (достатнiй) — 
студентам пропонують задачi, умови яких пiдказки не мiстять, але, аналiзуючи якi 
та пов’язуючи з темою практичного заняття, студенти можуть побудувати 
математичну модель. III рiвень (високий) — творчi завдання, побудувати 
математичну модель в яких можна, знаючи та аналiзуючи весь вивчений матерiал з 
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даної дисциплiни, а дуже часто i з дисциплiн, що лежать в основi явища чи процесу, 
якi розглядаються в задачi, наприклад, фiзики, економiки, бiологiї. 

Наведемо приклади таких задач, якi можна задавати на I, II та III рiвнях 
складностi при вивченнi в аналiтичнiй геометрiї теми “Кривi другого порядку на 
площинi”. 

I рiвень: “Краї декоративних газонiв мають форму частини гiперболи 3x2 - y2 = 3. 
Обчислити гострий кут мiж краями алей, якi прокладенi вздовж асимптот гiперболи.
” [39] 

II рiвень: “Сталевий трос натягнуто на однаковiй висотi мiж двома точками, 
вiддаль мiж якими 20 м. Провисання на вiддалi 2 м по горизонталi вiд точок 
закрiплення дорiвнює 14,4 см. Визначити стрiлу провисання троса, дослiдивши рiзнi
форми провисання.” [79] 

III рiвень: Хлiбний елеватор знаходиться бiля залiзничної станцiї A. Хлiб на цей 
елеватор можна доставити або прямо на вантажiвках, або спочатку на вантажiвках 
до станцiї B, а потiм залiзницею — до станцiї A. Знайти, для яких сiл вигiдний 
перший спосiб, а для яких — другий. [51] 

До семiнарських занять студенти готуються вдома, а темами таких занять можуть
бути наступнi “Пряма лiнiя як математична модель деяких фiзичних та економiчних 
об’єктiв”, “Застосування похiдної до розв’язування задач прикладного змiсту” i т. д. 
На семiнарських заняттях студенти доповiдають про загальновiдомi класичнi 
математичнi моделi, пов’язанi з даною темою, та пропонують розв’язати задачi, 
математичною моделлю яких є розглянута ними в доповiдi математична модель. 

Iще однiєю, досить ефективною, формою роботи є мiжпредметнi гуртки з питань 
математичного моделювання. На цих заняттях можна обговорювати вiдомi класичнi 
задачi давнини, якi мають практичний змiст, актуальний i в наш час. Так, наприклад,
на першому курсi пiсля вивчення тем “Пряма на площинi”, “Кривi другого порядку”
(аналiтична геометрiя), “Похiдна функцiї однiєї змiнної” (математичний аналiз) 
доцiльно провести заняття гуртка на тему “Задача Герона — одна з найдавнiших 
екстремальних задач”. На заняттi слiд розглянути рiзнi методи розв’язання задачi Ге
рона, яка формулюється так: “Дано двi точки A та B по одну сторону вiд прямої l. 
Знайти на прямiй l таку точку D, щоб сума вiдстаней вiд A до D i вiд B до D була 
найменшою” та вказати тi практичнi задачi, математичною моделлю яких є задача 
Герона. Це можуть бути наступнi задачi. 
Задача 1.3. Нехай маємо три мiста A, B, C. Вказати таке мiсце D, щоб сумарна 
довжина прямолiнiйних дiлянок шосе, що з’єднує D з A, B i C була мiнiмальною. 
Задача 1.4. Де на прямолiнiйнiй дiлянцi залiзницi слiд побудувати залiзничну 
платформу D, щоб прямолiнiйнi дiлянки шосе, що з’єднують її з мiстами A та B, 
мали найменшу сумарну довжину? 
Задача 1.5. Автомобiль, який рухається зi сталою швидкiстю v, повинен проїхати з 
мiста A в мiсто B, заїхавши при цьому на заправку C, розташовану на прямолiнiйнiй 
дiлянцi дороги. Як водiєвi вибрати шлях, що вимагає мiнiмальних затрат часу? 

Студентам слiд запропонувати творчi завдання на складання текстових задач з 
рiзним практичним змiстом, математичною моделлю яких є задача Герона. На 
заняттi цi задачi можна обговорити, а також порiвняти математичнi моделi, побудо
ванi засобами аналiтичної геометрiї (використовуючи геометричнi перетворення та 
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метод координат) та засобами математичного аналiзу (дослiджуючи на екстремум 
деяку функцiю однiєї змiнної, наприклад, у третiй задачi час можна представити як 
функцiю вiд вiдстанi). 

Найважчим етапом навчання математичного моделювання є вмiння провести 
обчислювальний експеримент. Початковi навички i вмiння органiзацiї 
обчислювального експерименту слiд виробляти у студентiв на простих 
тренувальних вправах. Причому такi вправи можуть носити як детермiнований 
характер (порахувати амплiтуду коливань механiчної системи), так i статистичний (
обробка результатiв деякого опитування чи анкетування). Найкращою формою 
роботи зi студентами для формування вмiнь проводити обчислювальний 
експеримент як складової вмiнь математичного моделювання є лабораторнi роботи. 
Такi лабораторнi роботи слiд проводити обов’язково з комп’ютерною пiдтримкою, 
наприклад, пiд час вивчення спецкурсу “Математичне моделювання”. 

Важливу роль у навчаннi математичного моделювання вiдiграють засоби 
навчання. У сучаснiй педагогiчнiй науцi все частiше зустрiчаються визначення 
засобiв навчання не у вузькому їх розумiннi (матерiальнi засоби — iнструменти), а 
бiльш широко. Так, П. I. Пiдкатистий розумiє пiд засобом навчання матерiальний чи
iдеальний об’єкт, який використовується учителем чи учнем для засвоєння знань [
168]. С. А. Смирнов подiляє засоби навчання на: 

• матерiальнi (пiдручники, навчальнi посiбники, дидактичнi матерiали, книги-
першоджерела, тестовий матерiал, засоби наочностi, технiчнi засоби навчання,
лабораторне обладнання); 

• iдеальнi (усне й письмове мовлення, математичний апарат, навчальнi 
комп’ютернi програми, органiзуюча i координуюча дiяльнiсть викладача, 
загальна культура викладача, методи навчання й форми органiзацiї навчальної
дiяльностi студентiв тощо) [167, с. 253].

При навчаннi математичного моделювання слiд ефективно поєднувати як 
матерiальнi, так i iдеальнi засоби навчання. Наведемо приклади використання як 
матерiальних, так i iдеальних засобiв навчання математичного моделювання. 

Так, вводячи поняття “математична модель”, “математичне моделювання” на 
однiй iз вступних лекцiй, демонструємо таблицю “Види математичних моделей” за 
допомогою кодоскопа-графопроектора (матерiальний засiб навчання). За допомогою
цього технiчного засобу слiд також знайомити студентiв зi спрощеною та 
розширеною евристичними схемами дiяльностi математичного моделювання. Цi ж 
схеми можна подавати i за допомогою навчальних таблиць. 

При навчаннi математичного моделювання важливу роль вiдiграють пiдручники 
та посiбники, науково-популярна та методична лiтература. Цi засоби навчання спри
яють ефективнiй органiзацiї самостiйної роботи студентiв, особливо при вивченнi 
спецкурсу “Математичне моделювання”, написаннi курсових та квалiфiкацiйних 
робiт. 

Особливе, головне мiсце серед матерiальних засобiв навчання займають 
персональнi комп’ютери. Без використання комп’ютерiв та сучасного педагогiчного 
програмного забезпечення навчання математичного моделювання у педагогiчному 
унiверситетi не є можливим. П’ятий та шостий етапи розширеної евристичної схеми 
дiяльностi математичного моделювання виконуються тiльки за допомогою засобiв 



49

iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй. Це є яскравий приклад використання ма
терiальних (персональний комп’ютер) та iдеальних (пакети прикладних програм, 
педагогiчнi засоби GRAN, Mathematica, Derive) засобiв. Найкраще адаптованими до 
умов пiдготовки вчителя математики є педагогiчнi програмнi засоби GRAN1, GRAN
-2D, GRAN-3D, створенi пiд керiвництвом академiка М. I. Жалдака вченими Ю. В.
 Горошком та О. В. Вiтюком. Методика використання цих засобiв детально описана 
в лiтературних джерелах [59–61,63,189]. 

Серед iдеальних засобiв важливе мiсце займають органiзуюча i координуюча 
дiяльнiсть викладача, методи органiзацiї i форми навчальної дiяльностi студентiв [16
,216], а також загальна, а особливо математична культура викладачiв, компоненти 
якої описанi в роботах Г. О. Михалiна [130,131]. 

Для успiшного формування знань та вмiнь математичного моделювання у 
майбутнiх учителiв математики в межах створеної нами методичної системи 
необхiдно: 

• забезпечити усвiдомлення i прийняття студентами цiлей навчання 
математичного моделювання та необхiдностi набути вмiнь навчати цьому 
методу учнiв; 

• видiлити змiст i мiсце теоретичних знань i практичних вмiнь з математичного 
моделювання в кожнiй математичнiй дисциплiнi та методицi навчання 
математики; 

• здiйснити вiдбiр теоретичного матерiалу, що стосується математичного 
моделювання на кожному етапi навчання (в рiзних математичних дисциплiнах
, спецкурсi “Математичне моделювання”, методицi навчання математики); 

• розробити систему задач для кожного навчального предмету вiдповiдно до 
змiсту теоретичного навчального матерiалу, що вивчається, та трьох рiвнiв на
вчальних можливостей студентiв: задовiльного, достатнього та високого, до 
складу якої повиннi входити задачi прикладного та мiжпредметного змiсту; 

• розробити змiст спецкурсу, який пропонується студентам для вивчення на 
завершальному етапi навчання математичного моделювання в педагогiчному 
унiверситетi. Цей спецкурс передбачає систематизацiю, узагальнення розши
рення та поглиблення знань i вмiнь з математичного моделювання, одержаних
шляхом попереднього навчання.

Висновки до роздiлу 1
1. На сучасному етапi розвитку педагогiчної освiти назрiла необхiднiсть у 

свiдомому оволодiннi майбутнiми учителями математики методом 
математичного моделювання як методом наукового дослiдження i 
навчального пiзнання. 

2. Оволодiння методом математичного моделювання як методом наукового 
дослiдження передбачає формування знань та вмiнь математичного 
моделювання у студентiв за розширеною евристичною схемою дiяльностi 
математичного моделювання, а оволодiння методом математичного 
моделювання як навчального пiзнання — за спрощеною схемою. 

3. Аналiз галузевих стандартiв, навчальних планiв, навчальних програм з 
фундаментальних математичних дисциплiн та методики навчання математики 
показав мiсце та змiст навчання математичного моделювання у процесi 
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навчання майбутнiх учителiв математики. 
4. При навчаннi математичного моделювання найкраще використовувати 

дiяльнiсний пiдхiд. Питання добору ефективних методiв, органiзацiйних форм
та засобiв навчання доцiльно вирiшувати з врахуванням основних положень 
теорiї поетапного формування розумових дiй. 

5. Дослiдження психолого-педагогiчних передумов навчання математичного 
моделювання майбутнiх учителiв математики показало, що навчати математич
ного моделювання слiд, враховуючи їх вiковi особливостi, загальний рiвень 
розвитку, диференцiацiю навчання вiдповiдно до рiвнiв научуваностi та на
вченостi. Це забезпечить необхiднiй рiвень мотивацiї та активiзацiї навчально-
пiзнавальної дiяльностi студентiв при навчаннi математичного моделювання. 

6. Науково обґрунтована система формування вмiнь математичного 
моделювання у майбутнiх учителiв математики повинна включати в себе: 

o на основi сформульованих цiлей i завдань, визначення змiсту знань та 
вмiнь, що стосуються математичного моделювання, та його 
структурування; 

o вiдбiр методiв та прийомiв навчання, якi сприяють формуванню знань i 
вмiнь математичного моделювання; 

o добiр доцiльних форм навчання математичного моделювання; 
o використання засобiв формування знань i вмiнь математичного 

моделювання; 
o контроль i самоконтроль за рiвнем сформованостi знань i вмiнь 

математичного моделювання.
7. Потрiбна координуюча дiяльнiсть всiх математичних кафедр в прийняттi єди

ної стратегiї навчання студентiв математичного моделювання (спiльнi 
засiдання кафедр щодо координацiї робочих програм в темах, якi сприяють 
формуванню знань i вмiнь математичного моделювання, прийняття єдиного 
пiдходу щодо змiсту i методики такої роботи).
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Роздiл 2
Методика навчання математичного моделювання майбутнiх 

учителiв математики
2.1 Планування роботи викладача та структурування змiсту навчального 
матерiалу
Планування роботи викладача педагогiчного унiверситету та вчителя математики 
загальноосвiтньої школи з математичного моделювання — процес рiзностороннiй, 
який вiдображається в рiзного виду планах. Якщо розглядати процес навчання ма
тематичного моделювання майбутнiх учителiв математики, то слiд вiдмiтити, що це 
процес цiлiсний. Вiн включає в себе три складовi: 1) навчання учнiв математичного 
моделювання в школi; 2) навчання студентiв математичного моделювання у педа
гогiчному унiверситетi; 3) навчання студентiв використанню математичного 
моделювання у шкiльному курсi математики. Цi складовi взаємопов’язанi мiж собою
наступнiстю i строгою логiчною послiдовнiстю. 

Пропедевтика навчання математичного моделювання проводиться в 5–6 класах 
при розв’язаннi текстових задач арифметичними методами. Саме тут учнi вчаться 
будувати та дослiджувати числовi моделi. Методика пропедевтичного навчання ма
тематичного моделювання в 5–6 класах досить детально описана в дисертацiйному 
дослiдженнi С. М. Лук’янової [120]. 

Систематичне навчання учнiв математичного моделювання в школi слiд розпоча
ти у середнiх класах, а саме в 7 класi, де передбачене ознайомлення учнiв з методом 
рiвнянь розв’язування текстових задач. Тому загальне планування роботи вчителя з 
набуття знань та формування навичок i вмiнь математичного моделювання слiд 
розпочати саме у 7 класi. 

У 7 класi учнi починають вчити окремi курси: алгебри та геометрiї. У дiючiй 
зараз програмi для загальноосвiтнiх навчальних закладiв [186] так формулюється 
мета вивчення алгебри в 7–9 класах: “удосконалення обчислювальних навичок, 
формування в учнiв навичок виконання тотожних перетворень рiзних видiв виразiв, 
розв’язування рiвнянь i нерiвностей, засвоєння апарату рiвнянь i нерiвностей як 
основного засобу математичного моделювання прикладних задач, формування 
поняття функцiї i вивчення властивостей функцiй, зазначених у програмi, 
застосування одержаних знань i вмiнь до вивчення сумiжних предметiв (фiзики, 
хiмiї, основ iнформатики та обчислювальної технiки тощо)” [186, с. 8]. 

Вiдповiдно до цiєї мети слiд спланувати роботу з навчання математичного 
моделювання учнiв, насамперед пiд час вивчення тем “Рiвняння” (15 год, 7 клас), 
“Системи лiнiйних рiвнянь з двома змiнними” (21 год, 7 клас), “Квадратнi рiвняння”
(20 год, 8 клас), “Функцiї” (12 год, 8 клас), “Нерiвностi” (18 год, 9 клас), “Числовi 
послiдовностi” (16 год, 9 клас), “Елементи прикладної математики” (10 год, 9 клас). 
Остання тема цiлком присвячена навчанню математичного моделювання учнiв. Але,
на жаль, вона не розкриває можливостей шкiльного курсу математики для такого 
навчання в цiлому. Тому планування роботи з навчання математичного 
моделювання слiд здiйснювати дуже уважно i при плануваннi вказаних вище iнших 
тем. У додатку C наведено тематичний план з вивчення теми “Рiвняння”, який 
передбачає навчання учнiв математичного моделювання. 
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Наведений у додатках тематичний план розрахований на 17 год, а програмою на 
вивчення теми “Рiвняння” вiдведено 15 год навчального часу. Двi години до цих 
15 год вiдводимо з резервного часу. Взагалi, у програмi з алгебри для 7 класу 
видiлено 15 год як резерв навчального часу. Тому з цих годин можна iще 3–4 год 
видiлити для формування вмiнь математичного моделювання пiд час вивчення теми 
“Системи лiнiйних рiвнянь з двома змiнними”. 

Великi можливостi для формування в учнiв загальноосвiтньої школи вмiнь мате
матичного моделювання має i шкiльний курс алгебри та початкiв аналiзу. 
У програмi [186, с. 10] вказується: “засвоєння понять похiдної, первiсної, iнтеграла 
дасть змогу дослiджувати елементарнi функцiї, розв’язувати найпростiшi 
геометричнi, фiзичнi та iншi задачi прикладного змiсту”. 

У 10 класi формувати вмiння математичного моделювання в учнiв слiд пiд час 
вивчення таких тем: “Тригонометричнi функцiї”, “Степенева функцiя”, “Показнико
ва i логарифмiчна функцiї”. Пiд час вивчення цих тем доцiльно провести уроки на 
тему “Застосування властивостей функцiї до розв’язування задач прикладного 
змiсту” та, наприклад, “Показникова функцiя як математична модель реальних про
цесiв i явищ”. Пiд час таких урокiв учнi розв’язують прикладнi задачi за спрощеною 
евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання, i тому вiдбувається 
закрiплення знань i вмiнь не тiльки з теми “Показникова функцiя”, а й загальних 
вмiнь математичного моделювання. Такi уроки сприяють забезпеченню наступностi 
та систематичностi в навчаннi математичного моделювання, що в умовах шкiльного 
курсу математики, де теми, якi сприяють навчанню математичного моделювання, 
чергуються з iншими, досить важливо. Час для проведення цих урокiв можна 
видiлити частково з резервного часу, а частково з навчального часу, вiдведеного 
програмою для вивчення цих тем. Програмою передбачається, що “розв’язування 
сотень тригонометричних, логарифмiчних, показникових рiвнянь, не пов’язаних з 
будь-якими прикладними задачами — традицiя, вiд якої бажано поступово 
звiльнятися. Вивiльненi години доцiльно використовувати для розв’язування 
важливих прикладних задач” [186, с. 10]. 

У 11 класi вмiння математичного моделювання формуються пiд час вивчення 
таких тем як “Похiдна та її застосування”, “Iнтеграл та його застосування”, 
“Елементи комбiнаторики”, “Початки теорiї ймовiрностей”, “Вступ до статистики”. 

Значнi можливостi для формування вмiнь математичного моделювання має i 
шкiльний курс геометрiї. Геометрiя як наука виникла з практичних потреб 
вимiрювання земельних дiлянок. Тому при вивченнi геометричних фiгур та їх влас
тивостей математичне моделювання може стати дiєвим засобом мотивацiї навчаль
ної дiяльностi учнiв. На основi теорем, формул шкiльного курсу геометрiї можна 
будувати рiзнi математичнi моделi прикладних задач. Зокрема, слiд придiлити увагу 
формуванню вмiнь математичного моделювання пiд час вивчення таких тем: “Три
кутники” та “Геометричнi побудови” (7 клас), “Чотирикутники”, “Теорема 
Пiфагора”, “Вектори”, “Геометричнi перетворення” (8 клас), “Розв’язування 
трикутникiв”, “Многокутники”, “Площi фiгур”, “Початковi вiдомостi зi 
стереометрiї” (9 клас). 

При вивченнi у 10 класi тем “Паралельнiсть прямих i площин” та 
“Перпендикулярнiсть прямих i площин” учнiв доцiльно знайомити з елементами 
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геометричного моделювання. Вивчивши данi теми, учнi повиннi розумiти, що 
зображення просторової фiгури на площинi є геометричною моделлю цiєї фiгури, а 
отже, i її математичною моделлю [98]. Доцiльно сформувати в учнiв поняття про 
геометричне моделювання як особливий вид математичного моделювання, а саме: 
побудова зображення просторової фiгури — це такий же процес математичного 
моделювання, як i розв’язування прикладної задачi, i виконувати його можна та слiд
за однiєю i тiєю ж евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. У 
10 класi вчити математичного моделювання необхiдно також i при розглядi теми 
“Координати i вектори в просторi”. 

В 11 класi слiд продовжити формування навичок i вмiнь геометричного 
моделювання та розв’язування прикладних задач методом математичного 
моделювання пiд час вивчення тем “Многогранники”, “Тiла обертання”, “Об’єми 
тiл”, “Площi поверхонь тiл обертання”, “Комбiнацiї геометричних тiл”. Причому 
теми “Многогранники”, “Тiла обертання”, “Комбiнацiї геометричних тiл” мають 
бiльшi можливостi для формування вмiнь геометричного моделювання, а теми 
“Об’єми тiл”, “Площi поверхонь тiл обертання” — вмiнь математичного 
моделювання прикладних задач. 

В 11 класi можна також запропонувати учням факультатив “Математичне 
моделювання засобами шкiльної математики”. Мета такого факультативу — 
узагальнення i розширення знань, вмiнь з математичного моделювання. 

Сучасна школа переходить на 12-рiчний термiн навчання. Нова програма з 
математики [187] придiляє бiльше уваги навчанню математичного моделювання, 
нiж попередня. Програма для старшої школи передбачає побудову курсу 
математики на засадах застосування методу математичного моделювання. Тому 
навчання математичного моделювання повинне бути систематичним i неперервним 
пiд час вивчення кожної програмної теми курсiв “Алгебра i початки аналiзу”, 
“Геометрiя” у 10–12 класах. За новою програмою вивчення курсу алгебри i початкiв 
аналiзу слiд розпочати вступним заняттям, присвяченим методу математичного 
моделювання. На нашу думку, на цьому заняттi слiд повторити поняття 
“математична модель”, “математичне моделювання”, послiдовнiсть етапiв 
спрощеної евристичної схеми дiяльностi математичного моделювання, познайомити
учнiв з методом застосування фундаментальних законiв природи до побудови 
математичних моделей. Це заняття повинне забезпечити зв’язок у системi навчання 
математичного моделювання в основнiй та старшiй школi. 

Щодо основної школи, то навчання математичного моделювання слiд розпочати 
за новою програмою також у 7 класi пiд час вивчення в курсi алгебри теми “Лiнiйнi 
рiвняння з однiєю змiнною”. Програма передбачає розгляд питання “Рiвняння як ма
тематична модель задачi” [187, с. 18]. На жаль, за новою програмою час для 
вивчення зазначеної теми скорочено до 9 год. На нашу думку, у тематичному планi, 
наведеному у додатку C, слiд запланувати уроки № 7, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 17. 
Продовжити формування знань та вмiнь з математичного моделювання слiд пiд час 
вивчення теми “Функцiї” (7 клас, 10 год), яка передбачає розгляд питання “Функцiя 
як математична модель реальних процесiв”. Роботу з навчання математичного 
моделювання за новою програмою слiд планувати при вивченнi всiх тем, 
перерахованих при розглядi питання такого планування за нинi дiючою програмою. 
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Прикро, але доводиться констатувати зменшення кiлькостi годин, що вiдводяться на
вивчення цих тем. Це обмежує час, який можливо видiлити на формування знань та 
вмiнь математичного моделювання. 

Продовження формування вмiнь математичного моделювання у майбутнiх 
учителiв має вiдбутися у педагогiчному унiверситетi пiд час вивчення практично 
всiх математичних дисциплiн i курсу “Методика навчання математики”. 

Робота з навчання математичного моделювання планується кожним викладачем 
окремо в робочiй програмi з навчальної дисциплiни, яку вiн викладає. Робочi 
програми складаються у вiдповiдностi з навчальними програмами, затвердженими 
Радою унiверситету. На сьогоднiшнiй день складено новi програми з математичних 
дисциплiн, якi вивчаються у педагогiчних унiверситетах. Цi програми складено 
вiдповiдно до галузевих стандартiв [37]. Лише деякi програми передбачають на
вчання математичного моделювання. Так, зокрема, у програмi “Диференцiальнi 
рiвняння” [231] зазначено: “Роздiл ПП. 10.03 програми передбачає знайомство 
студентiв з побудовою та дослiдженням математичних моделей за допомогою дифе
ренцiальних рiвнянь. Важливим є те, що теорiя диференцiальних рiвнянь є могутнiм 
засобом пiзнання явищ реального свiту. Вивчення процесу чи явища математичними
методами починається iз складання математичної моделi. Дослiджуючи рiвняння, 
якi описує певний реальний процес, можна всебiчно вивчити цей процес i на основi 
знайдених результатiв прогнозувати новi якiснi характеристики того чи iншого яви
ща. Математичнi методи розв’язування диференцiальних рiвнянь залежать лише вiд 
типу цього рiвняння i зовсiм не залежать вiд конкретної природи явища, якому це 
рiвняння вiдповiдає. Зазначена особливiсть математичних методiв дає змогу засто
совувати їх пiд час дослiдження рiзних за своєю природою процесiв...” [231, с. 4]. 
Роздiл цiєї програми, присвячений математичному моделюванню, має такий вигляд 
(ПП — професiйна та практична пiдготовка [37]). 

ПП. 10.03 Математичнi моделi та диференцiальнi рiвняння
Основнi поняття. Математична модель. 
Основнi вмiння. Алгоритм побудови математичної моделi. 

ПП. 10.03.01 Поняття математичної моделi. Обчислювальний експеримент 
Математичне моделювання. Основнi етапи складання i дослiдження 
математичної моделi. Обчислювальний експеримент як метод наукового 
дослiдження. 

ПП. 10.03.02 Застосування звичайних диференцiальних рiвнянь до розв’язування 
задач науки та технiки 
Розв’язування та дослiдження задач геометрiї, механiки, фiзики, технiки, 
бiологiї, економiки, якi приводять до диференцiальних рiвнянь. 

ПП. 10.03.03 Застосування диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними до 
дослiдження процесiв реальної дiйсностi 
Задача Кошi i мiшанi задачi для рiвняння коливання струни i для рiвняння 
теплопровiдностi. Крайовi задачi для рiвняння Лапласа. [Задача Кошi i мiшанi 
задачi для рiвнянь гiперболiчного та параболiчного типу.] [Крайовi задачi для 
рiвнянь елiптичного типу.] [231, с. 4]

Навчальна програма з дисциплiни “Методи обчислень” також придiляє достатню 
увагу математичному моделюванню. “Мета курсу “Методи обчислень” — 



55

сформувати у студентiв поняття про чисельнi методи розв’язування прикладних 
задач, математичне моделювання i обчислювальний експеримент, методи оцiнки 
точностi одержуваних результатiв” [233, с. 1]. На жаль, програми з iнших 
математичних дисциплiн не мiстять окремо роздiлiв чи тем з математичного 
моделювання. Це є, звичайно, недолiком цих програм. I подолати його можна, 
передбачивши навчання математичного моделювання у робочих програмах 
викладачiв. Наприклад, фрагмент робочої програми з “Аналiтичної геометрiї” з 
елементами математичного моделювання для роздiлу “Конiчнi перерiзи: елiпс, 
гiпербола, парабола” наведено у додатку D. 

Особливу роль при формуваннi вмiнь математичного моделювання вiдiграють 
спецкурси. Адже на цих спецкурсах закрiплюються, систематизуються, 
узагальнюються, розширюються i поглиблюються знання та вмiння майбутнiх 
учителiв з математичного моделювання. При складаннi робочої програми такого 
спецкурсу слiд врахувати, що основним змiстом повиннi бути питання загальної 
методологiї математичного моделювання, а методи алгебри, геометрiї чи 
математичного аналiзу — засобом побудови математичних моделей. У п. 2.4 
запропонована робоча програма спецкурсу “Математичне моделювання”, 
прочитаного нами в 2002–2005 н. р. в НПУ iменi М. П. Драгоманова. 

У системi навчання майбутнiх учителiв слiд навчити студентiв планувати роботу 
з навчання математичного моделювання учнiв. Це завдання повинно бути ре
алiзовано в навчальнiй дисциплiнi “Методика навчання математики”. У робочiй 
програмi з загальної методики слiд видiлити тему “Формування вмiнь 
математичного моделювання в учнiв у процесi вивчення шкiльного курсу 
математики”, розглянувши при цьому такi питання: 

1. Розвиток поняття “математична модель” у шкiльному курсi математики. 
2. Спрощена евристична схема дiяльностi математичного моделювання та 

методика оволодiння нею учнями. 
3. Можливостi шкiльних курсiв алгебри та геометрiї для навчання 

математичного моделювання. 
4. Планування роботи з навчання учнiв математичного моделювання. 
5. Методика проведення урокiв з елементами математичного моделювання. 
6. Контроль та оцiнка знань та вмiнь учнiв з математичного моделювання.
Оскiльки даний роздiл стосується саме планування роботи з навчання 

математичного моделювання майбутнiх учителiв математики, то розкриємо 
детальнiше питання про навчання студентiв плануванню роботи з учнями з 
математичного моделювання. 

На лабораторному заняттi слiд розглянути складання тематичного плану з деякої 
теми з елементами математичного моделювання. За зразок можна використати наве
дений нами тематичний план з теми “Рiвняння”. Як домашнє завдання, студентам 
слiд запропонувати складання тематичного плану з тих тем, якi найбiльше сприяють
навчанню математичного моделювання (вони також перерахованi нами на початку 
роздiлу). На наступному лабораторному заняттi слiд запропонувати студентам 
зробити зведений тематичний план, куди внести перелiк всiх тем шкiльних урокiв з 
математики, на яких навчають математичного моделювання. Навчальне значення 
такого плану полягає в тому, що студенти в цiлому одержать уявлення про 
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послiдовнiсть i систему в навчаннi учнiв математичного моделювання в межах 
шкiльного курсу математики [183]. 

Планування роботи викладача унiверситету з математичного моделювання в 
межах тiєї чи iншої дисциплiни носить творчий характер, але має загальнi зако
номiрностi, якi слiд враховувати при складаннi робочих програм, що передбачають 
навчання математичного моделювання в межах окремої математичної дисциплiни. 
До них вiдносять: 

• наступнiсть та послiдовнiсть у навчаннi математичного моделювання, 
оскiльки ця робота не може носити епiзодичний характер; 

• органiчне поєднання основної теми лекцiї чи практичного заняття з 
необхiднiстю її практичного застосування через математичне моделювання (
навчання математичного моделювання не повинно бути самоцiллю i 
проводитися на надуманих, далеких вiд реальностi прикладах); 

• доступнiсть (математичнi моделi повиннi розглядатися на вiдомому 
теоретичному матерiалi); 

• прикладну спрямованiсть навчання математичного моделювання в системi 
будь-якої дисциплiни.

2.2 Вивчення теоретичного матерiалу, пов’язаного з математичним 
моделюванням
Математична освiта майбутнього вчителя математики не повинна обмежуватися 
тiльки сучасним i строгим викладом математичної теорiї, а i формувати уявлення 
про зв’язок її з практикою, про її необмеженi можливостi у пiзнаннi оточуючого нас 
свiту. Побудова та дослiдження математичних моделей у процесi вивчення 
унiверситетських курсiв математики сприятиме не тiльки свiдомому засвоєнню ма
тематичних знань, а i розумiнню мiсця математики у системi наук та її ролi у 
пiзнаннi оточуючої дiйсностi. Разом з тим, майбутнiй учитель математики матиме 
можливiсть познайомитися з одним iз ефективних наукових методiв сучасної мате
матики — методом математичного моделювання та оволодiти цим методом. 

Навчати математичного моделювання необхiдно пiд час вивчення кожної 
математичної дисциплiни зокрема, а не лише вивчаючи окрему дисциплiну 
“Математичне моделювання”, як пропонували деякi викладачi в ходi констатуючого
експерименту. На нашу думку, найбiльш ефективною є така послiдовнiсть етапiв у 
системi навчання математичного моделювання: 

1. Вступнi лекцiї з математичного моделювання, на яких мотивується 
необхiднiсть оволодiння методом математичного моделювання, вводяться поняття 
“математична модель”, “математичне моделювання”, дається спрощена евристична 
схема дiяльностi математичного моделювання, наводяться приклади розв’язування 
задач за спрощеною евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. 

2. Лекцiї, практичнi, семiнарськi, лабораторнi заняття (з кожної конкретної 
математичної дисциплiни) з елементами математичного моделювання, тобто 
розглядається застосування матерiалу, що вивчається, до розв’язання конкретних 
практичних проблем через математичне моделювання, або ж показується виконання 
теоретичних положень на конкретних математичних моделях (у проективнiй 
геометрiї, наприклад). 
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3. Написання курсових, квалiфiкацiйних, наукових робiт з кожної окремої 
дисциплiни з елементами математичного моделювання. 

4. Спецкурси з математичного моделювання. Такi спецкурси, як правило, 
проводяться на 4–5-му курсi, i їх метою є не лише формування навичок i вмiнь з 
математичного моделювання, а їх поглиблення, вдосконалення та пiднесення на 
творчий рiвень на базi тих знань, навичок i вмiнь, якi отриманi у процесi 
попереднього вивчення всiх математичних дисциплiн. Дається розширена 
евристична схема дiяльностi математичного моделювання, i приклади задач, що 
розв’язуються за цiєю схемою. 

5. Лекцiї, семiнарськi, лабораторнi заняття з методики навчання математики. 
Особливiсть цих занять полягає в тому, що основне завдання, яке слiд тут ре
алiзувати, — це не оволодiння методом математичного моделювання, а формування 
навичок та вмiнь навчання математичного моделювання iнших — майбутнiх учнiв. 

Розглянемо детальнiше тi теоретичнi аспекти математичного моделювання, на якi
слiд обов’язково звернути увагу, щоб забезпечити виконання вказаної послiдовностi
етапiв. 

Вступнi лекцiї з математичного моделювання, як зазначалося ранiше, повиннi бу
ти прочитанi в I семестрi на першому курсi, або пiд час вивчення дисциплiни “Вступ
до спецiальностi”, або однiєї з навчальних дисциплiн “Аналiтична геометрiя”, 
“Лiнiйна алгебра”, “Математичний аналiз” за домовленiстю викладачiв. На нашу 
думку, найкраще це робити пiд час вивчення “Математичного аналiзу”, тому що 
матерiал, який розглядається на перших лекцiях, а це “Функцiї однiєї змiнної та їх 
властивостi”, має широке практичне застосування. 

З досвiду роботи слiд зауважити, що вступних лекцiй повинно бути не менше 
двох (цiєї кiлькостi навчального часу цiлком досить, щоб студенти ознайомилися з 
основними поняттями, зрозумiли послiдовнiсть етапiв евристичної схеми математи
чного моделювання). Ми не вважаємо за доцiльне викладати повний змiст цих 
лекцiй цiлком, але все ж на основнi теоретичнi положення звернемо увагу. 

Змiст лекцiї № 1 “Математичне моделювання як метод наукового дослiдження 
навколишнього свiту” передбачає розгляд таких питань: 

1. Реальнi процеси та їх вiдображення математикою. 
2. Математичнi моделi серед iнших моделей: 1) моделi та їх види; 2) означення 

математичної моделi, основнi види математичних моделей. 
3. Математичне моделювання як науковий метод. Евристична схема дiяльностi 

математичного моделювання.
Змiст лекцiї № 2 “Методи математичного моделювання” може бути таким: 

1. Метод використання фундаментальних законiв фiзики, бiологiї, розвитку 
суспiльства. 

2. Методи варiацiї — знаходження оптимального розв’язку. 
3. Метод унiверсальностi. 
4. Метод аналогiй.

Змiст вказаних лекцiй повинен бути доступний студентам i цiкавий як студентам, 
якi зi школи незнайомi з математичним моделюванням, так i студентам, якi мають 
певнi уявлення i навички математичного моделювання. 
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Доступнiсть змiсту вказаних лекцiй забезпечується розглядом тих прикладiв, 
математичними моделями яких є рiвняння, системи рiвнянь, функцiї та похiднi 
функцiй, геометричнi фiгури i т. д., тобто математичнi образи, вiдомi майбутнiм 
учителям зi шкiльного курсу математики. 

Розкриваючи перед студентами питання 1 лекцiї № 1 “Реальнi процеси та їх 
вiдображення математикою”, слiд зазначити наступне: “Процес пiзнання реального 
свiту є складним. Шлях вдосконалення наших знань необмежений i, незважаючи на 
те, що вiн привiв нас до вiдкриття багатьох законiв природи i до побудови картини 
свiту, ми є свiдками нових вiдкриттiв, нового проникнення у не досить вивченi, а 
часом i зовсiм невiдомi сторони навколишнього свiту. При цьому завжди виявляєть
ся, що глибоке проникнення у суть явищ дозволяє вiдкривати численнi можливостi 
використання знайдених закономiрностей для найрiзноманiтнiших галузей людської
дiяльностi. Кiлькiснi вiдношення i просторовi форми притаманнi будь-якому реаль
ному процесу i математика, вивчаючи їх, встановлює рiзноманiтнi зв’язки у цих 
процесах, формулюючи їх у виглядi логiчних висловлювань, записаних мовою 
символiв. 

Наука починається iз спостережень, в процесi яких створюється початковий запас
iнформацiї i використання математики носить досить примiтивний характер. Потiм 
з’являються намагання пояснення явища чи процесу i створення початкової теорiї, 
яка далi перевiряється шляхом нових спостережень, а якщо можливо, то i 
експериментiв. У подальшому на певному етапi виникає об’єктивна необхiднiсть у 
серйознiй математичнiй обробцi наявного наукового матерiалу. Вiдбувається так зва
ний процес математизацiї знань, який приводить з необхiднiстю до якiсного стрибка
у розвитку заданої галузi людського знання. 

Особливiстю розвитку науки у другiй половинi XX ст. є значне розширення 
сфери математизацiї. Взаємозв’язок експериментальних дослiджень i математичних 
методiв виявився плiдним на широкому фронтi технiчних, бiологiчних i 
економiчних наук, виробництвi. Проникнення математичних методiв у тi галузi 
знань, де вони ранiше взагалi не застосовувалися, означає, що математика стає 
основою наукового i технiчного прогресу в цiлому, тобто стає виробничою силою 
розвитку суспiльства. Звернемося до прикладiв. 

У 1908–1922 р.р. науковий спiвробiтник Копенгагенської телефонної компанiї К.
 Ерланг (1878–1922), працюючи над розрахунками пропускної спроможностi те
лефонної мережi, зумiв побудувати принципово нову математичну схему. Ця схема 
дозволила враховувати як випадковостi, характернi для надходження телефонних 
викликiв, так i випадкову тривалiсть розмов абонентiв по телефону. Природно, що 
для математичного опису подiбних задач було залучено апарат теорiї ймовiрностей, 
модифiкований у вiдповiдностi з особливостями “телефонних” задач. Протягом 
короткого часу з цих дослiджень з’явилася математична теорiя масового 
обслуговування (теорiя черг). Галузь дiї цiєї теорiї у наш час досить широка. Задачi, 
якi приводять до аналогiчних математичних схем, виявилися на транспортi, у 
торгiвлi та постачаннi, в органiзацiї виробництва, в роботi складних електронних 
систем. Теорiя з успiхом розвивається, освоюючи рiзноманiття ситуацiй: системи з 
очiкуванням, з втратами заявок, з обмеженою кiлькiстю мiсць очiкування i т. iн. 
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Для багатьох галузей сучасної математики легко прослiдкувати їх походження з 
реально iснуючих технiчних, фiзичних, економiчних, вiйськових та iнших ситуацiй. 
Такими є теорiя керуючих систем, теорiя iнформацiї, дослiдження операцiй та iншi, 
якi об’єднують назвою “математична кiбернетика”. Математичнi теорiї, якi постали 
з практики розробки та експлуатацiї обчислювальних машин, самим своїм змiстом 
пiдтверджують практичне походження своїх елементiв. 

Однак змiст математики не вичерпується її застосуваннями i поповнюється не 
тiльки елементами, якi доводиться вводити при розв’язуваннi практичних задач. 
Iсторiя математики i її сучасна практика засвiдчує появу нових понять i навiть цiлих 
теорiй як результат логiчного розвитку математичних мiркувань, тобто самої мате
матики як науки. Слiд зауважити, коли навiть математичний результат з’явився i 
увiйшов у науку внаслiдок логiчного розвитку певних теоретичних понять, його нiяк
не можна тлумачити тiльки як витвiр вiльної гри розуму, не пов’язаної з практикою 
людської дiяльностi. Наприклад, комплекснi числа було введено в математику як 
оперативний засiб для розв’язування рiвнянь. Вся їх початкова iсторiя наповнена 
спробами вiдшукати їх реальну iнтерпретацiю, що було знайдено вперше на шляху 
геометричного їх тлумачення. Зв’язок комплексних чисел з практикою 
пiдтверджується їх численними застосуваннями, зокрема при розв’язуваннi задач 
електротехнiки, теорiї пружностi, аеродинамiки i т. д. 

Для кожного теоретичного результату можна знайти його походження з 
практичної дiяльностi людей. Щоправда, ланцюг логiчних мiркувань, якi привели до
розглядуваного результату, може виявитися занадто довгим. Однак рано чи пiзно 
розкриваються застосування або схожi, близькi до практики, iнтерпретацiї. I навiть у
тих випадках, коли судження про математичний результат поки що залишаються на 
стадiї теоретичного розгляду, справедливо, що цей результат наукової творчостi є 
усвiдомлено необхiдним, бо визначається прийнятою логiкою та спирається на 
вихiднi поняття та висловлювання, взятi з практики. 

Реальнi процеси та об’єкти бувають настiльки багатограннi i складнi, що 
найкращим способом їх вивчення часто є побудова моделi, що вiдображає лише 
якусь грань реальностi i тому є набагато простiшою, нiж ця реальнiсть. Найчастiше 
цi моделi будують математичними методами i засобами. Багатовiковий досвiд 
розвитку науки довiв на практицi плiднiсть такого пiдходу. Практично в усiх науках 
про природу та суспiльство побудова та дослiдження моделей засобами математики 
є вагомим знаряддям пiзнання. Поговоримо про моделi та їх побудову детальнiше.” 

На цьому завершується виклад першого питання лекцiї 1, який мав за мету: 
• показати, що математика як наука виникла з потреб розв’язання практичних 

проблем i розвивається, досягнувши досить високого рiвня абстрактностi для 
задоволення цих потреб, тобто бiльшiсть роздiлiв математики мають 
практичне застосування: безпосередньо чи опосередковано; 

• мотивувати необхiднiсть знання про те, як же саме вiдбувається зв’язок 
математики та iнших наук з практикою. Це вiдбувається шляхом побудови та 
дослiдження моделей, засобом побудови яких є математичнi методи.

Друге питання лекцiї 1 “Математичнi моделi серед iнших моделей” передбачає 
розгляд у двох послiдовних напрямах: 

1. моделi та їх види; 
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2. означення математичної моделi, основнi види математичних моделей.
Цi питання можна подати студентам, наприклад, так: “З поняттям “модель” ви 

зустрiчалися з дитинства (тут студентам можна поставити питання “Де ви 
зустрiчалися з поняттям “модель”?”). Iграшковi автомобiль, лiтак чи кораблик для 
багатьох були улюбленими iграшками, такими ж як плюшевий ведмедик чи лялька. 
У розвитку дитини, у процесi пiзнання нею навколишнього свiту такi iграшки, що є, 
по сутi, моделями реальних об’єктiв, вiдiграють важливу роль. У пiдлiтковому вiцi 
для багатьох захоплення автомоделюванням, судномоделюванням, власним 
створенням iграшок, подiбних до реальних об’єктiв, мало великий вплив на вибiр 
життєвого шляху. 

Що ж таке модель? Що спiльного мiж iграшковим корабликом i малюнком на 
монiторi комп’ютера, що вiдображає складну математичну абстракцiю? I все ж 
спiльне є: i в тому, i в iншому випадку ми маємо образ реального об’єкта чи явища, 
“замiнника” деякого “оригiналу”, що вiдтворює його з тiєю чи iншою достовiрнiстю 
i детальнiстю. Iншими словами: модель є представленням об’єкта в деякiй формi, 
вiдмiннiй вiд форми його реального iснування. Французьке слово mod`ele походить 
вiд латинського modus (зразок) [45, с. 213]. При побудовi моделей використовують 
два рiзних шляхи. Модель може бути подiбною копiєю об’єкта, виконаною з iншого 
матерiалу в iншому масштабi з вiдсутнiстю ряду деталей. Наприклад, iграшковий 
кораблик, лiтак, будинок з кубикiв i багато iнших натурних моделей. Однак модель 
може i вiдображати реальнiсть бiльш абстрактно — словесним описом у довiльнiй 
формi, описом, формалiзованим за якимись правилами, математичними 
спiввiдношеннями. Розглянемо види моделей, що застосовуються у прикладних га
лузях (схема 2.1). 

Схема 2.1: Види моделей

Речовими моделями часто просто називають моделi: авiамоделi, автомоделi, 
макети мiст, рiзних технiчних установок. 



61

У символiчних моделях фiксацiя, побудова, опис об’єкта чи явища даються тiєю 
чи iншою мовою. Прикладами символiчних моделей є рiвняння, системи рiвнянь, 
креслення виробу, схема технологiчної обробки, географiчнi карти, опис, даний 
розмовною мовою. Математичнi моделi — комплекси математичних залежностей, 
що вiдображають суттєвi характеристики явищ, що вивчаються. Можна дати i таке 
означення математичної моделi: Математична модель — наближений опис будь-
якого класу явищ навколишнього свiту за допомогою математичної символiки [235,
 с. 574]. 

Математичнi моделi можуть бути аналiтичними чи iмiтацiйними. При 
використаннi аналiтичних моделей процеси, явища, об’єкти навколишнього свiту 
описуються у виглядi функцiональних спiввiдношень (алгебраїчних, 
диференцiальних, iнтегральних i т. д.) або логiчних умов. Аналiтична модель може 
дослiджуватися одним з таких способiв: 

• аналiтично — коли одержуються в явному виглядi залежностi для шуканих 
величин; 

• чисельно — коли, не маючи розв’язкiв рiвняння в загальному виглядi, 
застосовують засоби обчислювальної технiки, щоб одержати числовi 
результати при конкретних початкових даних; 

• якiсно — коли, не маючи розв’язку в явному виглядi, можна знайти деякi 
властивостi розв’язкiв, наприклад, оцiнити стiйкiсть розв’язку.

Iмiтацiйне математичне моделювання виконується за допомогою ЕОМ i нагадує 
експеримент. Звiдси його переваги: 1) наочнiсть результатiв моделювання; 2)
 можливiсть моделювання навiть у тих випадках, коли аналiтичнi методи або 
вiдсутнi, або (через складнiсть системи) не дають необхiдних результатiв [209]. 

Надалi, вивчаючи алгебру, геометрiю, математичний аналiз, ми будемо в 
основному будувати i дослiджувати аналiтичнi математичнi моделi. Iмiтацiйнi 
математичнi моделi розглядаються пiд час вивчення курсу “Iнформатика”.” 

Розглянувши питання 2 лекцiї 1, зауважимо, що означення математичної моделi 
слiд вибрати досить просте i зрозумiле студентам, таблиця “Види моделей” дещо 
спрощена порiвняно з таблицею “Види моделювання”, даною в п. 1.1. Але 
використання такої таблицi дидактично доцiльне, тому що показує мiсце 
математичних моделей серед iнших моделей i видiляє два основних види 
математичних моделей: аналiтичнi та iмiтацiйнi. В iнформацiйний змiст питання 2 
можна також включити пояснення щодо навчальних математичних моделей, 
означивши їх так, як це робить в “Українському педагогiчному словнику” С.
 Гончаренко [45, с. 215]. Це означення особливо корисне тим для майбутнiх учителiв
математики, що розкриває, якi саме моделi можуть бути навчальними i 
використовуватися ними в майбутнiй професiйнiй дiяльностi. 

Питання 3 лекцiї 1 “Математичне моделювання як науковий метод. Евристична 
схема дiяльностi математичного моделювання” доцiльно розкрити так: “Якщо роз
глядати математичне моделювання як науковий метод, то спочатку слiд з’ясувати, 
що ж таке математичне моделювання? (Доцiльно поставити це питання перед 
студентами, i, як правило, на нього дають вiдповiдь: “Математичне моделювання — 
процес побудови математичної моделi”.) Тут слiд пояснити, що такий пiдхiд до 
розумiння поняття “математичне моделювання” дуже вузький i взагалi 
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неправильний. “Математичне моделювання — це процес встановлення 
вiдповiдностi даному реальному об’єкту деякого математичного об’єкта, що 
називається математичною моделлю” [195]. Саме так дає вiдповiдь на це питання 
академiк О. А. Самарський — один з оновоположникiв сучасної методологiї 
математичного моделювання. Хоч на даному етапi навчання це можна сказати i так: 
“Математичне моделювання — це процес побудови та дослiдження математичної 
моделi деякої нематематичної задачi”. Математичне моделювання як науковий 
метод передбачає виконання певної послiдовностi етапiв, яку називають 
“евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання”. Ця схема виглядає 
так. 

1. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Видiляється об’єкт дослiдження та 
галузь науки, до якої вiн належить чи спираючись на яку можна об’єкт вивчати 
разом iз системою його зовнiшнiх взаємозв’язкiв. 

2. Побудова математичної моделi. На цьому етапi вiдображаються в 
математичнiй формi найважливiшi властивостi об’єкта, закони, яким вiн пiдлягає, 
зв’язки, притаманнi його складовим частинам, формулюється вiдповiдна об’єкту 
математична задача. 

3. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Розв’язується 
поставлена у попередньому пунктi 2 математична задача методами елементарної чи 
вищої математики. 

Рис. 2.1: Iлюстрацiя до задачi 2.1
4. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 

дослiджується. Розглядається питання про повноту результатiв моделювання з 
метою їх практичного застосування та подальшого вдосконалення моделi, тобто її 

перевiрки  на адекватнiсть за такими ознаками, якi були вiдiбранi як 
значущi. 

Таку схему дiяльностi математичного моделювання називають спрощеною. 
Розв’яжемо методом математичного моделювання наступну задачу. 
Задача 2.1. По колу у протилежних напрямах рухаються два тiла: перше — 
рiвномiрно з лiнiйною швидкiстю v, а друге — рiвноприскорено з лiнiйним 
прискоренням a. У початковий момент часу обидва тiла знаходилися в однiй точцi A
i швидкiсть другого дорiвнювала нулю. Через який час вiдбудеться перша зустрiч 
цих тiл, якщо друга зустрiч буде знову в точцi A?
Розв’язання. I. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Тiла починають свiй рух 
одночасно з однiєї i тiєї ж точки A. Зустрiнуться вони, при умовi руху в 
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протилежних напрямах, через однаковий промiжок часу, коли пройдуть разом 
вiдстань, яка дорiвнює довжинi кола C = 2 R. Вiдповiдно до законiв фiзики: при 

рiвномiрному русi S = vt, та при рiвноприскореному S = . 
II. Побудова математичної моделi. Позначимо через t1 час до першої зустрiчi тiл

, а через t2 — час до другої зустрiчi, через R — радiус кола. За час t1 перше тiло 

пройде шлях vt1, а друге — шлях . Сума цих шляхiв дорiвнює довжинi кола (рис. 2
.1), тобто 

(2.1)

За час t2 кожне тiло пройшло один i той же шлях, рiвний довжинi кола, отже 

Виключивши звiдси t2, знайдемо R = . Пiдставивши значення R в рiвняння (2.1), 
одержуємо квадратне рiвняння вiдносно шуканої величини t1: 

(2.2)

що i є математичною моделлю поставленої задачi. Формулюємо математичну 
задачу: “Знайти коренi квадратного рiвняння (2.2).” 

III. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Розв’язуємо 
квадратне рiвняння 

вiдносно t1: 

IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 
дослiджується. Ми одержали два значення t1, причому одне з них t1' = 
вiд’ємне i тому не може бути розв’язком задачi. Отже, тiла зустрiнуться через час t1 
= . В умовi не вказано розмiрнiсть, тому будемо вважати, вiдповiдно до 

мiжнародної системи СI, що t1 вимiрюється у секундах. Отже, через  (сек) 
тiла зустрiнуться.”

Пiд час розгляду питання 3 студентiв знайомлять лише зi спрощеною 
евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. У процесi вивчення 
математичних дисциплiн ця схема може розширюватися. Так, вже в серединi 
першого семестру можна додати пункт “Реалiзацiя математичної моделi засобами 
iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй”, що передбачає розв’язання поставленої 
в пунктi II математичної задачi за допомогою сучасних програмних засобiв, 
наприклад, GRAN1, GRAN-2D чи iнших. Цiлком розширену евристичну схему слiд 
давати або на спецкурсах з математичного моделювання, або пiд час вивчення такої 
математичної дисциплiни як “Методи обчислень”. Цiлий ряд прикладних задач 
цього курсу можна розв’язати також за розширеною евристичною схемою 
дiяльностi математичного моделювання, тому дати її студентам слiд на одному з 
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перших лекцiйних занять “Методiв обчислень”, а пiд час вивчення спецкурсiв цю 
схему слiд закрiпити i подальша дiяльнiсть математичного моделювання студентами
повинна здiйснюватися за цiєю схемою. 

На лекцiї ми не пояснюємо, чому саме дiяльнiсть математичного моделювання є 
евристичною. Це доцiльно зробити при вивченнi курсу “Методика навчання 
математики”. 

Лекцiя № 2 “Методи математичного моделювання” має за мету ознайомити 
студентiв з основними, найпоширенiшими методами математичного моделювання, 
розглянувши конкретнi приклади задач, якi розв’язуються за спрощеною 
евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. На початку лекцiї 
необхiдно зробити зауваження, що математичне моделювання — творчий процес i 
готових рецептiв, як поступати в кожному конкретному випадку, немає i бути не 
може, але загальнi закономiрностi iснують i знати їх майбутнi вчителi повиннi. 
Успiх в математичному моделюваннi визначається загальним розвитком та обсягом 
математичних знань, якими володiє людина. 

Описанi в лекцiї методи математичного моделювання найбiльш простi, доступнi i
зрозумiлi студентам на основi тих знань з математики, якими вони володiють, але 
ними не вичерпуються всi методи математичного моделювання. Вивчаючи матема
тичнi дисциплiни, майбутнi вчителi розширять свої знання про методи побудови 
математичних моделей. До них належать як методи кожної окремої науки, 
наприклад, симплекс-метод в алгебрi, так i загальнi методи, наприклад, метод 
“iєрархiчного ланцюга”. До методiв побудови математичних моделей обов’язково 
слiд повернутися на спецкурсах. Там знання студентiв про рiзнi методи 
математичного моделювання будуть розкритi в усiй повнотi та узагальненi при 
розв’язаннi досить складних творчих задач. 

Зi вступних лекцiй розпочинається оволодiння майбутнiми вчителями методом 
математичного моделювання. Наступним кроком є лекцiї та практичнi заняття з 
математичних дисциплiн з елементами математичного моделювання. Теоретичний 
матерiал повiдомляється студентам в основному пiд час лекцiй. Використання 
елементiв математичного моделювання на лекцiях значно пiдвищує iнтерес до 
математики. Розгляд математичних моделей в навчальному процесi виховує вмiння 
проникати у суть явищ природи, помiчати закономiрностi у навколишньому свiтi. 
Розв’язування практичних задач допоможе на реальних явищах бачити тi 
математичнi поняття i методи, якi вивчаються в курсi, навiть за загальними 
поняттями бачити конкретнi образи, реальний змiст i метод пiзнання, нехай навiть i 
в найпростiшiй формi. Ця обставина дуже суттєва, бо правильне уявлення про 
формування математичних понять має виключне значення для формування 
методологiчних поглядiв молодi. Саме при розглядi математичних моделей можна 
проiлюструвати студентам суть процесу пiзнання, яку висловлено у вiдомiй 
ленiнськiй фразi: “Вiд живого споглядання до абстрактного мислення i вiд нього до 
практики — такий дiалектичний шлях пiзнання iстини, пiзнання об’єктивної 
реальностi” [114, с. 142]. 

Лекцiї з елементами математичного моделювання — це лекцiї проблемного 
навчання, коли конкретна задача породжує проблемну ситуацiю, служить стимулом 
для розширення теоретичних знань i, зрештою, для вирiшення проблемної ситуацiї. 
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Такi лекцiї можна описати схемою 2.2 [222, с. 56]. 
Загальне завдання навчання математичним дисциплiнам у педагогiчному 

унiверситетi — це навчання математичнiй дiяльностi. Дiяльнiсть математичного 
моделювання є складовою математичної дiяльностi. А. А. Столяр зазначав: “... 
навчання математичнiй дiяльностi є активним навчанням математики. Це означає, 
що ми повиннi навчати учнiв не заучувати готовий матерiал, а вiдкривати 
математичнi iстини (вiдкривати для себе те, що вже вiдкрито в науцi), логiчно 
органiзовувати здобутий дослiдним шляхом математичний матерiал (хоч вiн уже i 
органiзований у науцi) i, нарештi, застосовувати теорiю в рiзних конкретних 
ситуацiях.” [222, с. 56]. 

Важлива педагогiчна проблема полягає у визначеннi доцiльного спiввiдношення 
трьох стадiй математичної дiяльностi на рiзних етапах навчання. Перша та третя 
стадiї математичної дiяльностi (математизацiя ситуацiї та застосування теорiї) не 
менш важливi, нiж друга (логiчна побудова теорiї), як у науковому дослiдженнi, так 
i особливо у навчаннi. Навчання, яке ведеться чисто дедуктивно, тобто враховує 
тiльки одну з цих стадiй, за висловом вiдомого французького математика Г. Шоке, є 
безплiдним i калiчащим [222, с. 56]. Це необхiднi стадiї i на їх рiвнi утворюються 
новi структури i переходять вiд одного рiвня мислення до iншого. Лекцiї 
проблемного навчання (викладу та засвоєння) математичним дисциплiнам з 
елементами математичного моделювання є прикладом вдалого спiввiдношення всiх 
трьох стадiй математичної дiяльностi. 
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Схема 2.2: Структура лекцiї проблемного навчання з елементами математичного 
моделювання
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Окрiм таких лекцiй, є ще лекцiї повiдомлення нових знань з математичних 
дисциплiн, теж з використанням елементiв математичного моделювання. Але 
математичне моделювання полягає тут у виборi математичної моделi та 
iнтерпретацiї на нiй тих теоретичних фактiв, якi викладенi у виглядi тверджень у 
рамках якоїсь конкретної теорiї, але буває, що тi чи iншi поняття вводять вiдразу на 
моделях, а потiм роблять загальнi висновки. Так, при вивченнi основ геометрiї М. I.
 Лобачевського спочатку формулюються основнi означення, теореми, теореми 
доводяться, а потiм будуються рiзнi моделi площини Лобачевського: Бельтрамi, 
Пуанкаре, Келi–Клейна i на них показують виконання цих теоретичних положень [
199,239]. А при вивченнi проективної геометрiї багато фактiв демонструються 
спочатку на моделях, а вже потiм робляться загальнi висновки. Так, наприклад, при 
введеннi проективної системи координат на прямiй спочатку вводять систему 
координат в пучку прямих, який є моделлю проективної прямої, а потiм приходять 
до висновку, що довiльна пара чисел, окрiм нульової, визначає деяку пряму в пучку 
[165, с. 125], [198,200]. 

Ще однiєю важливою складовою в системi навчання майбутнiх учителiв матема
тики математичного моделювання є написання курсових робiт, квалiфiкацiйних 
робiт та наукових робiт з тематики, пов’язаної з математичним моделюванням. Це 
самостiйна творча робота студентiв, що здiйснюється пiд керiвництвом викладача. 
Досвiд керування написанням таких робiт в НПУ iменi М. П. Драгоманова свiдчить 
про те, що така робота особливо вдала, коли викладач дає завдання до роботи у 
виглядi розширеного плану, який при написаннi роботи студентами уточнюється. Ко
рисно давати також лiтературу до роботи i настанови до самостiйного пошуку 
лiтератури та iнформацiї на сайтах Iнтернету. 

При написаннi квалiфiкацiйних робiт студенти не тiльки дослiджують деяку 
проблему методами математичного моделювання, а й вирiшують, на якому рiвнi 
можна говорити про цю проблему в школi, розробляють методику подання даного 
матерiалу на шкiльних заняттях з математики, проводять цi заняття пiд час 
педагогiчної практики. 

Самостiйна творча робота студентiв над тематикою, пов’язаною з математичним 
моделюванням, найкраще сприяє закрiпленню знань i вмiнь з математичного 
моделювання i є критерiєм, що визначає успiшнiсть роботи з навчання 
математичного моделювання майбутнiх учителiв математики. 

Спецкурси з математичного моделювання завершують роботу з навчання 
математичного моделювання майбутнiх учителiв. Вони мають за мету закрiпити та 
розширити знання, навички та вмiння студентiв з математичного моделювання, 
дають можливiсть осмислити всi вивченi ними роздiли математики з точки зору їх 
практичного застосування до рiзних галузей людської життєдiяльностi та до 
подальшого розвитку сучасної математики як науки. Детально про органiзацiю та 
методику такого спецкурсу буде сказано далi. 

Особливiстю таких спецкурсiв є те, що рiзнi форми органiзацiї навчальної 
дiяльностi повиннi вдало поєднуватися. Лекцiї повиннi чергуватися iз 
семiнарськими та лабораторними заняттями. Теоретичний матерiал може 
подаватися як викладачем, так i вивчатися самими студентами. 
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Лекцiї та практичнi заняття з методики навчання математики є саме тим 
компонентом у системi навчання математичного моделювання майбутнiх учителiв, 
що забезпечує формування знань та вмiнь навчання математичного моделювання 
iнших — майбутнiх учнiв. Вiдповiдно до цiєї задачi слiд органiзовувати вивчення 
теоретичного матерiалу, що стосується не стiльки математичного моделювання, а 
скiльки методiв, форм та засобiв навчання математичного моделювання учнiв у 
процесi вивчення ними шкiльного курсу математики, висвiтлюючи такi аспекти: 

• математичне моделювання як науковий метод, що забезпечує зв’язок 
математичної науки i реальної дiйсностi, сприяє практичному застосуванню 
математичних знань; 

• математичне моделювання як зразок проблемного викладу теоретичного 
матерiалу; 

• математичне моделювання як дiєвий засiб мiжпредметних зв’язкiв.
Тема лекцiї з цього питання може бути така: “Навчання математичного 
моделювання у процесi вивчення шкiльної математики”. Наведемо розширений план
такої лекцiї: 

1. Введення поняття “математична модель” у шкiльному курсi математики. 
При розглядi цього питання слiд обґрунтувати необхiднiсть введення цього поняття 
саме в курсi алгебри 7 класу, прослiдкувавши розвиток поняття про “математичну 
модель” у курсах геометрiї, алгебри 8–9 класiв, алгебри та початкiв аналiзу. Тут же 
слiд разом зi студентами пригадати всi вiдомi їм означення “математичної моделi” i 
звернути їх увагу на таке означення: “Математична модель — наближений опис 
будь-якого класу явищ навколишнього свiту за допомогою математичної символiки”
, тому що це означення досить просте (не вимагає спецiальних знань) i вказує на такi
суттєвi властивостi поняття “математична модель”: 

1. наближений опис явищ навколишнього свiту; 
2. опис засобами математики (символами, формулами, через вiдношення, 

графiки, блок-схеми, алгоритми, функцiї та їх похiднi, рiвняння тощо).
Таке означення повнiстю задовольняє методичнi вимоги до означень, якi 
сформульовано ранiше [212]. 

Рис. 2.2: Вiдношення мiж родовим поняттям “модель” та 
видовим поняттям “математична модель”

Вiдношення мiж родовим поняттям “модель” та видовим поняттям “математична 
модель” студентам слiд проiлюструвати у виглядi дiаграм Ейлера–Венна [159] (рис. 
2.2). 

2. Евристична схема дiяльностi математичного моделювання, що доцiльна в 
школi. На момент висвiтлення цього питання студенти вже будуть знайомi зi 
спрощеною та розширеною евристичною схемою дiяльностi математичного 
моделювання. Слiд показати, що спрощену схему дiяльностi математичного 
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моделювання цiлком можливо застосовувати у школi тому, що вона бiльш доступна,
передбачає меншу послiдовнiсть етапiв, не передбачає використання комп’ютера на 
початкових кроках навчання учнiв математичного моделювання. Розширену 
евристичну схему дiяльностi математичного моделювання у масовiй школi давати 
недоцiльно. Але в школах i класах з поглибленим вивченням математики це 
можливо. Спрощену схему можна дещо розширити у 10–11 класах, коли учнi мають 
певнi навички роботи з комп’ютером, введенням етапу “Реалiзацiя математичної 
моделi засобами iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй”. Цей етап у схемi може 
бути пiсля етапу “Реалiзацiя математичної моделi математичними методами” або 
замiсть нього. 

Саме тут слiд обґрунтувати, чому дiяльнiсть математичного моделювання є еври
стичною дiяльнiстю. Дiяльнiсть математичного моделювання є евристичною, тому 
що вiдповiдає означенню навчально-пiзнавальної евристичної дiяльностi, даному О.
 I. Скафою: “Навчально-пiзнавальна евристична дiяльнiсть — це дiяльнiсть учнiв, 
що органiзовується та управляється педагогом з використанням рiзноманiтних 
евристичних засобiв, направлених на створення нової системи дiй з пошуку 
невiдомих ранiше закономiрностей, на формування процесiв, якi забезпечують 
пiзнавальну i творчу дiяльнiсть, в результатi якої учнi активно оволодiвають 
знаннями i розвивають свої евристичнi навички i вмiння, формують пiзнавальнi 
мотиви i органiзацiйнi якостi” [204, с. 54]. 

Студенти добре знають послiдовнiсть етапiв у спрощенiй схемi дiяльностi 
математичного моделювання, але слiд зауважити, що при виконаннi кожного етапу 
необхiдно реалiзовувати певнi дидактичнi завдання. Так, етап “Попереднiй аналiз 
об’єкта дослiдження” зручний для реалiзацiї мiжпредметних зв’язкiв з хiмiєю, 
бiологiєю, економiкою, фiзикою. На етапi “Побудова математичної моделi” слiд на
вчати вмiнню абстрагуватися вiд конкретних величин, надавати конкретним 
зв’язкам та вiдношенням логiчну та математичну iнтерпретацiю, що сприяє 
формуванню вмiння “математизувати ситуацiю”. 

Етап “Реалiзацiя математичної моделi математичними методами” спрямований на
формування та закрiплення навичок та вмiнь розв’язування математичних задач пе
вного виду. На етапi “Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 
дослiджується” слiд навчити iнтерпретувати одержаний математичний результат до 
образiв вихiдної ситуацiї, перевiрити цей результат, уточнити його. 

Тут же слiд також розглянути питання про узгодженiсть рiзних евристичних схем
дiяльностi. Показати, як спрощена евристична схема узгоджується зi схемою 
дiяльностi “розв’язування задач на побудову” та схемою дiяльностi “метод рiвнянь”,
як найбiльш поширеними схемами у шкiльному курсi математики. 

3. Планування роботи вчителя з навчання математичного моделювання. 
Детально це висвiтлено у попередньому п. 2.1, [183]. 

4. Уроки з елементами математичного моделювання. Це можуть бути уроки 
повiдомлення нових знань з пояснювально-iлюстративним, а найчастiше 
проблемним викладом навчального матерiалу. Тут слiд познайомити студентiв iз 
загальною схемою проблемного навчання математики (див. схему 2.2). Важливе 
мiсце у формуваннi вмiнь математичного моделювання у школярiв займають також 
уроки закрiплення набутих навичок та вмiнь, уроки формування навичок та вмiнь [
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147]. Студентам слiд показати методичнi розробки таких урокiв та запропонувати 
розробити такi уроки самим. 

5. Контроль знань та вмiнь учнiв з математичного моделювання. Розкриваючи 
форми цього контролю, слiд пiдкреслити, що вмiння математичного моделювання 
вториннi вiд власне математичних вмiнь i включають їх, тому проконтролювати 
окремо вмiння математичного моделювання вiд вмiнь, скажiмо, розв’язувати квад
ратнi рiвняння неможливо, а тому недоцiльнi в шкiльному курсi окремо контрольнi 
роботи з математичного моделювання, проте можна органiзувати тематичнi тести з 
математичного моделювання. 

6. Органiзацiя позакласної роботи. У школi є можливiсть проводити 
факультативи з математичного моделювання, розглядати цю тему на шкiльному 
математичному гуртку. Безумовно, задачi, що розв’язуються методом 
математичного моделювання, повиннi бути в завданнях математичних олiмпiад i не 
тiльки шкiльних. Питання органiзацiї таких факультативiв висвiтленi у роботах В. В.
 Фiрсова, С. I. Шварцбурда [240,247]. 

Слiд зауважити, що питання навчання математичного моделювання учнiв у про
цесi вивчення шкiльної математики повинне бути вiдображене i в курсових роботах 
з методики навчання математики, в квалiфiкацiйних роботах майбутнiх учителiв, i 
дуже добре розглянути тему “Методичнi питання навчання математичного моделю
вання учнiв загальноосвiтньої школи” в курсi методики навчання математики. 

Вдалий пiдбiр та навчання теоретичному матерiалу з математичного 
моделювання, розумне його поєднання з теоретичним матерiалом кожної окремої 
математичної дисциплiни забезпечують високий рiвень знань студентiв — 
майбутнiх учителiв математики з математичного моделювання i є мiцною базою для
формування навичок та вмiнь математичного моделювання у них. 
2.3 Роль практичних занять у формуваннi навичок i вмiнь математичного 
моделювання. Вимоги до системи задач
Загальнi методичнi вимоги до органiзацiї практичних занять.
Основнi вмiння математичного моделювання формуються у майбутнiх учителiв на 
практичних заняттях. У посiбнику З. I. Слєпкань [216] зазначається: “Слово “прак
тикум” вiд грецького “practicos” означає “дiяльнiсний”. Термiн практичнi заняття у 
педагогiцi вищої школи часто використовується як родове поняття, яке включає вла
сне практичнi заняття (їх iнколи називають “вправи”), лабораторнi заняття, семiнар 
у всiх його рiзновидах, рiзноманiтнi навчальнi та виробничi практики, зокрема педа
гогiчна практика в школi. Їхня мета — розширити, поглибити i уточнити теоретичнi 
знання, одержанi на лекцiях i пiд час самостiйної роботи, забезпечити вироблення 
навичок та вмiнь застосовувати знання для розв’язування практичних i теоретичних 
завдань, а також формування професiйних якостей майбутнього спецiалiста.” [216, с
. 123]. 

Практичнi заняття є основною формою формування навичок i вмiнь студентiв з 
математичного моделювання. Основною метою їх є формування навичок i вмiнь 
використання методу математичного моделювання. Для досягнення цiєї мети 
необхiдне виконання таких завдань: 

• розробити систему рiзнорiвневих задач, якi можуть використовуватися в 
умовах особистiсно-орiєнтованого, диференцiйованого навчання; 
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• передбачати адекватнi змiсту методи i прийоми роботи пiд час практичних 
занять; 

• обрати органiзацiйнi форми i засоби роботи зi студентами; 
• здiйснити оперативний i об’єктивний контроль щодо формування у студентiв 

навичок i вмiнь.
Щодо системи задач, то вона має складатися вiдповiдно принаймнi до трьох 

рiвнiв навчальних можливостей студентiв i пропонуватися на практичних заняттях 
та в домашнiх завданнях. На практичних заняттях мають використовуватися рiзнi 
методи i органiзацiйнi форми навчання у вiдповiдностi з метою i змiстом 
навчального матерiалу. Наприклад, на початкових етапах використання евристичних
схем доцiльно використовувати фронтальну роботу студентiв, а пiд час самостiйної 
роботи з розв’язування запропонованих задач є ефективними груповi форми 
навчальної дiяльностi у поєднаннi з iндивiдуальною формою роботи окремих 
студентiв. Зрозумiло, що пiд час самостiйної роботи як на практичному заняттi, так i
при виконаннi домашнiх завдань здiйснюється дослiдницький метод навчання. 
Щодо контролю i оцiнювання навчальних досягнень студентiв, то вiн має 
здiйснюватися як на самому практичному заняттi, так i за наслiдками виконання 
домашнiх завдань, самостiйних i контрольних робiт. Серед засобiв навчання на 
практичних заняттях доцiльно використовувати графопроектор (кодоскоп) пiд час 
формулювання студентам задач та комп’ютери персонального користування при 
розв’язуваннi задач за розширеною схемою. 
Вимоги до системи задач.
Основним засобом навчання студентiв математичного моделювання є задачi. Вдало 
пiдiбрана система задач забезпечить формування навичок та вмiнь математичного 
моделювання на досить високому рiвнi. Ця система задач носить iнтегрований хара
ктер, вона складається з пiдсистем задач, створених у рамках кожної математичної 
дисциплiни. Вказанi пiдсистеми задач мають спiльнi риси: 

1. Всi вони мiстять прикладнi задачi. Прикладнi задачi — це задачi, якi поставленi
зовнi математики i розв’язуються математичними методами i засобами. Прикладнi 
задачi, як i будь-якi iншi задачi, у процесi навчання математики виконують рiзнi 
дидактичнi цiлi, основними з яких є навчаюча (формування системи математичних 
знань, навичок i вмiнь на рiзних етапах засвоєння); виховна (формування наукового 
свiтогляду, пiзнавального iнтересу i самостiйностi, навичок навчальної працi, 
моральних якостей особистостi); розвиваюча (розвиток логiчного мислення, 
оволодiння загальними та специфiчними розумовими дiями та ефективними 
прийомами розумової дiяльностi) [92,93]. Розв’язання будь-якої задачi прикладного 
характеру зводиться до побудови та дослiдження вiдповiдної математичної моделi [
151,152,154,157,163]. 

2. Розв’язування задач здiйснюється за спрощеною та розширеною евристичними
схемами дiяльностi математичного моделювання. 

3. За своїми дидактичними цiлями задачi подiляються на тренувальнi (для 
вироблення стiйких навичок i вмiнь) i розвиваючi (для розвитку, зокрема, i творчого 
мислення) [151]. Тренувальнi задачi — задачi досить простого змiсту, такi, що текст 
задачi мiстить пiдказку у виборi математичної моделi. Саме тренувальнi задачi пови
ннi бути першими, що забезпечать поетапне оволодiння евристичною схемою 
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дiяльностi математичного моделювання. Зi студентами слiд вiдпрацювати кожний 
етап схеми окремо. Складнiсть у навчаннi студентiв математичного моделювання 
полягає в тому, що воно здiйснюється рiзними викладачами, якi проводять лекцiї та 
практичнi заняття з фундаментальних курсiв математики, елементарної математики, 
методики навчання математики. Звичайно, кожний викладач повинен ставитись 
творчо до процесу формування вмiнь математичного моделювання, але доцiльно до
тримуватися наступних методичних рекомендацiй: 

• вiдпрацьовувати етапи дiяльностi математичного моделювання слiд за 
наведеною вище спрощеною евристичною схемою з перших тижнiв навчання 
студентiв у педагогiчному унiверситетi; 

• узгодженiсть дiй викладачiв: бажано, щоб всi починали одночасно, або з 
невеликими розривами у часi розв’язування тренувальних вправ на 
вiдпрацювання етапiв спрощеної схеми математичного моделювання; 

• неперервнiсть у навчаннi математичного моделювання. Змiст навчального 
матерiалу бiльшостi з математичних дисциплiн сприяє тому, що прикладнi 
задачi можна розв’язувати майже на кожному практичному заняттi, природно 
вплiтаючи їх в систему предметних задач; 

• на кiнець I навчального семестру студенти повнiстю повиннi засвоїти 
спрощену евристичну схему дiяльностi математичного моделювання i вмiти 
застосовувати її до розв’язування не тiльки тренувальних, а й розвиваючих 
задач.

Наведемо приклади тренувальних задач з рiзних математичних дисциплiн, на 
яких можливо вiдпрацьовувати етапи схеми. 
Задача 2.2 (аналiтична геометрiя, тема: “Скалярний добуток векторiв”). Обчислити, 
яку роботу виконує сила (3;-2;-5), коли точка її прикладання, рухаючись 
прямолiнiйно, перемiщується з положення A(2;-3;-5) в положення B(3;-2;-1).
Розв’язання (за етапами евристичної схеми). I. Попереднiй аналiз об’єкта 
дослiдження. З курсу фiзики вiдомо, що робота дорiвнює скалярному добутку двох 
векторiв: сили та перемiщення. Сила задана своїми координатами в прямокутнiй 
декартовiй системi координат, вектор перемiщення легко знайти: з умови задачi 

слiдує, що це вектор . 

II. Побудова математичної моделi. Позначимо роботу буквою A, вектор 
через , тодi з аналiзу слiдує, що A = . . Отже, слiд знайти скалярний добуток 
двох векторiв та , заданих своїми координатами. 

III. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Скалярний 
добуток двох векторiв, заданих своїми координатами, дорiвнює сумi добуткiв 
вiдповiдних координат цих векторiв. Звiдси слiдує, що якщо 

то A = 3 . 1 + (-2) . 1 + (-5) . (-6) = 3 - 2 + 30 = 31. 
IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 

дослiджується. Сила вимiрюється в ньютонах, перемiщення — в метрах, робота — 
в джоулях, тому шукана робота дорiвнює 31 Дж. __ 
Задача 2.3 (математичний аналiз, тема: “Функцiї та їх класифiкацiя”). Фермерське 
господарство реалiзує свинину вартiстю 9 грн за кiлограм. Визначити функцiю, що 
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виражає дохiд вiд продажу свинини. Яку кiлькiсть свинини треба продати, щоб 
дохiд становив 11385 грн? Як змiниться дохiд, якщо продаж свинини збiльшиться на
500 кг?
Розв’язання. I. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Вважатимемо, що дохiд 
вiд реалiзацiї продукцiї прямо пропорцiйний кiлькостi цiєї продукцiї. 

II. Побудова математичної моделi. Нехай D — дохiд вiд реалiзацiї продукцiї, S 
— вартiсть одиницi продукцiї (9 грн), x — кiлькiсть реалiзованої продукцiї. Тодi 
дохiд вiд реалiзацiї продукцiї виражається функцiєю D = S . x. Якщо продаж свинини
збiльшиться на x, то дохiд зросте на D = S . x. 

III. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Функцiя D = S.

x — лiнiйна функцiя, що набуває вигляду D = 9 .x, звiдси слiдує, що x = , прирiст 
функцiї D = 9 . x. Якщо D = 11385, то x = = 1265. Якщо x = 500, то D = 9 . 
500 = 4500. 

IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 
дослiджується. Щоб дохiд становив 11385 грн, слiд продати 1265 кг свинини, тому 
що 1265.9 = 11385 (грн). Якщо продаж свинини збiльшиться на 500 кг, то дохiд вiд її
реалiзацiї зросте на 4500 грн.
Задача 2.4 (лiнiйна алгебра, тема: “Запис i розв’язування системи n лiнiйних рiвнянь
з n невiдомими в матричнiй формi”). У цеху пiдприємства виготовляють двi моделi 
жiночого одягу. На виготовлення першої моделi витрачають 2 м тканини, на 
виготовлення другої — 3 м. При цьому витрати робочого часу на виробництво цих 
моделей становлять вiдповiдно 5 та 7 год. Вiдомо, що запас тканини — 100 м, а 
робочий час обмежено 245 год. Скласти такий план виготовлення цих моделей одягу
, при якому повнiстю використовують ресурси (тканину i робочий час).
Розв’язання. I. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Запас тканини 
витрачається прямо пропорцiйно до суми витрат тканини на продукцiю першої та 
другої моделi. Робочий час теж буде витрачатися прямо пропорцiйно до суми витрат
робочого часу на виготовлення продукцiї кожної моделi. 

II. Побудова математичної моделi. Позначимо: x1 — кiлькiсть одиниць випуску 
першої моделi; x2 — кiлькiсть одиниць випуску другої моделi; 2x1 — витрати 
тканини на випуск першої моделi; 3x2 — витрати тканини на випуск другої моделi; 2
x1 + 3x2 — витрати тканини на випуск обох моделей одягу; 5x1 — витрати робочого 
часу на виготовлення першої моделi; 7x2 — витрати робочого часу на виготовлення 
другої моделi; 5x1 + 7x2 — витрати робочого часу на виготовлення обох моделей. 

Тодi з аналiзу слiдує, що 2x1 + 3x2 = 100, а 5x1 + 7x2 = 245. Оскiльки цi 
спiввiдношення повиннi виконуватись одночасно, то дiстанемо математичну модель
у виглядi системи рiвнянь: 

(2.3)

Слiд розв’язати одержану систему з двох лiнiйних рiвнянь з двома невiдомими. 
III. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Розв’яжемо 

систему (2.3) матричним способом. Запишемо її в матричному виглядi AX = B, де 
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Для матрицi A знайдемо обернену матрицю A-1. Оскiльки 

то 

Вiдомо, що X = A-1 . B. Отже, 

звiдки x1 = 35, x2 = 10. 
IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 

дослiджується. Для повного використання ресурсiв треба виготовити 35 одиниць 
першої та 10 одиниць другої моделей одягу. Переконаємося, що це справдi так. На 
виготовлення 35 одиниць першої моделi витрачається 35 . 2 м = 70 (м) тканини, на 
виготовлення 10 одиниць другої моделi витрачається 10 . 3 м = 30 (м) тканини. 
Сумарнi витрати тканини 70 м + 30 м = 100 м, що дорiвнює запасу тканини. На 
виготовлення 35 одиниць першої моделi витрачається 35 . 5 год = 175 (год) часу, на 
виготовлення 10 одиниць другої моделi витрачається 10 . 7 год = 70 (год) часу. 
Сумарнi витрати часу 175 год + 70 год = 245 год, що дорiвнює обмеженню часу. 
Отже, для повного використання ресурсiв слiд виготовити 35 одиниць першої та 
10 одиниць другої моделей одягу. __ 

Наведенi вище задачi досить простi, в процесi їх математичного моделювання 
вiдбувається швидкий перехiд вiд одного етапу до iншого, що сприяє активному 
засвоєнню студентами спрощеної схеми евристичної дiяльностi математичного 
моделювання в цiлому. 

Аналiз робочих програм викладачiв свiдчить про те, що практичнi заняття, на 
яких розв’язуються наведенi та подiбнi їм задачi, проходять на одному навчальному 
тижнi. Це забезпечує паралельнiсть, неперервнiсть i мiжпредметний взаємозв’язок у 
навчаннi студентiв математичного моделювання. 

Належної уваги формуванню вмiнь математичного моделювання слiд придiлити 
при вивченнi наступних тем: “Пряма на площинi”, “Конiчнi перерiзи: елiпс, 
гiпербола, парабола” (аналiтична геометрiя), “Системи лiнiйних рiвнянь” (лiнiйна 
алгебра), “Похiдна функцiї дiйсної змiнної” (математичний аналiз). Практичнi 
заняття на закрiплення навичок та вмiнь з названих тем можна цiлком присвячувати 
розв’язуванню прикладних задач (див. додаток E). Користуючись евристичною 
схемою дiяльностi математичного моделювання, розв’яжемо розвиваючi задачi E.6 
та E.10. 

Розв’язання задачi E.6. I. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Для того, 
щоб визначити, для яких сiл вигiднiший перший спосiб, а для яких — другий, слiд 
знайти криву, що розмежовує цi областi впливу. 
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II. Побудова математичної моделi. Нехай станцiї A та B — вiдповiднi точки на 
площинi, l (км) — вiдстань мiж A та B; d1 (грн) — вартiсть перевезення однiєї тонни 
залiзницею; d2 (грн) — вартiсть перевезення автотранспортом; d (грн) — вартiсть 
додаткового перевантаження однiєї тонни зерна при другому варiантi перевезень; M 
— точка, що позначає на площинi населений пункт, з якого доставляємо зерно на 
елеватор. 

Тодi (d2 . ) (грн) — вартiсть доставки однiєї тонни зерна з M в A при 
першому варiантi; (d2

. +ld1+d) (грн) — вартiсть доставки зерна при другому 
варiантi. 

Для довiльного M може виконуватись нерiвнiсть 
(2.4)

або нерiвнiсть 
(2.5)

Слiд знайти геометричне мiсце точок M, що є межею областей площини, для яких 
виконуються нерiвностi (2.4) та (2.5). 

III. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Нерiвностi (2.
4) та (2.5) запишемо у виглядi 

вiдповiдно. Перетворимо їх, i пiсля перетворення вони набудуть вигляду 

Отже, шуканим геометричним мiсцем точок, що розмежовують областi площини,
для яких виконуються нерiвностi (2.4) та (2.5) є права вiтка гiперболи з фокусами A 
та B. 

IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 
дослiджується. Якщо d2( - ) < ld1 + d, то для M вигiдний перший варiант (
населений пункт лежить злiва вiд межi областей впливу). Якщо d2( - ) > ld1 
+ d, то зручним є другий варiант (населений пункт M лежить справа вiд межi 
областей). __ 

Розв’язання задачi E.10. I. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Вартiсть 
перевезень вантажiв iз заводу A до мiста B буде прямо пропорцiйною сумi витрат на 
перевезення вантажiв по шосе та залiзницею. 

II. Побудова математичної моделi. Позначимо мiсце розташування заводу 
точкою A, мiста B — точкою B, N — проекцiя точки A на пряму, що зображає 
залiзницю, X — мiсце будiвництва станцiї перевантаження з автотранспорту на 
залiзничний транспорт. Нехай = a (км), = c (км), k грн — вартiсть 
перевезення 1 тонни на 1 км залiзницею, m . k грн — вартiсть перевезення 1 тонни на
1 км по шосе, y(m) — план перевезень, 

, . 
Вартiсть перевезення: 
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Рис. 2.3: Iлюстрацiя до задачi E.10

Кут потрiбно вибрати таким, щоб мiнiмiзувати значення функцiї g( ) (очевидно, 

що ). Ця задача рiвносильна знаходженню точки мiнiмуму функцiї 

на промiжку . 
III. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Знайдемо 

точку мiнiмуму функцiї f( ): 

Побудуємо дiаграму знаку похiдної функцiї. 

Отже, = arccos  — єдина точка мiнiмуму функцiї f на промiжку . Тому у 
цiй точцi функцiя набуває найменшого значення на вказаному промiжку. 

IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 
дослiджується. Для мiнiмiзацiї транспортних витрат шосе потрiбно прокласти пiд 
кутом = arccos  до залiзницi. __ 

Система прикладних задач з рiзних математичних дисциплiн займає центральне 
мiсце як пiдсистема у системi задач, що є засобом формування вмiнь математичного 
моделювання у студентiв — майбутнiх учителiв математики. 

Прикладнi задачi доцiльно включити до варiантiв контрольних робiт та 
екзаменацiйних бiлетiв семестрових iспитiв. Наведенi задачi, в переважнiй 
бiльшостi, можуть бути розв’язанi i в шкiльних курсах алгебри, геометрiї та алгебри 
i початкiв аналiзу. 

Прикладнi задачi широко використовуються для мотивацiї та активiзацiї 
навчальної дiяльностi студентiв. Приклади таких задач наведенi у додатку E. 

Для формування вмiнь математичного моделювання на практичних заняттях з 
диференцiальних рiвнянь досить широко доцiльно використовувати прикладнi 
задачi з посiбникiв [6,53,69,127]. 

Досить широкi можливостi для формування та закрiплення вмiнь математичного 
моделювання має така математична дисциплiна як “Теорiя ймовiрностей та матема
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тична статистика”, якою завершується вивчення майбутнiми вчителями математики 
фундаментальних математичних курсiв. Приклади тренувальних i розвиваючих 
задач з цього курсу наведенi у додатку E. 

У процесi навчання математичного моделювання заслуговують на увагу творчi 
завдання на складання розвиваючих текстових задач з рiзним змiстом за даною ма
тематичною моделлю, якi свiдчитимуть про те, що математичнi методи дослiдження
носять унiверсальний характер i застосовуються для вивчення рiзних за своєю 
природою процесiв. 

Формування вмiнь математичного моделювання через систему прикладних задач 
реалiзується в межах кожної навчальної дисциплiни систематично, неперервно, в 
межах кiлькох математичних дисциплiн — паралельно i обов’язково за однiєю i тiєю
ж евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. Навчання 
математичного моделювання сприяє мiжпредметному узагальненню набутих знань i
вмiнь. В умовах рiвневої диференцiацiї навчання треба передбачити систему 
прикладних задач на трьох рiвнях складностi: задовiльному, достатньому та 
високому, що розрахованi для розв’язання студентами рiзних типологiчних груп. 

При розв’язаннi технiчних, економiчних, суспiльних, бiологiчних, фiзичних задач
достатнього та високого рiвня складностi застосовується розширена евристична 
схема дiяльностi математичного моделювання з широким використанням 
iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй. 

Навчати студентiв педагогiчних унiверситетiв математичного моделювання за 
цiєю схемою доцiльно i на спецкурсах. Змiст i методика проведення такого 
спецкурсу детально розглянута в п. 2.4. 

Окрiм прикладних задач, вмiння математичного моделювання в педагогiчному 
унiверситетi слiд формувати i в процесi розв’язування задач на створення 
аксiоматичної теорiї та її аналiзу, задач з неевклiдових геометрiй (наприклад, “Прое
ктивної геометрiї”, “Основ геометрiї”), якi розв’язуються лише на математичних 
моделях проективної прямої чи проективної площини, площини Лобачевського. 

На першiй лекцiї з проективної геометрiї дається означення проективного 
простору: “Нехай V  — векторний простiр розмiрностi n + 1 над полем дiйсних 
чисел, а V  — множина всiх ненульових векторiв цього простору. Непорожня 
множина P називається проективним простором розмiрностi n (породженим 
векторним простором V ), якщо задано вiдображення f : V P, що задовольняє 
наступнi умови (аксiоми проективного простору): 

1. Вiдображення f сюр’єктивне, тобто будь-який елемент з P має хоч би один 
прообраз. 

2. Рiвнiсть f( ) = f( ) виконується тодi i тiльки тодi, коли вектори та 
колiнеарнi.

Якщо f( ) = X, то кажуть, що вектор породжує точку X. Оскiльки неколiнеарнi 
вектори породжують рiзнi точки, то проективний простiр розмiрностi n має 
нескiнченну множину точок.” [14, с. 9]. У курсi “Проективна геометрiя” студенти 
вивчають в основному проективнi властивостi одновимiрного та двовимiрного 
проективного простору — проективної прямої та проективної площини. Студентам, 
уявлення яких про геометрiю склалися в процесi вивчення евклiдової геометрiї, 
дуже складно зрозумiти такi абстрактнi поняття як “проективна пряма” та 
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“проективна площина”. Зрозумiти їх можливо, лише проiнтерпретувавши в образах 
евклiдової геометрiї. Тому, перш нiж дати наведене вище означення проективного 
простору, студентам на моделях, побудованих в образах евклiдової геометрiї, 
пояснюють, що являє собою проективна пряма та проективна площина. Основними 
моделями проективної прямої є: 1) пучок евклiдових прямих; 2) розширена 
евклiдова пряма (евклiдова пряма, доповнена нескiнченно вiддаленою точкою) [14,
165,197,200]. Основними моделями проективної площини є: 1) розширена евклiдова 
площина (евклiдова площина, доповнена нескiнченно вiддаленою прямою; 
нескiнченно вiддаленою прямою є геометричне мiсце усiх нескiнченно вiддалених 
точок площини) [14,165,197,200]; 2) в’язка прямих та площин, що проходять через 
деяку точку S простору. 

На проективнiй прямiй вводиться система координат, яку називають 
проективною системою координат. Координати точки проективної прямої 
визначаються координатами вектора евклiдової площини, що породжує цю точку. 
Оскiльки цiлий клас колiнеарних векторiв породжує лише одну точку проективної 
прямої, то координати точки записуються у виглядi вiдношення: M(X1 : X2). 
Проективна система координат на проективнiй прямiй задається її 
фундаментальними точками: E1(1 : 0), E2(0 : 1), E0(1 : 1). Проективна система 
координат R(E1,E2,E0) на розширенiй евклiдовiй прямiй R1 називається системою 
однорiдних афiнних координат, якщо точка E1 — невласна. Сукупнiсть точки O та 

вектора на евклiдовiй прямiй R1 задає систему неоднорiдних афiнних координат. 
Якщо O = E2, E = E0, то системи вiдповiднi. Власна точка X прямої R1, що має 
неоднорiдну координату x, у вiдповiднiй однорiднiй системi координат має 
координати (x : 1). Введення проективної системи координат на моделях дозволяє 
записувати рiвняння геометричних образiв, дослiджувати цi образи, формулювати їх
властивостi у виглядi теорем, доводити цi теореми, вивчати проективнi 
перетворення проективної прямої (iнволюцiї) та проективної площини (колiнеацiї). 
Основним засобом формування навичок та вмiнь з проективної геометрiї є задачi. Цi
задачi дуже рiдко розв’язуються в абстрактних образах проективної геометрiї. Це не 
є дидактично доцiльним. Бiльшiсть задач проективної геометрiї розв’язуються на 
наведених вище математичних моделях проективних образiв. Для роз’язання цих 
задач наведена вище евристична схема дiяльностi математичного моделювання 
також доцiльна. Наведемо приклад задач, розв’язаних за цiєю схемою. 
Задача 2.5 (тренувальна, проективна геометрiя, тема: “Проективна система 
координат на проективнiй прямiй”). На евклiдовiй прямiй R' дано своїми 
неоднорiдними координатами точки E1(-1), E2(4), E0(1), A(-2). Знайти проективнi 
координати точки A в проективнiй системi координат R(Ei). [165].
Розв’язання. I. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Проективна система 
координат може бути задана лише на проективнiй прямiй, тому дану евклiдову 
пряму слiд розширити, додавши до неї невласну точку. Цiєю точкою є E1(1 : 0). 

II. Побудова математичної моделi (у проективнiй геометрiї доцiльнiше 
називати вибiр моделi). Отже, проективною прямою тут буде її модель — 
розширена евклiдова пряма. Проективнi координати виразимо через однорiднi 
координати, використовуючи формули зв’язку мiж однорiдними та неоднорiдними 
афiнними координатами на розширенiй евклiдовiй прямiй: 
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(2.6)
На розширенiй евклiдовiй прямiй у нас буде задано двi системи проективних 
координат R(E1,E2,E0) та R'(E1',E2',E0'). Знайшовши зв’язок мiж цими системами у 
виглядi спiввiдношень 

(2.7)

знайдемо координати точки A. 
Розглянемо другу модель проективної прямої — пучок евклiдових прямих. 

Знайти координати точки A на цiй моделi — це означає знайти вiдношення 
координат власного вектора, що породжує точку A. Розглянемо вiдповiднiсть мiж 
прямими пучка з вершиною в точцi S i точками евклiдової прямої, заданими в умовi 
задачi. 

Рис. 2.4: Математична модель проективної прямої

Будемо вважати, що вектор породжує точку A проективної прямої,  — 

точку E1,  — точку E2,  — точку E0. Спроектуємо точку E0, на прямiй 

одержимо точку E1', на  — точку E2'. Тодi = 1, = 2, вектори 1 та 2 
приймемо за вектори базису. Задачу, яку ми розглядаємо, можна записати в 

термiнах евклiдової геометрiї: знайти координати вектора в базисi ( 1, 2). 
Отже, задачу можна розв’язати двома рiзними способами, в залежностi вiд того, 

яку модель проективної прямої ми виберемо. 
III. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Перший 

спосiб. Розв’язуємо задачу на розширенiй евклiдовiй прямiй. Вiдповiдно до 
спiввiдношення (2.6), однорiднi координати заданих в задачi точок будуть E1(-1 : 1), 
E2(4 : 1), E0(1 : 1), A(-2 : 1) в системi координат R'. Але цi ж точки є 
фундаментальними точками проективної системи координат R: E1(1 : 0), E2(0 : 1), E0(
1 : 1). У цiй системi координат слiд знайти координати точки A (табл. 2.1). 

Табл. 2.1: Зв’язок мiж координатами точок у рiзних проективних 
системах координат

E1 E2 E0 A 
R(Ei) 1 : 0 0 : 1 1 : 1 ? 
R' -1 : 1 4 : 1 1 : 1 -2 : 1 
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Знайдемо рiвняння переходу вiд однiєї системи координат до iншої, 
скориставшись спiввiдношенням (2.7). Пiдставимо у формулу координати точок: 

E1

: 

E2

: 

E0

: 
Звiдси 

i 

Нехай 0 = 1, то 1 = , а 2 = , тодi 

q11 = -  .  = - , q12 = .  = ,

q21 = .  = , q22 = .  = .
Шуканi формули переходу матимуть вигляд 

Знайдемо координати точки A: 

Точка A(2 : -1/2), або ж A(4 : -1). 

Другий спосiб. Розглянемо рис. 2.4: = + . Виразимо вектори та 

через вектори базису 1 та 2. З подiбностi трикутникiв SE1E2 та E2'E0E2 слiдує, 

що = 5/3 1. Аналогiчно з подiбностi трикутникiв SE1E2 та E1'E1E0 слiдує, що =

5/2 2. Вектор колiнеарний вектору : 
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отже, точка A, породжена вектором , має координати (2 : -1/2), або A(4 : -1). 
IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 

дослiджується. Шуканi проективнi координати точки A в системi координат R з 
фундаментальними точками E1(1 : 0), E2(0 : 1), E0(1 : 1) — (4 : -1). Проективнi 
координати точки A однаковi на обох моделях проективної прямої, що свiдчить про 
те, що проективнi координати точки на проективнiй прямiй не залежить вiд вибору 
моделi цiєї проективної прямої. __ 

У процесi розв’язування цiєї задачi формуються наступнi вмiння: 
1. Математичного моделювання, а саме: 

o вмiти iнтерпретувати основнi поняття та вiдношення проективної 
геометрiї в термiнах евклiдової геометрiї; 

o вмiти доцiльно вибирати з кiлькох моделей найбiльш зручну для 
розв’язання тiєї чи iншої проблеми (доведення теореми, розв’язання 
задачi); 

o вмiти аналiзувати одержаний результат на моделi та представляти його в
образах проективної геометрiї; 

o розумiти евклiдову природу проективних координат.
2. Проективної геометрiї: 

o знаходити зв’язок мiж рiзними системами проективних координат у 
виглядi формул; 

o знаходити однорiднi координати точок, коли заданi її неоднорiднi 
координати.

Наведену задачу необхiдно розв’язувати обома способами. Перший спосiб є 
вдалим для формування вмiнь i з математичного моделювання, i з проективної гео
метрiї, другий спосiб формує вмiння з математичного моделювання. Таким чином, 
математичнi моделi абстрактної теорiї проективної геометрiї допомагають 
правильно та наочно зрозумiти теорiю проективної геометрiї. Звичайно, наведений 
приклад — один з найпростiших: “Задачу 2.5” розв’язують на другому практичному 
заняттi з проективної геометрiї. Але саме на перших практичних заняттях слiд 
пiдкреслювати зв’язок мiж евклiдовою та проективною геометрiєю через 
математичне моделювання. 

При вивченнi як проективної геометрiї, так i iнших роздiлiв геометрiї, якi 
прийнято називати неевклiдовими, математичне моделювання є тим ключем до 
розумiння сутi цих теорiй, що забезпечує у студентiв мiцнiсть знань та позбавляє їх 
вiд труднощiв, пов’язаних з високим рiвнем абстрактностi. 

Важливе мiсце в системi задач займають задачi, математичнi моделi яких 
забезпечують розумiння аксiоматичної побудови геометричної теорiї. При побудовi 
та аналiзi таких математичних моделей формуються наступнi вмiння математичного
моделювання: 

• вмiти створювати моделi аксiоматичних теорiй: iнтерпретувати основнi (
неозначуванi) поняття, положення та вiдношення систем аксiом в термiнах 
конкретних математичних теорiй (знаходити конкретнi множини i вiдношення
на них, якi мають заданi властивостi); 

• вмiти обґрунтовувати еквiвалентнiсть тверджень, зокрема, аксiом; 
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• вмiти перевiряти несуперечливiсть, незалежнiсть, повноту, категоричнiсть 
системи аксiом.

Перерахованi вмiння формуються в основному в процесi вивчення курсу “Основи
геометрiї”. Вивчаючи аксiоматичний метод обґрунтування сучасної геометричної 
теорiї, студенти знайомляться з рiзними системами аксiом: Евклiда, Г. Вейля, Д.
 Гiльберта, М. I. Лобачевського та їх математичними моделями. Роль математичних 
моделей в аксiоматичному методi надзвичайно важлива, адже саме на моделях 
перевiряється несуперечливiсть, незалежнiсть та повнота певної системи аксiом. Так
, математичнi моделi Вейля та Гiльберта побудованi на основi арифметики дiйсних 
чисел. Цi моделi описанi в посiбниках [14,15,54,239]. Пiд час вивчення курсу 
“Основи геометрiї” студенти не тiльки знайомляться з наведеними моделями, вони 
вчаться будувати моделi конкретної системи аксiом самостiйно. Евристична схема 
дiяльностi математичного моделювання залишається для цих задач такою ж, як i для
прикладних задач, лише поетапна дiяльнiсть за цiєю схемою набуває iншого змiсту. 
Перший та другий етапи тут не змiнюються. Третiй етап зводиться до перевiрки 
виконання кожної аксiоми системи на побудованiй моделi. Виконуючи четвертий 
етап, студенти дають вiдповiдь на запитання: “Чи є побудована модель 
математичною моделлю системи аксiом, чи нi?”, встановлюють, що треба змiнити в 
моделi, щоб на нiй виконувалися всi аксiоми системи. Розглянемо приклад.

Задача 2.6 (основи геометрiї, тема: “Аксiоматичний метод побудови сучасної 
геометрiї”). Побудувати модель системи аксiом:

Аксiома 1. Пряма, площина — множини точок.
Аксiома 2. Двi рiзнi точки визначають пряму, якiй вони належать. Аксiома 3. Двi

рiзнi точки визначають не бiльше, нiж одну пряму, якiй вони належать.
Аксiома 4. На кожнiй прямiй iснує принаймнi двi рiзнi точки. Iснує три точки, якi

однiй прямiй не належать.
Аксiома 5. Три точки, якi не належать однiй прямiй, визначають одну i тiльки 

одну площину, якiй вони належать.
Розв’язання. I. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Модель будуватимемо 

на множинi . 
II. Побудова математичної моделi. Проiнтерпретуємо основнi поняття та 

основнi вiдношення системи аксiом. Основнi поняття: точки, прямi, площини. 
Основне вiдношення: вiдношення належностi. Пiд точками будемо розумiти числа 1,
2, 3, 4. Пiд прямими — двоелементнi множини чисел , , , , 

, . Пiд площинами — трьохелементнi множини чисел , , 
, . 

III. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Перевiримо 
виконання системи аксiом на побудованiй моделi. 

Аксiома 1: Двоелементнi та трьохелементнi множини — числовi. Виконується. 
Аксiома 2: Два рiзнi числа визначають двохелементну множину, до якої вони 

належать. Виконується. 
Аксiома 3: Два рiзнi числа визначають не бiльше, нiж одну двохелементну 

множину, до якої вони належать. Виконується. 
Аксiома 4: У кожнiй двохелементнiй множинi iснує принаймнi два рiзних числа. 

Iснує три числа, якi до однiєї двохелементної множини не належать. Виконується. 
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Аксiома 5: Три числа, якi не належать до однiєї двохелементної множини, 
визначають одну i тiльки одну трьохелементну множину, до якої вони належать. 
Виконується. 

IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 
дослiджується. Задана система аксiом виконується на побудованiй моделi. Отже, 
побудована математична модель i є шуканою. __ 

Система задач обов’язково повинна включати i задачi на побудову геометричних 
моделей. Пiд геометричними моделями розумiють зображення просторових геомет
ричних фiгур на площинi. Цi моделi називають просто зображенням фiгури. Iснують
рiзнi способи їх побудови. У шкiльному курсi геометрiї застосовується спосiб, в ос
новi якого лежить паралельне проектування. Одержанi цим способом зображення 
досить наочнi i легко можуть бути побудованi [14]. Задачi на побудову зображень 
геометричних фiгур розглядаються в роздiлi “Методи зображень”. Розв’язуючи цi 
задачi, студенти набувають наступних вмiнь математичного моделювання: 

• ототожнювати геометричну модель з математичною моделлю, тобто бачити в 
геометричнiй моделi певний вид математичної моделi; 

• класифiкувати всi математичнi моделi, що розглядаються в геометрiї, на два 
види: математичнi моделi, побудованi геометричними методами; геометричнi 
моделi.

Побудова геометричних моделей здiйснюється за евристичною схемою 
дiяльностi математичного моделювання. Наведемо приклад. 

Задача 2.7 (тренувальна, методи зображень, тема: “Побудова зображень 
правильних многокутникiв”). Побудувати зображення правильного п’ятикутника [71
, с. 13]. 

Розв’язання. I. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Зображення 
правильного п’ятикутника на деякiй площинi — це образ даного п’ятикутника, 
одержаний в результатi паралельного проектування його на площину зображення. 
При цьому виконуються такi властивостi, важливi для побудови даного зображення: 

1. Паралельнi прямi переходять в паралельнi прямi. 
2. Зберiгається просте вiдношення трьох точок прямої. 
3. Зберiгаються довжини вiдрiзкiв, розташованих на паралельних прямих. 
4. Довжини вiдрiзкiв, розташованих на непаралельних прямих, не зберiгаються.

Враховуючи цi властивостi, можна сказати, що зображенням правильного 
п’ятикутника буде довiльний п’ятикутник. 

II. Побудова математичної (геометричної) моделi. Розглянемо правильний 
п’ятикутник A'B'C'D'E'. Проведемо дiагоналi A'C', B'D' i A'D'. Трикутники A'F'D' i C'F'
B' подiбнi за двома сторонами та кутом мiж ними. З подiбностi названих 
трикутникiв слiдує, що 
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Рис. 2.5: Правильний п’ятикутник

(2.8)
Отже, при побудовi зображення точка F (образ точки F') буде дiлити вiдрiзок AC (
образ вiдрiзка A'C') у вiдношеннi (за властивiстю 2). 

З властивостей правильного п’ятикутника слiдує, що = , позначимо 
= a', = = d'. Тодi спiввiдношення (2.8) можна записати у виглядi 

(2.9)
При побудовi зображення a'  a, d'  d, за властивiстю 2 збереження спiввiдношення 
(2.9): 

Розв’яжемо одержане квадратне рiвняння вiдносно d: 

Побудову зображення слiд почати iз зображення площини . На площинi 
будуємо довiльний трикутник ADE, що є образом трикутника A'D'E', потiм на основi
властивостi 1 добудовуємо його до паралелограма AEDF. Не порушуючи загальностi

, вважатимемо = a, тодi = d = + . П’яту вершину п’ятикутника 
— точку B, знаходять як точку перетину прямої, проведеної через точку C 
паралельно до прямої AD, з прямою FD. Побудований п’ятикутник ABCDE буде 
шуканим зображенням правильного п’ятикутника, його геометричною моделлю. 

III. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Будуємо 
зображення правильного п’ятикутника циркулем та лiнiйкою згiдно опису, даного в 
пунктi II, а саме: 
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Рис. 2.6: Геометрична модель правильного п’ятикутника

1. ADE — довiльний трикутник у площинi . 
2. (AF) || (ED), (FD) || (AE), (AF) (FD) = F, паралелограм AFDE, де = =

a. 
3. точка G, = = . 
4. = = . 

5. = . 

6. = + . 
7. На прямiй (AF) будуємо = . 
8. (CB) || (AD). 
9. (CB) (FD) = B. 
10.ABCDE — шукане зображення правильного п’ятикутника.
IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 

дослiджується. Побудований п’ятикутник ABCDE є зображенням правильного 
п’ятикутника A'B'C'D'E', тому що задовольняє властивостi паралельного 
проектування 1–4. Побудову моделi можна дещо спростити, поклавши a = 1, тодi d =

. Так дуже часто поступають на практицi, зокрема, при побудовi зображень 
п’ятикутника в шкiльному курсi геометрiї. __ 

Розглянуту задачу можна розв’язувати за допомогою комп’ютерного педагогiчно
-програмного засобу GRAN-2D, тодi в евристичнiй схемi дiяльностi пункт 3 слiд 
замiнити на пункт “Реалiзацiя математичної моделi засобами iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй”. 

Евристична схема дiяльностi математичного моделювання, як показує 
розглянутий приклад, цiлком адаптована до розв’язування задач з методiв 
зображень. 

Ми навели можливу систему задач як основного засобу формування вмiнь 
математичного моделювання у майбутнiх учителiв математики i показали, що 
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можливi наступнi класифiкацiї пiдсистем у системi задач, що формують вмiння 
математичного моделювання: 

1. по предметно (з аналiтичної геометрiї, лiнiйної алгебри, математичного 
аналiзу, диференцiальних рiвнянь, проективної геометрiї та методiв зображень
, диференцiальної геометрiї та топологiї, теорiї ймовiрностей та математичної 
статистики, елементарної математики, методiв обчислень, основ геометрiї); 

2. за призначенням (прикладнi; задачi, що забезпечують розумiння та розвиток 
математичної теорiї, до яких вiдносяться задачi, пов’язанi з геометричним 
моделюванням).

Вiдповiдно до наведеної класифiкацiї сформулюємо вимоги до системи задач: 
1. вiдбiр задач повинен вiдповiдати математичному змiсту курсу; 
2. в основу класифiкацiї системи задач мають бути покладенi види математичних

моделей, якi створюються при їх розв’язаннi або мiстяться в умовах окремих 
задач; 

3. задачi системи повиннi вiдповiдати їх дидактичним функцiям у процесi 
навчання математики; 

4. необхiдна можливiсть одержувати розв’язання задач системи не тiльки 
незалежно вiд iнших, а й на основi розв’язання попереднiх; 

5. вмiння розв’язувати задачi одного типу повинно полегшувати розв’язування 
задач iншого типу (реалiзацiя принципу наступностi); 

6. вiдбiр задач слiд здiйснювати диференцiйовано для рiзних типологiчних груп 
студентiв; 

7. сприяти мiжпредметному узагальненню набутих знань i вмiнь; 
8. використовувати унiверсальнiсть математичних моделей, аналогiчнiсть 

побудови математичних моделей для рiзних за змiстом задач; 
9. передбачати можливiсть розв’язання задач рiзними способами; 
10.сприяти оволодiнню прийомами як алгоритмiчної, так i евристичної дiяльностi

за спрощеною та розширеною схемами.
Основною пiдсистемою задач у системi, що нами розглядається, є пiдсистема 

прикладних задач. Сформулюємо наступнi вимоги до цiєї пiдсистеми: 
1. задачi повиннi мати реальний прикладний змiст, який забезпечує iлюстрацiю 

практичної цiнностi i значущостi набутих математичних знань; 
2. задачi повиннi вiдповiдати змiсту унiверситетських програм i дiючих 

навчальних посiбникiв щодо методiв i фактiв, якi будуть використовуватися в 
процесi їх розв’язування; 

3. повиннi iлюструвати практичне застосування математичних iдей i методiв у 
сучасних галузях наук, виробництвi та життєвiй практицi; 

4. у змiстi задач повинен бути вiдображений особистий досвiд студентiв, 
мiсцевий матерiал, на якому можна ефективно показати використання набутих
знань; 

5. поняття i термiни задачi мають бути вiдомi або зрозумiлi студентам iнтуїтивно
, не повинно бути термiнiв i понять, роз’яснення яких вимагає значного 
навчального часу; 

6. числовi данi повиннi бути реальними, при цьому можливе використання 
методiв наближених обчислень; 
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7. являти деякий теоретичний вступ до проблеми, що вивчається; 
8. бути спрямованi на формування вмiнь математичного моделювання, що 

вiдповiдають типовим завданням дiяльностi: 
o створення математичної моделi реального об’єкта, процесу, явища; 
o аналiз створеної моделi реального об’єкта; 
o дослiдження математичної моделi з використанням засобiв 

комп’ютерної технiки; 
o створення аксiоматичної теорiї та її аналiз [37].

Перерахованi вимоги слiд враховувати при пiдготовцi до практичних занять, 
написаннi курсових робiт, квалiфiкацiйних робiт. 
Методика органiзацiї та проведення практичних занять з математичного 
моделювання.
Найбiльш вдалими для формування вмiнь математичного моделювання у студентiв є
такi види практичних занять: 

1. Власне практичнi заняття. Цi заняття можуть бути присвяченi як формуванню
вмiнь математичного моделювання, так i їх закрiпленню. Такi практичнi заняття 
можуть бути пiсля вступних лекцiй з математичного моделювання. На цих заняттях 
студентами усвiдомлюється i осмислюється спрощена евристична схема дiяльностi 
математичного моделювання, формуються навички i вмiння розв’язування 
прикладних задач за цiєю схемою. На цих заняттях закладається основа для 
подальшого формування вмiнь математичного моделювання в межах кожної 
математичної дисциплiни, яка буде вивчатися майбутнiми вчителями згiдно 
навчального плану. Окрiм вступних практичних занять, безпосередньо присвячених 
математичному моделюванню, на практичних заняттях слiд розв’язувати прикладнi 
задачi методом математичного моделювання. Це забезпечить формування як вмiнь 
оперувати певними поняттями i твердженнями конкретної математичної дисциплiни
(алгебри, геометрiї, математичного аналiзу i т. п.), так i вмiнь математичного 
моделювання. При цьому вiдповiднi вмiння з кожної математичної дисциплiни є 
первинними, а вмiння математичного моделювання, сформованi на їх основi, є 
вторинними. 

2. Лабораторнi роботи. Лабораторнi роботи найбiльш ефективнi як практичнi 
заняття, що проводяться пiсля лекцiйних занять спецкурсiв з математичного моде
лювання. На таких лабораторних роботах студенти розв’язують прикладнi задачi за 
розширеною евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. Лабора
торнi роботи iнтегрують теоретико-методологiчнi знання, практичнi навички i 
вмiння математичного моделювання в єдиному процесi дiяльностi навчально-
дослiдницького характеру. Пiд впливом цiєї форми занять у студентiв часто вини
кають новi iдеї наукового i технiчного характеру, якi використовуються у курсових, 
квалiфiкацiйних роботах. Розвиваються творчi здiбностi студентiв — майбутнiх 
учителiв, їхнi дослiдницькi iнтереси i вмiння. 

Пiд час лабораторних робiт з математичного моделювання у студентiв 
формуються навички i вмiння побудови алгоритмiв та вибору програм для їх 
реалiзацiї на комп’ютерi, проведення обчислювального експерименту, аналiз 
результатiв експерименту. Лабораторнi роботи з математичного моделювання 
необхiдно проводити з допомогою комп’ютерiв. Основнi вимоги до проведення 
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таких лабораторних робiт загальновiдомi, висвiтленi у посiбнику З. I. Слєпкань [216]
та в лабораторному практикумi з курсу “Чисельнi методи” [113]: 

1. Важливою умовою ефективностi проведення лабораторних робiт є теоретична 
пiдготовка студентiв i попередня перевiрка викладачем готовностi студента (
“допуск” до роботи). 

2. Необхiдною умовою органiзацiї лабораторної роботи є пiдготовка iнструкцiї 
щодо її проведення, яку студенти мають уважно вивчити на початку заняття. 

3. Оскiльки лабораторнi роботи проводяться за допомогою комп’ютерiв, важливi
навички та вмiння студентiв роботи з програмним забезпеченням, з масивами 
числових даних, на основi яких проводиться обчислювальний експеримент. 

4. На лабораторних роботах однiєю з ефективних форм навчальної дiяльностi є 
спiльна групова робота. Важливо так органiзувати роботу групи, щоб кожний 
студент знайшов свої мiсце, вiдповiдну роль, належну частку участi у 
виконаннi роботи i вiдповiдну оцiнку викладача.

Розглядаючи метод математичного моделювання як метод навчального пiзнання, 
слiд ще раз наголосити, що серед математичних моделей, з якими в процесi 
навчання у унiверситетi має справу майбутнiй учитель математики, є ще i навчальнi 
математичнi моделi. На спецiальному лабораторному практикумi з методики 
навчання математики студенти навчаються виготовляти рiзноманiтнi навчальнi 
математичнi моделi пiд час формування понять, навчання методам i способам 
доведень, розв’язання задач [78]. 

3. Семiнарськi заняття. Такi заняття як форма практичних занять теж є особливо
ефективними в межах спецкурсiв з математичного моделювання. Особливо вдалим є
поєднання, коли частина практичних занять є семiнари, а частина — лабораторнi 
роботи. Бiльшiсть проблем технiчного, природничого чи економiчного характеру, 
сформульованi у виглядi задач, якi слiд розв’язати методом математичного моделю
вання за розширеною евристичною схемою, є досить складними i вимагають певних
знань з галузi, в якiй задача виникла. Цi знання можна одержати з довiдникiв або з 
iншої спецiальної лiтератури. Тому розв’язання такої задачi вимагає попередньої 
пiдготовки студентiв. Ця пiдготовка ведеться студентами самостiйно, але пiд 
керiвництвом викладача, а результати її повiдомляються у виглядi доповiдей на 
семiнарських заняттях. Причому доповiдi можуть бути присвяченi як розв’язанню 
задачi-проблеми повнiстю, так i повiдомленню вiдомостей, необхiдних для 
розв’язування таких задач, а самi задачi розв’язуються тут же в аудиторiї 
колективно з допомогою викладача або без нього. Цi семiнари сприяють 
формуванню у студентiв найважливiших iнтелектуальних навичок i вмiнь, зокрема, 
вмiння аналiзувати факти i подiї, порiвнювати, узагальнювати i систематизувати 
набутi знання i вмiння. Вони сприяють розвитку творчостi студентiв. 

Загальновiдомо [111,216], що поширеними є три види семiнарських занять: 
1. семiнар, метою якого є поглиблення лекцiйного курсу; 
2. семiнар, який ставить за мету ґрунтовне опрацювання окремих, найбiльш 

важливих у методологiчному планi тем курсу або навiть однiєї теми; 
3. семiнар, де широко використовується дослiдницький метод навчання, тому що

дiяльнiсть студентiв, органiзована за розширеною евристичною схемою 
математичного моделювання, сприяє цьому.
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Окрiм семiнарiв з математичного моделювання, що проводяться в межах 
спецкурсiв з математичного моделювання, досить ефективно проводити семiнари з 
питань навчання математичного моделювання учнiв загальноосвiтнiх шкiл у процесi
вивчення ними шкiльної математики. Такi семiнари проводяться при вивченнi 
майбутнiми вчителями дисциплiни “Методика навчання математики”. 

Ми коротко охарактеризували основнi види практичних занять, на яких 
формуються та закрiплюються вмiння математичного моделювання у майбутнiх 
учителiв математики. У п. 2.2 зазначалося, що слiд обов’язково для студентiв-
першокурсникiв прочитати одну або двi вступнi лекцiї з математичного 
моделювання. Пiсля цих лекцiй необхiдно провести практичне заняття на тему 
“Розв’язування задач методом математичного моделювання”. 

Слiд зауважити, що задачi на практичному заняттi розв’язуються студентами пiд 
керiвництвом викладача за традицiйною формою: один студент розв’язує задачу 
бiля дошки, решта студентiв обговорюють задачу та допомагають тому, хто 
розв’язує, з мiсця. Викладач спрямовує роботу студентiв, даючи їм пiдказки в тих 
мiсцях, що викликають труднощi. 

Щодо загального пiдходу до добiрки задач розробленого практичного заняття, то 
слiд зауважити, що задачi повиннi пiдбиратися досить простi за практичним змiстом
i такi, щоб математична реалiзацiя моделi не вимагала трудомiстких математичних 
дiй та операцiй, i на це не витрачалося багато часу. Основна увага повинна бути 
спрямована на формування навичок та вмiнь працювати за евристичною схемою 
дiяльностi математичного моделювання. На кiнець заняття студенти повиннi знати, 
що саме слiд виконувати на кожному етапi математичного моделювання за спроще
ною евристичною схемою, запам’ятати саму послiдовнiсть етапiв, вмiти 
застосовувати схему до розв’язування задач, математичними моделями яких є 
рiвняння, нерiвностi, функцiї та їх похiднi, системи рiвнянь. На цьому заняттi 
доцiльно розглянути задачу, математичною моделлю якої є лiнiйне рiвняння з 
параметром. Взагалi, задачi з параметрами вiдiграють важливу роль у формуваннi 
вмiнь математичного моделювання. О. I. Скафа у посiбнику [205] на конкретних 
прикладах показує, що коли в процесi навчання математики використовувати 
систему задач з параметрами, яка мiстить розгляд цих задач як моделей реальних 
систем i процесiв, їх дослiдження, а також узагальнення математичних задач i 
тверджень, використовуючи при цьому прийоми евристичної i дослiдницької 
дiяльностi, то можливе бiльш повноцiнне формування в учнiв (студентiв) 
мислительних операцiй, евристичних навичок та вмiнь, реалiзацiя через такi системи
мiжпредметних зв’язкiв, а також розвиток iнтересу до математики як навчального 
предмету. 

На побудову математичних моделей процесiв, що мiстять параметри, слiд 
звертати увагу при вивченнi всiх математичних дисциплiн, а також елементарної 
математики. Саме з елементарної математики слiд провести практичне заняття на 
тему “Математичне моделювання задач з параметрами”. Окрiм задач на побудову 
математичних моделей, на такому заняттi слiд розв’язувати задачi на дослiдження 
математичних моделей.

Задача 2.8. Вивчалася залежнiсть швидкостi росту мiцелiя гриба (мм за добу) вiд 
t oC. Данi наведено в таблицi 2.2.
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Табл. 2.2: Залежнiсть швидкостi росту мiцелiя гриба вiд температури
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Теоретична залежнiсть має вид y = at + b, де y — швидкiсть зросту мiцелiя (
мм/добу), t — температура за шкалою Цельсiя. Визначити параметри a та b, якi 
найбiльше вiдповiдають емпiричнiй залежностi. 

Перед студентами слiд на цьому практичному заняттi ставити i таке завдання: 
скласти задачу за даною математичною моделлю. 
Задача 2.9. Знайти прикладну iнтерпретацiю задачi: при всiх значеннях параметра b 

знайти значення x, при яких f'(x) = 0, якщо .
Прикладною iнтерпретацiєю даної задачi могла б бути така задача: “Тiло рухається 

за законом S(t) = 2bt2 -  - (2b - 1)t. Визначити час зупинки тiла при всiх b.” 
Задачi на дослiдження математичних моделей та складання прикладної 

iнтерпретацiї деякої математичної моделi не доцiльно розглядати на першому 
практичному заняттi з математичного моделювання, тому що це значно розширить 
дидактичнi завдання заняття i вiдволiкатиме студентiв вiд засвоєння евристичної 
схеми дiяльностi математичного моделювання. Оскiльки для задач дослiдження 
математичних моделей такого типу, як нами наведена задача 2.8, I та II етапи схеми 
спрощуються, тому що модель будувати не треба, вона дана в задачах, фактично 
виконуються лише III та IV етапи. 

Для завдання знаходження прикладної iнтерпретацiї даної математичної моделi (
складання задачi за її математичною моделлю) дана спрощена евристична схема 
дiяльностi не пiдходить. Ця дiяльнiсть бiльш творча i бiльш складна. Для того, щоб 
таке завдання можна було поставити перед студентами, треба, щоб у них був певний
досвiд математичного моделювання прикладних задач, при якому будується дана 
математична модель, i тiльки тодi перед ними можна поставити обернену задачу — 
за даною математичною моделлю скласти прикладну задачу. 

Практичне заняття “Розв’язування задач методом математичного моделювання” 
— одне з перших практичних занять студентiв-першокурсникiв в унiверситетi, яке 
йде безпосередньо пiсля вступних лекцiй з математичного моделювання. Оскiльки в 
сучаснiй школi навчанню математичного моделювання не придiляють належної 
уваги, то дiяльнiсть математичного моделювання навiть за спрощеною евристичною
схемою є для бiльшостi з них новою i тому викликає труднощi. Складання задач за 
даною математичною моделлю саме на цьому заняттi викличе ще бiльшi труднощi i 
може створити певний психологiчний бар’єр в оволодiннi методом математичного 
моделювання у окремих студентiв. 

Навчати складати задачi за даною математичною моделлю зручно на практичних 
заняттях, якi мiстять елементи математичного моделювання i присвяченi вивченню 
властивостей одного або небагатьох математичних образiв та їх властивостей. На
приклад, при вивченнi теми “Похiдна функцiї однiєї змiнної” (математичний аналiз) 
на практичному заняттi зi студентами розв’язують спочатку задачi на знаходження 
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похiдних даних функцiй, потiм прикладнi задачi за спрощеною евристичною 
схемою дiяльностi математичного моделювання, в яких похiдна функцiї є 
математичною моделлю (найбiльш поширеним прикладом таких задач є задачi на 
рiвноприскорений рух), а потiм студентам доцiльно запропонувати скласти задачу 
за математичною моделлю, тобто дати завдання, подiбне до завдання 2.9. 

Практичнi заняття з елементами математичного моделювання (це заняття, на 
яких формуються як суто математичнi вмiння, так i вмiння математичного 
моделювання) повиннi складати переважну бiльшiсть з усiх практичних занять з 
математичних дисциплiн, якi вивчаються майбутнiми вчителями в унiверситетi. 

Другою формою практичних занять з математичного моделювання в унiверситетi
є лабораторнi роботи. Лабораторнi роботи, так як i власне практичнi заняття, можуть
бути цiлком присвяченi математичному моделюванню, а можуть мiстити лише еле
менти математичного моделювання. Приклад лабораторної роботи з елементами 
математичного моделювання з “Методiв обчислень” наведений у посiбнику [113, с.
 34–45]. 

Завдання до лабораторної роботи свiдчать про необхiднiсть розгляду в курсi 
“Методи обчислень” розширеної евристичної схеми дiяльностi математичного мо
делювання. Цю схему слiд дати студентам у вступнiй лекцiї з “Методiв обчислень”. 
Пiд час лекцiї про лiнiйне програмування та симплекс-метод цю схему ще раз 
повторюють i наводять приклад практичної задачi, яка розв’язується за цiєю схемою
. 

Пiд час лабораторної роботи “Задача лiнiйного програмування та її розв’язування
симплекс-методом” [113, с. 34–45] студенти повиннi розв’язати за розширеною 
евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання задачi, наведенi у 
додатку E [113, с. 38–41]. 

У процесi виконання даної лабораторної роботи у майбутнiх учителiв 
математики формуються та закрiплюються такi вмiння математичного 
моделювання: 

• вмiти сформулювати проблему-потребу математичного моделювання; 
• вмiти осмислити i конкретизувати проблему та визначити можливостi її 

математичної iдеалiзацiї; 
• вмiти видiляти об’єкт математичного моделювання; 
• вмiти виконати словесно-змiстовний опис математичного об’єкта 

моделювання; 
• вмiти виявити множину елементiв системи i визначити їх властивостi; 
• вмiти знайти зв’язки i вiдношення мiж елементами системи i записати їх у 

математичнiй формi; 
• вмiти добирати ефективний метод дослiдження математичної моделi для 

розв’язування поставленої задачi; 
• вмiти добирати та використовувати готовi програмнi засоби (математичнi 

пакети прикладних програм) для символьно- формульного, графiчного, 
чисельного аналiзу математичних моделей реальних об’єктiв; 

• вмiти при необхiдностi розробити алгоритм i програму для розв’язування 
математичної задачi, яка є математичною моделлю.
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Пiд час проведення спецкурсiв з математичного моделювання зi студентами слiд 
провести принаймнi три лабораторнi роботи цiлком присвяченi математичному 
моделюванню процесiв i явищ навколишнього свiту. Тематика цих лабораторних 
робiт може бути, наприклад, такою. 

Лабораторна робота № 1: “Обчислювальний експеримент у математичному 
моделюваннi процесiв теплопровiдностi”. 

Лабораторна робота № 2: “Математичне моделювання в екологiї”. 
Лабораторна робота № 3: “Моделювання випадкових процесiв у системах 

масового обслуговування”. 
Тема № 1 важлива тим, що в процесi цiєї лабораторної роботи студенти набудуть 

вмiнь виконання обчислювального експерименту на основi дослiдження фiзичного 
процесу теплопровiдностi. Взагалi, фiзика — наука, в якiй математичне моделюван
ня є надзвичайно важливим методом дослiдження. Поряд з традицiйним подiлом 
фiзики на експериментальну i теоретичну сьогоднi видiляється третiй фундамента
льний роздiл — обчислювальна фiзика (computational physics). Причину цього в 
цiлому можна сформулювати так: при максимальному проникненнi в фiзику мате
матичних методiв, реальнi можливостi розв’язання виникаючих математичних задач
традицiйними методами дуже обмеженi. З багатьох конкретних причин слiд 
видiлити двi, якi найчастiше зустрiчаються: нелiнiйнiсть багатьох фiзичних процесiв
i необхiднiсть дослiдження спiльного руху багатьох тiл, для якого доводиться 
розв’язувати системи великого числа рiвнянь. Таке чисельне моделювання у фiзицi (
i не тiльки) називають обчислювальним експериментом, оскiльки воно має багато 
спiльного з лабораторним (натурним) експериментом. Аналогiї мiж натурним i об
числювальним експериментом можна показати у виглядi табл. 2.3. 

Табл. 2.3: Аналогiї мiж натурним i обчислювальним експериментом
Лабораторний експеримент Обчислювальний експеримент 

Зразок Модель 
Фiзичний прилад Програма для комп’ютера 

Калiбровка приладу Тестування програми 
Вимiрювання Розрахунок 
Аналiз даних Аналiз даних 

Обчислювальний експеримент (як i лабораторнi експерименти), частiше за все, є 
iнструментом пiзнання якiсних закономiрностей природи. Сутнiсть 
обчислювального експерименту полягає в тому, що на основi математичної моделi 
шляхом безпосереднього чисельного розв’язування вiдповiдної задачi кiлькiсно 
визначається поведiнка дослiджуваних об’єктiв у тих чи iнших умовах, якi на цей 
час можуть бути навiть недоступнi реальному експерименту. Спiвставлення 
результатiв розрахункiв з наявними аналогiчними розв’язками, з даних оцiнок, 
спостережень, експериментiв дозволяє визначити ефективнiсть вихiдної моделi i в 
разi необхiдностi змiнити її з тим, щоб досягти адекватностi моделi розглядуваному 
явищу (властивiсть багатомодельностi обчислювального експерименту). Отже, 
обчислювальний експеримент виявляє головне в дослiджуваному процесi, в 
результатi чого є можливiсть проаналiзувати поведiнку об’єкта в умовах, поки що 
недосяжних для реального експерименту, з’ясувати оптимальнi параметри (
багатоварiантнiсть обчислювального експерименту), режими роботи дiючих або 
проектних систем i передбачити новi ще не спостережуванi явища. 
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Важливим етапом обчислювального експерименту, коли розрахунки уже завер
шено, є усвiдомлення результатiв, представлення їх в максимально наочнiй i зручнiй
для сприймання формi. Забити числами екран комп’ютера чи одержати роздрукiвку 
тих же чисел не означає закiнчити моделювання (навiть якщо цi числа правильнi). 
Тут на допомогу приходить iнша чудова особливiсть комп’ютера, що доповнює 
здатнiсть до швидких пiдрахункiв — можливiсть вiзуалiзацiї абстракцiй. 
Представлення результатiв у виглядi графiкiв, дiаграм, траєкторiй руху динамiчних 
об’єктiв в силу особливостей людського сприйняття збагачує дослiдника якiсною 
iнформацiєю [132]. 

Пiд час цiєї лабораторної роботи необов’язково дослiджувати процес тепло
провiдностi. Можна дослiджувати рiзноманiтнi фiзичнi процеси, наприклад, рух тiла
, кинутого пiд кутом до горизонту, рух тiла зi змiнною масою, полiт ракети, рух 
небесних тiл, коливання математичного маятника. Основне — правильна i вдала 
органiзацiя обчислювального експерименту. 

Вибiр теми лабораторного заняття № 2 “Математичне моделювання в екологiї” 
зумовлений необхiднiстю показати широке застосування методу математичного 
моделювання до проблем сучасної науки бiологiчних процесiв i явищ, продемонстру
вати побудову та дослiдження неперервних математичних моделей, представлених у
виглядi диференцiальних рiвнянь. Темою лабораторного заняття № 2 можуть бути i 
такi теми: “Математичне моделювання в економiцi”, “Математичне моделювання i 
глобальнi проблеми людства”. 

Математичнi моделi в екологiї використовуються з моменту виникнення цiєї 
науки. I хоч поведiнку органiзмiв у живiй природi досить важко адекватно описати 
засобами математики порiвняно з найскладнiшими фiзичними процесами, моделi до
помагають встановити деякi закономiрностi i загальнi тенденцiї розвитку окремих 
популяцiй, а також спiльнот. 

Здається дивним, що люди, якi займаються живою природою, вiдтворюють її в 
штучнiй математичнiй формi, але є вагомi причини, якi стимулюють цi заняття. 
Перерахуємо переваги створення математичних моделей у класичнiй екологiї: 

1. Моделi допомагають видiлити сутнiсть чи об’єднати i виразити за допомогою 
кiлькох параметрiв важливi розрiзненi властивостi великої кiлькостi 
унiкальних спостережень, що полегшує екологу аналiз розглядуваного 
процесу чи проблеми. 

2. Моделi виступають в якостi “спiльної мови”, з допомогою якої може бути 
описано кожне унiкальне явище i вiдноснi властивостi таких явищ стають все 
бiльш зрозумiлими. 

3. Модель може служити зразком “iдеального об’єкта” чи iдеалiзованої 
поведiнки, при порiвняннi з якою можна оцiнювати i вимiрювати реальнi 
об’єкти i процеси. 

4. Моделi дiйсно можуть пролити свiтло на реальний свiт, недосконалими 
iмiтацiями якого вони є.

При побудовi моделей в математичнiй екологiї використовується досвiд 
математичного моделювання механiчних та фiзичних систем, однак з урахуванням 
специфiчних особливостей бiологiчних систем: 

• складностi внутрiшньої будови кожної особини; 
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• залежностi умов життєдiяльностi органiзмiв вiд багатьох факторiв 
зовнiшнього середовища; 

• незамкненостi екологiчних систем; 
• великого дiапазону зовнiшнiх характеристик, при яких зберiгається 

життєздатнiсть систем.
Застосування комп’ютерiв значно розширило межi математичного моделювання 

екологiчних процесiв. З однiєї сторони, з’явилася можливiсть всебiчної реалiзацiї 
складних математичних моделей, що не допускають аналiтичного дослiдження, з 
iншої, — виникли принципово новi напрями i перш за все — iмiтацiйне 
моделювання. 

Лабораторна робота № 3 “Моделювання випадкових процесiв у системах 
масового обслуговування” має за мету навчити студентiв будувати та дослiджувати 
дискретнi математичнi моделi, в основi яких лежать випадковi подiї. Цi математичнi 
моделi часто iнтерпретують практичнi життєвi ситуацiї, з якими ми стикаємося кож
ного дня. Поняття “випадкова” — одне з фундаментальних як у математицi, так i в 
повсякденному життi. Моделювання випадкових процесiв — наймогутнiший напрям
у сучасному математичному моделюваннi. 

Кому не доводилося стояти в черзi i з нетерпiнням пiдраховувати, чи встигне вiн 
зробити покупку (чи заплатити за квартиру, покататися на каруселi i т. д.) за деякий 
час, що є в розпорядженнi? Чи, намагаючись зателефонувати в довiдкову i натикаю
чись кiлька разiв на короткi гудки, нервувати i оцiнювати — дозвонюся чи нi? Iз 
таких “простих” проблем на початку XX столiття виникла досить непроста наука — 
теорiя масового обслуговування, що використовує апарат теорiї ймовiрностей i ма
тематичної статистики, диференцiальних рiвнянь i чисельних методiв. 
Основоположником її став датський вчений А. К. Ерланг, який дослiджував 
проблеми функцiонування телефонних станцiй. 

Пiзнiше з’ясувалося, що нова наука має тiсний зв’язок з економiкою, вiйськовою 
справою, органiзацiєю виробництва, бiологiєю, екологiєю тощо. 

Комп’ютерне моделювання при розв’язуваннi задач масового обслуговування, 
що реалiзується у виглядi методу статистичних випробувань (методу Монте–Карло),
хоч i не є в теорiї масового обслуговування основним, все ж вiдiграє в нiй важливу 
роль. Основна лiнiя в теорiї масового обслуговування — одержання результатiв 
аналiтичних, тобто представлених формулами. Однак можливостi аналiтичних 
методiв досить обмеженi, в той час як метод статистичних випробувань 
унiверсальний i досить простий для розумiння. 

З досвiду проведення лабораторних робiт за вказаною тематикою в НПУ iменi М.
 П. Драгоманова слiд зауважити, що найбiльш ефективною є така схема органiзацiї 
лабораторної роботи: 

1. Складається графiк проведення лабораторних робiт, з яким студентiв 
знайомлять на початку семестру. Студентiв розбивають на групи по 2 студенти. 

2. За кiлька днiв до вказаного часу проведення лабораторної роботи студенти 
переписують протокол лабораторної роботи, вивчають теоретичнi вiдомостi, дають 
вiдповiдi на контрольнi запитання. 

3. Допуск до виконання лабораторної роботи студенти отримують в процесi фро
нтального усного опитування, проведеного на початку заняття. Викладач кожному 
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студенту задає по одному запитанню, на яке той зразу ж вiдповiдає, а iншi студенти 
його вiдповiдь доповнюють i виправляють (якщо необхiдно). Викладач фiксує в жу
рналi оцiнки вiдповiдi студентiв (можливо в балах) i за цими оцiнками вiдповiдно 
допускає чи не допускає студента до виконання роботи. Допуск може 
реалiзовуватися i в позааудиторний час у формi спiвбесiди викладача з кожним 
студентом або шляхом проведення тестування на початку лабораторного заняття. 

4. Лабораторна робота виконується в аудиторiї (обов’язково комп’ютерному 
класi) шляхом реалiзацiї студентами iндивiдуальних завдань, перерахованих в 
протоколах. 

5. За встановленим зразком оформляється звiт про виконану роботу. Звiт здається
викладачу. 

6. Оцiнюється лабораторна робота за кiлькiстю балiв, одержаних студентом за 
письмовий звiт та вiдповiдi на контрольнi запитання i усне запитання викладача про 
етапи виконання роботи в кiнцi кожного лабораторного заняття. 

Особливiстю лабораторних робiт, що розглядаються, є те, що всi вони 
передбачають математичне моделювання деякої практичної задачi за розширеною 
евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. А ця дiяльнiсть 
передбачає використання комп’ютера. Лабораторнi роботи проводяться в 
комп’ютерних класах, в той час, коли в студентiв уже сформованi навички i вмiння 
роботи з програмним забезпеченням, а саме з такими педагогiчними програмними 
засобами, як GRAN1, GRAN-2D, GRAN-3D i т. д., а також навички i вмiння 
програмування за вказаним алгоритмом. 

Тому не є досить принциповим питання про те, пропонує це програмне 
забезпечення викладач, чи їх вибирають i створюють самi студенти. Це залежить вiд
загального рiвня математичної та iнформацiйної культури кожної конкретної групи 
студентiв. Так, для студентiв спецiальностi “математика та фiзика” i “математика та 
економiка” такi програми слiд запропонувати викладачевi, студенти спецiальностi 
“математика та iнформатика” повиннi вибирати їх самостiйно. 

Дидактична цiннiсть наведених лабораторних робiт полягає в тому, що вони 
дають можливiсть формувати вмiння математичного моделювання в комплексi, i не 
тiльки формувати новi вмiння, а й закрiплювати ранiше сформованi. Пiд час вико
нання лабораторних робiт формується сукупнiсть вмiнь, перерахованих у галузевих 
стандартах [37] за типом дiяльностi “математичного моделювання природничих, 
технiчних, економiчних та соцiальних явищ i процесiв” через виконання типових 
завдань дiяльностi: 

• створення математичної моделi реального об’єкта, процесу, явища; 
• аналiз створеної моделi реального об’єкта; 
• дослiдження математичної моделi з використанням засобiв комп’ютерної 

технiки.
Змiст вмiнь за названими типовими завданнями дiяльностi розкрито у додатку A. 

Щодо органiзацiї i методики проведення семiнарських занять, то у цiй справi 
важливим є добiр питань для розгляду i заздалегiдь складений план iз зазначенням 
лiтератури, яку рекомендується використовувати студентам пiд час пiдготовки. Зви
чайно, план має бути вчасно доведений до вiдома студентiв. Нерiдко це робиться на 
попередньому заняттi. Доцiльно заздалегiдь запропонувати студентам кiлька планiв 
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наступних семiнарських занять, що сприятиме рацiональному розподiлу їхнього 
часу. 

За методикою проведення семiнарських занять важливо не припускати 
механiчного вiдтворення студентами конспектiв лекцiй без глибокого аналiзу 
проблеми з рiзних поглядiв (зокрема, й особистого). Викладачевi слiд викликати i 
пiдтримувати жваву дискусiю, виявляти повагу i в мiру вимогливе ставлення до 
студента, швидко встановлювати контакт з учасниками семiнару, вдумливо i 
справедливо оцiнювати їхнi вiдповiдi. Досвiд показує, що обговорення проходить 
цiкавiше й активнiше при проблемному плануваннi заняття. 

Доцiльно заохочувати студентiв до занотовування фактiв i тез, що не розглядали
ся у лекцiйному курсi, зокрема, й доповнень та узагальнень, якi викладач здiйснює 
пiд час заняття чи при пiдведеннi пiдсумкiв. Варто контролювати не лише роботу 
студентiв пiд час семiнару, а й конспекти лiтератури до семiнарського заняття. 

Спецкурс “Математичне моделювання” передбачає проведення двох таких 
семiнарських занять: семiнарське заняття № 1 “Унiверсальнiсть математичних мо
делей” та семiнарське заняття № 2 “Математичне моделювання складних об’єктiв”. 
Цi семiнарськi заняття мають за мету закрiпити навички i вмiння студентiв з 
дiяльностi математичного моделювання; вмiння проводити самостiйно пошукову та 
науково-дослiдницьку роботу з проблем математичного моделювання; виховувати у 
студентiв гуманiзм, бережливе ставлення до навколишнього свiту, що повинно 
проявлятися при розглядi на другому семiнарському заняттi таких математичних 
моделей, як “моделi суперництва, екологiї та технологiї”. Плани цих семiнарських 
занять наведенi у додатку F. 

При проведеннi зазначених семiнарських занять доцiльно за бажанням студентiв 
розподiлити питання таким чином, щоб кожне питання готували два студенти: один 
висвiтлює проблему в цiлому, другий — iлюструє вiдповiдною прикладною задачею
. Викладач повинен пiд час консультацiї обговорити змiст кожної вiдповiдi зi 
студентом-доповiдачем, оскiльки матерiал, взятий з посiбника О. А. Самарського, А.
 П. Михайлова [195], досить великий, громiздкий i досить складний для розумiння 
студентами. Студенти, що не готують дане питання, ведуть короткi записи по його 
сутi та записують розв’язування задач. 

При проведеннi практичних, семiнарських, лабораторних робiт студенти не 
тiльки формують вмiння, пов’язанi з розв’язуванням прикладних задач, а й 
формують навчально-методичний комплекс задач для навчання математичного 
моделювання своїх майбутнiх учнiв. Бiльшiсть задач, розглянутих у процесi 
навчання математичного моделювання майбутнiх учителiв у спрощеному або ж i в 
такому виглядi можливо i необхiдно розв’язувати в школi. 
2.4 Спецкурс “Математичне моделювання” в аспектi пiдготовки вчителя 
математики та використання iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй
Спецкурс “Математичне моделювання” є важливою складовою процесу навчання у 
методичнiй системi формування вмiнь математичного моделювання у майбутнiх 
учителiв математики. Цей спецкурс доцiльно проводити на IV–V курсах. З досвiду 
читання автором дисертацiйного дослiдження таких спецкурсiв в НПУ iменi М. П.
 Драгоманова слiдує, що найкращими формами проведення занять зi спецкурсу є 
лекцiйнi та практичнi заняття. 
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Робоча програма спецкурсу “Математичне моделювання” 
Пояснювальна записка

У наш час закладено основи нової методологiї наукових дослiджень — 
математичного моделювання та обчислювального експерименту. Суть цiєї 
методологiї полягає в замiнi вихiдного об’єкту його математичною моделлю i 
дослiдженi її математичними методами та засобами iнформацiйно- комунiкацiйних 
технологiй. Методологiя математичного моделювання бурхливо розвивається, 
проникаючи у новi сфери — вiд розробки великих технiчних систем i управлiння 
ними до аналiзу найскладнiших економiчних i соцiальних процесiв. 

Для успiшного оволодiння методологiєю математичного моделювання 
спецiалiстами найрiзноманiтнiших професiй необхiдно розпочинати навчання мате
матичного моделювання всiх учнiв ще в загальноосвiтнiй школi. У зв’язку з цим 
необхiдно готувати майбутнього вчителя математики так, щоб вiн мiг успiшно спра
витися з цим завданням. Тому навчанню математичного моделювання майбутнiх 
учителiв математики слiд придiлити належну увагу в процесi їх унiверситетської 
пiдготовки. 

Спецкурс “Математичне моделювання” призначений для навчання студентiв — 
майбутнiх учителiв математики — методам математичного моделювання на ма
терiалi вивчених ними ранiше математичних дисциплiн та мiжпредметних i 
мiжнаукових зв’язкiв. Метою спецкурсу є: привести в систему, розширити та 
поглибити знання, навички i вмiння студентiв з математичного моделювання, вже 
одержанi при вивченнi рiзних дисциплiн. 

Для цього необхiдно виконати такi завдання: 
• повторити, систематизувати, розширити та поглибити знання, навички i 

вмiння студентiв щодо математичного моделювання, набутi в процесi 
навчання на попереднiх курсах основних математичних i методичних 
дисциплiн; 

• ввести розширену евристичну схему дiяльностi математичного моделювання i 
навчити студентiв розв’язувати задачi у вiдповiдностi з цiєю схемою; 

• застосовувати знання i вмiння студентiв працювати з програмним 
забезпеченням, засобами iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй, зокрема 
при проведеннi обчислювального експерименту.

Табл. 2.4: Робоча програма спецкурсу “Математичне моделювання”
№ 
п/п

Тема заняття Форма 
заняття 

К-сть 
годин 

К-сть 
годин 
сам. роб.

Лiтература 

1. Математичнi моделi реальних процесiв та явищ. 
Математичне моделювання як метод наукового 
дослiдження. 

лекцiя 4 2 [6,33,42,70, 
119,195,196, 
209,235,236, 
244,245,260] 

2. Теоретико-множиннi основи математичного 
моделювання. 

лекцiя 2 [14,33,40,55, 
62,65,66, 112,

261] 
3. Математичне моделювання засобами класичних 

галузей математики. 
практичне 
заняття 

4 [12,39,64,69, 
71,79,83,87, 88
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,98,110, 121,

126,127, 146,

166,192] 
4. Диференцiальнi рiвняння як математичнi моделi 

реальних процесiв та явищ. 
практичне 
заняття 

2 [6,51,53,127, 
196,254,257] 

5. Контрольна робота. 2 
6. Загальнi методи математичного моделювання. лекцiя 4 2 [9,97,121, 132,

195,257] 
7. Унiверсальнiсть математичних моделей. семiнарськ

е заняття 
2 [6,34,35,195] 

8. Деякi сучаснi методи дослiдження 
математичних моделей. 

лекцiя 2 [44,97,132, 133

,148,149, 195,

244,245] 
9. Обчислювальний експеримент в математичному

моделюваннi процесiв теплопровiдностi. 
лаборатор
на робота 

2 За 
iндивiдуальни
ми завданнями

10. Математичне моделювання складних об’єктiв. лекцiя 2 3 [6,97,124, 132,

195,245] 
11. Математичне моделювання складних об’єктiв. семiнарськ

е заняття 
2 [29,97,121, 132

,195,260] 
12. Математичнi моделi в екологiї. лаборатор

на робота 
2 За 

iндивiдуальни
ми завданнями

[132] 
13. Моделювання випадкових процесiв в системах 

масового обслуговування. 
лаборатор
на робота 

2 За 
iндивiдуальни
ми завданнями

[132] 
14. Математичне моделювання i професiйна 

дiяльнiсть вчителя математики. 
лекцiя 2 [8,16,19,23, 31,

46,123, 145,

147,170, 186,

188,202, 207,

213,222, 228,

229,240, 241,

246,255, 256,

258,259] 
15. Залiк. 2 

Загальна кiлькiсть годин 36 7 

Спецкурс з математичного моделювання розрахований на 34 години аудиторних 
занять (лекцiйних, практичних, семiнарських, лабораторних). Двi годин вiдводяться 
для проведення залiку, 7 годин вiдводиться на самостiйну роботу студентiв. Загаль
на кiлькiсть — 43 години. Така кiлькiсть годин є оптимальною i методично 
доцiльною тому, що забезпечує можливостi: актуалiзувати, осмислити та системати
зувати знання, навички та вмiння з математичного моделювання, набутi ранiше пiд 
час вивчення передбачених навчальним планом математичних дисциплiн; познайо
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митися з сучасними науковими пiдходами до математичного моделювання; засвоїти 
розширену евристичну схему дiяльностi математичного моделювання i навчитись 
розв’язувати задачi за цiєю схемою, тобто оволодiти методом математичного моде
лювання як методом наукового дослiдження в цiлому. 

З 36 аудиторних годин занять спецкурсу: 16 годин — лекцiйнi заняття, 16 годин 
— практичнi заняття, з них 6 годин — власне практичнi заняття, 4 години — 
семiнарськi заняття, 6 годин — лабораторнi заняття. По 2 години вiдводиться на ко
нтрольну роботу та залiк. Зупинимось детальнiше на змiстi, методах, органiзацiйних
формах i засобах проведення лекцiйних та практичних занять спецкурсу. 

Перше лекцiйне заняття присвячене повторенню i приведенню в систему 
теоретичних знань i вмiнь, якi студенти набули при попередньому навчаннi 
математичного моделювання в процесi вивчення математичних дисциплiн. Методи, 
якi доцiльно використати на цьому заняттi: репродуктивний та частково-пошуковий 
(евристична бесiда). Форми навчальної дiяльностi — фронтальнi. Засоби, якi слiд 
використати на першому лекцiйному заняттi: таблицi, якi вiдображають спрощену 
та розширену евристичнi схеми дiяльностi математичного моделювання, та 
комп’ютер для демонстрацiї розв’язування задачi за розширеною евристичною 
схемою дiяльностi математичного моделювання. 

Такi ж методи навчання: репродуктивний та евристична бесiда, доцiльно викори
стати i при проведеннi другої лекцiї. На цiй лекцiї слiд зосередити увагу студентiв 
на самому фактi, що в основi побудови математичної моделi лежать множини та 
вiдношення на них. Пiд час лекцiї актуалiзуються знання студентiв про множини та 
вiдношення на них, про математичнi структури та аксiоматичний метод, наводяться 
приклади побудови математичних моделей абстрактних наукових теорiй, в яких ма
тематичними моделями є рiзнi множини, наприклад, множина дiйсних чисел з 
вiдношенням належностi (iнцидентностi) та порядку на нiй. Засоби навчання, що 
використовуються при читаннi другої лекцiї — це таблицi та кодоскоп для їх демон
страцiї. На таблицях подано розв’язування задач за евристичними схемами 
дiяльностi математичного моделювання, що наводяться як приклади пiд час лекцiї. 

На лекцiї, присвяченiй загальним методам математичного моделювання, слiд ви
користовувати пояснювально-iлюстративний метод, вдало поєднуючи розповiдь та 
пояснення з демонстрацiєю. Як засiб демонстрацiї пiд час проведення цiєї лекцiї 
доцiльно використати кодоскоп та комп’ютер. Особливiстю цiєї лекцiї є те, що ви
користання методiв (застосування фундаментальних законiв природи, варiацiйних, 
аналогiй, iєрархiчного, фазового укрупнення) при побудовi та дослiдженнi матема
тичних моделей передбачається демонструвати на конкретних прикладах, якi через 
їх громiздкiсть слiд наводити з допомогою комп’ютера або кодоскопа. 

Лекцiї “Деякi сучаснi методи дослiдження математичних моделей” та 
“Математичне моделювання складних об’єктiв” доцiльно проводити пояснювально-
iлюстративним методом з використанням таблиць та комп’ютера. 

Пiд час лекцiй передбачається розширення знань студентiв з математичного 
моделювання шляхом ознайомлення їх з сучасними пiдходами до математичного мо
делювання, якi сформувались в останнi десятирiччя. Це знайомство iз застосуванням
методiв подiбностi, принципу максимуму i теорем порiвняння, методу усереднення. 
Зокрема, на лекцiї “Деякi сучаснi методи дослiдження математичних моделей” слiд 
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пiдкреслити, що “. . . iснують рiзнi способи спрощення математичних моделей, 
бiльшiсть з них заснованi на властивостях їх симетрiї. Одна з фундаментальних 
властивостей багатьох природних, технологiчних, економiчних i соцiальних 
об’єктiв — симетрiя (подiбнiсть, повторювальнiсть) — знаходить своє вiдображення
в їх математичних моделях. Наявнiсть якого-небудь виду симетрiї у явища, що 
вивчається, означає бiльшу простоту об’єкта в порiвняннi з його менш симетричним
аналогом. На цьому заснованi широко застосовнi методи спрощення математичних 
моделей i, вiдповiдно, методи спрощення їх аналiзу. Вони полягають в пониженнi 
порядку системи рiвнянь, що утворюють модель, в зменшеннi числа змiнних, вiд 
яких залежать шуканi величини, чи числа сталих параметрiв, що визначають процес 
тощо. 

Типовий пiдхiд до використання властивостей симетрiї — аналiз розмiрностi ве
личин, що входять в модель. Частина характеристик об’єктiв вимiрюється в якихось 
одиницях, що має безпосереднiй (механiчний, фiзичний, економiчний i т. д.) змiст, 
наприклад, маса в грамах, температура в градусах Кельвiна, валовий нацiональний 
продукт в гривнях. Такi величини називають розмiрними, їх числове значення 
залежить вiд вибору одиниць вимiрювання. Серед них видiляються величини з 
незалежною (основною) розмiрнiстю, або розмiрно незалежнi величини. Наприклад
, якщо для опису механiчних явищ використовується система одиниць СГС (
сантиметр, грам, секунда), то розмiрностi довжини x, маси m i часу t незалежнi i не 
виражаються одна через другу. На вiдмiну вiд них розмiрнiсть кiнетичної енергiї E =
mv2/2 визначається через розмiрнiсть основних величин за формулою [E] = [m] . [x]2 . 

[t]-2 = г . см2 . с-2, що називається формулою розмiрностi (тут v = , символом [m] 
позначається розмiрнiсть величини m). Такi величини називаються розмiрно 
залежними. Пригадаємо, що явища i процеси можуть бути описанi також i 
безрозмiрними величинами, скажiмо, вiдношення довжини водоносного пласту до 
його ширини, показником степеня у формулi, що вказує на залежнiсть коефiцiєнта 
теплопровiдностi вiд температури, рiчним банкiвським процентом тощо. Системи 
одиниць вимiрювання можна вибирати по-рiзному, причому зв’язки мiж 
величинами, що характеризують об’єкт (одержаних iз законiв природи чи iнших 
мiркувань), не повиннi змiнюватись при змiнi одиниць вимiрювання. Наприклад, 
другий закон Ньютона F = ma (F — сила, a — прискорення) в системi СI 
записується точно так, як у системi СГС. Iнварiантнiсть явищ i процесiв по 
вiдношенню до змiни одиниць вимiрювання знаходить своє втiлення в -теоремi. 

-теорема ([195, с. 203]). Нехай маємо функцiональний зв’язок 
(2.10)

мiж n + 1 розмiрними величинами a, a1, ..., an, де величини a1, ..., ak мають незалежну 
розмiрнiсть, i нехай цей зв’язок не залежить вiд вибору системи одиниць 
вимiрювання (величина a — шукана, решта величин — заданi). Тодi зв’язок (2.10) 
може бути записаний як 

тобто у виглядi спiввiдношення мiж n + 1 -k величинами , 1, ..., n-k, що є 
безрозмiрними комбiнацiями iз n + 1 розмiрних величин a, a1, ..., an. 
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При цьому величини , 1, . . . , n-k пов’язанi з a, a1, ..., an простими 
спiввiдношеннями: 

Тут показники степенiв m1, . . . , mk; l1, . . . , lk; p1, . . . , pk тi ж, що i у вiдповiдних 
формулах розмiрностей для розмiрно залежних величин a, a1, . . . , an, наприклад, у 
формулi 

Далi слiд зауважити, що застосування -теореми зменшує кiлькiсть величин, що 
фiгурують в описi об’єкту, i дає явний спосiб представлення шуканої величини a (i 
величин ak+1, . . . , an) через , 1, . . . , n-k i a1, . . . , ak. 

Процедура масштабування завжди корисна при вивченнi математичних моделей, 
оскiльки може дати важливу попередню iнформацiю про об’єкти. 

Одержанi з допомогою -теореми безрозмiрнi величини 1, . . . , n-k можна 
називати параметрами (критерiями) подiбностi в тому розумiннi, що рiзнi за 
своїми масштабами, але однаковi по сутi явища i процеси ведуть себе якiсно 
однаково при заданому наборi параметрiв 1, . . . , n-k (i однаково змiнюються при їх 
змiнi). Наведемо приклад масштабування (демонструємо на комп’ютерi) для задачi 
“Знайти температуру деталi цилiндричної форми, при її локальному охолодженнi 
кiльцевою зоною з торця. Коефiцiєнт теплопровiдностi ( ) матерiалу, з якого 
виготовлено деталь i густина (q) теплових джерел, розташованих в нiй, є сталими.” [
148]. 

Вiдомо, що шукану температуру цилiндра можна знайти з диференцiального 
рiвняння 

(2.11)

Оскiльки охолодження вiдбувається за законом Ньютона, то крайовi умови при 
охолодженнi кiльцевою смужкою з торця можуть бути записанi у виглядi 

(2.12)

(2.13)
де 

Тут h — висота цилiндра, R — радiус основи цилiндра, 1 — радiус меншого кола з 
центром у початку координат, 2 — вiдповiдно радiус бiльшого кола. Цi кола 
обмежують зону охолодження. Формули (2.11)–(2.13) спростимо, провiвши 
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масштабування шляхом замiни змiнних 

Таким чином, розмiрнi величини 1 (см), 2 (см), R (см), z (см), T (градусах С), k ми 
виразили через безрозмiрнi величини 1, 2, R = 1, , t, . Провiвши масштабування, 
замiсть рiвняння (2.11) дiстанемо рiвняння 

(2.14)

i вiдповiдно крайовi умови 

(2.15)

(2.16)
У задачi, що розглядається, функцiя t не залежить вiд змiнної i, отже, рiвняння (2.
14) набуде вигляду 

(2.17)

з крайовими умовами 

(2.18)

(2.19)
Рiвняння (2.17) з крайовими умовами (2.18)–(2.19) i є спрощеною математичною 
моделлю даної задачi, одержаної в результатi процедури масштабування. 

Пiд час лекцiї студенти знайомляться також з принципом максимуму i теоремами
порiвняння на прикладах задач локального охолодження цилiндра. 

Наведений вище матерiал є новим для студентiв, з ним вони знайомляться 
вперше, тому важливо домогтися правильного розумiння ними сучасних пiдходiв до
математичного моделювання. 

Пiд час лекцiї “Математичне моделювання складних об’єктiв” слiд показати 
застосування математичного моделювання та обчислювального експерименту до ви
вчення складних об’єктiв: процесу органiзацiї реклами, взаємовiдносин у системi 
“хижак—жертва”, створення фiзично безпечного ядерного реактора, дослiдження 
клiматичних наслiдкiв ядерного конфлiкту, моделювання випадкових процесiв у си
стемах масового обслуговування. Математичнi моделi цих об’єктiв досить складнi, 
але вони яскраво демонструють досягнення сучасної математичної науки у вивченнi
навколишнього свiту. Пiд час лекцiї слiд зауважити, що дальший розвиток матема
тичного моделювання як методологiї сучасної науки варто продовжувати творчiй 
молодi, до якої i належать студенти — майбутнi вчителi математики. 

Передбачена демонстрацiя на комп’ютерi таблиць, схем та графiкiв, що 
iлюструють побудованi математичнi моделi. 

Заключною лекцiєю спецкурсу є лекцiя на тему “Математичне моделювання i 
професiйна дiяльнiсть учителя математики”. Метод проведення цiєї лекцiї — 
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репродуктивний та евристична бесiда. Пiд час лекцiї актуалiзуються знання i вмiння 
студентiв, одержанi на попереднiх лекцiях спецкурсу, зокрема видiляються тi 
математичнi моделi, якi доцiльно розглянути у шкiльному курсi математики. На 
лекцiї використовується кодоскоп для демонстрацiї таблиць, що розкривають форми
та методи роботи з навчання математичного моделювання учнiв школи. Значення 
лекцiйних занять спецкурсу полягає в тому, що пiд час лекцiї засвоюються знання 
студентами з математичного моделювання, якi потiм осмислюються i 
усвiдомлюються пiд час самостiйної роботи над лекцiєю та в процесi практичного 
заняття. Одержанi на лекцiях знання є основою для формування навичок та вмiнь 
математичного моделювання на практичних заняттях. 

Змiст практичних занять повинен цiлком вiдповiдати змiсту лекцiйних занять. Л.
 Д. Кудрявцев у книзi “Современная математика и ее преподавание” писав: “Для 
того, щоб практичнi заняття приносили максимальну користь, їх змiст повинен бути 
добре узгодженим з лекцiйним матерiалом: якщо студент i на лекцiях, i на 
практичних заняттях буде знайомитись з однiєю i тiєю ж точкою зору на поняття, 
що ним вивчаються, буде закрiплювати на практичних заняттях набутi ним 
теоретичнi знання як в результатi обговорення i аналiзу лекцiйного матерiалу, так i з
допомогою розв’язування задач, то вiн не тiльки добре засвоїть цей матерiал i 
навчиться застосовувати його на практицi, але й одержить додатковий стимул (i це 
дуже важливо) для активної роботи над лекцiєю” [108, с. 37]. Обов’язковою умовою 
проведення практичних занять слiд вважати те, що всi задачi, що розв’язуються в 
аудиторних та домашнiх роботах студентiв, повиннi бути розв’язанi за спрощеною 
чи розширеною евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. Тому
, що саме дiяльнiсть за цими евристичними схемами забезпечує свiдоме та мiцне 
оволодiння студентами методом математичного моделювання. Саме на цих 
практичних заняттях остаточно формуються вмiння математичного моделювання, 
основа яких закладена при вивченнi окремих дисциплiн. Цi вмiння детально описанi 
в п. 1.1, їх формування у майбутнiх учителiв математики передбачено галузевими 
стандартами [37]. Засобом формування таких вмiнь є система задач, якi студенти 
розв’язують на практичних заняттях в унiверситетi та пiд час самостiйної роботи 
вдома. До системи задач входять задачi, наведенi в додатку E. 

На перших практичних заняттях: “Математичне моделювання засобами 
класичних галузей математики” та “Диференцiальнi рiвняння як математичнi моделi
реальних процесiв та явищ” доцiльно використати репродуктивний та частково-
пошуковий методи навчання. Пiд час цих занять слiд повторити спрощену схему 
дiяльностi математичного моделювання та сформувати навички роботи за розшире
ною евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. Засоби навчання
при проведеннi цих занять — це таблицi зi спрощеною i розширеною схемами 
дiяльностi математичного моделювання та комп’ютер з вiдповiдним змiсту задач, 
що розв’язуються за розширеною евристичною схемою, програмним забезпеченням.

Слiд зауважити, що пiд час проведення занять зi спецкурсу слiд поєднувати 
колективнi, груповi, iндивiдуальнi форми роботи. Лекцiйнi заняття дають 
можливiсть працювати фронтально, забезпечуючи зв’язок “студенти — викладач” та
“викладач — студенти” пiд час проблемного викладу та проблемного засвоєння 
матерiалу. 
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На практичних заняттях доцiльно застосовувати як фронтальнi форми роботи, так
i груповi та iндивiдуальнi. Найпоширенiшою формою фронтальної роботи є колек
тивне розв’язування задачi, коли один студент розв’язує задачу бiля дошки, а йому 
допомагають викладач та студенти з аудиторiї. При цьому детально обговорюється i
фiксується кожний етап евристичної схеми дiяльностi математичного моделювання. 
Фронтальна форма особливо зручна на перших практичних заняттях спецкурсу з ма
тематичного моделювання, коли у студентiв повинно остаточно сформуватись 
вмiння працювати за спрощеною та розширеною схемами дiяльностi математичного 
моделювання. На наступних практичних заняттях слiд застосовувати груповi форми 
дiяльностi. Причому бажано склад групи змiнювати. Один раз в групи слiд 
об’єднувати сильнiших та слабших студентiв — рiзнорiвневi групи, iнший раз 
можна об’єднувати в динамiчнi типологiчнi групи студентiв з однаковим рiвнем 
навченостi, научуваностi та загального математичного розвитку [180]. Це 
забезпечить диференцiацiю у навчаннi математичного моделювання. Оскiльки в 
середньому на практичному заняттi слiд розв’язати 8 задач рiзного рiвня складностi,
то студентiв слiд роздiлити на 8 груп по 3–4 чоловiка з однаковим рiвнем, або 1–2 
сильнiшi студенти (консультанти) та 2 слабшi студенти. Кожна група одержує 
вiдповiдну до її рiвня задачу, розв’язує її протягом 15–20 хвилин, а потiм 
починається колективне обговорення розв’язаних задач, один студент з кожної 
групи (бажано слабший) записує розв’язання задачi на дошцi i пояснює всiй 
студентськiй групi кожний етап її розв’язування. При органiзацiї групової роботи на
практичному заняттi доцiльно (з досвiду) давати одну задачу задовiльного рiвня, три
задачi високого рiвня складностi та двi задачi достатнього рiвня. Наприклад, при 
проведеннi груповою формою практичного заняття на тему “Диференцiальнi 
рiвняння як математичнi моделi деяких реальних процесiв та явищ” студентам 
доцiльно запропонувати такi задачi. 
1. Задовiльний рiвень. 1. Швидкiсть тiла пропорцiйна пройденому шляху. За першi 
10 с тiло пройшло 100 м, за 15 с — 200 м. Який шлях пройде тiло за 20 с? 
2. Достатнiй рiвень. 2. Знайти максимальну швидкiсть падiння парашутиста, якщо 
його маса разом з парашутом дорiвнює 90 кг, а сила опору повiтря при падiннi 
пропорцiйна квадрату швидкостi його руху (вважати, що коефiцiєнт пропорцiйностi 
k = 3 . 102 г/см). 

3. Ланцюг, що звисає на гачку, починає сповзати в момент часу, коли один кiнець
його має довжину 11 м, а iнший — 9 м. За який час ланцюг сповзе повнiстю? 
3. Високий рiвень. 4. Температура вийнятого з печi хлiба протягом 20 хвилин 
зменшується вiд 100oС до 60oС. Температура повiтря aoС. Через який час вiд початку 
охолодження температура хлiба знизиться до boС? Провести пiдрахунки, якщо a 
набуває значень 5, 10, 15, 20, 25oС, а b набуває значень 30, 40, 50oС. 

5. Населення мiста зростає зi швидкiстю, пропорцiйною його кiлькостi. Знайти 
закон зростання населення мiста, якщо в момент часу t0 у ньому проживало N0 тисяч 
населення, а щорiчний прирiст становив h тисяч. Визначити через скiльки рокiв 
населення мiста збiльшиться вдвiчi. Провести пiдрахунки, якщо N0 набуває значень 
900, 700, 600, 500, 400, 300 тис. чол., а h — вiдповiдно 30, 25, 20, 15, 10, 5 тис. чол. 

6. У корiвнику встановлено два вентилятори, кожний з яких подає за хвилину 
50 м3 чистого повiтря, що мiстить 0,01 % вуглекислоти. Визначити вмiст 



105

вуглекислоти в 1 м3 повiтря пiсля двогодинного перебування тварин у примiщеннi, 
якщо у корiвнику об’ємом 1000 м3 iз початковим вмiстом вуглекислоти 0,2 % 
перебуває N корiв, кожна з яких видихає за хвилину 0,1 м3 повiтря з 5 % 
вуглекислоти. Дослiдити процес, поклавши N рiвним 80, 90, 100, 110, 120 тварин. 

Пiд час проведення лабораторних робiт студенти працюють iндивiдуально, 
кожний виконує свiй варiант та оформляє роботу за поданим зразком. 

Лабораторнi та семiнарськi заняття проводяться дослiдницьким методом з 
обов’язковим використанням засобiв iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй. 

Особливе мiсце при навчаннi математичного моделювання має самостiйна робота
студентiв з навчальними посiбниками, науковою, науково-популярною та 
довiдковою лiтературою при пiдготовцi ними до проведення лабораторних та 
семiнарських занять. На жаль, сьогоднi немає в Українi сучасного посiбника з мате
матичного моделювання, рекомендованого Мiнiстерством освiти i науки. На нашу 
думку, найбiльш вдалим зарубiжним посiбником з математичного моделювання є 
посiбник О. A. Самарського та А. П. Михайлова [195]. Сьогоднi достатньо наукової 
та науково-популярної лiтератури присвячено математичному моделюванню. Це 
лiтература як науково-популярного, так i високого наукового рiвня. Частину 
лiтератури до спецкурсу рекомендує викладач на вступному заняттi i потiм на кож
ному лекцiйному заняттi пiдкреслює, в яких лiтературних джерелах висвiтлено ту чи
iншу тему. До семiнарських занять студентам пропонується вiдшукувати 
iнформацiю з лiтературних джерел чи на сайтах Iнтернет самостiйно. Як показує до
свiд, студенти з цiєю проблемою успiшно справляються. Плани семiнарських занять 
поданi в додатку F. 

Iндивiдуалiзацiя i диференцiацiя навчально-виховної роботи пiд час проведення 
спецкурсу з математичного моделювання буде сприяти пiдвищенню рiвня навчання 
i розвитку студента лише за умови постiйної дiагностичної роботи не лише на поча
тковому етапi органiзацiї навчання, а i протягом усiх перiодiв його здiйснення. 
Цьому сприяє модульно-рейтингова система навчання i облiку успiшностi студентiв 
(див. п. 2.5). 

Роботу над спецкурсом можливо i доцiльно органiзувати за модульно- 
рейтинговою системою, мета якої — сконцентрувати увагу i час студентiв протягом 
семестру, шляхом проведення рiзноманiтних видiв контролю за самостiйною 
роботою студентiв. Основний органiзацiйний принцип системи — вчасне виконання
завдань. 

Для тих студентiв, якi не можуть з деяких причин придiлити досить часу для 
роботи в календарнiй системi рейтингових контролiв, працює класично-академiчна 
система вiдвiдування лекцiй, практичних робiт, виконання i захист лабораторних 
робiт, пiдготовка та виступ на семiнарi, залiкова контрольна робота та семестровий 
контроль-залiк. 

Органiзовуючи роботу за модульно-рейтинговою системою, до робочої програми
, яка наведена на початку параграфа, слiд обов’язково додати “Тематичний план”. 
Вiн включає назви модулiв та кiлькiсть годин, що на їх вивчення вiдводиться (див. 
додаток G). 

Спецкурс з математичного моделювання передбачає широке застосування 
iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй. Розглянемо детальнiше мiсце та роль 
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iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй у навчаннi математичного моделювання 
майбутнiх учителiв математики. Методологiчною основою використання 
iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй в цьому дослiдженнi є роботи вiтчизняних
вчених М. I. Жалдака [57,60,61,63], В. I. Клочка [80,81], Н. В. Морзе [137], Г. О.
 Михалiна [131], Ю. С. Рамського [193], О. В. Спiваковського [219–221], присвяченi 
проблемi навчання використанню iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй при 
пiдготовцi майбутнього вчителя математики. 

Серед вмiнь “математичного моделювання”, перерахованих у галузевих 
стандартах, важливе мiсце займають “вмiння створювати та дослiджувати 
математичнi моделi з використанням засобiв комп’ютерної технiки: 

• вмiти добирати ефективнi методи чисельного аналiзу математичних моделей 
рiзних задач; 

• вмiти добирати та використовувати готовi програмнi засоби (математичнi 
пакети прикладних програм) для символьно-формульного, графiчного, 
чисельного аналiзу математичних моделей реальних об’єктiв; 

• вмiти при необхiдностi розробити алгоритм i програму для розв’язування 
математичної задачi, яка є математичною моделлю; 

• вмiти виконувати чисельний експеримент в тому числi з використанням 
комп’ютера; 

• вмiти аналiзувати похибки при чисельному розв’язуваннi задач; 
• вмiти iнтерпретувати, аналiзувати та узагальнювати результати розрахункiв 

чисельного експерименту”.
Формування вмiнь математичного моделювання, перерахованих вище, — спiльне

завдання всiх математичних дисциплiн та iнформатики. Саме в процесi вивчення 
iнформатики студенти набувають знань та вмiнь, що є базовими для навчання мате
матичного моделювання i комп’ютерної пiдтримки цього процесу. 

Засоби iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй допомагають здiйснювати по
ступовий плавний перехiд вiд дiяльностi за спрощеною евристичною схемою 
дiяльностi математичного моделювання до дiяльностi за розширеною схемою. Так, 
уже на першому курсi пiд час вивчення математичного аналiзу, лiнiйної алгебри, 
аналiтичної геометрiї, доцiльно розв’язувати прикладнi задачi за спрощеною 
евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання, яка розширюється 
введенням етапу “реалiзацiя математичної моделi засобами iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй”. Це розширення слiд виконувати пiсля етапу “реалiзацiя
моделi математичними методами” або замiсть нього. 

На цьому етапi передбачається використання педагогiчних програмних засобiв (
ППЗ) типу GRAN1, GRAN-2D, якi створенi пiд керiвництвом академiка М. I.
 Жалдака вченими Ю. В. Горошком та О. В. Вiтюком [60,189]. Вiд студента ви
магається вмiння працювати з комп’ютером на рiвнi користувача, що цiлком 
вiдповiдає рiвню випускника загальноосвiтньої школи. 

Наведемо приклади задач, якi розв’язуються математичним моделюванням i для 
розв’язування яких доцiльно використати ППЗ. 
Задача 2.10. На шкiльному подвiр’ї треба обгородити квiтник прямокутної форми, 
що прилягає до паркана, довжина якого понад 50 м. Є 200 плит, кожна з яких має 
довжину 50 см. Якими мають бути розмiри квiтника, щоб його площа була 
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найбiльшою? 
Розв’язання. I. Попереднiй аналiз об’єкту дослiдження. Площу квiтника 
прямокутної форми слiд представити як функцiю вiд незалежних змiнних, якими є 
розмiри паркана. Дослiдивши таку функцiю на максимум, знайдемо розмiри паркана
. 

II. Побудова математичної моделi. Позначимо через y ту сторону прямокутника
, яка паралельна паркану, а iншу — через x. Тодi площа прямокутника S = xy. За 
умовою довжина огорожi становить 200 . 0,5 = 100 м. Тодi y+2x = 100, звiдки y = 100
-2x i S = x(100-2x) = 100x-2x2, де 0 x 50. Отже треба знайти найбiльше значення 
функцiї S = 100x- 2x2 на вiдрiзку [0;50]. 

Далi у розв’язаннi задачi можна пiти двома шляхами: 
1. знайти найбiльше значення функцiї S(x) на вiдрiзку [0;50] методами 

математичного аналiзу; 
2. використати ППЗ GRAN1. За допомогою його послуг побудувати графiк 

залежностi S = f(x) при x [a;b] i далi скориставшись послугою “координати” 
пункту “Графiк” визначити координати найвищої точки на графiку.

Перший шлях розв’язання задачi забезпечується виконанням етапу “реалiзацiя 
математичної моделi математичними методами” евристичної схеми дiяльностi ма
тематичного моделювання. Для розв’язання задачi другим шляхом цей етап слiд 
замiнити на такий “реалiзацiя математичної моделi засобами iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй”. Доцiльним є другий шлях розв’язання, тому в 
евристичнiй схемi дiяльностi третiм є наступний етап. 

III. Реалiзацiя математичної моделi засобами iнформацiйно- комунiкацiйних 
технологiй. За допомогою послуг програми GRAN1 будуємо графiк залежностi S = 
100x - 2x2 на вiдрiзку [0;50] i визначивши координати найвищої точки на графiку, 
одержимо x = 25, S = 1250. Далi будуємо графiк y = 100 - 2x i скориставшись 
послугою “координати” пункту “Графiк” знаходимо: при x = 25, y = 50 (рис. 2.7, 2.8).
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Рис. 2.7: Графiк функцiї S(x) = 100x - 2x2

Рис. 2.8: Графiк функцiї y + 2x = 100

IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 
дослiджується. Найбiльшого значення функцiя набуває в стацiонарнiй точцi x = 25, 
при цьому y = 50. Отже, квiтник матиме найбiльшу площу, якщо сторона, 
паралельна паркану, є вдвiчi бiльшою за iншу. __ 
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Цю задачу вказаним шляхом цiлком можна розв’язати i в шкiльному курсi 
алгебри i початкiв аналiзу. Розв’язуючи подiбнi задачi, студентiв слiд орiєнтувати на
використання обох шляхiв реалiзацiї третього етапу евристичної схеми дiяльностi 
математичного моделювання. Необхiдно формувати у них вмiння самостiйного 
доцiльного вибору евристичної схеми дiяльностi математичного моделювання. 

При розв’язаннi задач такого типу, окрiм iнших вмiнь математичного 
моделювання, передбачених галузевими стандартами i не пов’язаних з 
використанням iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй, формується вмiння 
добирати та використовувати готовi програмнi засоби (математичнi пакети 
прикладних програм) для символьно-формульного, графiчного, чисельного аналiзу 
математичних моделей реальних об’єктiв. 

Доцiльно використовувати педагогiчний програмний засiб GRAN-2D i на 
другому курсi в процесi вивчення “Проективної геометрiї та методiв зображень”, 
при побудовi зображень правильних многокутникiв та зображень перетинiв 
многогранникiв сiчними площинами. Розглянемо приклад такої задачi. 
Задача 2.11. Побудувати зображення правильного шестикутника. 
Розв’язання. I. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. Зображення шестикутника 
на площинi, одержане в результатi паралельного проектування правильного 
шестикутника на площину, є його геометричною моделлю. Будувати цю модель слiд
на основi властивостей паралельного проектування: 

1. Паралельнi прямi переходять в паралельнi прямi. 
2. Зберiгається просте вiдношення трьох точок прямої. 
3. Зберiгаються довжини вiдрiзкiв, розташованих на паралельних прямих. 
4. Довжини вiдрiзкiв, розташованих на непаралельних прямих, не зберiгаються.
II. Побудова математичної (геометричної) моделi. Розглянемо правильний 

шестикутник A'B'C'D'E'F' (демонструємо студентам побудову правильного 
шестикутника за допомогою ППЗ GRAN-2D). Проведемо дiагоналi A'D', B'E', C'F'. 
Дiагоналi правильного шестикутника перетинаються в точцi O', i дiляться в нiй 
пополам. Отже, при побудовi слiд врахувати той факт, що дiагоналi на зображеннi 
шестикутника теж в точцi перетину будуть дiлитися пополам. Паралелограм A'O'E'F'
перейде в довiльний паралелограм AOEF. Iз зображення паралелограма AOEF i 
доцiльно розпочати побудову зображення шестикутника. Збiльшивши в два рази 
сторони паралелограма AO, EO та дiагональ FO, одержуємо вершин — протилежнi 
A, E, F. Це вiдповiдно точки D, B, C. Сполучаємо вершини A, B, C, D, E, F i 
одержуємо шукану математичну модель. 

III. Реалiзацiя математичної моделi засобами iнформацiйно- комунiкацiйних 
технологiй. Побудова правильного шестикутника та його зображення виконана за 
допомогою програмного засобу GRAN-2D [60] (див. рис. 2.9, 2.10). 

IV. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 
дослiджується. Перевiримо вiдповiднiсть побудованої математичної моделi 
шестикутника правильному шестикутнику. Встановлюємо, що протилежнi сторони 
математичної моделi шестикутника паралельнi та рiвнi, отже, побудована модель 
вiдповiдає об’єкту дослiдження — правильному шестикутнику. __ 
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Рис. 2.9: Правильний шестикутник

Рис. 2.10: Зображення правильного шестикутника

Застосування програмних засобiв GRAN1, GRAN-2D, GRAN-3D дозволяє 
пiдвищити ефективнiсть вивчення багатьох математичних понять i фактiв, допома
гає здогадатися i сформулювати гiпотезу (часто це найголовнiше), знайти 
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оригiнальне розв’язання, надає можливостi перевiрити припущення, сприяє 
розвитку творчої та евристичної складової навчання математичного моделювання. 

Формування iнших вмiнь створювати та дослiджувати математичнi моделi з 
використанням комп’ютерної технiки вiдбувається при вивченнi майбутнiми 
вчителями спецкурсiв з математичного моделювання. На цих спецкурсах 
розглядаються задачi-проблеми з рiзних галузей людської дiяльностi економiки, 
бiологiї, технiки. Такi задачi розв’язуються за розширеною евристичною схемою 
дiяльностi математичного моделювання. Приклад такої задачi-проблеми наведено в 
додатку H. 

Систематичне застосування математичного моделювання з комп’ютерною 
пiдтримкою на лекцiйних, практичних заняттях та в науково-дослiднiй роботi 
студентiв сприяє пiдвищенню якостi пiдготовки майбутнiх учителiв математики, 
формуванню в них цiлого комплексу професiйних вмiнь, серед яких вмiння 
математичного моделювання займають важливе мiсце. 
2.5 Контроль знань та вмiнь студентiв з математичного моделювання
В умовах особистiсної зорiєнтованостi навчально-виховного процесу контроль ре
зультатiв навчання стає дiйовим засобом розкриття iндивiдуальностi студента i 
пiдтримки його особистiсного розвитку. Розглянувши рiзнi пiдходи до тлумачення 
контролю результатiв навчання, висвiтленi в дисертацiйних дослiдженнях В. О.
 Швеця [249] та I. А. Дремової [52], а також у посiбниках [117,208] i враховуючи 
сучаснi вимоги до навчального процесу, в нашому дослiдженнi дотримано такої 
структури контролю результатiв навчання. 

Перевiрка — виявлення результатiв навчання в опануваннi певним обсягом 
предметних знань, навичок, вмiнь, в iнтелектуальному, психiчному й соцiальному 
розвитку студента i реалiзацiї його можливостей, нахилiв, iнтересiв. Перевiркою 
визначається: 

• правильнiсть виконання навчального завдання; 
• сформованiсть загальних i предметних знань, навичок, вмiнь; 
• виявлення помилок, вiдхилень, недолiкiв у формуваннi понять, способiв дiй; 
• виявлення причин неуспiхiв, iндивiдуальних особливостей, резервiв розвитку 

кожного студента; 
• планування коригуючої роботи.
Оцiнювання — вимiрювання досягнутих результатiв навчання студентiв i 

порiвняння їх iз запланованими програмою i конкретизованими у навчальних цiлях, 
а також з його власними попереднiми досягненнями. Результатом оцiнювання є 
оцiнка. В умовах кредитно-модульної органiзацiї навчального процесу встановлено 
порядок перерахунку рейтингових показникiв нормованої 100-бальної 
унiверситетської шкали оцiнювання в традицiйну 4-бальну шкалу та європейську 
шкалу ECTS (табл. 2.5). 
Табл. 2.5: Оцiнювання знань та вмiнь студентiв в умовах кредитно-модульної 

органiзацiї навчального процесу
За 
шкалою 

За шкалою унiверситету За нацiональною шкалою

ECTS Екзамен Залiк 
A 90–100 (вiдмiнно) 5 (вiдмiнно) 
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B 80–89 (дуже добре) 4 (добре) 
C 70–79 (добре) зараховано 
D 65–69 (задовiльно) 3 (задовiльно) 
E 60–64 (достатньо) 
FX 35–59 (незадовiльно — з можливiстю повторного 

складання) 
2 (незадовiльно) незараховано

F 1–34 (незадовiльно — з обов’язковим повторним курсом) 

Облiк — фiксацiя й збереження даних про досягнутi результати навчання, 
об’єктивне вiдображення динамiки розвитку особистостi. 

Корекцiя — усунення виявлених недолiкiв i прогалин у знаннях, вмiннях 
студентiв шляхом навчальної роботи, вдосконалення органiзацiї навчального 
процесу тощо. 

Контроль знань та вмiнь студентiв з математичного моделювання має описану 
структуру i як педагогiчний контроль, взагалi, виконує такi основнi функцiї: 
дiагностичну, навчаючу, розвиваючу, виховну, контролюючу. 

Дiагностика — це процес виявлення i оцiнювання властивостей особистостi, якi 
нас цiкавлять. Педагогiчна дiагностика — частина наукової системи контролю, яка 
безпосередньо пов’язана з процесом виявлення рiвня знань, навичок та вмiнь, розви
тку, вихованостi, оцiнки реальної поведiнки студентiв. 

На рiзних етапах навчання предметом дiагностики в унiверситетi є рiзнi аспекти 
навчальної, науково-дослiдної, суспiльної дiяльностi студентiв, а метою — 
отримання науково обґрунтованої iнформацiї для удосконалення процесу навчання [
74]. 

Навчаюча функцiя зумовлює таку органiзацiю контролю навчальних досягнень 
студентiв, коли його проведення сприяє повторенню, уточненню i систематизацiї 
навчального матерiалу, вдосконаленню пiдготовки студента. Розвиваюча i виховна 
функцiї контролю спрямованi на формування у студентiв загальних i специфiчних 
розумових дiй i прийомiв розумової дiяльностi та вiдповiдального ставлення до 
занять, розвитку своїх здiбностей, виховання активного прагнення навчатися. 
Контролююча функцiя передбачає визначення рiвня досягнень окремого студента (
групи), виявлення рiвня готовностi до засвоєння нового матерiалу, що дає змогу 
викладачевi вiдповiдно планувати i викладати навчальний матерiал. 

Всi цi функцiї тiсно пов’язанi мiж собою у навчально-виховному процесi. Залiки, 
екзамени i колоквiуми виконують дiагностичну i контролюючу функцiю, семiнари, 
практичнi заняття — дiагностичну, навчаючу, розвиваючу i виховну. 

Навчання математичного моделювання майбутнiх учителiв математики буде 
успiшним лише за умови постiйної дiагностично-контролюючої роботи не лише на 
початковому етапi органiзацiї навчання (пiд час вступних лекцiй та практичних за
нять), а й протягом усiх перiодiв його здiйснення (пiд час вивчення кожної 
математичної дисциплiни, а також пiд час впровадження спецкурсу “Математичне 
моделювання”). 

Контроль знань та вмiнь математичного моделювання на рiзних етапах навчання 
є важливим складовим компонентом системи навчання математичного моделювання
майбутнiх учителiв математики в процесi вивчення ними рiзних математичних 



113

дисциплiн. 
Як зазначено в посiбнику З. I. Слєпкань [216, с. 144], “Педагогiчний контроль — 

це система перевiрки результатiв навчання, розвитку i виховання студентiв. 
Iснування i розвиток рiзних видiв педагогiчного контролю пояснюється 
стимулюючою i дiагностичною роллю перевiрки у навчальнiй дiяльностi учнiв i 
студентiв. 

Система контролю знань, навичок i вмiнь повинна будуватися на єдиних 
об’єктивних критерiях, бути простою i зручною, одночасно визначати стан якостi 
пiдготовки даного контингенту студентiв не тiльки з точки зору наявностi предмет
них знань i вмiнь, але i сформованостi загальних i специфiчних розумових дiй та тих
прийомiв навчальної роботи, без яких програма навчання не може бути реалiзована.
” 

В умовах органiзацiї навчального процесу за кредитно-модульною системою для 
визначення якостi оволодiння навчальним матерiалом iз подальшим його 
оцiнюванням рекомендується застосовувати такi рiвнi досягнень студентiв. Високий 
рiвень. Студент вiльно володiє навчальним матерiалом на пiдставi вивченої основної
та додаткової лiтератури, аргументовано висловлює свої думки, проявляє творчий 
пiдхiд до виконання iндивiдуальних та колективних завдань при самостiйнiй роботi. 
Достатнiй рiвень. Студент володiє основним обсягом навчального матерiалу, 
здатний його аналiзувати, але не має достатнiх знань та вмiнь для формулювання 
висновкiв, допускає несуттєвi неточностi. Задовiльний рiвень. Студент володiє 
навчальним матерiалом на репродуктивному рiвнi або володiє частиною 
навчального матерiалу, умiє використовувати знання в стандартних ситуацiях. 
Низький рiвень. Студент володiє навчальним матерiалом поверхово i фрагментарно. 
Незадовiльний рiвень. Студент не володiє навчальним матерiалом. 

Трансформуючи зазначенi рiвнi на тему “Математичне моделювання”, можна 
видiлити такi рiвнi засвоєння знань з математичного моделювання. 

Низький рiвень передбачає засвоєння таких понять як “математична модель”, 
“математичне моделювання”, “метод математичного моделювання”, “спрощена 
евристична схема дiяльностi математичного моделювання”, “прикладна задача”, за
стосування спрощеної евристичної схеми дiяльностi математичного моделювання до
розв’язування простих задач (шкiльного типу). Наприклад, таких: 
Задача 2.12. Залежнiсть витрат y на купiвлю молочної продукцiї вiд щомiсячного 
доходу x сiм’ї виражається функцiєю y = 0,3x - 36. Який дохiд повинна мати сiм’я 
щомiсяця, щоб витрачати на молочну продукцiю 120 грн у мiсяць? Скiльки сiм’я 
витрачатиме на молочну продукцiю, маючи дохiд у 1500 грн? 

Задача 2.13. Тiло рухається прямолiнiйно за законом s(t) = 6-33t+32t2- , де s(t) — 
шлях, м, t — час, с. В який момент часу тiло має найбiльшу швидкiсть? Знайти цю 
швидкiсть. 
На задовiльному рiвнi студенти повиннi свiдомо володiти спрощеною схемою 
дiяльностi математичного моделювання, вмiти виконувати всi етапи схеми, а це 
вмiння безпосередньо пов’язане з вмiннями математичного моделювання, 
описаними у галузевих стандартах [37] (див. додаток A). Особливiстю цього рiвня 
навчальних досягнень є те, що знання i способи дiяльностi математичного 
моделювання базуються на вiдповiдних знаннях i вмiннях з математичної 
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дисциплiни, що вивчається, i цi знання i вмiння проявляються пiд час виконання 
етапу “Реалiзацiя математичної моделi математичними методами”. Приклади: 
Задача 2.14. Перерiз тунелю заданого периметра p має форму прямокутника з 
насадженим пiвкругом. За яких розмiрiв сторiн прямокутника площа перерiзу буде 
найбiльшою? 
Задача 2.15. Скiльки тканини треба витратити на виготовлення пляжного зонта, що 
має форму частини сферичної поверхнi радiуса 4 м, вирiзаної прямим круговим 
цилiндром радiуса 2 м? 
Необхiдно, щоб студенти вмiли: для задачi 2.14 — знаходити похiдну функцiї однiєї 
змiнної; знаходити найбiльше та найменше значення функцiї однiєї змiнної; для 
задачi 2.15 — знаходити частиннi похiднi функцiї двох змiнних; здiйснювати 
перехiд вiд прямокутної декартової системи координат до полярної системи 
координат; знаходити подвiйний iнтеграл. 

На цьому рiвнi досягнень студенти знайомляться з розширеною евристичною 
схемою дiяльностi математичного моделювання. Вони повиннi знати послiдовнiсть 
етапiв цiєї схеми. Викладач наводить приклади розв’язування задач за розширеною 
евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання. Студентам 
пропонуються завдання: видiлити етапи розширеної евристичної схеми дiяльностi 
математичного моделювання в процесi розв’язування певної задачi. Приклад: 
Задача 2.16. Двоє друзiв замовили в кафе каву та вершки. Коли їм одночасно подали
однаково гарячу кафу та вершки, вони вчинили таким чином. Один з них додав до 
кави трiшки вершкiв, накрив чашку паперовою серветкою i вийшов зателефонувати.
Iнший накрив чашку паперовою серветкою, а додав ту ж кiлькiсть вершкiв лише 
через 10 хвилин, коли повернувся перший, i вони почали пити каву разом. Хто з них
пив бiльш гарячу каву? [6].
На достатньому рiвнi студенти повиннi вмiти розв’язувати простiшi задачi за 
розширеною евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання, чiтко 
виконувати кожний етап цiєї схеми, використовувати рiзнi методи математичного 
моделювання. 

Високий рiвень передбачає дiяльнiсть студентiв за розширеною евристичною 
схемою творчого характеру, яка вимагає високого рiвня знань i вмiнь студента з 
математики та iнформатики, вмiння визначати, до якої галузi знань вiдноситься про
блема, поставлена в задачi, вмiння користуватися довiдковою лiтературою з цiєї 
галузi, актуалiзувати свої знання та свiй життєвий досвiд. Цього рiвня, як правило, 
досягають не всi студенти i це закономiрно. 

Щодо оцiнювання знань та вмiнь математичного моделювання слiд зазначити на
ступне. У процесi вивчення кожної математичної дисциплiни студенти досягають 
достатнього рiвня засвоєння знань та вмiнь з математичного моделювання, що 
вiдповiдає оцiнцi “добре”. Це повинно, на нашу думку, так впливати на загальну 
оцiнку з математичної дисциплiни (див. табл. 2.6). 
Табл. 2.

6: 
Оцiнювання знань та вмiнь студентiв при вивченнi 

математичної дисциплiни
Оцiнювання основних Оцiнювання знань та вмiнь Загальна

знань та вмiнь з математичного моделювання оцiнка
нац. ECTS нац. ECTS нац. ECTS

5 A 4 B, C 5 A 
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вiдмiнно добре вiдмiнно 
добре 4 B, C добре 4 B, C добре 4 B, C 

задовiльно 3 D, E добре 4 B, C задовiльно 3 D 

вiдмiнно 5 A задовiльно 3 D, E добре 4 C 

добре 4 B, C задовiльно 3 D, E добре 4 C 

задовiльно 3 D, E задовiльно 3 D, E задовiльно 3 D, E 

нац. — за нацiональною шкалою
ECTS — за шкалою ECTS

У графi “Оцiнювання основних знань та вмiнь” оцiнюються знання, навички та 
вмiння студентiв вiдповiдно до вимог програми з кожної математичної дисциплiни 
зокрема. 

Пiд час вивчення спецкурсу з математичного моделювання зберiгається 
загальноприйнята вiдповiднiсть мiж рiвнем навчальних досягнень та оцiнкою, яка 
проiлюстрована в табл. 2.7. 

Табл. 2.7: Вiдповiднiсть мiж рiвнем навчальних досягнень студентiв i оцiнкою
Рiвень навчальних Оцiнка

досягнень студентiв за шкалою ECTS за шкалою унiверситету за нацiональною 
шкалою 

високий A 90–100 5 
достатнiй B 80–89 4 

C 70–79 
задовiльний D 65–69 3 
низький E 60–64 3 
незадовiльний FX 35–59 2 

F 1–34 

Високий рiвень (творчий) з математичного моделювання досягається здiбними та
обдарованими студентами також у процесi iндивiдуальної та групової роботи пiд 
керiвництвом викладача пiд час написання курсових, квалiфiкацiйних робiт, науко
вих студентських робiт, пiдготовки доповiдей на засiдання наукових гурткiв та 
науковi конференцiї. 

До форм педагогiчного контролю з математичного моделювання вiднесемо 
екзамени, залiки, усне опитування, письмовi контрольнi роботи, реферати, 
колоквiуми, семiнари, лабораторнi заняття, курсовi, квалiфiкацiйнi роботи тощо. 

Педагогiчний контроль з математичного моделювання подiляється на такi види: 
попереднiй, поточний, модульний, рубiжний, пiдсумковий i заключний. 

З метою вибору ефективних форм, методiв i засобiв навчальної дiяльностi 
здiйснюється попереднiй (дiагностичний) контроль. Його проведення сприяє 
актуалiзацiї опорних знань та чуттєвого досвiду студентiв, а результати дають змогу
викладачу виявити можливi “прогалини” i “слабкi” мiсця знань та вмiнь студентiв, 
бiльш цiлеспрямовано планувати вивчення навчального матерiалу та навчально-
пiзнавальної дiяльностi студентiв. З математичного моделювання попереднiй конт
роль проводиться у виглядi усного фронтального опитування, коли студенти 
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повторюють, наприклад, спрощену чи розширену евристичнi схеми. 
Поточний контроль здiйснюється пiд час занять (усне опитування, письмовi 

самостiйнi та контрольнi роботи). Наприклад, при проведеннi письмових 
контрольних робiт з окремих математичних дисциплiн студентам слiд пропонувати 
прикладнi задачi, якi дають змогу перевiрити не тiльки основнi знання i вмiння iз 
заданої теми, а i вмiння математичного моделювання. 

При вивченнi теми “Множини та операцiї над ними” (лiнiйна алгебра) студентам 
можна запропонувати в письмовiй контрольнiй роботi такi задачi. 
Задача 2.17. Iз 30 студентiв групи 20 займаються волейболом (множина A), 15 — 
тенiсом (множина B). Вiдомо, що 8 студентiв займаються обома видами спорту. За 
допомогою дiаграм Венна з’ясувати, скiльки студентiв займаються тiльки одним 
видом спорту, не займаються жодним видом спорту? [53, с. 15]
Задача 2.18. Для визначення впливу реклами на купiвлю мийних засобiв було 
проведено опитування, пiсля якого з’ясувалося, що при виборi товару 50 % осiб 
керувалися рекламою, 40 % — власною думкою про якiсть товару, 30 % — 
порадами друзiв та знайомих. При цьому 10 % осiб керувалися рекламою i власною 
думкою, 8 % — рекламою та порадами друзiв, 7 % — власною думкою i порадами 
друзiв. Скiльки процентiв опитуваних при виборi товару керувалися одночасно 
рекламою, власною думкою та порадами друзiв? 
При розв’язаннi цих задач студенти не тiльки демонструють вмiння складати та 
аналiзувати дiаграми Венна, а i вмiння працювати за спрощеною евристичною 
схемою дiяльностi математичного моделювання. 

Письмовi контрольнi роботи на одну–двi задачi слiд давати на кожному 
практичному заняттi, причому як всiм студентам на 15–20 хв, так i 4–6 студентам, 
вiдсадивши їх окремо за першi парти, а з рештою студентiв проводити усне опиту
вання. Письмовi контрольнi роботи з комбiнованим опитуванням слiд чергувати. Це 
сприятиме систематичностi знань та вмiнь студентiв та активiзацiї їх готовностi до 
кожного практичного заняття зокрема. Так само органiзовувати поточний контроль 
слiд пiд час вивчення кожної математичної дисциплiни. 

Органiзацiя навчальної дiяльностi студентiв за кредитно-модульною системою 
навчання передбачає модульний контроль. 

Модуль — задокументована завершена частина освiтньо-професiйної програми (
навчальної дисциплiни, практики, державної атестацiї), що реалiзується 
вiдповiдними формами навчального процесу. 

Змiстовний модуль — цiлiсна система навчальних елементiв, що поєднанi за 
ознакою вiдповiдностi певному навчальному об’єктовi, яка забезпечує досягнення 
мети модуля [179]. 

Модульний контроль — це оцiнювання результатiв засвоєння певного модуля. 
Такий контроль, як правило, проводиться у виглядi письмової контрольної роботи 
або тестiв. До завдань такої контрольної роботи входять як теоретичнi питання, так i
задачi. Тривалiсть контрольної роботи 45 хв або 1,5 години в залежностi вiд обсягу 
теми, матерiал якої контролюється. Так, при проведеннi спецкурсу “Математичне 
моделювання” доцiльно перевiрити знання i вмiння студентiв з теми “Методи 
математичного моделювання”, запропонувавши їм контрольну письмову роботу з 
чотирьох варiантiв. Наведемо змiст одного з варiантiв цiєї контрольної роботи (iншi 
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наведенi у додатку G). 
Варiант № 1. 

1. Навести приклад застосування фундаментальних законiв природи до побудови
математичних моделей. 

2. Описати математичну модель визначення траєкторiї спливання пiдводного 
човна. 

3. Назвати та коротко охарактеризувати основнi методи математичного 
моделювання.

На виконання запропонованих завдань доцiльно вiдвести 45 хв. Оцiнюється ро
бота наступним чином. Оцiнка “вiдмiнно” (5, A) — виконання всiх трьох завдань. 
Оцiнка “добре” (4) — виконання всiх трьох завдань, питання 3 (4, B) або 1 (4, C) 
можуть бути розкритi неповнiстю. Оцiнка “задовiльно” (3) — виконання двох за
вдань, 1-го та 2-го або 2-го та 3-го завдань (3, E), 1-го та 3-го завдань та аналiз i 
побудова математичної моделi в 2-му завданнi (3, D). Одержана за письмову 
контрольну роботу оцiнка виставляється студентам як оцiнка за модуль. 

Рубiжний контроль — залiки за модулями, виявлення готовностi виконання 
курсових та квалiфiкацiйних робiт. 

Найпоширенiшим видом рубiжного контролю є залiкова контрольна робота. Як 
правило, робочi програми з кожної математичної дисциплiни передбачають прове
дення двох таких контрольних робiт. На факультетах складається графiк проведення
цих контрольних робiт. Це сприяє серйозному ставленню студентiв до цього виду 
контролю. З досвiду роботи слiд зауважити, що цi контрольнi роботи є ефективними
тодi, коли студентам пропонується для розв’язування 4–6 варiантiв. Текст цих 
контрольних робiт складається з 5–6 завдань рiзного рiвня складностi. З 
запропонованих студентам 5–6 задач одна або двi повиннi розв’язуватися 
студентами методом математичного моделювання за спрощеною евристичною 
схемою дiяльностi математичного моделювання. 

Наведемо приклад тексту варiанту № 1 залiкової контрольної роботи № 1 з курсу 
“Проективна геометрiя та методи зображень”. 
Варiант № 1. 

1. На евклiдовiй прямiй дано своїми неоднорiдними координатами 
фундаментальнi точки проективної системи координат: E0(0), E1(1), E2(-1). 
Знайдiть проективнi координати точок A(2), B(3), C(-2), D(-3) i невласної 
точки K . 

2. Дано двi пари точок проективної прямої: A(2;-1), A'(0;1) i B(1;0), B'(1;4). 
Знайти пару точок, що гармонiйно роздiляє кожну з даних пар. 

3. Знайдiть рiвняння прямої, що проходить через точку перетину прямих 

i точку A(1;-2;3). 
4. В однорiдних афiнних координатах дано рiвняння кривої 

Знайти рiвняння цiєї кривої в проективнiй системi координат R з 
фундаментальними точками 
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5. Використовуючи теорему Дезарга, доведiть, що медiани трикутника 
перетинаються в однiй точцi. 

6. Нехай A i A' — iнверснi точки, K i L — точки перетину прямої AA' з колом 
iнверсiї. Доведiть, що пари точок A, A' i K, L гармонiчно роздiляються.

Задачi 1 та 4 даної контрольної роботи слiд розв’язувати за спрощеною евристи
чною схемою дiяльностi математичного моделювання, вибравши за математичну 
модель проективної прямої розширену евклiдову пряму (задача 1) та за математичну
модель проективної площини — розширену евклiдову площину (задача 4). 

Залiкова контрольна робота проводиться також i пiд час проведення спецкурсу з 
математичного моделювання. Робоча програма спецкурсу, що наведена в п. 2.4, пе
редбачає проведення однiєї контрольної роботи в аудиторiї. Ця робота має за мету 
перевiрити вмiння застосовувати знання та вмiння з математичних дисциплiн та 
одержанi у процесi вивчення спецкурсу до побудови i дослiдження математичних 
моделей реальних процесiв та явищ i проводиться пiд час практичного заняття. 
Наведемо приклад тексту варiанту контрольної роботи (iншi варiанти поданi в 
додатку G). 
Контрольна робота. Варiант № 1. 

1. Струмiнь води фонтана досягає найбiльшої висоти 4 м на вiдстанi 0,5 м вiд 
вертикалi, що проходить через точку O виходу струменя. Знайти висоту 
струменя над горизонтом на вiдстанi 0,75 м вiд точки O. 

2. Побудувати зображення правильного дванадцятикутника. 
3. Проективною площиною називають довiльну множину елементiв (точок) та 

систему її пiдмножин (прямих), якщо виконуються такi аксiоми: 
o Через двi рiзнi точки проходить одна i тiльки одна пряма. 
o Двi довiльнi прямi мають щонайменше одну спiльну точку. 
o Iснують три точки, що не лежать на однiй прямiй. 
o На прямiй лежить щонайменше двi точки.

У просторi вiзьмiть довiльну точку O i розгляньте множину усiх прямих, що 
проходять через цю точку. Чи буде множина математичною моделлю 
проективної площини? 

4. Населення мiста зростає на 2 % за рiк. У скiльки разiв воно збiльшиться через 
n рокiв? Обчислення провести, якщо n = 10, 25, 50, 100 рокiв. 

5. Знайти максимальну швидкiсть зниження парашутиста, якщо його маса разом 
з парашутом дорiвнює 80 кг, а сила опору повiтря при цьому пропорцiйна 
квадрату швидкостi його руху (вважати, що коефiцiєнт пропорцiйностi k = 3 . 
102 г/см).

У задачах цiєї контрольної роботи математичнi моделi будуються засобами 
аналiтичної геометрiї (задача 1), теорiї методiв зображень — геометричного моде
лювання (задача 2), основ геометрiї та лiнiйної алгебри (задача 3), математичного 
аналiзу (задача 4), диференцiальних рiвнянь (задача 5). Задачi 1, 4, 5 — прикладнi. 
Задачi 2 та 3 контролюють розумiння розвитку математичної теорiї. 
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Щодо оцiнювання даної контрольної роботи, то слiд зауважити, що оцiнка 
“вiдмiнно” (5, A) ставиться за правильне виконання п’яти завдань. Оцiнка “добре” (4
, B) — за виконання чотирьох завдань, допускається невиконання однiєї з прикла
дних задач або однiєї iз задач 2, 3. Оцiнка “добре” (4, C) ставиться також за 
виконання п’яти завдань з незначними неточностями, пропусками, помилками (не 
бiльше однiєї, двох). Оцiнка “задовiльно” (3, D) ставиться за виконання трьох 
завдань, допускається невиконання однiєї з прикладних задач та задачi 2 або 3 (
“задовiльно”, 3, E). В усiх iнших випадках ставиться оцiнка “незадовiльно” i 
студенти повиннi переписувати дану контрольну роботу. 

Охарактеризуємо пiдсумковий контроль — це екзамен або залiк за весь курс. В 
бiлети курсових екзаменiв доцiльно включати задачi, якi розв’язуються методом 
математичного моделювання, що дозволяє викладачевi перевiрити не тiльки основнi
вмiння застосовувати теорiю до розв’язування задач, а й вмiння математичного мо
делювання. Наведемо бiлет екзамену з “Диференцiальної геометрiї та топологiї”. 
Бiлет № 3. 

1. Просторовi кривi. Супровiдний тригранник Френе просторової фiгури. 
2. Неперервнi вiдображення. Гомеоморфiзм. Приклади гомеоморфних 

топологiчних просторiв. 
3. Дослiдити траєкторiю руху тiла, кинутого пiд кутом до горизонту, що 

рухається зi швидкiстю v0. 
4. Показати, що метричний простiр є топологiчним простором.
Задача 3 даного бiлета є прикладною. Траєкторiю польоту тiла описує обвiдна 

сiм’ї парабол , яка також є параболою. 
Спецкурс “Математичне моделювання” передбачає пiдсумковий контроль у ви

глядi диференцiйованого залiку. На залiк виносяться теоретичнi питання та задачi, 
що розв’язуються за розширеною евристичною схемою дiяльностi математичного 
моделювання. Теоретичнi питання та зразки задач даються студентам для 
пiдготовки за два тижнi до залiку. Залiк проводиться у письмовiй формi за 
розкладом деканату. Викладачу до залiку доцiльно скласти окремi бiлети, якi на 
залiку вибирають студенти. У бiлет включаються два теоретичнi питання та задача. 
Оскiльки розв’язування задачi передбачає дiяльнiсть математичного моделювання за
розширеною евристичною схемою, то залiк слiд проводити в комп’ютерному класi. 
Наведемо приклад бiлета до залiку зi спецкурсу “Математичне моделювання”. 
Бiлет № 5. 

1. Процес розмноження бактерiй та його математична модель. 
2. Метод аналогiй при побудовi математичних моделей. 
3. Знайти температуру деталi цилiндричної форми при її локальному 

охолодженнi кiльцевою зоною з торця. Коефiцiєнт теплопровiдностi ( ) 
матерiалу, з якого виготовлено деталь, i густина (q) теплових джерел, 
розташованих в нiй, є сталими при таких вихiдних даних: 1 = 0,2, 2 = 0,4, R =
1, h = 1, = 0,1, k = 0,04, q = 2, T0 = 0o, n = 7, n(z) = 6.

Для одержання залiку обов’язково слiд вiдповiсти на одне теоретичне запитання i
розв’язати задачу. При цьому залiк буде зараховано з оцiнкою “задовiльно” (3, D). 
Оцiнка “зараховано” (3, E) виставляється за правильну вiдповiдь на 2 теоретичних 
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питання та виконання аналiзу i побудови математичної моделi задачi. Залiк 
зарахований з оцiнкою “добре” (4, B), коли студент вiдповiв на всi питання i 
розв’язав задачу, допустивши при цьому 2 недолiки, з оцiнкою “добре” (4, C), коли 
допустить ще i 1 помилку. I залiк зараховується з оцiнкою “вiдмiнно” (5, A) за 
глибоку, змiстовну вiдповiдь на теоретичнi питання i правильне розв’язування 
задачi та її оформлення. 

На жаль, залiк з математичного моделювання в НПУ iменi М. П. Драгоманова не 
є диференцiйованим, але вiн повинен бути саме таким, тому що це єдина форма 
пiдсумкового контролю з математичного моделювання, цiлком присвячена перевiрцi
знань та вмiнь з цiєї галузi знань. 

Заключний контроль знань та вмiнь студентiв — майбутнiх учителiв — 
здiйснюється комiсiєю на державних екзаменах та пiд час захисту квалiфiкацiйних 
робiт. Наприклад, до бiлетiв державного екзамену з математики в НПУ iменi М. П.
 Драгоманова входить обов’язково прикладна задача, яка розв’язується методом 
математичного моделювання [51]. 

Як показує досвiд, майже всi студенти, що прослухали спецкурс з математичного 
моделювання, розв’язують прикладну задачу методом математичного моделювання 
i одержують високi оцiнки на державному екзаменi з математики. 

Описанi нами види контролю, хоч i є в сьогоднiшнiй унiверситетськiй практицi 
дуже поширеними, проте не є досконалими. Головна перевага традицiйної системи 
контролю — простота, а недолiки — суб’єктивiзм в оцiнцi, а також слабка 
диференцiююча здiбнiсть. 

Вища школа, яка знаходиться на етапi переходу до iнтенсивних методiв навчання
, шукає свою бiльш досконалу систему педагогiчного контролю, оскiльки тра
дицiйна система контролю успiшностi студентiв не вiдповiдає сучасним вимогам до 
вищої школи i не задовольняє потреб систематичної дiагностики успiшностi 
навчання студентiв. 

Зараз вищi заклади освiти впроваджують кредитно-модульну систему навчання i 
контролю успiшностi студентiв у вiдповiдностi з рекомендацiями Болонської 
декларацiї, яку пiдписала Україна. 

При умовi впровадження описаної системи контролю та оцiнювання знань i вмiнь
щодо математичного моделювання i при вивченнi iнших навчальних дисциплiн, 
перехiд на кредитно-модульну систему навчання може пройти без проблем. 
2.6 Експериментальна перевiрка основних результатiв дослiдження, корекцiя 
методичних рекомендацiй
Метою нашого педагогiчного експерименту була оцiнка ефективностi пропонованої 
методики вивчення теоретичних знань i формування вмiнь математичного 
моделювання у майбутнiх учителiв математики. У цьому контекстi вирiшувалися 
такi завдання: 

1. розробка методичних рекомендацiй щодо навчання математичного 
моделювання студентiв педагогiчних унiверситетiв; 

2. створення необхiдного методичного забезпечення (тексти лекцiй, система 
задач, програма спецкурсу, методичнi вказiвки до проведення практичних 
занять та iнструкцiї до лабораторних занять, завдання для дiагностики i 
контролю успiшностi студентiв) для пiдтримки особистiсно орiєнтованої 
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системи навчання математичного моделювання у педагогiчних унiверситетах; 
3. обґрунтування критерiїв щодо дiагностики рiвнiв засвоєння знань та 

сформованостi вмiнь з математичного моделювання у майбутнiх учителiв 
математики — студентiв математичних спецiальностей педагогiчних 
унiверситетiв; 

4. забезпечення можливостi використання експериментальних матерiалiв як за 
допомогою комп’ютера, так i у роздрукованому виглядi; 

5. проведення кiлькiсного та якiсного аналiзу результатiв педагогiчного 
експерименту.

Експериментальнi дослiдження проводилися у Нацiональному педагогiчному 
унiверситетi iменi М. П. Драгоманова, Кримському гуманiтарному унiверситетi (м. 
Ялта), Херсонському державному унiверситетi, Слов’янському державному педа
гогiчному унiверситетi. Дослiдження здiйснювалися у три взаємопов’язанi етапи 
протягом 1998–2005 рр. 

На першому етапi (1998–1999 рр.) було проведено констатуючий експеримент, 
розрахунковi данi до якого наводяться у додатку J. Констатуючий етап 
експерименту здiйснювався шляхом аналiзу результатiв вступних iспитiв з 
математики, контрольних робiт, матерiалiв атестацiйних та акредитацiйних комiсiй, 
опитування, анкетування, тестування викладачiв, студентiв, учителiв, учнiв 
загальноосвiтньої школи. Вiн дозволив з’ясувати рiвень математичної пiдготовки 
майбутнiх учителiв у цiлому, а також рiвень знань та вмiнь математичного 
моделювання зокрема. 

Усередненi данi рiвнiв фактичних досягнень першокурсникiв у опануваннi курсу 
математики основної школи досить високi i досягають 85 %. Це зумовлено вибором 
професiї “вчитель математики” та конкурсним вiдбором до педагогiчного 
унiверситету в умовах конкурсу 3–4 особи на мiсце. Наведенi данi вiдповiдають 
1999–2001 рр. Слiд вiдмiтити, що за останнi роки результати вступних випробувань 
дають пiдстави стверджувати, що успiшнiсть з математики випускникiв середнiх 
шкiл України, так само як i якiсть математичної пiдготовки, помiтно знизилися [248
]. При достатньому рiвнi основних математичних знань та вмiнь за курс основної 
школи рiвень вмiнь математичного моделювання дуже низький (12 % вiд загальної 
кiлькостi студентiв). Це зумовлено двома причинами: 

• вiдсутнiстю науково обґрунтованої методичної системи навчання 
математичного моделювання у процесi вивчення математики у 
загальноосвiтнiй школi; 

• опосередкованим характером навчання математичного моделювання, що 
склався у серединi 80-х рокiв минулого сторiччя i триває досi [41].

Опосередкованiсть у навчаннi математичного моделювання полягає в тому, що 
розв’язуючи прикладну задачу, школярi iнтерпретують вихiднi данi задачi у виглядi 
математичних символiв та спiввiдношень мiж ними (фактично, будують математич
ну модель), розв’язують вiдповiдну математичну задачу i одержану вiдповiдь пере
водять на образи вихiдної задачi (це вiдбувається дуже рiдко), при цьому не знаючи, 
що вони займаються математичним моделюванням. Слова “математична модель”, 
“математичне моделювання” не розумiються, а тому i не вживаються не тiльки уч
нями, а i вчителями. Лише методисти, що спостерiгають за процесом розв’язування 
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прикладної задачi, називають це “дiяльнiстю математичного моделювання”. 
Ми вважаємо, що процес навчання математичного моделювання повинен бути 

свiдомим. Учнi загальноосвiтнiх шкiл та студенти — майбутнi вчителi математики 
— повиннi свiдомо володiти такими поняттями як “математична модель”, “мате
матичне моделювання”, виконувати розв’язання прикладної задачi за спрощеною 
евристичною схемою дiяльностi математичного моделювання, демонструючи при 
цьому вмiння попереднього аналiзу практичної проблеми, що дослiджується, побу
дови математичної моделi задачi, реалiзацiї побудованої математичної моделi 
математичними чи комп’ютерними засобами, вмiння аналiзувати одержаний 
результат та записувати його в образах проблеми, що дослiджується. 

Важливою проблемою у формуваннi вмiнь математичного моделювання у 
студентiв — майбутнiх учителiв математики — є: 

1. вмiння рiзнобiчно аналiзувати об’єкти, систему, явище, що моделюється; 
2. вмiння власне побудови математичної моделi; 
3. вмiння дослiджувати побудовану модель (розв’язування вiдповiдної 

математичної задачi) точними або наближеними математичними методами; 
4. вмiння побудови та опису алгоритму розв’язування задачi (дослiдження 

математичної моделi комп’ютерними засобами); 
5. вмiти складати чи добирати та використовувати готовi програмнi засоби (

математичнi пакети прикладних програм); 
6. вмiння проводити обчислювальний експеримент; 
7. вмiння аналiзувати одержанi результати та переносити їх на образ, що 

вивчається; 
8. вмiння вдосконалювати модель та уточнювати її.
Якщо розглянути згаданi вмiння у висхiднiй послiдовностi вiд а) до ж), то можна 

говорити про п’ять рiвнiв сформованостi вмiнь математичного моделювання у 
майбутнiх учителiв математики. 

У додатку L наводяться розрахунковi данi з дiагностики рiвнiв сформованостi 
вмiнь математичного моделювання у студентiв математичних спецiальностей НПУ 
iменi М. П. Драгоманова — майбутнiх учителiв математики. У цiлому за усередне
ними показниками, результати констатуючого експерименту засвiдчили, що 
високий рiвень сформованостi знань та вмiнь математичного моделювання показали
5 % студентiв-випускникiв, вище середнього — 7 %, середнiй — 9 %, нижче 
середнього — 48 %, низький — 31 %. Близько 79 % учасникiв констатуючого етапу 
експерименту показали нижчий вiд середнього та низький рiвень оволодiння 
знаннями та сформованостi вмiнь математичного моделювання (рис. L.1). 

На пiдставi цих даних та компонентного аналiзу анкет констатуючого етапу 
експерименту (додаток I) ми прийшли до висновку: 

1. серед випускникiв загальноосвiтнiх шкiл, що вступають до педагогiчних 
унiверситетiв на математичнi спецiальностi, спостерiгається низький рiвень 
вмiнь математичного моделювання та вiдсутнiсть знань про математичне 
моделювання як метод взагалi; 

2. серед випускникiв педагогiчних унiверситетiв також переважає низький 
рiвень вмiнь математичного моделювання, що не вiдповiдає потребам 
сучасної школи; 
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3. пiд час навчання у педагогiчному унiверситетi розвиток вмiнь математичного 
моделювання у бiльшостi студентiв — майбутнiх учителiв математики — 
вiдбувається повiльно, несистематично й розрiзнено; 

4. бiльшiсть випускникiв не вмiє комплексно використовувати вмiння 
математичного моделювання, одержанi пiд час вивчення математичних 
дисциплiн та iнформатики, до розв’язування прикладних задач.

На нашу думку, однiєю з головних причин такого стану є вiдсутнiсть науково 
обґрунтованої методичної системи навчання математичного моделювання студентiв 
— майбутнiх учителiв математики. Для бiльшостi педагогiчних унiверситетiв є 
характерною та ж опосередкованiсть у навчаннi математичного моделювання, що i у
школi. На сьогоднiшнiй день повнiстю вiдсутнi посiбники для математичних 
спецiальностей педагогiчних унiверситетiв з математичного моделювання. А потре
ба формування знань i вмiнь математичного моделювання у майбутнiх учителiв 
математики викликає необхiднiсть вiдповiдного методичного забезпечення, 
включаючи методичнi рекомендацiї, розробки, засоби навчання, вимагає досвiду, 
знань внутрiпредметних i мiжпредметних зв’язкiв. 

Отже, дiагностуючи за результатами констатуючого експерименту стан система
тичного формування вмiнь математичного моделювання у студентiв математичних 
спецiальностей педагогiчних унiверситетiв — майбутнiх учителiв математики — як 
незадовiльний, ми прийшли до висновку про необхiднiсть пошуку шляхiв виходу з 
цiєї ситуацiї, про нагальну потребу цiлеспрямованого, систематичного, 
розгорнутого в часi формування в майбутнiх учителiв математики вмiнь 
математичного моделювання у процесi вивчення дисциплiн математичного циклу, 
методики навчання математики, окремого спецкурсу з математичного моделювання.
На нашу думку це мало сприяти розвитку у студентiв наукового свiтогляду на 
основi математичних знань та вмiнь, iнтеграцiї знань та вмiнь з рiзних математичних
дисциплiн та з iнформатики i обчислювальної технiки, рельєфно окреслити 
внутрiпредметнi та мiжпредметнi зв’язки, значно покращити професiйну 
компетентнiсть майбутнiх учителiв математики. 

На другому етапi (1999–2001 рр.) було проведено пошуковий експеримент, пiд 
час якого вивчалася та аналiзувалася математична, психолого-педагогiчна та 
навчально-методична лiтература, педагогiчний досвiд викладачiв з метою створення
сучасного методичного забезпечення для навчання математичного моделювання i ме
тодики його використання. Одним iз результатiв цього етапу дослiдження став 
висновок про необхiднiсть комплексного вирiшення проблеми, яке б включало 
видiлення концептуальних положень, створення сучасних засобiв навчання матема
тичного моделювання та розробку ефективної методики їх використання. 

На основi зазначених факторiв було сформульовано загальну гiпотезу, намiчено 
програму дослiдження i перевiрки висунутої гiпотези, визначено мету, предмет, 
об’єкт i завдання дослiдження. 

Для створення вiдповiдної методичної системи навчання було визначено її 
основнi компоненти: цiлi i завдання, змiст, методи, органiзацiйнi форми i засоби 
навчання (див. п. 1.2 та 1.3). 

Аналiз дiючих освiтнiх стандартiв i квалiфiкацiйних характеристик учителiв ма
тематики, програм математичних дисциплiн, методики навчання математики, 
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iснуючих навчальних посiбникiв з рiзних математичних дисциплiн для педагогiчних
унiверситетiв, а також шкiльних пiдручникiв i посiбникiв з математики допомiг уто
чнити вимоги до пiдготовки майбутнiх учителiв математики з математичного 
моделювання, згiдно з якими: 

1. видiлявся змiст основних компонентiв методичної системи навчання 
математичного моделювання; 

2. формувалися та вдосконалювалися ефективнi методи, прийоми, органiзацiйнi 
форми та засоби навчання математичного моделювання.

Обираючи ефективнi напрями формування знань i вмiнь математичного 
моделювання у студентiв — майбутнiх учителiв математики, ми звертались до 
наукової думки, досвiду вiтчизняних та зарубiжних педагогiв, психологiв, дидактiв, 
досвiдчених викладачiв математики; дослiджували їх на придатнiсть, адаптованiсть 
до навчального процесу педагогiчних унiверситетiв; прогнозували вплив 
пропонованих нами заходiв на покращення математичної та фахової пiдготовки 
студентiв — майбутнiх учителiв математики. 

Такими були основнi характернi риси наукового пошуку педагогiчного до
слiдження, пiд час якого розроблялись конкретнi методичнi рекомендацiї, ретельно 
добирався матерiал для проведення експериментального навчання, детально 
вiдшлiфовувалися окремi компоненти методичної системи формування вмiнь мате
матичного моделювання у майбутнiх учителiв математики в процесi навчання. 

На третьому етапi (2001–2005 рр.) проводився формуючий експеримент, тобто 
йшло впровадження запропонованої методики навчання математичного 
моделювання, всебiчно вивчалися можливостi її ефективного застосування, 
аналiзувалися переваги та недолiки створеного методичного забезпечення, 
коригувалися окремi компоненти розробленої нами методичної системи навчання. 

Для перевiрки висунутої гiпотези дослiдження були розв’язанi такi завдання: 
1. вивчено стан проблеми в математичнiй, психолого-педагогiчнiй, навчально-

методичнiй лiтературi, в системi пiдготовки вчителя математики та у шкiльнiй
практицi; 

2. видiлено психолого-педагогiчнi передумови та методичнi вимоги до навчання 
студентiв математичного моделювання; 

3. розробленi i науково обґрунтованi компоненти методичної системи 
формування знань i вмiнь математичного моделювання в процесi 
математичної та методичної пiдготовки майбутнiх учителiв математики в 
умовах особистiсно-орiєнтованого навчання; 

4. експериментально перевiрено ефективнiсть розробленої методичної системи 
та внесено корекцiї в методичнi рекомендацiї.

У здiйсненнi формуючого етапу експерименту брали участь викладачi НПУ iменi
М. П. Драгоманова, зокрема дисертантка Л. Л. Панченко, професор Т. В. Колесник, 
доцент Т. В. Ломаєва, професор М. В. Працьовитий, професор З. I. Слєпкань. Пара
лельно розробленi методичнi матерiали використовувалися у процесi пiдготовки 
вчителiв у Кримському гуманiтарному унiверситетi, Херсонському державному 
унiверситетi, Слов’янському державному педагогiчному унiверситетi, де викладачi 
використовували методичне забезпечення i розроблену автором методику навчання 
математичного моделювання, оцiнювали її ефективнiсть, висловлювали свої 
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враження та побажання, що сприяло їх вдосконаленню. 
Ми виходили, перш за все, з того, що безпосереднiм об’єктом формуючого 

експерименту є змiна обсягу та характеру знань, навичок та вмiнь студентiв пiд впли
вом педагогiчної дiї. Щоб забезпечити об’єктивне i якiсне вимiрювання такої 
дiяльностi у вiдповiдностi iз пропонованою методичною системою формування 
знань i вмiнь математичного моделювання, у пiдготовчий перiод формуючого етапу 
експерименту ми особливу увагу придiляли як вибору змiсту, методiв, форм i 
засобiв його проведення, так i розробцi системи кiлькiсної оцiнки знань, навичок i 
вмiнь студентiв з математичного моделювання. 

Крiм того, намагалися передбачити можливiсть коригування моделi 
дослiджуваного навчального процесу з характеристиками, якi визначає 
експериментальна методична система в ходi самого формуючого навчання. 

Пiд час аналiзу даних психолого-педагогiчного експерименту найчастiше 
використовувалися непараметричнi моделi перевiрки гiпотез. Цi методи вiльнi вiд 
використання законiв розподiлу i застосовуються для опрацювання даних, якi не є 
кiлькiсними за своєю природою. У процесi дослiдження якiсних ознак 
використовуються критерiї знакiв Стьюдента, Вiлкоксона, медiанний, Мана–Уїтнi, 
Колмогорова–Смiрнова тощо [202]. 

Найдоцiльнiшим для наших умов i завдань експериментального дослiдження був 
визнаний метод єдиної вiдмiнностi [36]. Об’єм вибiрки ми визначили в 
211 студентiв. Для формуючого експерименту були вибранi експериментальнi (Е) та
контрольнi (К) групи. 

Вибiр експериментальних i контрольних груп вiдбувався таким чином: 
початковий рiвень знань i вмiнь математичного моделювання в експериментальних 
та контрольних групах однаковий, заняття в експериментальних та контрольних 
групах ведуть однi й тi ж викладачi. У процесi проведення експерименту 
використовувалися усi вимоги щодо застосування експериментальних методiв 
опрацювання результатiв педагогiчного дослiдження: всi вибiрки були однорiдними 
та незалежними, а заняття з одних i тих же дисциплiн в експериментальних i 
контрольних групах проводилися одним викладачем. Єдиною вiдмiннiстю у 
навчаннi в експериментальних i контрольних групах була методична система 
формування знань i вмiнь математичного моделювання в процесi вивчення окремих 
математичних дисциплiн. 

Для оцiнки ефективностi традицiйної (опосередкованої) та пропонованої нами 
методик формування знань i вмiнь математичного моделювання були використанi 
показники приросту вихiдного рiвня знань, навичок i вмiнь студентiв. За такого 
пiдходу пропонована методична система вважається тим ефективнiшою, чим 
бiльшого приросту рiвня знань, навичок, вмiнь, загального математичного розвитку 
досягнуто в результатi її використання. Правильнiсть оцiнки ефективностi методич
ної системи, що реалiзується, суттєво залежить вiд того, наскiльки коректно 
вимiрюється рiвень знань, навичок, вмiнь та позитивнi змiни когнiтивної сфери 
студентiв. 

Для кiлькiсної оцiнки заданого рiвня ми використовували поняття iнформацiйно-
смислового елементу тексту (IСЕТ), що ґрунтується на структурностi навчальної 
iнформацiї [228]. Рiвень знань, навичок, вмiнь кожного студента до i пiсля апробацiї 
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методичної системи формування вмiнь математичного моделювання оцiнювався за 

допомогою коефiцiєнта Ki = , де S — загальна кiлькiсть ранiше засвоєних IСЕТ, Si 
— загальна кiлькiсть IСЕТ, якi засвоєнi та виявленi i-м студентом до початку та 
пiсля формуючого етапу експерименту. 

Середнє значення приросту рiвня знань, навичок, вмiнь студентiв групи, яка 
навчалась за вiдповiдною методичною системою, знаходилась за формулою 

де n — чисельнiсть студентiв у групi, K1i та K2i — вiдповiднi значення коефiцiєнтiв 
рiвня знань, навичок, вмiнь i-го студента, якi виявленi пiд час пiдсумкового та 
початкового зрiзiв вiдповiдно. 

Структурно наша методика оцiнки ефективностi методичних систем формування 
вмiнь математичного моделювання (пропонованої та традицiйної опосередкованої) 
складається з таких компонентiв: 

1. Визначення вихiдного рiвня знань, навичок, вмiнь загального та 
математичного розвитку кожного студента експериментальної та контрольної 
груп. 

2. Визначення кiнцевого рiвня зазначених вище показникiв кожного студента в 
експериментальнiй та контрольнiй групах (пiсля формуючого експерименту). 

3. Знаходження абсолютного приросту рiвня знань, навичок, вмiнь, фiксацiя 
позитивних тенденцiй розвитку когнiтивної сфери кожного учасника 
дослiдження експериментальної та контрольної груп. 

4. Обчислення середнiх значень вихiдних та кiнцевих рiвнiв знань, навичок, 
вмiнь (у групах i типологiчних пiдгрупах). 

5. Обчислення середнього значення абсолютних приростiв рiвнiв знань, навичок,
вмiнь, фiксацiя позитивних тенденцiй загального та математичного розвитку (
у групах та типологiчних пiдгрупах). 

6. Знаходження вiдносного приросту рiвня знань, навичок, вмiнь студентiв 
кожної групи i типологiчної пiдгрупи. 

7. Математична обробка одержаних результатiв (порiвняння значень вiдносних 
приростiв рiвнiв знань, навичок, вмiнь, а також позитивних тенденцiй 
розвитку когнiтивної сфери студентiв експериментальної та контрольної груп,
у групах та типологiчних пiдгрупах [25].

Формуючий експеримент за наведеною схемою проводився на матерiалi 
наступних дисциплiн: 

• математичний аналiз (роздiли “Функцiї та їх властивостi”, “Похiдна та її 
застосування”, “Iнтеграл та його застосування”, “Функцiї кiлькох змiнних”, 
“Подвiйнi та потрiйнi iнтеграли i їх застосування”); 

• аналiтична геометрiя (роздiли “Пряма на площинi”, “Кривi другого порядку”, 
“Афiннi перетворення площини”); 

• лiнiйна алгебра (роздiли “Матрицi та операцiї над ними”, “Системи лiнiйних 
рiвнянь”, “Бiнарнi вiдношення на множинах”, “Алгебраїчнi структури”); 

• проективна геометрiя та методи зображень (основнi моделi проективної 
прямої та проективної площини, роздiли “Проективна система координат”, 
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“Перетворення проективної системи координат”, “Побудова зображень 
правильних многокутникiв”, “Побудова зображень перерiзiв правильних 
многогранникiв”); 

• основи геометрiї (роздiли “Аксiоматичний метод обґрунтування сучасної 
геометрiї”, “Моделi геометрiї М. I. Лобачевського”); 

• диференцiальнi рiвняння; 
• методика навчання математики; 
• спецкурс “Математичне моделювання”.
Завдання пiдсумкового зрiзу були спрямованi на виявлення кiнцевого рiвня знань

, навичок, вмiнь студентiв з математичного моделювання за матерiалом названих 
тем, а також для з’ясування змiн у вмiннях студентiв самостiйно виконувати 
дiяльнiсть математичного моделювання за спрощено та розширеною евристичною 
схемами дiяльностi математичного моделювання. Зразки завдань початкового та 
пiдсумкового зрiзiв знаходяться у додатку K. 

Розрахунок середнiх значень початкового рiвня знань, навичок, вмiнь ( ) та 
абсолютного приросту цього рiвня ( ) виконувався спочатку для кожної 
навчальної групи окремо, а потiм для всiєї сукупностi експериментальних i 
контрольних груп. Пiд час аналiзу результатiв враховувалися лише останнi данi, якi 
мають бiльш загальний характер, об’єктивно вiдображають вплив 
експериментальної та традицiйної методичних систем на пiдвищення рiвнiв знань, 
навичок, вмiнь студентiв, загальний розвиток їх когнiтивної сфери (додаток M). 

Водночас ми брали до уваги, що через неоднорiдний склад дослiджуваних груп 
студентiв у кожному зрiзi спостерiгалося розпорошення значень Ki та Ki, тому усе
реднення даних деякою мiрою маскує вiдхилення. Цим пояснюється наша увага до 
вiдстеження динамiки перерозподiлу студентiв контрольних та експериментальних 
груп за рiвнями сформованостi знань i вмiнь математичного моделювання у процесi 
формуючого етапу експерименту (табл. M.1). Динамiка цих змiн має чiтко 
виражений позитивний характер (рис. N.1). 

На основi аналiзу результатiв формуючого етапу експерименту приходимо до 
висновку, що запропонована методика формування знань i вмiнь математичного 
моделювання дозволила досягти в експериментальних групах значно бiльшого в 
порiвняннi з контрольними абсолютного та вiдносного середнiх приростiв рiвнiв 
знань, навичок, вмiнь майбутнiх учителiв математики та зафiксувати суттєвi пози
тивнi тенденцiї їх загального та математичного розвитку. 

Отже, дослiджувана методична система формування знань i вмiнь математичного
моделювання у студентiв математичних спецiальностей педагогiчних унiверситетiв 
є ефективнiшою, нiж традицiйна (додаток O). 

Резюмуючи формуючий етап експерименту, паралельно з описаним способом 
оцiнювання зрiзових робiт використовувався ще й iнший, за допомогою якого ефек
тивнiсть методичної системи встановлюється опосередковано, шляхом пiдрахунку 
кiлькостi студентiв, що виконали зрiзове завдання. Данi, якi були отриманi при 
такому пiдходi, теж пiдтвердили переваги пропонованої методики навчання 
математичного моделювання (додаток N, таблиця N.1). 

Вагоме мiсце пiд час формуючого експерименту належало з’ясуванню впливу 
пропонованої методичної системи на формування наукового свiтогляду студентiв 
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через застосування математики до опису та дослiдження явищ та систем реального 
свiту. Це здiйснювалось за допомогою прикладних задач, що розв’язувалися за 
спрощеною та розширеною евристичними схемами дiяльностi математичного 
моделювання i комплексних iндивiдуальних завдань. 

Як показують данi педагогiчного дослiдження, в експериментальних групах з 
комплексним iндивiдуальним завданням впорались 85,7 % студентiв проти 64,3 % у 
контрольних групах. Зазначимо, що при цьому студенти експериментальних груп 
виконували iндивiдуальне завдання на бiльш високому якiсному рiвнi, що є 
свiдченням достатньо високого рiвня сформованостi вмiнь математичного 
моделювання. 

Цей факт було пiдтверджено ще й даним компонентного аналiзу студентських 
робiт пiдсумкового зрiзу, якi вказували на кращу сформованiсть у студентiв 
експериментальних груп знань i вмiнь математичного моделювання, що 
забезпечують виконання завдань математичного моделювання як процесу 
встановлення вiдповiдностi деякого реального об’єкта чи системи їх математичним 
образам, а це, в свою чергу, свiдчить про пiдвищення їх загального та 
математичного розвитку. 

Отже, висновки нашого дослiдження, якi були отриманi експериментальним 
шляхом, пiдтвердили сформульовану на початку дослiдження гiпотезу, а розроблену
нами методичну систему формування знань i вмiнь математичного моделювання 
можна вважати ефективною. 
Висновки до роздiлу 2

1. Робота з навчання математичного моделювання повинна бути чiтко 
спланована i вiдображена в робочих програмах викладачiв. У цих програмах 
чiтко слiд вказувати мiсце та змiст навчання математичного моделювання, що 
потребує координацiї робочих програм викладачiв всiх кафедр. 

2. Вiдбiр та структурування теоретичного матерiалу, на основi якого 
вiдбувається навчання математичного моделювання, повинен бути чiтко 
визначений i найбiльше сприяти цьому. 

3. Практичнi заняття є основною органiзацiйною формою формування вмiнь 
математичного моделювання в унiверситетi. У методичнiй системi навчання 
математичного моделювання доцiльно поєднувати власне практичнi заняття з 
лабораторними та семiнарськими заняттями. Дiяльнiсть математичного моде
лювання на практичних заняттях повинна здiйснюватися за спрощеною та 
розширеною евристичними схемами дiяльностi математичного моделювання в
умовах диференцiйованого пiдходу. Це повинна забезпечувати спецiально 
пiдiбрана система задач. 

4. Дiяльнiсть за розширеною евристичною схемою дiяльностi математичного 
моделювання неможлива без використання засобiв iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй. 

5. Для ефективного навчання математичного моделювання майбутнiх учителiв 
математики слiд використовувати комплекс традицiйних засобiв навчання та 
засобiв iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй. 

6. Навчання студентiв дiяльностi математичного моделювання повинне бути 
неперервним, систематичним у процесi вивчення кожної фундаментальної 
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математичної дисциплiни зокрема i завершуватися вивченням спецкурсу 
“Математичне моделювання” на 4-му, 5-му курсi. 

7. Спецкурс “Математичне моделювання” систематизує, поглиблює i розширює 
знання, навички та вмiння студентiв з математичного моделювання, одержанi 
ранiше. Спецкурс орiєнтований на використання засобiв iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй. В умовах Болонського процесу доцiльна 
модульно-рейтингова система органiзацiї навчання пiд час вивчення 
спецкурсу “Математичне моделювання”. 

8. Формуючий експеримент показав, що впровадження розробленої нами 
методичної системи формування вмiнь математичного моделювання можливе,
педагогiчно доцiльне i значно пiдвищує ефективнiсть знань та вмiнь з 
математичних дисциплiн та їх використання у майбутнiй професiйнiй 
дiяльностi.
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Висновки
У процесi дисертацiйного дослiдження отримано основнi результати: 

• обґрунтовано необхiднiсть створення наукової методичної системи 
формування вмiнь математичного моделювання у майбутнiх учителiв 
математики у процесi навчання математики та методики навчання математики
; 

• розроблено всi компоненти методичної системи формування вмiнь 
математичного моделювання у майбутнiх учителiв математики; 

• обґрунтовано доцiльнiсть впровадження методичної системи формування 
вмiнь математичного моделювання у майбутнiх учителiв математики у 
навчальний процес математичних факультетiв педагогiчних унiверситетiв; 

• проаналiзовано структуру навчальної дiяльностi з математичного 
моделювання та обґрунтовано необхiднiсть цiлеспрямованого використання 
iнформацiйно- комунiкацiйних технологiй в забезпеченнi її ефективностi; 

• пiдiбрано необхiдне методичне забезпечення для процесу навчання майбутнiх 
учителiв математики математичного моделювання; 

• проведено педагогiчний експеримент та аналiз його результатiв, що 
пiдтверджують ефективнiсть запропонованої методики формування вмiнь 
математичного моделювання у майбутнiх учителiв математики.

Отриманi результати дослiдження дають пiдстави зробити наступнi загальнi 
висновки: 

1. Аналiз математичної та методичної лiтератури, робiт видатних вчених-
математикiв А. М. Колмогорова, А. М. Тихонова, О. А. Самарського, Б. В.
 Гнеденка та педагогiв-методистiв Ю. М. Колягiна, В. М. Монахова, С. I.
 Шварцбурда, В. В. Фiрсова показав, що вже давно виникла необхiднiсть у 
свiдомому оволодiннi майбутнiми вчителями математики методом 
математичного моделювання як методом наукового дослiдження та 
навчального пiзнання i пiдготовцi їх до впровадження iдей i методу 
математичного моделювання у шкiльний курс математики. Але разом з тим 
науково обґрунтованої необхiдностi i можливостi методики навчання 
студентiв — майбутнiх учителiв математики математичного моделювання на 
початок XXI столiття не було створено. 

2. Констатуючий експеримент, проведений серед старшокласникiв i випускникiв
педагогiчних унiверситетiв, показав низький рiвень знань та вмiнь з математи
чного моделювання. Анкетування викладачiв унiверситетiв, учителiв школи 
показало, що вони в стiнах педагогiчного унiверситету систематично не 
навчалися математичного моделювання, вiдчувають гостру потребу в 
методичному забезпеченнi цього процесу. 

3. У процесi дослiдження з’ясувалося, що змiст навчання математичного 
моделювання найдоцiльнiше розподiлити мiж всiма фундаментальними 
математичними дисциплiнами та курсами елементарної математики i 
методики її навчання. При цьому необхiдно використати наступнiсть в 
початкових знаннях i вмiннях, якi учнi мають набути ще в шкiльному курсi 
математики (усвiдомлення спрощеної схеми математичного моделювання та 
застосування її до розв’язування прикладних задач, в тому числi 
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мiжпредметного змiсту). 
4. Потрiбний на 4–5-му курсах спецiальний курс з математичного моделювання, 

де студенти знайомляться з розширеною евристичною схемою дiяльностi 
математичного моделювання i вчаться володiти методом математичного 
моделювання як методом наукового дослiдження. 

5. Педагогiчно доцiльне i грамотне впровадження методичної системи 
формування знань i вмiнь математичного моделювання з урахуванням 
психолого-педагогiчних основ навчальної дiяльностi та у вiдповiдностi до 
принципу диференцiацiї навчання забезпечує належний рiвень формування 
вмiнь математичного моделювання i пiдвищує ефективнiсть навчання 
математики у педагогiчному унiверситетi взагалi; сприяє бiльш якiсному та 
свiдомому засвоєнню навчального матерiалу, надає навчально-пiзнавальнiй 
дiяльностi дослiдницького, творчого характеру, сприяє формуванню навичок 
та вмiнь самостiйної роботи у студентiв. 

6. Органiзацiя навчальної дiяльностi математичного моделювання повинна 
здiйснюватися на основi системного, дiяльнiсного, комплексного та 
особистiсно-орiєнтованого пiдходiв i потребує педагогiчно-доцiльної дифе
ренцiацiї навчання та комплексного використання як традицiйних засобiв, так 
i засобiв iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй. 

7. Вiдносно методiв i органiзацiйних форм, то формуючий експеримент 
пiдтвердив, що вони мають сприяти активному навчанню. Серед них мають 
бути як репродуктивний метод, який забезпечує фонд дiйових знань, так i 
проблемний виклад, евристична бесiда, дослiдницький метод. Останнiй має 
бути провiдним у поєднаннi з груповими та iндивiдуальними формами 
навчання. 

8. Результати формуючого експерименту дають пiдставу зробити висновки, що 
впровадження методичної системи формування вмiнь математичного 
моделювання у майбутнiх учителiв математики доцiльне та можливе i 
пiдвищує загальний рiвень знань, вмiнь студентiв та розвиток їх 
математичного мислення i творчого використання математичних знань та 
вмiнь. 

9. Потрiбна координуюча дiяльнiсть всiх математичних кафедр в прийняттi єди
ної стратегiї навчання студентiв математичного моделювання (спiльнi 
засiдання кафедр щодо координацiї робочих програм в темах, якi сприяють 
формуванню знань i вмiнь математичного моделювання, прийняття єдиного 
пiдходу щодо змiсту i методики такої роботи).

Виконане дослiдження не вичерпує поставленої проблеми. Роботу доцiльно 
продовжити в наступних напрямах: 

• посилення мiжпредметних зв’язкiв у системi задач математичного 
моделювання; 

• подальша розробка шляхiв використання iнформацiйно-комунiкацiйних 
технологiй у процесi навчання студентiв математичного моделювання; 

• розробка змiсту i методики навчання математичного моделювання учнiв 
профiльних класiв рiзного спрямування.



132

Список використаних джерел
[1] Алгебра i теорiя чисел. Практикум: У 2-х ч. / С. Т. Завало, С. С. Левiщенко, В. В.

 Пилаєв, I. О. Рокицький. Ч. 1. — К.: Вища школа, 1983. — 232 с. 
[2] Алгебра i теорiя чисел. Практикум: У 2-х ч. / С. Т. Завало, С. С. Левiщенко, В. В.

 Пилаєв, I. О. Рокицький. Ч. 2. — К.: Вища школа, 1986. — 264 с. 
[3] Александров А. Д., Нецветаев Н. Ю. Геометрия: Учеб. пособие. — М.: Наука, 

1990. — 672 с. 
[4] Александров П. С. Лекции по аналитической геометрии. — М.: Наука, 1968. — 

912 с. 
[5] Алексюк А. М. Педагогiка вищої освiти в Українi. — К.: Либiдь, 1998. — 560 с. 
[6] Амелькин В. В. Дифференциальные уравнения в приложениях. — М.: Наука, 1987

. — 158 с. 
[7] Аналiтична геометрiя / В. П. Бiлоусова, I. Г. Iльїн, О. П. Сергунова, В. М.

 Котлова. — К.: Вища школа, 1973. — 328 с. 
[8] Андрущенко В. П. Теоретико-методичнi засади модернiзацiї вищої освiти в 

Українi на рубежi столiть // Вища освiта України. — 2001. — № 2. — С. 5–13. 
[9] Анфилатов В. С., Емельянов А. А., Кукушкин А. А. Системный анализ в 

управлении. — М.: Финансы и статистика, 2002. — 600 с. 
[10] Архангельский С. И. Учебный процесс в высшей школе, его закономерности, 

основы и методы. — М., 1980. — 388 с. 
[11] Атанасян Л. С. Геометрiя. Ч. 1. — К.: Вища школа, 1976. — 456 с. 
[12] Атанасян Л. С., Атанасян В. А. Сборник задач по геометрии. Ч. 1. — М.: 

Просвещение, 1973. — 254 с. 
[13] Атанасян Л. С., Базылев В. Т. Геометрия: В 2-х частях. Ч. 1. — М.: 

Просвещение, 1986. — 336 с. 
[14] Атанасян Л. С., Базылев В. Т. Геометрия: В 2-х частях. Ч. 2. — М.: 

Просвещение, 1987. — 352 с. 
[15] Атанасян Л. С., Гуревич Г. Б. Геометрия. Ч. 2. — М.: Просвещение, 1976. — 

447 с. 
[16] Атанов Г. А. Деятельностный подход в обучении. — Донецк: ЕАИ-пресс, 2001. 

— 160 с. 
[17] Атанов Г. А., Пустынникова И. Н. Обучение и искусственный интеллект, или 

основы современной дидактики высшей школы. — Донецк: Изд-во ДОУ, 2002. 
— 504 с. 

[18] Бабанский Ю. К. Оптимизация процесса обучения: Общедидактический аспект. 
— М.: Педагогика, 1982. — 191 с. 

[19] Бабанский Ю. К. Методы обучения в современной общеобразовательной школе.
— М.: Просвещение, 1985. — 206 с. 

[20] Базылев В. Т., Дуничев К. М., Иваницкая В. П. Геометрия. Ч. 1. — М.: 
Просвещение, 1974. — 352 с. 

[21] Башмаков М. И. Мы учим и учимся математике в нашем общем доме — 
Европе // Математика в школе. — 2002. — № 1. — С. 3–6. 

[22] Бевз Г. П. Методика викладання математики. — К.: Рад. шк., 1989. — 240 с. 
[23] Бевз Г. П. Алгебра: Проб. пiдруч. для 7–9 кл. серед. шк. — К.: Освiта, 2001. — 

303 с. 



133

[24] Бевз Г. П. Методи навчання математики. — Х.: Видавнича група “Основа”, 2003
. — 96 с. 

[25] Берман В. П. Совершенствование обучения математике в среднем 
профтехучилище на межпредметной основе: Дис. . . .  канд. пед. наук: 13.00.02. 
— К., 1983. — 157 с. 

[26] Беспалько В. П. Слагаемые педагогической технологии. — М.: Педагогика, 1989
. — 190 с. 

[27] Блехман И. И., Мышкис А. Д., Пановко Я. Г. Механика и прикладная 
математика: логика и особенности приложений математики. — М.: Наука, 1990. 
— 356 с. 

[28] Болтянский В. Г., Глейзер Г. Д. К проблеме диференциации школьного 
математического образования // Математика в школе. — 1988. — № 3. — С.
 9–10. 

[29] Бородавко Ю. М., Гусарова I. Г., Дикарєв В. А. Збiрник задач з прикладної 
математики: Навчальний посiбник для студентiв за напрямом “Прикладна 
математика”. — Х.: ХДТУРЕ, 1999. — 136 с. 

[30] Бурда М. I. Методичнi основи диференцiйованого формування геометричних 
умiнь учнiв основної школи: Дис. . . .  докт. пед. наук: 13.00.02. — К., 1994. — 
347 с. 

[31] Былков В. С. Обучение школьников некоторым элементам математического 
моделирования // Математика в школе. — 1986. — № 1. — С. 34–36. 

[32] Вивальнюк Л. М., Григоренко В. К., Левiщенко С. С. Числовi системи. — К.: 
Вища школа, 1988. — 272 с. 

[33] Виленкин Н. Я. Функции в природе и технике. — М.: Просвещение, 1985. — 
178 с. 

[34] Возняк Г. М., Возняк О. Г. Математика. Прикладнi задачi: вiд теорiї до практики.
— Тернопiль: Мандрiвець, 2003. — 136 с. 

[35] Возняк Г. М., Маланюк М. П. Взаємозв’язок теорiї з практикою в процесi 
вивчення математики. — К.: Рад. шк., 1989. — 128 с. 

[36] Воловик Т. Теория вероятностей и математическая статистика в педагогике. — 
К.: Рад. школа, 1969. — 233 с. 

[37] Галузевi стандарти вищої освiти. Математика. — К.: Вид-во НПУ iменi М. П.
 Драгоманова, 2003. — 83 с. 

[38] Гальперин П. Я. Психология мышления и учение о поэтапном формировании 
умственных действий // Исследования мышления в советской психологии: Сб. 
науч. тр. — М.: Наука, 1966. — С. 236–278. 

[39] Гандулiч В. К., Мохонько А. З., Томецька С. I. Збiрник прикладних задач з 
математики для будiвельних спецiальностей. — Львiв: Львiвська полiтехнiка, 
1999. — 223 с. 

[40] Гастеев Ю. А. Гомоморфизмы и модели. Логико-алгебраические аспекты 
моделирования. — М.: Наука, 1975. — 150 с. 

[41] Глобiн О. I. Поняття “математична модель” при розв’язуваннi текстових задач //
Радянська школа. — 1987. — № 10. — С. 42–46. 

[42] Глушков В. М. Современная культура и математика. — М.: Знание, 1975. — 64 с
. 



134

[43] Гнеденко Б. В. Математическое образование в вузах. — М.: Высшая школа, 
1981. — 175 с. 

[44] Гнеденко Б. В. Математика и математическое образование в современном мире. 
— М.: Просвещение, 1985. — 192 с. 

[45] Гончаренко С. У. Український педагогiчний словник. — К.: Либiдь, 1997. — 
376 с. 

[46] Гриб’юк О. Математичне моделювання екологiчних процесiв у профiльних 
класах // Математика в школi. — 2004. — № 8. — С. 45–48. 

[47] Давыдов В. В. О понятии развивающего обучения // Педагогика. — 1995. — № 1
. — С. 29–40. 

[48] Державна нацiональна програма “Освiта (Україна XXI столiття)”. — К.: Райдуга
, 1994. — 61 с. 

[49] Державна програма “Вчитель” // Iнформацiйний збiрник МО України. — К.: 
Педагогiчна преса, 2002. — № 10. — 32 с. 

[50] Державний стандарт базової i повної середньої освiти в українi // Математика 
в школi. — 2004. — № 2. — С. 3–8. 

[51] Дидактичнi матерiали до державного екзамену з математики / М. I. Шкiль, Г. П.
 Грищенко, М. В. Працьовитий та iн. — К.: Вид-во НПУ iменi М. П.
 Драгоманова, 2005. — 88 с. 

[52] Дремова I. А. Контроль знань учнiв з алгебри в основнiй школi: Дис. . . .  канд. 
пед. наук: 13.00.02 / Нац. пед. ун-т iменi М. П. Драгоманова. — К., 2003. — 211 с
. 

[53] Дюженкова Л. I., Дюженкова О. Ю., Михалiн Г. О. Вища математика: Приклади
i задачi. — К.: Видавничий центр “Академiя”, 2002. — 624 с. 

[54] Егоров И. Б. Геометрия. — М.: Просвещение, 1969. — 368 с. 
[55] Егоров И. П. О математических структурах. — М.: Знание, 1976. — 64 с. 
[56] Ершов А. П. Компьютеризация школы и математическое образование // 

Информатика и образование. — 1992. — № 5–6. — С. 3–12. 
[57] Жалдак М. И. Система подготовки учителей к использованию информационной

технологии в учебном процессе: Дис. в форме научного доклада на соискание 
учёной степени д-ра пед. наук: 13.00.02 / НИИ СИМО АПН СССР. — М., 1989. 
— 48 с. 

[58] Жалдак М. И., Квитко А. Н. Теория вероятностей с элементами информатики. 
Практикум. — К.: Вища школа, 1989. — 263 с. 

[59] Жалдак М. I. Комп’ютер на уроках математики: Посiбник для вчителiв. — К.: 
Технiка, 1997. — 303 с. 

[60] Жалдак М. I., Вiтюк О. В. Комп’ютер на уроках геометрiї: Посiбник для 
вчителiв. — К., 2000. — 168 с. 

[61] Жалдак М. I., Грохольська А. В., Жильцов О. Б. Математика (Алгебра i початки 
аналiзу) з комп’ютерною пiдтримкою: Навч. посiб. для пiдготов. вiд-нь. — К.: 
МАУП, 2003. — 304 с. 

[62] Жалдак М. I., Кузьмiна Н. М., Берлiнська С. Ю. Теорiя ймовiрностей i 
математична статистика з елементами iнформацiйної технологiї. — К.: Вища 
школа, 1995. — 352 с. 



135

[63] Жалдак М. I., Михалiн Г. О. Елементи стохастики з комп’ютерною пiдтримкою: 
Посiбник для вчителiв. — К.: Шкiльний свiт, 2002. — 128 с. 

[64] Жалдак М. I., Рамський Ю. С. Чисельнi методи математики. — К.: Радянська 
школа, 1984. — 206 с. 

[65] Завало С. Т. Курс алгебри. — К.: Вища школа, 1985. — 503 с. 
[66] Завало С. Т., Костарчук В. Н., Хацет Б. I. Алгебра i теорiя чисел: В 2-х ч. Ч. 1. 

— К.: Вища школа, 1974. — 464 с. 
[67] Закон України “Про вищу освiту” // Голос України. — 5 березня 2002 р. — С.

 10–15. 
[68] Закон України “Про внесення змiн i доповнень до Закону Української РСР “Про

освiту””. — К.: Генеза, 1996. — 36 с. 
[69] Запорожец Г. И. Руководство по решению задач по математическому анализу. 

— М.: Высшая школа, 1966. — 460 с. 
[70] Зельдович Я. Б., Мышкис А. Д. Элементы прикладной математики. — М.: Лань, 

2002. — 592 с. 
[71] Зенгин А. В. Основные принципы построения изображений в стереометрии. — 

М.: Учпедгиз, 1962. — 108 с. 
[72] Ильин В. А., Позняк Э. Г. Аналитическая геометрия: Учебник для университетов

. — М.: Наука, 1988. — 224 с. 
[73] Кабанова–Меллер Е. Н. Формирование приемов умственной деятельности и 

умственного развития учащихся. — М.: Просвещение, 1968. — 238 с. 
[74] Калмыкова З. И. Обучаемость и принципы построения методов ее 

диагностики // Проблемы диагностики умственного развития учащихся. — М.: 
Педагогика, 1975. — 207 с. 

[75] Калмыкова З. И. Психологические принципы развивающего обучения. — М.: 
Знание, 1979. — 48 с. 

[76] Калмыкова З. И. Продуктивное мышление как основа обучаемости. — М.: 
Педагогика, 1981. — 200 с. 

[77] Каплан Б. С., Рузин Н. К., Столяр А. А. Методы обучения математике: 
Некоторые вопросы теории и практики / Под ред. А. А. Столяра. — Минск: Нар.
асвета, 1981. — 191 с. 

[78] Каченовский М. И. Математический практикум по моделированию. — М.: 
Учпедгиз, 1959. — 183 с. 

[79] Клетенник Д. В. Сборник задач по аналитической геометрии. — М.: Наука, 
1968. — 224 с. 

[80] Клочко В. I. Застосування нових iнформацiйних технологiй при вивченнi курсу 
вищої математики у технiчному вузi. — Вiнниця: Вiнницький держ. технiч. ун-т,
1997. — 63 с. 

[81] Клочко В. I. Новi iнформацiйнi технологiї навчання математики в технiчнiй 
вищiй школi: Дис. . . .  докт. пед. наук: 13.00.02 / Вiнницький держ. технiч. ун-т. 
— Вiнниця, 1998. — 396 с. 

[82] Колесник Т. В. Вузiвська лекцiя i фахова пiдготовка вчителя математики // 
Науково-педагогiчнi проблеми пiдготовки вчителя у вузi. — К., 1991. — С.
 45–48. 



136

[83] Колесник Т. В. Загляньмо у свiт показникової функцiї // У свiтi математики. — К
., 1991. — Вип. 20. — С. 149–160. 

[84] Колесник Т. В. Формування навичок математичного моделювання у 
навчальному процесi вищої школи // Матерiали III Всеукраїнської наукової 
конференцiї “Фундаментальна та професiйна пiдготовка фахiвцiв фiзики”. — Ч.
 1. — К.: 1998. — С. 194–197. 

[85] Колесник Т. В. Про прикладну спрямованiсть математичного аналiзу для 
студентiв фiзичних спецiальностей // Науковi записки: Збiрник наукових статей 
НПУ iменi М. П. Драгоманова. — К., 2001. — Вип. XLIII. — С. 126–130. 

[86] Колесник Т. В. Мотивацiя пiзнавальної дiяльностi студентiв при вивченнi курсу 
математичного аналiзу // Науковi записки НПУ iменi М. П. Драгоманова. — К., 
2002. — Вип. XLVIII. — С. 112–116. 

[87] Колесник Т. В. Вивчаємо алгебру i початки аналiзу. 10 клас: Навч. посiбн. — 
Тернопiль: Навчальна книга — Богдан, 2005. — 112 с. 

[88] Колесник Т. В. Вивчаємо алгебру i початки аналiзу. 11 клас: Навч. посiбн. — 
Тернопiль: Навчальна книга — Богдан, 2005. — 136 с. 

[89] Колесник Т. В., Панченко Л. Л. Математична мова в системi неперервної 
освiти // Науковi записки. — К.: Вид-во НПУ iменi М. П. Драгоманова, 2001. — 
С. 5. 

[90] Колесник Т. В., Панченко Л. Л. Спецкурс “Математичне моделювання” у 
системi фахової та професiйної пiдготовки вчителя математики // Збiрник 
наукових праць. Матерiали науково-практичної конференцiї “Iнформацiйнi 
технологiї в освiтi”, 16–18 травня 2001 р. — Бердянськ: 2001. — С. 153–158. 

[91] Колмогоров А. Н. Современная математика и математика в современной 
школе // Математика в школе. — 1971. — № 6. — С. 2–3. 

[92] Колягин Ю. М. Задачи в обучении математике: В 2-х т. Ч. 1: Математические 
задачи как средство обучения и развития учащихся. — М.: Просвещение, 1977. 
— 110 с. 

[93] Колягин Ю. М. Задачи в обучении математике: В 2-х т. Ч. 2: Обучение 
математике через задачи и обучение решению задач. — М.: Просвещение, 1977. 
— 144 с. 

[94] Колягин Ю. М. О прикладной и практической направленности обучения 
математике // Математика в школе. — 1985. — № 6. — С. 27–32. 

[95] Концепцiя математичної освiти 12-рiчної школи: Проект // Математика в 
школi. — 2002. — № 2. — С. 12–17. 

[96] Кон И. С. Психология ранней юности: Кн. для учителя. — М.: Просвещение, 
1989. — 255 с. 

[97] Королюк В. С. Стохастические модели систем. — К.: Наукова думка, 1989. — 
208 с. 

[98] Костицын В. Н. Моделирование на уроках геометрии. — М.: Владос, 2000. — 
160 с. 

[99] Костюк Г. С. Избранные психологические труды. — М.: Педагогика, 1988. — 
304 с. 

[100] Кравчук В., Пiдручна М., Янченко Г. Алгебра. Пiдручник для 9 класу / За ред. З
. I. Слєпкань. — Тернопiль: Пiдручники i посiбники, 2005. — 248 с. 



137

[101] Кравчук В., Янченко Г. Алгебра. Пiдручник для 7 класу / За ред. З. I. Слєпкань. 
— Тернопiль: Пiдручники i посiбники, 2003. — 192 с. 

[102] Крилова Т. В. Початки математичного моделювання: Науковi основи навчання 
математики студентiв технiчних спецiальностей. — К.: Вища школа, 1997. — 
278 с. 

[103] Крилова Т. В. Науковi основи навчання математики студентiв нематематичних 
спецiальностей (на базi металургiйних, енергетичних i електромеханiчних 
спецiальностей вищого закладу технiчної освiти): Дис. . . .  докт. пед. наук: 13.00
.02 / Нац. пед. ун-т iменi М. П. Драгоманова. Днiпродзержинський держ. техн. 
ун-т. — К., 1999. — 473 с. 

[104] Крутецкий В. А. Психология математических способностей школьников. — М.
: Просвещение, 1968. — 431 с. 

[105] Крутецкий В. А. Психология обучения и воспитания школьников. — М.: 
Просвещение, 1976. — 303 с. 

[106] Крылова Т. В. Начала математического моделирования: Спецкурс 
“Стационарные и нестационарные задачи теории колебаний” для студентов 
технических вузов. — К.: Вища школа, 1998. — 177 с. 

[107] Кудрявцев Л. Д. Мысли о современной математике и ее изучении. — М.: Наука
, 1977. — 110 с. 

[108] Кудрявцев Л. Д. Современная математика и ее преподавание. — М.: Наука, 
1985. — 170 с. 

[109] Кудрявцев Л. Д. Основные положения преподавания математики // Математика
в высшем образовании. — Нижний Новгород: Изд-во Ниж. гос. университета, 
2003. — № 1. — С. 127–156. 

[110] Кузнецов Ю. Н. Аналитическая геометрия с экономическими примерами и 
задачами. — К.: МВССО УССР НИНХ им. Д. С. Коротченко, 1976. — 76 с. 

[111] Кузьменко О. В. Органiзацiя навчального спiлкування на уроцi-семiнарi: Дис. . 
. .  канд. пед. наук: 13.00.02. — Х., 1997. — 222 с. 

[112] Курош А. Г. Курс высшей алгебры. — М.: Наука, 1971. — 432 с. 
[113] Лабораторный практикум по курсу “Численные методы”. Методические 

указания для студентов специальности 2104 “Математика и информатика” / Ю.
 С. Рамский, Н. Н. Кузьмина, С. Н. Коваленко, А. Г. Олейник. — К.: КГПИ, 1991
. — 72 с. 

[114] Ленiн В. I. Фiлософськi зошити. — К.: Вид-во Полiтичної лiтератури України, 
1979. — 721 с. 

[115] Леонтьев А. Н. Обучение как проблема психологии // Вопросы психологии. — 
1957. — № 1. — С. 17–26. 

[116] Леонтьев А. Н. Деятельность, сознание, личность. — М.: Полиздат, 1975. — 
304 с. 

[117] Лернер И. Я. Качества знаний учащихся. Какими они должны быть? — М.: 
Знание, 1978. — 47 с. 

[118] Лернер И. Я. Дидактические основы методов обучения. — М.: Педагогика, 
1981. — 186 с. 

[119] Лиман Ф. М. Математична логiка i теорiя алгоритмiв. — Суми: Видавництво 
“Слобожанщина”, 1998. — 152 с. 



138

[120] Лук’янова С. М. Розв’язування текстових задач арифметичними способами в 
основнiй школi: Дис. . . .  канд. пед. наук: 13.00.02 / Нац. пед. ун-т iменi М. П.
 Драгоманова. — К., 2005. — 236 с. 

[121] Малинецкий Г. Г. Хаос. Структуры. Вычислительный эксперимент. — М.: 
Наука, 1997. — 255 с. 

[122] Малкова Т. В., Монахов В. М. Математическое моделирование — необходимый
компонент современной подготовки школьника // Математика в школе. — 1984
. — № 3. — С. 46–49. 

[123] Матвiїшина Н. В. Iнформацiйнi технологiї та математичне моделювання 
процесу навчання з використанням стохастичних методiв: Дис. . . .  канд. тех. 
наук: 05.13.06 / Запорiзький держ. ун-т. — Запорiжжя, 2000. — 159 с. 

[124] Математика и естествознание: Сборник статей / Сост. С. И. Шварцбурд. — М.:
Просвещение, 1970. — 448 с. 

[125] Математичний аналiз (дидактичнi матерiали для систематизацiї, узагальнення i
повторення) / М. I. Шкiль, М. М. Бiлоцький, Т. В. Колесник та iн.; МО України. 
НПУ iм. М. П. Драгоманова. — К., 1999. — 150 с. 

[126] Математичний аналiз у задачах i прикладах: У 2 ч.: Навч. посiб. / Л. I.
 Дюженкова, Т. В. Колесник, М. Я. Лященко та iн. Ч. 1. — К.: Вища школа, 2002
. — 462 с. 

[127] Математичний аналiз у задачах i прикладах: У 2 ч.: Навч. посiб. / Л. I.
 Дюженкова, Т. В. Колесник, М. Я. Лященко та iн. Ч. 2. — К.: Вища школа, 2003
. — 470 с. 

[128] Менчинская Н. А. Проблемы учения и развития // Проблемы общей, 
возрастной и педагогической психологии. — М., 1978. — С. 36. 

[129] Метельский Н. М. Дидактика математики. — Минск: Изд. БГУ, 1982. — 256 с. 
[130] Михалiн Г. О. Формування елементiв iнформацiйної культури вчителя 

математики у процесi навчання математичного аналiзу // Комп’ютер у школi та 
сiм’ї. — 2003. — № 8. — С. 31–33. 

[131] Михалiн Г. О. Формування основ професiйної культури вчителя математики у 
процесi навчання математичного аналiзу: Дис. . . .  докт. пед. наук: 13.00.04 / 
Нац. пед. ун-т iменi М. П. Драгоманова. — К., 2004. — 481 с. 

[132] Могилев А. В., Пак Н. И., Хённер Е. К. Информатика: Учеб. пособие для студ. 
пед. вузов. — М.: Академия, 1999. — 816 с. 

[133] Моисеев Н. Н. Математика ставит эксперимент. — М.: Наука, 1979. — 224 с. 
[134] Монахов А. В. Математические методы анализа экономики: Учебн. пособие. —

СПб.: Питер, 2002. — 176 с. 
[135] Монахов В. М. Технологические основы проектирования и конструирования 

учебного процесса. — Волгоград, 1995. — 168 с. 
[136] Монахов В. М., Орлов В. А., Фирсов В. В. Дифференциация обучения в средней 

школе // Сов. педагогика. — 1990. — № 8. — С. 42–47. 
[137] Морзе Н. В. Система методичної пiдготовки майбутнiх вчителiв iнформатики в

педагогiчних унiверситетах: Дис. . . .  докт. пед. наук: 13.00.02 / Нац. пед. ун-т 
iменi М. П. Драгоманова. — К., 2003. — 452 с. 

[138] Морозов Г. М. Проблема формирования умений, связанных с применением 
математики: Дис. . . .  канд. пед. наук: 13.00.02. — М., 1978. — 150 с. 



139

[139] Мышкис А. Д. О прикладной направленности преподавания математики в 
средних специальных учебных заведениях // Методические рекомендации по 
математике. — М.: Высшая школа, 1989. — № 11. — С. 5–11. 

[140] Мышкис А. Д., Сатьянов П. Г. О развитии математической интуиции 
учащихся // Математика в школе. — 1987. — № 5. — С. 18–22. 

[141] Навчальна програма з лiнiйної алгебри для спецiальностi “Математика” / Укл.
 Д. Я. Требенко, Н. Ю. Верпатова, О. В. Спiваковський. — К.: Вид-во НПУ iменi
М. П. Драгоманова, 2000. — 21 с. 

[142] Никандров Н. Д. О соотношении методов и организационных форм в 
дидактике // Вестник высшей школы. — 1972. — № 11. — С. 44–47. 

[143] Нiчуговська Л. I. Математичне моделювання в системi економiчної освiти. — 
Полтава: ВВ ПУСКУ, 2003. — 289 с. 

[144] Нiчуговська Л. I. Науково-методичнi основи математичної освiти студентiв 
економiчних спецiальностей вищих навчальних закладiв: Дис. . . .  докт. пед. 
наук: 13.00.04 / Полтавський ун-т спожив. кооперацiї України. — Полтава, 2004.
— 470 с. 

[145] Новые педагогические и информационные технологии в системе образования /
Под ред. Е. С. Полат. — М.: Изд-во центр “Академия”, 2000. — 272 с. 

[146] Окунев Л. Я. Сборник задач по высшей алгебре. — М.: Просвещение, 1964. — 
185 с. 

[147] Онищук В. А. Урок в современной школе. — М.: Просвещение, 1981. — 191 с. 
[148] Панченко Л. Л. Математичнi моделi локального охолодження цилiндра та їх 

застосування // Некоторые модели в математической физике и методы их 
исследования. — К.: Институт проблем материаловедения им. И. Н. Францевича
, 1997. — С. 141–154. 

[149] Панченко Л. Л. Дослiдження теплових полiв у крайових задачах охолодження 
конструкцiй // Науковi записки НПУ iменi М. П. Драгоманова. Фiзико-
математичнi науки. — К.: Вид-во НПУ iменi М. П. Драгоманова, 1999. — № 1. 
— С. 217–224. 

[150] Панченко Л. Л. Розрахунок теплового опору в однiй задачi локального 
охолодження // Науковi записки. Ювiлейний випуск. — К.: Вид-во НПУ iменi М
. П. Драгоманова, 2000. — № 67. — С. 71. 

[151] Панченко Л. Л. Формування навичок математичного моделювання при 
розв’язуваннi прикладних задач // Матерiали мiжнародної конференцiї, 
присвяченої 200-рiччю з дня народження М. В. Остроградського, 26–27 вересня 
2001 р. — Полтава: 2001. — С. 139. 

[152] Панченко Л. Л. Формування навичок математичного моделювання при 
вивченнi вищої математики // Науковi записки НПУ iменi М. П. Драгоманова. 
Педагогiчнi та iсторичнi науки. — К.: Вид-во НПУ iменi М. П. Драгоманова, 
2002. — № 48. — С. 172–176. 

[153] Панченко Л. Л. Формування навичок математичного моделювання при 
вивченнi вищої математики // Матерiали VII Всеукраїнської наукової 
конференцiї “Фундаментальна та професiйна пiдготовка фахiвцiв з фiзики”, 
30–31 травня 2002 р. — К.: 2002. — С. 64. 



140

[154] Панченко Л. Л. Математичнi моделi в унiверситетських курсах геометрiї // Фо
рмування духовної культури особистостi в процесi навчання математики в 
школi та вищому навчальному закладi: Матерiали Всеукраїнської науково-
практичної конференцiї, 22–24 травня 2003 р. — Луцьк: РВВ “Вежа” Волин. 
держ. ун-ту iм. Лесi Українки, 2003. — С. 58–59. 

[155] Панченко Л. Л. Система формування навичок математичного моделювання у 
студентiв педагогiчних унiверситетiв // Сучаснi проблеми гуманiзацiї та гар
монiзацiї управлiння. Матерiали 4-ї Мiжнародної мiждисциплiнарної науково-
практичної конференцiї. — Х.: Українська асоцiацiя “Жiнки в науцi та освiтi”, 
Харкiвський нацiональний унiверситет iм. В. Н. Каразiна, 2003. — С. 239. 

[156] Панченко Л. Л. Математичне моделювання у неперервнiй освiтi студентiв 
педунiверситетiв // 5-я Международная научно-практическая конференция 
“Современные проблемы науки и образования”, Алушта, 30 апреля–10 мая 
2004 г. — Х.: 2004. — С. 150. 

[157] Панченко Л. Л. Навчання студентiв математичному моделюванню у вузiвських
курсах геометрiї // Дидактика математики: проблеми i дослiдження: 
Мiжнародний збiрник наукових робiт. — Донецьк: Фiрма ТЕАН, 2004. — № 22. 
— С. 50–57. 

[158] Панченко Л. Л. Про наступнiсть формування навичок математичного 
моделювання у майбутнiх вчителiв математики // Десята мiжнародна 
конференцiя iменi академiка М. Кравчука, Київ, 13–15 травня 2004 р.: Матерiали
конф. — Київ: Задруга, 2004. — С. 719. 

[159] Панченко Л. Л. Про понятiйний апарат математичного моделювання в 
загальноосвiтнiй школi та педагогiчному вузi // Науковий часопис НПУ iменi М.
 П. Драгоманова. Серiя № 3. Фiзика i математика у вищiй i середнiй школi. — К.
: Вид-во НПУ iменi М. П. Драгоманова, 2004. — № 1. — С. 89–97. 

[160] Панченко Л. Л. Iнформацiйно-комунiкацiйнi технологiї в навчаннi 
математичного моделювання майбутнiх вчителiв математики // Науковий 
часопис НПУ iменi М. П. Драгоманова. Серiя № 2. Комп’ютерно-орiєнтованi 
системи навчання. — К.: Вид-во НПУ iменi М. П. Драгоманова, 2005. — № 3 (10
). — С. 195–206. 

[161] Панченко Л. Л. Математичне моделювання як евристична дiяльнiсть // Тези 
доповiдей Мiжнародної науково-методичної конференцiї “Евристичне навчання 
математики”, Донецьк, 15–17 листопада 2005 р. — Донецьк: Вид-во ДонНУ, 
2005. — С. 88–89. 

[162] Панченко Л. Л., Ткаченко Н. В. Математичне моделювання i перспективи 
розвитку вузiвської освiти // Психолого-педагогiчнi проблеми пiдготовки 
вчительських кадрiв в умовах трансформацiї суспiльства: Матерiали 
мiжнародної науково-теоретичної конференцiї, Київ, 18–19 жовтня 2000 р. — Ч.
 1. — К.: Вид-во НПУ iменi М. П. Драгоманова, 2000. — С. 3–4. 

[163] Панченко Л. Система прикладних задач як засiб формування вмiнь 
математичного моделювання у майбутнiх учителiв математики // Математика в
школi. — 2004. — № 9–10. — С. 21–28. 

[164] Параскевич С. П. Задачi графiчного змiсту як модель проблемної ситуацiї // 
Математика в школi. — 2005. — № 5. — С. 32–35. 



141

[165] Певзнер С. Л. Проективная геометрия. — М.: Наука, 1980. — 128 с. 
[166] Певзнер С. Л., Цаленко М. М. Задачник-практикум по проективной геометрии. 

— М.: Просвещение, 1982. — 80 с. 
[167] Педагогика. Педагогические теории, системы, технологии / Под ред. С. А.

 Смирнова. — М., 2001. — 253 с. 
[168] Педагогика / Под ред. П. И. Пидкатистого. — М., 1998. — 240 с. 
[169] Педагогическая энциклопедия. — М.: Советская энциклопедия, 1966. — Т. 3. 

— 879 с. 
[170] Педагогiчнi технологiї: Навчальний посiбник для вузiв / О. С. Падалка, А. М.

 Нiсiмчук, I. О. Смолюк, О. Г. Шпак. — К.: Вид-во “Українська енциклопедiя” 
iм. М. П. Бажана, 1995. — 254 с. 

[171] Петрик М., Баб’юк М. Основи математичного моделювання та застосування 
математичних методiв у наукових дослiдженнях. — Тернопiль: Пiдручники i 
посiбники, 1988. — 160 с. 

[172] Петров Ю. П. Лекции по истории прикладной математики. — СПб: НИИХ 
СПбГУ, 2001. — 337 с. 

[173] Пиаже Ж. Избранные психологические труды: Психология интеллекта. 
Генезис числа у ребенка. Логика и психология. — М.: Междунар. пед. акад., 
1994. — 680 с. 

[174] Погорелов А. В. Аналитическая геометрия. — М.: Наука, 1978. — 208 с. 
[175] Погорелов А. В. Геометрия. — М.: Наука, 1984. — 288 с. 
[176] Погорєлов О. В. Геометрiя: Планiметрiя: Пiдручник для 7–9 кл. середн. шк. — 

К.: Освiта, 2003. — 240 с. 
[177] Погорєлов О. В. Геометрiя: Стереометрiя: Пiдручник для 10–11 кл. середн. шк. 

— К.: Школяр, 2004. — 128 с. 
[178] Подмазин С. И. Личностно-ориентированое образование: Социально- 

философское исследование. — Запорiжжя: Просвiта, 2000. — 250 с. 
[179] Положення про кредитно-модульну систему органiзацiї навчального процесу в

Нацiональному педагогiчному унiверситетi iменi М. П. Драгоманова / Укл. Р. М.
 Вернидуб, Г. М. Бойко. — К.: НПУ iменi М. П. Драгоманова, 2005. — 25 с. 

[180] Пометун О. I., Пироженко Л. В. Сучасний урок. Iнтерактивнi технологiї 
навчання. — К.: А.С.К., 2005. — 192 с. 

[181] Постников М. М. Аналитическая геометрия. — М.: Наука, 1986. — 752 с. 
[182] Потоцький М. В. Преподавание высшей математики в педагогическом 

институте. — М.: Просвещение, 1975. — 208 с. 
[183] Практикум з методики навчання математики. Загальна методика: Навчальний 

посiбник для органiзацiї самостiйної роботи студентiв математичних 
спецiальностей педагогiчних унiверситетiв / З. I. Слєпкань, А. В. Грохольська, В
. Я. Забранський,  С. М. Лук’янова, Л. Л. Панченко, I. С. Соколовська; За ред.
  професора З. I. Слєпкань. — К.: НПУ iменi М. П. Драгоманова, 2006. — 292 с. 

[184] Працьовитий М. В., Усенко В. М. Про методологiчнi проблеми формування 
змiсту математичної освiти // Мiжнародна математична конференцiя, 
присвячена сторiччю вiд початку роботи Д. О. Граве (1863–1939) в Київському 



142

унiверситетi, Київ, 17–22 червня 2002 р. — К.: Iнститут математики НАН 
України, 2002. — С. 216. 

[185] Працьовитий М. В., Усенко В. М. Системнi основи формування змiсту 
математичної освiти // Формування духовної культури особистостi в процесi 
навчання математики в школi та вищому навчальному закладi: Матерiали 
Всеукраїнської науково-практичної конференцiї, 22–24 травня 2003 р. — Луцьк: 
РВВ “Вежа” Волин. держ. ун-ту iм. Лесi Українки, 2003. — С. 254–255. 

[186] Програма для загальноосвiтнiх навчальних закладiв. Математика 5–11 класи / 
 В. Бевз, А. Мерзляк, З. Слєпкань // Математика. — 2001. — № 35. — С. 63. 

[187] Програма для загальноосвiтнiх навчальних закладiв. Математика 5–12 класи. 
— К.: Iрпiнь, 2005. — 65 с. 

[188] Програма для класiв з поглибленим вивченням математики. 8–11 класи / М.
 Бурда, М. Жалдак, Т. Колесник та iн. // Математика. — 2001. — № 37 (145). —
48 с. 

[189] Програма GRAN1 для вивчення математики в школi й вузi / Укл. М. I. Жалдак,
Ю. В. Горошко. — К.: КДПУ, 1992. — 49 с. 

[190] Програми для фiзико-математичних факультетiв педагогiчних iнститутiв. Зб.
 1: Математичний аналiз. Алгебра i теорiя чисел. Геометрiя. Числовi системи. 
Шкiльний курс математики i методики її викладання. Iсторiя математики i 
фiзики. Державний екзамен з математики з методикою викладання / За ред. М. I.
 Шкiля, Г. П. Грищенка; МО України. РНМК. — К.: РНМК, 1993. — 174 с. 

[191] Програми з методики навчання математики, елементарної математики та 
iсторiї математики / Укл. В. Я. Забранський, В. О. Швець, Г. В. Акулов та iн. — 
К.: НПУ iменi М. П. Драгоманова, 2001. — 34 с. 

[192] Проскуряков И. В. Сборник задач по линнейной алгебре. — М.: Наука, 1974. —
384 с. 

[193] Рамський Ю. С. Формування iнформацiйної культури вчителя математики при 
вивченнi методiв обчислень у педагогiчних вузах // Комп’ютерно орiєнтованi 
системи навчання. Зб. наукових праць. — К.: Вид-во НПУ iменi М. П.
 Драгоманова, 2000. — Вип. 2. — С. 25–47. 

[194] Рамський Ю. С. Логiчнi основи iнформатики. — К.: Вид-во НПУ iменi М. П.
 Драгоманова, 2003. — 284 с. 

[195] Самарский А. A., Михайлов А. П. Математическое моделирование: Идеи. 
Методы. Примеры. — М.: Физматлит, 2001. — 320 с. 

[196] Самойленко А. М., Кривошея С. А., Перестюк М. О. Диференцiальнi рiвняння у
прикладах i задачах. — К.: Вища школа, 1994. — 455 с. 

[197] Семенович О. Ф., Ломаєва Т. В. Перетворення i аксiоматичний метод в 
геометрiї: В 3 ч. Ч. 1. — Черкаси, 1998. — 215 с. 

[198] Семенович О. Ф., Ломаєва Т. В. Перетворення i аксiоматичний метод в 
геометрiї: В 3 ч. Ч. 2. — Черкаси, 1998. — 173 с. 

[199] Семенович О. Ф., Ломаєва Т. В. Перетворення i аксiоматичний метод в 
геометрiї: В 3 ч. Ч. 3. — Черкаси, 2002. — 212 с. 



143

[200] Сергунова О. П., Котлова В. М. Практикум з проективної геометрiї. — К.: 
Вища школа, 1971. — 188 с. 

[201] Сериков В. В. Образование и личность. Теория и практика проектирования 
педагогических систем. — М.: Логос, 1999. — 273 с. 

[202] Сидоренко Е. В. Методы математической обработки в психологии. — СПб.: 
Речь, 2001. — 350 с. 

[203] Скаткин М. Н., Лернер И. Я. О методах обучения // Советская педагогика. — 
1965. — № 3. — С. 21–26. 

[204] Скафа Е. И. Теоретико-методические основы формирования приемов 
эвристической деятельности при изучении математики в условиях внедрения 
современных технологий обучения: Дис. . . .  докт. пед. наук: 13.00.02 / 
Донецкий нац. ун-т. — К., 2004. — 479 с. 

[205] Скафа Е. И. Эвристическое обучение математике: теория, методика, 
технология. — Донецк: Изд-во ДонГУ, 2004. — 439 с. 

[206] Скафа О. I. Задача як форма i засiб формування евристичної дiяльностi // Рiдна
школа. — 2003. — № 7. — С. 43–46. 

[207] Скворцова М. Математическое моделирование // Математика. — 2003. — 
№ 14. — С. 2–4. 

[208] Скобелев Г. Н. Контроль на уроках математики: Пособие для учителя. — 
Минск: Народная асвета, 1986. — 104 с. 

[209] Скурихин В. И., Шифрин В. Б., Дубровский В. В. Математическое 
моделирование. — К.: Техника, 1983. — 270 с. 

[210] Слепкань З. И. Психолого-педагогические основы обучения математике. — К.: 
Рад. школа, 1983. — 192 с. 

[211] Слепкань З. И. Методическая система реализации развивающей функции 
обучения математике в средней школе: Дис. в форме научного доклада на 
соискание учёной степени д-ра пед. наук: 13.00.02 / НИИ СИМО АПН СССР. — 
М., 1987. — 47 с. 

[212] Слєпкань З. I. Методика навчання математики. — К.: Зодiак-ЕКО, 2000. — 
512 с. 

[213] Слєпкань З. I. Формування творчої особистостi учня в процесi навчання 
математики // Математика в школi. — 2003. — № 1. — С. 6–9. 

[214] Слєпкань З. I. Формування творчої особистостi учня в процесi навчання 
математики // Математика в школi. — 2003. — № 3. — С. 7–13. 

[215] Слєпкань З. I. Психолого-педагогiчнi та методичнi основи розвивального 
навчання математики. — Тернопiль: Пiдручники i посiбники, 2004. — 240 с. 

[216] Слєпкань З. I. Науковi засади педагогiчного процесу у вищiй школi. — К.: 
Вища школа, 2005. — 239 с. 

[217] Смирнов С. Д. Педагогика и психология высшего образования: От 
деятельности к личности. — М.: Academia, 2001. — 304 с. 

[218] Соколенко Л. О. Методика реалiзацiї прикладної спрямованостi шкiльної 
алгебри i початкiв аналiзу: Дис. . . .  канд. пед. наук: 13.00.02 / Укр. держ. пед. ун
-т iм. М. П. Драгоманова. — К., 1997. — 245 с. 

[219] Спiваковский О. В. Теоретико-методичнi основи навчання вищої математики 
майбутнiх учителiв математики з використанням iнформацiйних технологiй: 



144

Дис. . . .  докт. пед. наук: 13.00.02 / Нац. пед. ун-т iменi М. П. Драгоманова. — К
., 2003. — 534 с. 

[220] Спiваковский О. В. Теорiя i практика використання iнформацiйних технологiй 
у процесi пiдготовки студентiв математичних спецiальностей. — Херсон: 
Айлант, 2003. — 215 с. 

[221] Спiваковський О. В. Принципи вiдповiдностi технологiчного iнструментарiю 
вчителя i учня в умовах постiндустрiального суспiльства // Комп’ютер у школi 
та сiм’ї. — 2003. — № 5. — С. 31–32. 

[222] Столяр А. А. Педагогика математики. — Минск: Вышэйш. шк., 1986. — 413 с. 
[223] Стукалов В. А. Использование представлений о математическом 

моделировании при обучении математике: Дис. . . .  канд. пед. наук. — М., 1975.
— 150 с. 

[224] Талызина Н. Ф. Управление процессом усвоения знаний. — М.: Изд-во 
Московск. ун-та, 1975. — 43 с. 

[225] Талызина Н. Ф. Формирование познавательной деятельности учащихся. — М.: 
Знание, 1983. — 96 с. 

[226] Тарасенкова Н. А. Використання знаково-символьних засобiв у навчаннi 
математики. — Черкаси: Вiдлуння-Плюс, 2002. — 400 с. 

[227] Тарасенкова Н. А. Теоретико-методичнi основи використання знаково-
символьних засобiв у навчаннi математики учнiв основної школи: Дис. . . .  докт.
пед. наук: 13.00.02 / Черкаський держ. ун-т iм. Б. Хмельницького. — Черкаси, 
2003. — 630 с. 

[228] Теория и практика педагогического эксперимента / Под ред. А. И. Пискунова, 
Г. В. Воробьева. — М.: Педагогика, 1979. — 207 с. 

[229] Терешин Н. А. Прикладная направленность школьного курса математики: Кн. 
для учителя. — М.: Просвещение, 1990. — 96 с. 

[230] Типова програма з дисциплiни “Дискретна математика” / Укл. О. Д. Нестерова.
— 12 с. — (Затверджено на засiданнi Вченої ради НПУ iменi М. П. Драгоманова
16.12.2004, протокол № 4. Рукопис). 

[231] Типова програма з дисциплiни “Диференцiальнi рiвняння” / М. М. Бiлоцький, 
Л. I. Дюженкова, Т. В. Колесник та iн. — 7 с. — (Затверджено на засiданнi 
Вченої ради НПУ iменi М. П. Драгоманова 29.10.2004, протокол № 3. Рукопис). 

[232] Типова програма з дисциплiни “Математична логiка i теорiя алгоритмiв” / Укл.
 Ю. С. Рамський. — 9 с. — (Затверджено на засiданнi Вченої ради НПУ iменi М.
 П. Драгоманова 16.12.2004, протокол № 4. Рукопис). 

[233] Типова програма з дисциплiни “Методи обчислень” / Укл. Ю. С. Рамський. — 
11 с. — (Затверджено на засiданнi Вченої ради НПУ iменi М. П. Драгоманова 16
.12.2004, протокол № 4. Рукопис). 

[234] Типова програма з дисциплiни “Теорiя ймовiрностей та математична 
статистика” / Укл. М. I. Жалдак. — 9 с. — (Затверджено на засiданнi Вченої 
ради НПУ iменi М. П. Драгоманова 16.12.2004, протокол № 4. Рукопис). 

[235] Тихонов А. Н. Математическая модель // Математическая энциклопедия. — М.:
Советская энциклопедия, 1982. — Т. 3. — С. 574–575. 



145

[236] Тихонов А. Н., Костомаров Д. П. Рассказы о прикладной математике. — М.: 
Наука, 1979. — 208 с. 

[237] Тичина I. I. Модульна органiзацiя учбового процесу, рейтингова система 
контролю успiшностi студентiв. — К.: УДПУ, 1990. — 10 с. 

[238] Тичина I. I., Грищенко Г. П. Модульна система вивчення оцiнки знань 
студентiв. — К.: УДПУ, 1994. — 14 с. 

[239] Трайнин Я. Л. Основания геометрии. — М.: Учпедгиз, 1969. — 325 с. 
[240] Фирсов В. В., Боковнев О. А., Шварцбурд С. И. Состояние и перспективы 

факультативных занятий по математике. — М.: Просвещение, 1977. — 48 с. 
[241] Фомкiна О. Елементи прикладної математики в шкiльному курсi // 

Математика в школi. — 1999. — № 4. — С. 41–43. 
[242] Хмара Т. М. Навчання учнiв математичної мови: Методичний посiбник. — К.: 

Рад. школа, 1985. — 95 с. 
[243] Цубербиллер О. Н. Задачи и упражнения по аналитической геометрии. — М., Л

.: ОГИЗ, 1946. — 308 с. 
[244] Чарушников В. Д. Основы математического моделирования. — Кетово: 

НФВИУ, 1999. — 123 с. 
[245] Число и мысль. Сборник. № 5. — М.: Знание, 1982. — 176 с. 
[246] Шапиро С. И. Использование задач с практическим содержанием в 

преподавании математики. — М.: Просвещение, 1990. — 126 с. 
[247] Шварцбурд С. И., Ковалев М. П. Электроника помогает считать. — М.: 

Просвещение, 1978. — 96 с. 
[248] Швець В. Про вступнi iспити i якiсть шкiльної математичної освiти // 

Математика. — 2006. — № 10. — С. 8–12. 
[249] Швец В. А. Реализация функций тематического контроля результатов обучения

учащихся математике в старших классах средней школы: Дис. . . .  канд. пед. 
наук: 13.00.02. — К., 1988. — 209 с. 

[250] Шкiль М. I. Математичний аналiз: У 2-х ч.: Пiдручник для студ. пед. навч. 
закладiв. Ч. 1. — К.: Вища школа, 1994. — 423 с. 

[251] Шкiль М. I. Математичний аналiз: У 2-х ч.: Пiдручник для студ. пед. навч. 
закладiв. Ч. 2. — К.: Вища школа, 1995. — 510 с. 

[252] Шкiль М. I., Колесник Т. В., Котлова В. М. Вища математика: У 3-х кн. Кн. 1: 
Аналiтична геометрiя з елементами алгебри. Вступ до математичного аналiзу. 
— К.: Либiдь, 1994. — 280 с. 

[253] Шкiль М. I., Колесник Т. В. Вища математика: У 3-х кн. Кн. 2. Диференцiальне 
та iнтегральне числення функцiй однiєї змiнної. Ряди. — К.: Либiдь, 1994. — 
352 с. 

[254] Шкiль М. I., Колесник Т. В. Вища математика: У 3-х кн. Кн. 3. Диференцiальне 
та iнтегральне числення функцiй багатьох змiнних. Диференцiальнi рiвняння. —
К.: Либiдь, 1994. — 352 с. 

[255] Шкiль М. I., Колесник Т. В., Хмара Т. М. Алгебра i початки аналiзу: Пiдруч. для
10 кл. з поглибл. вивч. математики в серед. закл. освiти. — К.: Освiта, 2000. — 
318 с. 



146

[256] Шкiль М. I., Колесник Т. В., Хмара Т. М. Алгебра i початки аналiзу: Пiдруч. для
11 кл. з поглибл. вивч. математики в серед. закл. освiти. — К.: Освiта, 2001. — 
311 с. 

[257] Шкiль М. I., Лейфура В. М., Самусенко П. Ф. Диференцiальнi рiвняння. — К.: 
Технiка, 2003. — 368 с. 

[258] Шкiль М. I., Слєпкань З. I., Дубинчук О. С. Алгебра i початки аналiзу: Пiдруч. 
для 10 кл. загальноосвiт. навч. закладiв. — К.: Зодiак-Еко, 2002. — 272 с. 

[259] Шкiль М. I., Слєпкань З. I., Дубинчук О. С. Алгебра i початки аналiзу: Пiдруч. 
для 11 кл. загальноосвiт. навч. закладiв. — К.: Зодiак-Еко, 2003. — 384 с. 

[260] Яглом И. М. Математические структуры и математическое моделирование. — 
М.: Сов. радио, 1980. — 144 с. 

[261] Ядренко М. Й. Дискретна математика. — К.: Вид.-полiграф. центр “Експрес”, 
2003. — 244 с. 

[262] Якиманская И. С. Развивающее обучение. — М.: Педагогика, 1979. — 144 с. 



147

Додаток A
Змiст вмiнь дiяльностi математичного моделювання, що 

визначається “Галузевими стандартами вищої освiти. 
Математика”

Табл.
 A.1: 

Змiст вмiнь дiяльностi 
математичного моделювання, 
що визначається “Галузевими 

стандартами вищої освiти. 
Математика”

2. МАтЕмАтичнЕ модЕлювАння природничих, тЕхнiчних, Економiчних тА соцiАльних явищ i процЕсiв 

Створення математичної моделi реального об’єкта, процесу, явища. 2.СВ.Д.01 

Вмiти сформулювати проблему-потребу математичного моделювання. 
Вмiти осмислити i конкретизувати проблему та визначити можливостi її математичної iдеалiзацiї. 
Вмiти видiляти об’єкт математичного моделювання. 
Вмiти визначити цiлi моделювання (дослiдження, управлiння, прогнозування). 
Вмiти виконати словесно-змiстовний опис математичного об’єкта моделювання. 
Вмiти реалiзувати системний пiдхiд у модельному дослiдженнi об’єкта. 
Вмiти визначити межi системи, математичну модель якої потрiбно створити. 
Вмiти виявити множину елементiв системи i визначити їх властивостi. 
Вмiти визначити зовнiшнi умови, в яких знаходиться об’єкт моделювання, i охарактеризувати їх певними величинами. 
Вмiти знайти зв’язки i вiдношення мiж елементами системи i записати їх у математичнiй формi. 
Вмiти видiлити системоутворюючi зв’язки у дослiджуванiй системi, запис яких у математичнiй формi i є шуканою математичною моделлю. 
Вмiти реалiзувати для створення математичних моделей iєрархiчний метод. 
Вмiти обрати критерiї оцiнювання математичної моделi на предмет досконалостi. 
Вмiти здiйснити експериментальну перевiрку математичної моделi дослiджуваного об’єкта на предмет узгодженостi моделi з реальним об’єктом. 
Вмiти в процесi створення моделi формулювати допомiжнi гiпотези. 
Вмiти удосконалити математичну модель у випадку її неадекватностi реальному об’єкту. 
Вмiти забезпечити узгодженiсть (в рамках допустимих похибок) математичної моделi з реальним об’єктом, вiдносну простоту моделi i доступнiсть її 
для дослiдження. 
Вмiти окреслити межi застосовностi математичної моделi. 

Вмiти класифiкувати математичнi та iнформацiйнi моделi за галузями наук (математичнi моделi у фiзицi, бiологiї, соцiологiї i т. д.), цiлями 
моделювання (дескриптивнi (описовi), оптимiзацiйнi, багатокритерiальнi, iгровi, iмiтацiйнi). 
Вмiти наводити приклади конкретних математичних та iнформацiйних моделей фiзичних, бiологiчних, економiчних, iнформацiйних процесiв тощо. 

Аналiз створеної моделi реального об’єкта. 2.ПФ.Д.02 

Вмiти добирати критерiї оцiнювання математичної моделi на предмет її досконалостi (у вiдповiдностi до цiлей моделювання). 
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Вмiти встановлювати адекватнiсть побудованої математичної моделi дослiджуваному об’єкту (зокрема, застосовувати критерiї практики для 
оцiнювання математичної моделi). 
Вмiти наводити приклади реалiй, моделями яких є математичнi об’єкти, наводити приклади задач з реальним змiстом, що приводять до математичних 
понять (похiдної, iнтегралiв, ймовiрностей) тощо. 
Вмiти конструювати моделi проблемної (задачної) ситуацiї (предметнi, схематичнi, графiчнi, iмiтацiйнi та iн.). 
Вмiти iнтерпретувати математичнi залежностi в термiнах конкретних математичних теорiй. 

Дослiдження математичної моделi з використанням засобiв комп’ютерної технiки. 2.ПФ.Д.03 

Вмiти добирати ефективний метод дослiдження математичної моделi для розв’язування поставленої задачi. 
Володiти поняттями “коректнiсть”, “стiйкiсть”, “обумовленiсть” задач. 
Вмiти добирати ефективнi методи чисельного аналiзу математичних моделей рiзних задач. 
Вмiти добирати та використовувати готовi програмнi засоби (математичнi пакети прикладних програм) для символьно-формульного, графiчного, 
чисельного аналiзу математичних моделей реальних об’єктiв. 
Вмiти при необхiдностi розробити алгоритм i програму для розв’язування математичної задачi, яка є математичною моделлю. 
Вмiти виконувати чисельний експеримент, в тому числi з використанням комп’ютера. 
Вмiти аналiзувати похибки при чисельному розв’язуваннi задач. 
Вмiти iнтерпретувати, аналiзувати та узагальнювати результати розрахункiв чисельного експерименту. 

Створення аксiоматичної теорiї та її аналiз. 2.ПФ.Д.04 

Володiти сучасними поглядами на аксiоматичний метод побудови математичної теорiї. 
Вмiти створювати моделi аксiоматичних теорiй: iнтерпретувати основнi (неозначуванi) поняття, положення та вiдношення систем аксiом в термiнах 
конкретних математичних теорiй (знаходити конкретнi множини i вiдношення на них, якi мають заданi властивостi). 

Вмiти обґрунтовувати еквiвалентнiсть тверджень, зокрема, аксiом. 
Вмiти перевiряти несуперечливiсть, повноту, категоричнiсть системи аксiом, незалежнiсть аксiом. 
Вмiти конструювати математичнi об’єкти iз заданими властивостями. 
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Додаток B
Операцiйний склад дiяльностi математичного моделювання

Табл. B.1: Операцiйний склад дiяльностi математичного моделювання

Етап схеми Послiдовнiсть дiй Вiдповiднi дiям операцiї 
I. Попереднiй аналiз 
об’єкта дослiдження 

Встановити, який об’єкт 
описується в задачi 

Аналiз, порiвняння 

Пригадати про цей об’єкт 
суттєве i несуттєве, зв’язки 
i вiдношення мiж його 
елементами 

Порiвняння (
спiвставлення, 
протиставлення), аналiз, 
синтез 

II. Побудова математичної
моделi 

Iнтерпретувати в 
математичних образах данi 
задачi 

Абстрагування, аналiз, 
синтез 

Встановити залежнiсть мiж 
одержаними величинами 

Аналiз, спiвставлення, 
протиставлення, синтез, 
узагальнення 

Описати встановленi 
залежностi, вiдношення 
математичного 

Аналiз, синтез, 
абстрагування, 
узагальнення 

Сформулювати вiдповiдну 
математичну задачу — 
математизувати ситуацiю, 
описану в задачi 

Абстрагування 

III. Реалiзацiя 
математичної моделi 
математичними методами 

Розв’язуємо поставлену 
математичну задачу 
математичними методами 

Аналiз, синтез, аналiз 
через синтез (
переосмислення елементiв
задачi у планi рiзних 
понять) 

IV. Вибiр (чи розробка) 
алгоритму для реалiзацiї 
моделi на комп’ютерi 

Перелiчити послiдовнiсть 
крокiв розв’язання 
математичної задачi, якi 
можна описати 
комп’ютерною мовою 

Аналiз, синтез, 
порiвняння (спiвставлення
), конкретизацiя 

V. Створення програм, що
“перекладають” модель та
алгоритм на доступну 
комп’ютерну мову 

Вибрати або скласти 
програму, яка реалiзує 
алгоритм доступною 
комп’ютерною мовою 

Аналiз, синтез, 
порiвняння (спiвставлення
), абстрагування 

VI. Проведення 
обчислювального 
експерименту 

Обчислити розв’язки 
математичної задачi при 
рiзних конкретних 
значеннях вихiдних 
величин 

Аналiз, порiвняння (
спiвставлення), синтез, 
узагальнення 
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VII. Аналiз одержаних 
результатiв та 
перенесення їх на об’єкт, 
що дослiджується 

Проаналiзувати одержанi 
розв’язки математичної 
задачi 

Аналiз, порiвняння (
спiвставлення), 
протиставлення 

Надати їм конкретного 
змiсту в образах вихiдної 
ситуацiї 

Конкретизацiя 

Перевiрити, задовольняють 
цi розв’язки поставлену 
задачу чи нi 

Аналiз, синтез, 
порiвняння (спiвставлення
, протиставлення) 

Якщо “нi” — повернутися 
до першого етапу та шукати
шляхи вдосконалення 
математичної моделi 

Аналiз, синтез 

Якщо “так” — задачу 
вважаємо розв’язаною 
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Додаток C
Календарно-тематичний план з теми “Рiвняння”. Алгебра, 

7 клас
Табл. C.1: Календарно-тематичний план з теми “Рiвняння”. Алгебра, 7 клас

Номер
уроку 

Дата Тема уроку Змiст навчального 
матерiалу 

Питання i задачi 
на уроцi 

Повторення Домашнє 
завдання 

1 Рiвняння. Коренi 
рiвняння. 

Поняття рiвняння. 
Означення “рiвняння”. 
Означення “кореня 
рiвняння”. Що означає 
“розв’язати рiвняння”. 

№ 112, 113, 114 (
усно), № 115, 121, 
117, 122 [101] 

№ 131 (а, в, д
) [101] 

§ 2, п. 1 [
101], № 116
, 118, 127, 
№ 131 (б, г,
е) [101] 

2 Розв’язування 
рiвнянь. 

Закрiпити поняття рiвняння
, продовжити формувати 
навички i вмiння 
розв’язування рiвнянь. 

№ 119, 123, 125, 
128, 129 [101] 

№ 132 [101] § 2, п. 1 [
101], № 120
, 124, 126, 
133 [101] 

3 Рiвносильнi 
рiвняння, основнi 
властивостi 
рiвнянь. 

Поняття “рiвносильнi 
рiвняння”, три основнi 
властивостi рiвнянь, а саме 
їх змiст, застосування на 
прикладах. 

№ 134, 135, 136 (
усно), № 137, 139 [
101] 

№ 149 [101] § 2, п. 2 [
101], № 138
, 140 [101] 

4–5 Розв’язування 
рiвнянь, 
використовуючи 
основнi 
властивостi 
рiвнянь. 

Формувати навички та 
вмiння зводити дане 
рiвняння до рiвносильного 
йому, виконуючи тотожнi 
перетворення, переносячи 
доданки з однiєї частини 
рiвняння в iншу, 
домножуючи обидвi 
частини на одне i теж 
вiдмiнне вiд нуля число. 

№ 25, 27, 29, 31 [
23] 

§ 2, п. 2 [
101], № 141
, 143 [101] 

6 Самостiйна робота 
№ 1. 

Перевiрити навички та 
вмiння розв’язувати 
рiвняння, використовуючи 
основнi властивостi. 

Робота за 
iндивiдуальними 
завданнями 

№ 144, 145 
[101] 

7 Лiнiйнi рiвняння з 
однiєю змiнною. 

Означення лiнiйного 
рiвняння з однiєю змiнною 
як рiвняння виду ax = b, 
зв’язок мiж значеннями 
коефiцiєнтiв i кiлькiстю 
коренiв рiвняння. 

№ 151, 152 (усно), 
№ 153 (а, б, д, е, з),
№ 154 (б, г, е, ж) [
101] 

№ 176 [101] § 2, п. 3, 
№ 155, 157 
[101] 

8 Розв’язування 
лiнiйних рiвнянь. 

Формування навичок та 
вмiнь розв’язувати лiнiйнi 
рiвняння, закрiплення знань
про рiвносильнi рiвняння, 
лiнiйнi рiвняння. 

№ 153 (в, г, є, ж), 
№ 154 (а, в), 
№ 156 (а, в, д) [101
] 

№ 177 [101] § 2, п. 3, 
№ 154 (д, є,
з), № 156 (б
, г, е) [101] 

9 Розв’язування 
лiнiйних рiвнянь. 

Формування навичок та 
вмiнь розв’язувати лiнiйнi 
рiвняння, закрiплення знань
про рiвносильнi рiвняння, 
лiнiйнi рiвняння. 

№ 158, 159, 161 [
101] 

№ 178 [101] § 2, п. 1–3, 
№ 160, 162,
163 [101] 
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10 Розв’язування 
лiнiйних рiвнянь. 

Закрiпити знання, навички, 
вмiння учнiв розв’язувати 
лiнiйнi рiвняння. 

№ 164, 165, 170 (а)
[101] 

№ 178 [101] § 2, п. 1–3, 
№ 166, 170 
(б) [101] 

11 Рiвняння з 
модулем. 

Поняття “рiвняння з 
модулем”, коренi рiвнянь з 
модулем, розв’язання 
рiвнянь виду + bx = a. 

№ 167, 168, 172 [
101] 

Означення 
модуля 

§ 2, п. 3 
“Рiвняння з
модулем”, 
№ 169, 171,
173 [101] 

12 Математичнi 
моделi. 
Математичне 
моделювання. 
Спрощена 
евристична схема 
дiяльностi 
математичного 
моделювання. 

Означення математичної 
моделi. Задачi, що 
приводять до 
математичного 
моделювання, поняття 
математичного 
моделювання. Спрощена 
евристична схема 
дiяльностi математичного 
моделювання. 

№ 179, 181 [101] Конспект в 
зошитi, 
№ 180, 182 
[101] 

13 Лiнiйнi рiвняння з 
однiєю змiнною як 
математичнi 
моделi реальних 
процесiв i явищ. 

Сформувати навички i 
вмiння будувати 
математичнi моделi у 
виглядi лiнiйних рiвнянь. 
Розрiзняти задачi на 
складання рiвнянь, якi 
розв’язуються 
математичним 
моделюванням. 

№ 183, 184, 186, 
188 [101] 

№ 182, 185,
187, 189 [
101] 

14 Розв’язування 
задач за 
допомогою 
лiнiйних рiвнянь. 

Розв’язувати нескладнi 
текстовi задачi на 
складання лiнiйних рiвнянь 
з однiєю змiнною рiзного 
змiсту. Видiлення тих задач
, якi розв’язуються 
математичним 
моделюванням, та 
розв’язування їх за 
спрощеною евристичною 
схемою дiяльностi 
математичного 
моделювання. 

№ 190, 191, 194, 
196, 200 [101], 
№ 56, 58, 68 [23] 

№ 193, 195,
197 [101], 
№ 57 [23] 

15 Побудова 
математичних 
моделей у виглядi 
лiнiйних рiвнянь 
задач з рiзних 
галузей людської 
практики. 

Розв’язання задач, 
математичними моделями 
яких є лiнiйнi рiвняння, 
закрiпити навички i вмiння 
математичного 
моделювання за 
евристичною схемою 
дiяльностi математичного 
моделювання. 

№ 203, 205, 206, 
207 [101] 

№ 201, 202,
204 [101] 

16 Пiдготовка до 
контрольної 
роботи № 1. 

Повторити основнi 
властивостi рiвнянь, їх 
застосування до 

2 та 4 рiвнi ст.
 43–44 [101] 

пит. 1–7 ст.
 41 [101] 

1 та 3 рiвнi 
ст. 43–44 [
101] 
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розв’язування рiвнянь, 
евристичну схему 
дiяльностi математичного 
моделювання при побудовi 
математичних моделей у 
виглядi рiвнянь. 

17 Контрольна робота
№ 1. 

Перевiрка навичок i вмiнь 
розв’язувати рiвняння, 
складати математичнi 
моделi у виглядi лiнiйних 
рiвнянь та розв’язувати цi 
задачi за евристичною 
схемою дiяльностi 
математичного 
моделювання. 

За 
iндивiдуальними 
завданнями 

§ 2 [101] 
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Додаток D
Фрагмент робочої програми з курсу “Аналiтична геометрiя” 

з елементами математичного моделювання
Табл. D.

1: 
Фрагмент робочої програми з курсу 

“Аналiтична геометрiя” з елементами 
математичного моделювання (лекцiйний 

курс)

№ п/п Теми лекцiй. Основнi питання лекцiй К-сть 
годин 

Навчальний матерiал, 
що виноситься на 
самостiйне 
опрацювання 

Лiтература до лекцiй 

1 Елiпс. Канонiчне рiвняння елiпса. Дослiдження 
елiпса за його канонiчним рiвнянням. 
Ексцентриситет елiпса. Директриси елiпса. 
Теорема про фокальнi властивостi елiпса. 
Параметричнi рiвняння елiпса. Елiпс як 
математична модель процесiв та явищ навколиш
нього свiту. Приклади задач, в основi 
математичних моделей яких лежать властивостi 
елiпса. 

2 Механiчний спосiб 
побудови елiпса. 
Побудова точок елiпса
за допомогою циркуля
та лiнiйки. [7,13] 

[3,4,7,11,13,15,20,33,72,181] 

2 Гiпербола. Канонiчне рiвняння гiперболи. 
Взаємне розмiщення гiперболи з прямою, яка 
проходить через її центр. Асимптоти гiперболи. 
Ексцентриситет гiперболи. Директриси гiперболи. 
Приклади процесiв та явищ, математичне 
моделювання яких ґрунтується на властивостях 
гiперболи. 

2 Дослiдження 
гiперболи за її 
канонiчним рiвнянням
. Побудова гiперболи 
за її рiвнянням. [7,13] 

[4,7,11,13,15,20,33,72,181,243]

3 Парабола. Застосування конiчних перерiзiв у 
рiзних сферах людської життєдiяльностi. 
Канонiчне рiвняння параболи. Елiпс, гiпербола та 
парабола в полярних координатах. Парабола як 
математична модель деяких практичних задач. 
Практичне застосування конiчних перерiзiв у 
фiзицi та астрономiї (оптичнi властивостi 
гiперболи, елiпса, закон заломлення свiтла, 
траєкторiї руху планет у Сонячнiй системi), 
економiцi (задачi на область впливу), механiцi (
визначення траєкторiї польоту кулi чи снаряду, 
рух тiла, кинутого пiд кутом до горизонту). 

2 Дослiдження параболи
за її канонiчним 
рiвнянням. Побудова 
параболи за її 
рiвнянням. [7,13] 

[4,7,11,13,15,20,33,72,79,181,
243] 

Табл. D
.2: 

Фрагмент робочої програми з курсу 
“Аналiтична геометрiя” з елементами 

математичного моделювання (практичнi 
заняття)

№ п/п Теми практичних занять 
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К-сть 
годин 

Задачi, що визначають 
нормативний рiвень 

Задачi для 
самостiйного 
розв’язування 

1 Елiпс. Застосування властивостей елiпса до 
розв’язування задач прикладного характеру 
методом математичного моделювання. 

2 [79] 444, 448, 452, 456, 462, 
477, [243] 386, 426, 429, [39] 1.
3.20, 1.3.21 

[243] 375, 382, 390, 391,
399 

2 Гiпербола. Рiвняння, властивостi гiперболи та 
математичнi моделi практичних задач, побудованi 
на їх основi. 

2 [79] 515, 518, 520, 524, 528, 
536, 575 

[243] 433, 439, 441, 442,
445, [79] 535 

3 Парабола. Елiпс, гiпербола та парабола в полярних 
координатах. Практичне застосування властивостей
параболи. 

2 [243] 480, 481, 482, 500, 523, 
525, 528, 511, 516, [39] 1.3.22 

[243] 483, 512, 524, 527,
531, [79] 586, 604, 592 

4 Конiчнi перерiзи: елiпс, гiпербола, парабола як 
математичнi моделi рiзних процесiв та явищ 
навколишнього свiту. 

2 [51] 5.8, 5.14, 5.24, 5.33 [51] 5.19, 5.45, 5.55, [39
] 1.3.23, 1.3.24, 1.3.26 
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Додаток E
Система задач як засiб формування 
вмiнь математичного моделювання

Рiвнi навчальних можливостей студентiв позначенi буквами: з — задовiльний, д — 
достатнiй, в — високий. 
Задачi, що розв’язуються за спрощеною евристичною схемою дiяльностi 
математичного моделювання
Тема: “Пряма на площинi”
Задача E.1 (тренувальна, з). На рiвниннiй територiї парку вiсь прямолiнiйної 
пiшохiдної алеї проходить через двi мiтки: A(0;2) i B(14;8). Знайти рiвняння осi 
другої алеї, яка проходить через мiтку C(5;-1) перпендикулярно до першої алеї. 
Задача E.2 (тренувальна, з). Через мiтку A(1;2) запроектувати прямолiнiйне шосе 
так, щоб вiддалi до нього вiд пунктiв B(2;3) i C(4;-5) були однаковi. Мiсцевiсть 
рiвнинна. 
Задача E.3 (розвиваюча, д). Де на прямолiнiйнiй дiлянцi залiзницi слiд побудувати 
залiзничну платформу D, щоб прямолiнiйнi дiлянки шосе, що з’єднують її з мiстами 
A та B мали найменшу сумарну довжину? 
Ця задача може бути розв’язана як засобами аналiтичної геометрiї, так i засобами 
математичного аналiзу. Математичною моделлю цiєї задачi є вiдома задача Герона, 
розв’язання якої сприяло вiдкриттю закону заломлення свiтла Ферма. 
Тема: “Конiчнi перерiзи: елiпс, гiпербола, парабола”
Задача E.4 (тренувальна, з). Кинуте пiд гострим кутом до горизонту тiло описало 
дугу параболи i впало на вiдстанi 32 м вiд початкового положення. Визначити 
параметр параболiчної траєкторiї, якщо найбiльша висота траєкторiї дорiвнює 12 м. 
Задача E.5 (тренувальна, з). Земля рухається по траєкторiї, що є деяким 
геометричним мiсцем точок, яке володiє такою властивiстю, що сума вiдстаней вiд 
будь-якої його точки до двох фiксованих точок є величина стала. Вiдомо, що Сонце 
знаходиться в однiй з цих фiксованих точок. Найменша вiдстань вiд Землi до Сонця 
наближено дорiвнює 147,5 млн. кiлометрiв, а найбiльша — 152,5 млн. кiлометрiв. 
Записати рiвняння траєкторiї руху Землi, знайти велику пiввiсь та ексцентриситет. 
Задача E.6 (розвиваюча, д). Хлiбний елеватор знаходиться бiля залiзничної станцiї 
A. Хлiб на цей елеватор можна доставляти або вiдразу на вантажiвках, або спочатку 
на вантажiвках до станцiї B, а потiм залiзницею до станцiї A. Визначити, для яких 
сiл вигiдний перший спосiб, а для яких — другий. 
Тема: “Похiдна функцiї однiєї змiнної”
Задача E.7 (тренувальна, з). Профiль пiдйому гiрської дороги має форму кривої y = 

. Визначити кут нахилу пiдйому на його початку. 
Задача E.8 (тренувальна, з). Лiфт пiсля виключення рухається за законом x = 2t2 + 3t
+ 1 (в метрах). Визначити швидкiсть його руху в момент часу t = 1 с. 
Задача E.9 (тренувальна, з). Обсяг продукцiї, виробленої бригадою робiтникiв, 
описується функцiєю y = -t3 + 9t2 + 120t + 60 (одиниць), 1 t 8, де t — робочий час 
у годинах. Визначити продуктивнiсть працi P(t), темп її змiни та еластичнiсть через 
годину пiсля початку роботи та за годину до її закiнчення. 
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Задача E.10 (розвиваюча, д). Поблизу заводу A будується по намiченiй прямiй 
залiзниця до мiста B. Пiд яким кутом до запроектованої залiзницi потрiбно провести 
шосе вiд заводу A, щоб доставка вантажiв з A до B була найдешевшою, якщо 
перевезення 1 т/км шосейною дорогою в m разiв дорожче, нiж залiзницею? 
Задача E.11 (розвиваюча, д). Потрiбно виготовити закритий розширювальний бачок
для системи центрального опалення у виглядi прямокутного паралелепiпеда з 
об’ємом V i висотою H. Якою повинна бути основа цього бачка, щоб на його 
виготовлення витрати матерiалу були найменшими? 
Задача E.12 (розвиваюча, д). На якiй висотi h вiд горизонтальної площини слiд 
помiстити електричну лампочку, щоб точка A цiєї площини була найбiльш 
освiтленою? (Освiтленiсть в деякiй точцi прямо пропорцiйна косинусу кута падiння 
променiв i обернено пропорцiйна квадрату вiдстанi вiд точки до джерела свiтла). 
Тема: “Системи лiнiйних рiвнянь”
Задача E.13 (тренувальна, з). Пiдприємство випускає продукцiю двох видiв, 
використовуючи при цьому сировину трьох типiв. Витрати сировини на 

виробництво продукцiї задаються матрицею S = = , де Sij — кiлькiсть 
одиниць сировини i-го типу, що використовується на виготовлення одиницi 
продукцiї j-го виду. План щоденного випуску продукцiї передбачає 90 одиниць 
продукцiї першого виду i 120 одиниць продукцiї другого виду. Вартiсть одиницi 
кожного типу сировини вiдповiдно дорiвнює 8, 5 i 10 грн. Визначити загальнi 
витрати сировини V , необхiднi для щоденного випуску продукцiї, а також загальну 
вартiсть C цiєї сировини. 
Тема: “Диференцiальнi рiвняння з вiдокремлюваними змiнними”
Задача E.14 (розвиваюча, д). Нехай коло має масу m, питому теплоємнiсть c та 
початкову температуру T0. Розглянемо процес його охолодження за рахунок 
теплообмiну iз зовнiшнiм середовищем. Вважається, що температура T* останнього 
є сталою величиною, T* < T0. 
Задача E.15 (розвиваюча, д). Проаналiзувати процес розмноження одновидної 
популяцiї живих органiзмiв, позначивши через x(t) величину цiєї популяцiї в момент
часу t. Це може бути загальна кiлькiсть особин популяцiї або їхня маса. Iдеалiзуючи 
дослiджуваний процес, вважатимемо, що x(t) неперервно змiнюється в часi. 
Задача E.16 (розвиваюча, д). Дослiдити розвиток економiки країни, враховуючи 
один визначальний фактор — капiтальнi вкладення, а стан економiки оцiнювати 
через розмiр нацiонального прибутку. 
Тема: “Повна ймовiрнiсть. Формула Байєса”
Задача E.17 (тренувальна, з). У корзинi лежить 20 футбольних м’ячiв, з них 
12 нових i 8 старих. Iз корзини навмання вибирають два м’ячi для гри i пiсля гри 
повертають до корзини. Пiсля цього з корзини знову виймають два м’ячi для 
наступної гри. Знайти ймовiрнiсть того, що обидва цi м’ячi будуть новими. 
Тема: “Повторення випробувань, схема Бернуллi”
Задача E.18 (тренувальна, з). У коло вписано квадрат. Знайти ймовiрнiсть того, що 
iз 10 точок, кинутих навмання незалежно одна вiд iншої всередину кола, 4 
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потраплять у квадрат, 3 — в якийсь сегмент i по однiй — в iншi три сегменти. 
Тема: “Числовi характеристики дискретної випадкової величини”
Задача E.19 (тренувальна, з). У деякiй лотереї маємо m1 виграшiв вартiстю k1, m2 — 
вартiстю k2, . . . , mn — вартiстю kn. Всього N бiлетiв. Яку слiд встановити вартiсть 
бiлета, щоб математичне сподiвання виграшу на один бiлет дорiвнювало половинi 
його вартостi? 
Тема: “Ентропiя випадкових величин”
Задача E.20 (розвиваюча, д). Нехай з багаторiчних спостережень за погодою вiдомо,
що для пункту A ймовiрнiсть того, що 15 червня буде йти дощ, дорiвнює 0,4, а 
ймовiрнiсть того, що в указаний день дощу не буде, дорiвнює 0,6. Далi, для пункту A
ймовiрнiсть того, що 15 листопада буде йти дощ, дорiвнює 0,65, ймовiрнiсть того, 
що буде йти снiг, дорiвнює 0,15 i ймовiрнiсть того, що 15 листопада зовсiм не буде 
опадiв, дорiвнює 0,2. Якщо з усiх характеристик погоди цiкавитись тiльки питанням 
про наявнiсть i характер опадiв, то в який з двох перерахованих днiв погоду в пунктi
A слiд вважати бiльш невизначеною? 
Тема: “Система аксiом Г. Вейля”
Задача E.21 (тренувальна, з). Назвемо вектором будь-яку квадратну матрицю App (p 
— фiксоване натуральне число); сумою векторiв App i Bpp назвемо вектор App

.Bpp. 
Перевiрити виконання аксiом I та II груп системи аксiом Г. Вейля. 
Задача E.22 (тренувальна, з). Назвемо вектором довiльну матрицю A31, точкою — 
довiльну матрицю M13, сумою векторiв A31 i B31 — вектор A31 + B31, добутком 
вектора A31 на число  — вектор A31. Скалярним добутком векторiв A31 i B31, 
визначеним вектором U31, назвемо число 

Перевiрити, чи виконуються в данiй моделi аксiом Вейля 1–5 груп. 
Тема: “Система аксiом Д. Гiльберта”
Задача E.23 (тренувальна, з). Переконатися в тому, що в данiй моделi, описанiй 
нижче, виконуються всi аксiоми I, II груп системи аксiом Гiльберта. 

а) Точкою називається пара дiйсних чисел (x,y), взятих у певному порядку. 
б) Прямою називається будь-яке рiвняння виду kx - y + b = 0 або -x + b = 0, де k i b

 — довiльнi дiйснi числа. 
в) Нехай рiзнi точки (x1;y1), (x2;y2), (x3;y3) належать однiй прямiй; точка (x2;y2) 

називається такою, що лежить мiж (x1;y1) i (x3;y3), якщо при x2 - x3 0 > 0, а при x2 

= x3: > 0. 
Тема: “Проективна система координат”
Задача E.24 (тренувальна, з). Побудувати точку C(3 : -1 : -2) в рiзних моделях 
проективної площини. 
Задача E.25 (розвиваюча, д). У проективнiй системi координат R дано координати 
фундаментальних точок проективної системи координат R': E1'(1 : 1 : 1), E2'(0 : 1 : 0),
E3'(1 : 0 : 0), E0'(0 : 0 : 1). Знайти координати точки B в системi R', якщо вiдомi її 
координати в системi R: B(2 : -1 : 3). 
Задача E.26 (розвиваюча, д). Точки E0(0;0), E1(1;0), E2(1;1), E3(0;1) евклiдової 
площини взятi за фундаментальнi точки системи координат R. Знайти координати 
невласних точок прямої 2x + y - 2 = 0. 
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Тема: “Перспективно-афiнна вiдповiднiсть”
Задача E.27 (розвиваюча, д). Дано вiсь i напрям спорiднення. Встановити 
спорiднення так, щоб трикутник A'B'C', спорiднений з даним трикутником ABC, мав 
при вершинi C' кут, який дорiвнював би .
Задача E.28 (розвиваюча, д). Дано вiсь спорiднення i два трикутники ABC, A1B1C1. 
Побудувати трикутник A'B'C', спорiднений з першим i подiбний до другого. 
Тема: “Моделi геометрiї М. I. Лобачевського”
Задача E.29 (розвиваюча, в). Побудувати пряму, паралельну данiй пiд заданим 
кутом паралельностi . 
Задача E.30 (розвиваюча, в). Дано вiдрiзок. Побудувати кут паралельностi, що 
вiдповiдає даному вiдрiзку. 
Задача E.31 (розвиваюча, в). Дано кут. Побудувати вiдрiзок так, щоб даний кут був 
кутом паралельностi даного вiдрiзка. 
Задачi, що розв’язуються за розширеною евристичною схемою дiяльностi 
математичного моделювання
Тема: “Симплекс-метод. Задача лiнiйного програмування”
Задача E.32 (розвиваюча, в). Нехай для вирощування деякої культури в господарствi
застосовується m видiв добрив вiдповiдно в кiлькостi bi (i = 1, 2, ..., m) одиниць. Вся 
посiвна площа розбита на n грунтово-клiматичних зон, кожна по dj (j = 1, 2, ..., n) 
одиниць. Нехай ai — кiлькiсть i-го добрива, що вноситься на одиницю площi j-ї зони,
а C — пiдвищення середньої врожайностi, що одержується з одиницi площi j-ї зони. 
Скласти такий план розподiлу добрив мiж посiвними зонами, який забезпечував би 
максимальний сумарний прирiст врожайностi культури. Данi до задачi наведенi в 
табл. E.1. 
Табл. E.1: Данi до задачi E.32

Зона Посiвна площа, Затрати добрив на 1 га, ц Прирiст врожайностi

га Фосфорнi Азотнi Калiйнi на 1 га, ц 
1 100000 2 1 1 12 
2 150000 1 2 5/4 14 
3 210000 1 1/2 0 10 
Наявнiсть добрив, ц 400000 300000 500000

Задача E.33 (розвиваюча, в). Щоб при вiдгодiвлi тварин вагою 30–40 кг одержати 
щоденне зростання ваги в середньому по 300–400 г, за нормою денний рацiон 
повинен мiстити поживнi речовини в такiй кiлькостi: кормових одиниць — не менше
1,6 кг, протеїну — не менше 200 г, каротину — не менше 10 мг. При вiдгодiвлi ви
користовують ячмiнь, боби, сiнну муку. Вмiст поживних речовин в 1 кг цих кормiв i 
вартiсть 1 кг корму наведенi в табл. E.2. Скласти денний рацiон, що задовольняє 
данiй поживностi при мiнiмуму вартостi. 
Табл. E.2: Данi до задачi E.33

Кiлькiсть Кiлькiсть одиниць поживних речовин в 1 кг 
корму

поживної речовини Ячмiнь Боби Сiнна мука 
Кормовi одиницi, кг 1,2 1,4 0,8 
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Засвоєний протеїн, г 80 280 240 
Каротин, мг 5 5 100 
Цiна 1 кг корму, грн 3 4 5 

Тема: “Математичне моделювання засобами класичних галузей математики”
Задача E.34 (розвиваюча, в). Енергозберiгаюче обладнання коштує 80 тис. грн. 
Заощадження вiд його використання описується формулою , де t — час
(у роках), S — заощадження (у гривнях). Пiдрахувати заощадження за 1, 2, 3, 4, 
5 рокiв. Через який час фiрма покриє витрати на придбання обладнання? 
Задача E.35 (розвиваюча, в). Вкладник поклав 10000 грн на свiй пенсiйний рахунок 
у банку, який виплачує 12 %. Визначити величину вкладу через 1, 2, 3, 4, 5 рокiв. 
Яка сума буде на рахунку через 1, 2, 3, 4, 5 рокiв, якщо кожний мiсяць вкладник 
забирає та знову вносить вклад? Визначити суми вкладiв при неперервному нараху
ваннi процентiв.
Задача E.36 (розвиваюча, в). Мiдний кубик з ребром 6 см пiддали рiвномiрному 
шлiфуванню з усiх бокiв. Визначити, на скiльки скоротиться ребро кубика, якщо 
його маса зменшиться на 0,53, 0,62, 0,78, 0,88 г (густина мiдi 8,9 г/см3).
Задача E.37 (розвиваюча, в). Населення мiста зростає на 2 % за рiк. У скiльки разiв 
воно збiльшиться за 100 рокiв?
Задача E.38 (розвиваюча, в). Розглядаючи падiння тiла, при якому шлях S як 

функцiя часу t визначається за формулою S(t) = , знайти швидкiсть руху тiла у 
момент часу t0 = 4 с.
Задача E.39 (розвиваюча, в). Є три типи сировини: A, B, C, якi використовуються 
для виробництва двох видiв продуктiв: I i II. В наявностi знаходяться 500 одиниць 
сировини A, 750 одиниць сировини B i 200 одиниць сировини C. Продукт I 
складається з 1 одиницi сировини A i 2 одиниць сировини B. Продукт II складається 
з 2 одиниць сировини A, 1 одиницi сировини B i 1 одиницi сировини C. Прибуток вiд
виробництва одиницi продукту I складає 4 грн, а вiд одиницi продукту II — 5 грн. 
Скiльки одиниць кожного продукту потрiбно виробляти, щоб отримати 
максимальний прибуток? 
Лабораторна робота № 1: “Обчислювальний експеримент у математичному 
моделюваннi процесiв теплопровiдностi”
Задача E.40 (розвиваюча, в). Знайти температуру деталi цилiндричної форми при її 
локальному охолодженнi кiльцевою зоною з торця. Коефiцiєнт теплопровiдностi ( ) 
матерiалу, з якого виготовлено деталь, i густина (q) теплових джерел, розташованих 
в нiй, є сталими. Як змiнюється рiзниця мiж максимальною та мiнiмальною 
температурами iз збiльшенням площi охолодження? Вихiднi данi: 1 = 0,2 — радiус 
меншого кола, що обмежує кiльце охолодження, 2 = 0,4 — радiус бiльшого кола, R 
= 1 — радiус основи цилiндра, = 0,1, k = 0,04, q = 2, T0 = 0 — початкова 
температура.
Лабораторна робота № 2: “Математичне моделювання в екологiї”
Задача E.41 (розвиваюча, в). Провести дослiдження динамiки розвитку деякої 
популяцiї на основi моделi Мальтуса та логiстичної моделi популяцiй. 
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Лабораторна робота № 3: “Моделювання випадкових процесiв у системах 
масового обслуговування”
Задача E.42 (розвиваюча, в). Нехай маємо магазин з одним продавцем, в який 
випадковим чином заходять покупцi. Якщо продавець вiльний, то вiн починає 
обслуговувати покупця вiдразу, якщо покупцiв кiлька, то вистроюється черга. 
Скiльки часу в середньому доведеться простояти в черзi? 
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Додаток F
Семiнарськi заняття
Семiнарське заняття № 1

Унiверсальнiсть математичних моделей
МЕтА: узагальнити знання студентiв про унiверсальнiсть математичних моделей на 
основi їх загального математичного розвитку, навести приклади унiверсальностi 
математичних моделей складних об’єктiв. 

Для досягнення мети необхiдно виконати такi завдання: 
1. Опрацювати наукову лiтературу за вказаним списком. 
2. Детально пiдготувати доповiдь за видiленим викладачем питанням. 
3. Приклади задач оформити за розширеною евристичною схемою дiяльностi 

математичного моделювання, пiдiбравши при цьому самостiйно програми для 
реалiзацiї моделi на комп’ютерi (де такi програми iснують та є загально 
доступними).

ПлАн 
1. Диференцiальнi рiвняння та їх застосування. 
2. Функцiї як математичнi моделi рiзних процесiв та явищ. 
3. Приклади аналогiй мiж механiчними, термодинамiчними i економiчними 

об’єктами: 
a. органiзацiя рекламної кампанiї; 
b. взаємовiдносини в системi “хижак — жертва”.

ЛiтЕрАтурА: [6,33,53,126,195]. 
Семiнарське заняття № 2

Математичне моделювання складних об’єктiв
МЕтА: познайомити студентiв з тими глобальними проблемами, якi стоять 

сьогоднi перед людством, та як вони вирiшуються наукою за допомогою 
математичного моделювання. 

Для досягнення мети необхiдно виконати такi завдання: 
1. Опрацювати наукову лiтературу за вказаним списком. 
2. Детально пiдготувати доповiдь за видiленим викладачем питанням. 
3. Для iлюстрацiї доповiдi пiдготувати таблицi, графiки i дiаграми та вибрати 

засiб їх демонстрацiї в аудиторiї пiд час доповiдi.
ПлАн 
1. Задачi технологiї та екологiї: фiзично “безпечний” ядерний реактор. 
2. Фундаментальнi проблеми природознавства: клiматичнi наслiдки ядерного 

конфлiкту.
ЛiтЕрАтурА: [121,124,132,195,245]. 
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Додаток G
Органiзацiя роботи за модульно-рейтинговою системою 

на спецкурсi “Математичне моделювання”
Найбiльш поширеною нинi стала модульно-рейтингова система навчання i оцiнки 
успiшностi студента. Модульна програма з навчальної дисциплiни — це роздiлена на 
окремi модулi дiюча навчальна програма. Модуль — це цiлiсна, логiчно завершена 
програмна частина теоретичних знань, навичок i вмiнь з даної навчальної дис
циплiни, яка адаптована до iндивiдуальних особливостей студентiв (учнiв) в умовах 
диференцiйованого навчання. Модуль, визначений у часовому iнтервалi, передбачає
не лише засвоєння студентами вiдповiдного програмного матерiалу, а й оцiнювання 
кожного студента (учня) у вiдповiдностi iз заздалегiдь сформульованими рiвнями 
вимог (обов’язковий, пiдвищений, поглиблений). 

Модульне планування програмного матерiалу повинне передбачати видiлення 
опорних знань i вмiнь (актуалiзацiя), якi будуть використовуватися при вивченнi 
модуля, а також систематичне повторення головного навчального матерiалу при 
вивченнi наступних модулiв (поточне повторення). 

Рейтинг — це порядкова позицiя студента (учня) певної групи (класу) за 
результатами навчання з базових предметiв, яка визначається рейтинговим 
показником. Рейтинговий показник — числова величина, що дорiвнює процентному
вiдношенню суми опорних оцiнок з усiх модулiв до суми максимально можливих. 

Розглянемо досвiд упровадження модульно-рейтингової системи на фiзико- 
математичному факультетi Нацiонального педагогiчного унiверситету iм. М. П.
 Драгоманова. За такою системою працюють кафедра експериментальної i 
теоретичної фiзики та окремi викладачi математичних кафедр. 

На початку семестру викладачi складають календарний графiк навчального про
цесу з даного курсу, який оформлюється у виглядi плаката i вивiшується на дошцi 
iнформацiї для ознайомлення студентiв. Студенти, ознайомившись iз графiком i 
оцiнивши свої можливостi, розбиваються на три групи. 

Перша група орiєнтується на iндивiдуальну форму роботи, кожний студент пра
цює за складеним ним iндивiдуальним планом, що може бути зумовлено соцiально-
побутовими умовами та рiвнем пiдготовки студента. Це особливо актуально пiд час 
проведення спецкурсу з математичного моделювання, оскiльки бiльшiсть студентiв 
4–5 курсiв працюють в школi, а деякi мають новонароджених дiтей. 

Друга група орiєнтується на традицiйну форму навчання i контролю (
вiдвiдування лекцiй, вiдпрацювання всiх практичних занять i лабораторних робiт, 
складання залiкiв i екзаменiв). 

Третя група навчається за модульно-рейтинговою системою. Студенти цiєї групи 
працюють за складеним викладачем графiком, мають можливiсть ще до початку 
екзаменацiйної сесiї отримати екзаменацiйну оцiнку за сумарною кiлькiстю балiв (
рейтинг). 

Практика показує, що протягом семестру групи не залишаються стабiльними. 
Може вiдбутися перехiд студента з другої (традицiйної) групи до третьої (рейтинго
вої) з дозволу викладача. Але для цього студент має наздогнати рейтингову групу у 
виконаннi календарних форм контролю. Очевидно, такий перехiд можливий у першi
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тижнi семестру. Можливий i перехiд студента з рейтингової групи до традицiйної 
через порушення графiку. Такий перехiд також має вiдбуватися за бажанням студен
та i за порадою викладача. Для пiдвищення вiдповiдальностi студентiв за навчання i 
реальної оцiнки їхнiх успiхiв необхiдний контрольний аналiз стану роботи студентiв
викладачем. Перший такий аналiз доцiльно проводити, коли мине третина семестру.
Дати їх проведення доцiльно зазначати у графiку. Невчасне виконання графiка 
студентами приводить вiдрахування штрафних балiв. За деякi види роботи (за умови
якiсного i своєчасного виконання) можливе нарахування заохочувальних балiв. 

При складаннi календарного графiка навчального процесу враховуються 
викладачами такi вимоги: 

1. кiлькiсть модулiв курсу погоджується з кiлькiстю тижнiв семестру; 
2. термiни проведення контрольних заходiв для кожного модуля узгоджуються з 

факультетським графiком контрольних робiт, колоквiумiв, консультацiй; 
3. кiлькiсть та форми контрольних заходiв складаються з врахуванням 

складностi навчального матерiалу в даному модулi; 
4. строго регламентується кожний вид контролю.
У календарному графiку кожного модуля визначено теми лекцiй, практичних 

занять, перелiк задач для розв’язування в аудиторiї та при виконаннi домашнiх за
вдань, для самостiйної роботи, а також рейтинговi бали, якi може отримати студент. 
Студент може замiнити стандартнi домашнi задачi розв’язанням задач пiдвищеної 
складностi. 

Рейтинговi бали з кожного виду контролю отримуються шляхом множення 
оцiнки у чотирибальнiй системi з iнтервалом 0,1 вiд 2,5 до 5, яку отримує студент, 
на рейтинговий коефiцiєнт. Останнiй вiдбиває значущiсть навчального матерiалу, 
має адекватно представляти тi чи iншi форми контролю, сприяти зацiкавленостi 
студентiв у виконаннi контрольних завдань. Скажiмо, якщо рейтинговий коефiцiєнт 
для лабораторних робiт 5, то для колоквiуму вiн дорiвнює 20. Чим бiльше 
диференцiйованi рейтинговi коефiцiєнти, тим точнiше можна оцiнити роботу 
студента. 

Важливо попередньо визначити максимальну кiлькiсть балiв, яку студент може 
набрати, виконавши весь обсяг робiт за календарним графiком навчального процесу 
за семестр. Доцiльно також визначити кiлькiсть балiв для отримання екзаменацiйної 
оцiнки “вiдмiнно”, “добре”, “задовiльно”. Досвiд показує, що при кiлькостi балiв, не 
меншiй, нiж 80 % вiд максимальної кiлькостi по залiкових формах контролю, 
доцiльно виставляти залiк. 

Якщо студент набрав 85 % вiд максимальної кiлькостi балiв з екзаменацiйних 
форм контролю, то вiн одержує екзаменацiйну оцiнку “вiдмiнно”. Щоб розрахувати 
кiлькiсть балiв для оцiнки “добре”, яку б студент одержав, маючи по всiх формах 
контролю “добре”, беремо 115 % вiд одержаної суми балiв. Якщо студент одержав 
за всiма формами контролю “задовiльно”, то 125 % вiд сумарної кiлькостi балiв дає 
змогу виставити екзаменацiйну оцiнку “задовiльно”. 

Студенти, якi навчалися за iндивiдуальним графiком, можуть отримати 
рейтингову оцiнку за таким самим принципом, хоч тут можливi й iншi форми 
контролю та розрахункiв, але лише за умови своєчасного виконання всього обсягу 
роботи. 
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Порiвняно з модульно-рейтинговими системами, якi практикуються в iнших 
закладах вищої освiти, модульно-рейтингова система фiзико-математичного факуль
тету НПУ iменi М. П. Драгоманова вiдрiзняється насамперед демократичнiстю. 
Справдi, кожному студентовi надається право працювати чи за модульно-
рейтинговою системою, чи за традицiйними формами. Тут модульно-рейтингова си
стема вiдрiзняється бiльш чiтким плануванням роботи студента (календарний 
навчальний план) i систематичним управлiнням цiєю роботою з боку викладача. 
Досить стiйкою є i система розрахунку рейтингу та переведення сумарної кiлькостi 
балiв у чотирибальну систему оцiнок. 

Детальнiше модульно-рейтингова система як органiзацiйно-методична форма 
навчання взагалi i на фiзико-математичному факультету НПУ iменi М. П.
 Драгоманова описана в посiбнику [216] та в методичних рекомендацiях [237,238]. 

За описаною модульно-рейтинговою системою доцiльно органiзовувати i 
спецкурс з математичного моделювання, де контроль успiшностi студентiв 
здiйснюється вiдповiдно до вказiвок, поданих вище. 

Разом з тим, впровадження модульно-рейтингової системи буде ефективним, як
що всi кафедри працюють за нею, iнакше вiдбувається перерозподiл навчального 
навантаження студентiв на дисциплiни кафедри, яка працює за модульно-
рейтинговою системою. Це явище спостерiгалося i на фiзико-математичному 
факультетi НПУ iменi М. П. Драгоманова. 
Табл. G.1: Тематичний план (IV курс I семестр)

Назва модулiв Всього 
годин 

Всього 
ауд. 

Лекцiї Лабор. 
роб. 

Практ. 
роб. 

Семiнар. 
заняття 

Самост. 
роб. 

Модуль I. Математичне моделювання
як метод наукового дослiдження. 
Загальнi методи математичного 
моделювання. 

18+4 18 10 - 6 2 4 

Модуль II. Деякi сучаснi методи 
дослiдження математичних моделей 

14+3 14 6 6 - 2 3 

За навчальним планом 39 32 16 6 6 4 7 

Табл. G.2: Змiст програми, що вiдповiдає модульному контролю (IV курс 
I семестр)

№ 
п/п 

Теми лекцiйного курсу К-ть лекц. год. К-ть год. сам. 
роб. 

I. Математичне моделювання як метод наукового 
дослiдження. Загальнi методи математичного 
моделювання. 

1. Математичнi моделi реальних процесiв та явищ. 
Математичне моделювання як метод наукового 
дослiдження. 

4 2 

2. Теоретико-множиннi основи математичного моделювання. 2 
3. Загальнi методи математичного моделювання. 4 2 

II. Деякi сучаснi методи дослiдження математичних 
моделей. 

1. Деякi сучаснi методи дослiдження математичних моделей. 2 
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2. Математичне моделювання складних об’єктiв. 2 3 
3. Математичне моделювання i професiйна дiяльнiсть 

учителя математики. 
2 

16 7 
№ 
п/п 

Практичнi заняття К-ть годин Тижнi 
семестру 

1. Математичне моделювання засобами класичних галузей 
математики. 

4 3–4 

2. Диференцiальнi рiвняння як математичнi моделi реальних 
процесiв та явищ. 

2 5 

6 
№ 
п/п 

Лабораторнi роботи К-ть годин Тижнi 
семестру 

1. Обчислювальний експеримент в математичному 
моделюваннi процесiв теплопровiдностi. 

2 11 

2. Математичнi моделi в екологiї. 2 14 
3. Моделювання випадкових процесiв в системах масового 

обслуговування. 
2 15 

6 
№ 
п/п 

Семiнарськi заняття К-ть годин Тижнi 
семестру 

1. Унiверсальнiсть математичних моделей. 2 9 
2. Математичне моделювання складних об’єктiв. 2 13 

4 
№ 
п/п 

Змiст модульного контролю Вид контролю Тижнi 
семестру 

1. Модуль 1. Математичне моделювання як метод наукового 
дослiдження. 

Залiкова конт. 
роб. 

6–7 

2. Модуль 1. Загальнi методи математичного моделювання Модульна 
конт. роб. 

10–11 

3. Модуль 2. Деякi сучаснi методи дослiдження 
математичних моделей. 

Тест № 1 14 

4. Модуль 2. Математичне моделювання складних об’єктiв. Тест № 2 15–16 
№ 
п/п 

Змiст самостiйної роботи К-ть годин Лiтература 

1. Функцiї як математичнi моделi рiзних процесiв та явищ. 2 [33] 
2. Унiверсальнiсть математичних моделей. 2 [33,121,195] 
3. Математичне моделювання задач сучасної екологiї та 

технологiї. 
3 [121,195] 

7 
Змiст видiв контролю

Залiкова контрольна робота (6–7 тиждень) 
Варiант 2. 
1. Диск, кинутий спортсменом пiд гострим кутом до горизонту, впав на вiдстанi 

54 м вiд початкового положення. Визначити параметр параболiчної траєкторiї,
яку описує диск, якщо найбiльша висота, якої вiн досяг, дорiвнює 10 м. 

2. Побудувати зображення правильного десятикутника. 
3. Чи є групою вiдносно операцiї множення: а) множина всiх неособливих 

матриць другого порядку з невiд’ємними дiйсними елементами; б) множина 
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всiх матриць другого порядку з цiлими елементами, визначник яких дорiвнює 
1? 

4. Слiд обгородити прямокутну дiлянку заданої площi S. Визначити розмiри 
дiлянки з найкоротшою огорожею. 

5. Швидкiсть приросту ферменту пивних дрiжджiв пропорцiйна кiлькостi цього 
ферменту. Початкова кiлькiсть N0 ферменту через 1 год подвоюється. 
У скiльки разiв вона збiльшиться через b год, якщо b набуває значень 4, 5, 6, 7,
8 год?

Варiант 3. 
1. Дзеркальна поверхня прожектора утворена обертанням параболи навколо її 

осi симетрiї. Дiаметр дзеркала 80 см, а глибина його 10 см. На якiй вiдстанi вiд
вершини параболи слiд розташувати джерело свiтла, якщо для вiдбиття про
менiв паралельним пучком воно повинно знаходитися у фокусi параболи. 

2. Побудувати зображення правильного восьмикутника. 
3. Назвемо афiнною площиною довiльну непорожню множину елементiв (їх 

називатимемо точками) та систему її пiдмножин (їх називатимемо прямими), 
якщо виконуються такi аксiоми: 

o Для довiльних двох рiзних точок A i B iснує одна i тiльки одна пряма, 
що проходить через цi точки. 

o Якi б не були заданi пряма l i точка P, через точку P проходить одна i 
тiльки одна пряма m, паралельна прямiй l. 

o Iснують три точки, якi не лежать на однiй прямiй.
Примiтка: двi прямi називаються паралельними, якщо вони збiгаються (l = m) 
або не мають спiльних точок (l m = ). 
Переконайтеся, що множина та система пiдмножин , , 

, , , становлять математичну модель афiнної площини. 
Що можливо сказати про незалежнiсть, несуперчливiсть та повноту цiєї 
системи аксiом? 

4. Енергозберiгаюче обладнання коштує 60 тис. грн. Заощадження вiд його 
використання описується формулою , де t — час (у роках), S — 
заощадження (у гривнях). Пiдрахувати заощадження за 1, 2, 3, 4 роки. Через 
який час фiрма покриє витрати на придбання обладнання? 

5. У кiмнатi, об’єм якої 300 м3, мiститься 0,15 % вуглекислоти. За 1 хв у кiмнату 
вентилятор подає 20 м3 повiтря, що мiстить 0,04 % вуглекислоти. Через який 
час вмiст вуглекислоти у кiмнатi зменшиться вдвiчi?

Варiант 4. 
1. Земля рухається по траєкторiї, що є деяким геометричним мiсцем точок, яке 

має таку властивiсть, що сума вiдстаней вiд будь-якої його точки до двох 
фiксованих точок є величина стала. Вiдомо, що Сонце знаходиться в однiй з 
цих фiксованих точок. Найменша вiдстань вiд Землi до Сонця наближено 
дорiвнює 147,5 млн. км, а найбiльша — 152,5 млн. км. Записати рiвняння 
траєкторiї руху Землi, знайти велику пiввiсь та ексцентриситет. 

2. Побудувати зображення правильного п’ятикутника. 
3. Чи утворює групу множина: а) всiх векторiв площини вiдносно операцiї 

додавання; б) всiх векторiв простору вiдносно операцiї додавання; в) всiх 
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векторiв простору вiдносно вектрного добутку? 
4. Визначити розмiри вiдкритого басейну з квадратним дном i об’ємом 32 м3, 

щоб на облицювання його стiн i дна витратити якнайменше матерiалу. 
5. За статистичними даними швидкiсть зменшення кiлькостi робiтникiв заводу з 

часом прямо пропорцiйна їх кiлькостi. Вiдомо також, що кiлькiсть робiтникiв 
за рiк зменшилася втричi. Визначити залежнiсть кiлькостi робiтникiв вiд часу. 
Через скiльки рокiв ця кiлькiсть зменшиться в a разiв, якщо в початковий 
момент t = 0 вона дорiвнювала N0? Обчислення провести, якщо N0 дорiвнює 
500, 600, 700 тис. чол., a дорiвнює 4, 5 разiв.

Модульна контрольна робота (10–11 тиждень) 
Варiант 2. 
1. Варiацiйнi принципи. Приклад застосування до побудови математичної моделi

. 
2. Модель Р. Харрода розвитку економiки в окремо взятiй країнi. 
3. У чому полягає унiверсальнiсть математичних моделей?
Варiант 3. 
1. Метод аналогiй. Приклад застосування. 
2. Математична модель руху кульки, приєднаної до пружини. 
3. У чому полягає iєрархiчний пiдхiд до побудови математичних моделей?
Варiант 4. 
1. Метод фазового укрупнення. Приклад застосування. 
2. Модель Мальтуса розвитку бiологiчної популяцiї. 
3. Якi варiацiйнi принципи застосовуються до побудови математичних моделей?

Тест № 1 (14 тиждень) 
1. Якi сучаснi пiдходи до дослiдження математичних моделей ви знаєте? 
2. У чому полягає процедура масштабування? 
3. Наведiть приклади масштабування. 
4. Сформулюйте теореми порiвняння. 
5. Сформулюйте принцип максимуму.

Тест № 2 (15–16 тиждень) 
1. Описати математичну модель взаємовiдносин у системi “хижак — жертва”. 
2. Описати математичну модель органiзацiї реклами. 
3. Описати математичну модель “черга до одного продавця”. 
4. Якi клiматичнi наслiдки ядерного конфлiкту? 
5. Математична модель “фiзично безпечного ядерного реактора”.

Примiтка: Тест за часом проведення потребує до 20–25 хвилин, тому проводиться як групами, так i 

iндивiдуально в зручний час. Пропонується по одному питанню з набору. 
Залiк. Питання до залiку

1. Рiзнi процеси, що описуються однiєю i тiєю ж моделлю. 
2. Процес розмноження бактерiй та його математична модель 
3. Процес теплопровiдностi та його математична модель. 
4. Математична модель ефективностi реклами. 
5. Математична модель утворення нової хiмiчної речовини. 
6. Розкрити змiст понять “математична модель”, “математичне моделювання” з 

рiзних точок зору. 
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7. Основнi напрями математичного моделювання в математицi. 
8. Види математичних моделей та математичного моделювання. 
9. Метод математичного моделювання, як метод наукового дослiдження. 
10.Евристичнi схеми дiяльностi математичного моделювання. Приклади задач, 

розв’язаних за цими схемами. 
11.Множини та вiдношення на них. 
12.Вiдношення еквiвалентностi та факторизацiя. 
13.Математичнi структури. 
14.Аксiоматичний метод. 
15.Несуперечливiсть, незалежнiсть i повнота системи аксiом. 
16.Поняття математичної моделi системи аксiом. 
17.Приклад математичної структури, що визначається аксiоматикою Д. Гiльберта

. 
18.Приклад математичної структури, що визначається аксiоматикою Г. Вейля. 
19.Коротко охарактеризувати загальнi методи математичного моделювання. 
20.Метод використання фундаментальних законiв природи. 
21.Модель руху кульки, приєднаної до пружини. 
22.Варiацiйний принцип Гамiльтона. 
23.Математична модель Мальтуса розвитку бiологiчної популяцiї. 
24.Математична модель Р. Харрода розвитку економiки в окремо взятiй країнi. 
25.Навести приклад аналогiй математичних моделей рiзних процесiв. 
26.Особливостi математичного моделювання складних об’єктiв. 
27.Моделi суперництва: взаємовiдносини в системi “хижак — жертва” (найбiльш 

повна модель популяцiї). 
28.Математична модель органiзацiї реклами. 
29.Модель фiзично безпечного ядерного реактора. 
30.Якi сучаснi методи дослiдження математичних моделей? 
31.Сформулювати теореми порiвняння, усереднення та максимуму. 
32.Проiлюструвати на прикладi процедуру масштабування. 
33.Описати математичну модель “черга до одного продавця”. 
34.Дослiдження клiматичних наслiдкiв ядерного конфлiкту. 
35.Унiверсальнiсть математичних моделей. 
36.Функцiї як математичнi моделi рiзних процесiв та явищ. 
37.Органiзацiя навчання математичного моделювання учнiв. 
38.Рiзнi евристичнi схеми дiяльностi математичного моделювання, що 

пропонуються у шкiльному курсi математики. 
39.Якi з розглянутих моделей доцiльно давати у шкiльному курсi математики? 

Чому?
Примiтка: Складається студентами згiдно навчального плану за розкладом, складеним деканатом. Залiк 

передбачає перевiрити знання теоретичного матерiалу, висвiтленого на лекцiях. Складається в письмово-

уснiй формi. Спочатку студенти пишуть вiдповiдi на два iз запропонованих питань (за вибором викладача

), а потiм захищають цi вiдповiдi усно. До теоретичних питань слiд додавати задачу з домашнiх завдань, 

що пропонуються на практичних заняттях. 
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Додаток H
Приклад задачi, розв’язаної за розширеною евристичною 

схемою дiяльностi математичного моделювання
Задача H.1. При проектуваннi електричних машин дуже важливо вибрати вдалу 
схему охолодження. Досить ефективним на сьогоднiшнiй день є локальне 
охолодження деталей. Бiльшiсть деталей мають форму цилiндра. В залежностi вiд 
конструкцiї машини та взаємодiї її вузлiв, деталi цилiндричної форми доцiльно 
охолоджувати такими зонами: кiльцевою зоною з торця, аксiальною зоною на його 
бiчнiй поверхнi; зоною вздовж твiрної на бiчнiй поверхнi. Знайти найменше, 
найбiльше та середнє значення температури при охолодженнi деталi цилiндричної 
форми зоною вздовж твiрної на бiчнiй поверхнi, вважаючи, що  — коефiцiєнт 
теплопровiдностi матерiалу, з якого виготовлено цилiндр,  — коефiцiєнт 
тепловiддачi, q — густина теплових джерел, розташованих в цилiндрi, є сталими. 

Розв’язання. I. Попереднiй аналiз об’єкта дослiдження. З курсу фiзики вiдомо, 
що iснують три способи переносу тепла: теплопровiднiсть (кондукцiя), пе
ремiшування (конвенцiя) i випромiнювання (радiацiя). У задачi, що розглядається, 
перенос тепла вiдбувається кондуктивно. Ще в серединi XVIII вiку М. В. Ломоносов
вказав, що кiлькiсть теплоти, що передається вiд одного тiла до другого, про
порцiйна рiзницi кiлькостi руху складаючих цi тiла “частинок”, тобто молекул. 

Кiлькiсть руху, що передається молекулам, пропорцiйна рiзницi їх кiнетичних 
енергiй в областях тiла, що розглядаються, тобто пропорцiйна рiзницi температур 
цих областей. Формально в математичну фiзику це положення було введено на по
чатку XIX столiття у виглядi гiпотези Бiо–Фур’є про пряму пропорцiйнiсть вектора 
теплового потоку градiєнту температури: 

(H.1)
Знак “мiнус” показує взаємнооберненi напрями вектора теплового потоку q i 
градiєнта температури (gradT), а множник пропорцiйностi розглядається як деяка 
фiзична характеристика, що називається коефiцiєнтом теплопровiдностi. 

При побудовi математичної моделi врахувати слiд такi припущення: 
1. охолодження поверхнi вiдбувається вiдповiдно до закону Ньютона 

де T(x,y,z) — температура елемента, S1 — поверхня, що охолоджується, n — 
напрям зовнiшньої нормалi до поверхнi S1,  — коефiцiєнт теплопровiдностi 
матерiалу, з якого виготовлено елемент; k — коефiцiєнт зовнiшньої 
теплопровiдностi. 

2. на теплоiзольованiй частинi S2 межової поверхнi S = S1 + S2 областi D 
виконується умова 

Будемо вважати, що деталь — цилiндричної форми скiнчений цилiндр з радiусом
основи R та висотою l. Розглядатимемо цей цилiндр вiдносно деякої цилiндричної 
системи координат (див. рис. H.1). 
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Рис. H.1: Цилiндр з вказаною зоною охолодження мiж двома твiрними на бiчнiй 
поверхнi

Тодi спiввiдношення (H.1) запишеться у виглядi диференцiального рiвняння в 
частинних похiдних другого порядку 

(H.2)

яке i слiд розв’язати, враховуючи характер охолодження, щоб знайти шукану в 
задачi температуру. 

II. Побудова математичної моделi. З аналiзу слiдує, що температура цилiндра T 
задовольняє рiвнянню (H.2). Враховуючи, що охолодження цилiндра вiдбувається за
законом Ньютона, крайовi умови при охолодженнi зоною мiж двома твiрними на 
поверхнi цилiндра матимуть такий вигляд: 

(H.3)

(H.4)
де 

Формули (H.2)–(H.4) можна спростити, ввiвши замiну змiнних 

Замiсть рiвняння (H.2) матимемо рiвняння 

(H.5)

i вiдповiдно крайовi умови 

(H.6)

(H.7)
Вiдповiдно до крайових умов (H.6) та (H.7) розв’язок рiвняння (H.5) не залежить 

вiд аргументу , i тому функцiя t задовольняє рiвняння 

(H.8)

i крайовi умови 

(H.9)
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Рiвняння (H.8) з крайовими умовами (H.9) i є математичною моделлю задачi 
локального охолодження зоною мiж двома твiрними на бiчнiй поверхнi цилiндра. 

III. Реалiзацiя математичної моделi математичними методами. Розв’яжемо 
рiвняння (H.8) з крайовими умовами (H.9). Розв’язок його шукатимемо у виглядi 

(H.10)

Пiдставимо спiввiдношення (H.10) у рiвняння (H.8). Матимемо 

(H.11)

Помножимо рiвняння (H.11) на cosm  i проiнтегруємо на вiдрiзку [- ; ]. Дiстанемо 

(H.12)

Розв’язок першого з цих рiвнянь має вигляд 

(H.13)

Для розв’язання другого рiвняння застосуємо пiдстановку = ln . Враховуючи 
обмеженiсть розв’язку, дiстанемо 

(H.14)
З рiвностей (H.13), (H.14) маємо розв’язок рiвняння (H.11): 

(H.15)

Величини Cn з рiвностi (H.15) можна визначити наступним способом. 

У зонi охолодження функцiю покладемо рiвною її наближеному значенню: 

(H.16)

i далi розкладемо цю функцiю в ряд Фур’є в iнтервалi [- ; ]. 

Порiвнюючи значення з формули (H.16) та 

одержимо 

(H.17)

(H.18)

де 

(H.19)
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I нарештi, враховуючи значення (H.17) та (H.18) i спiввiдношення (H.15), 
остаточно матимемо 

IV. Вибiр (чи розробка) алгоритму для реалiзацiї моделi на комп’ютерi. 
Алгоритм обчислень температури реалiзується у виглядi такої послiдовностi. 

1. Ввести значення сталих величин: 
o радiус цилiндра R у (см); 
o висота цилiндра h у (см); 
o кут розкриття зони охолодження на бiчнiй поверхнi 0 у град.; 
o кiлькiсть точок радiальної координати nr0; 
o густина внутрiшнiх втрат (Вт/см3); 
o коефiцiєнт теплопровiдностi ; 
o коефiцiєнт тепловiддачi ; 
o температура охолоджувача T0; 
o кiлькiсть членiв ряду розкладу температури за методом Фур’є; 
o похибка розрахункiв для C0 та Cn.

2. Обчислити a за формулою (H.19). 
3. Обчислити C0 за формулою (H.18). 
4. Обчислити Cn за формулою (H.17). 
5. Обчислити t за формулою (H.15). 

6. Обчислити T за формулою T = + T0. 
7. Серед значень T вибираємо найбiльше та найменше.
V. Створення чи вибiр програм, що “перекладають” модель та алгоритм на 

доступну комп’ютерну мову. Програма реалiзована на алгоритмiчнiй мовi Pascal. 
VI. Проведення обчислювального експерименту. Пiдрахуємо значення 

температури цилiндра при рiзних значеннях 0. На рис. H.2 поданi результати 
обчислень при 0 = 30o. 
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Рис. H.2: Обчислення температури цилiндра при кутi охолодження 0 = 30o

VII. Аналiз одержаних результатiв та перенесення їх на об’єкт, що 
дослiджується. В залежностi вiд величини розкриття зони кута охолодження 
максимальна та мiнiмальна температури змiнюються наступним чином: зi 
збiльшенням кута охолодження максимальна температура зменшується, а 
мiнiмальна температура збiльшується. 

Одержанi результати кориснi для вибору ефективної схеми охолодження при 
проектуваннi електричних машин. __ 
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Додаток I
Зразки анкет констатуючого етапу експерименту та їх аналiз

Анкета № 1 
(для вчителiв)

1. Як Ви вважаєте, математичного моделювання слiд навчати: 
a. в школi; 
b. в унiверситетi; 
c. не слiд навчати.

2. Якi задачi розв’язуються за допомогою математичного моделювання? 
3. Якою може бути евристична схема (послiдовнiсть етапiв) математичного 

моделювання? 
4. Чи вiдчуваєте Ви потребу в методичнiй лiтературi з питань математичного 

моделювання? 
5. В яких пiдручниках для учнiв i методичних посiбниках для вчителiв 

представленi iдеї математичного моделювання? 
6. Створення методичної системи навчання математичного моделювання: 

a. необхiдне; 
b. недоцiльне; 
c. така система iснує.

7. Наведiть приклад розв’язання задачi за допомогою математичного 
моделювання. 

8. При вивченнi якого навчального матерiалу зручнiше всього знайомити учнiв з 
математичним моделюванням? 

9. Чи вважаєте Ви за необхiдне систематично навчати учнiв математичного 
моделювання, чи це має бути окрема тема в шкiльнiй програмi? 

10.З якого класу доцiльно починати навчання математичного моделювання?
Проанкетовано 32 учителi (100 %), якi дали наступнi вiдповiдi на поставленi 
запитання: 

1. математичного моделювання слiд навчати: 
a. в школi — 38 %; 
b. в унiверситетi — 21 %; 
c. в школi та унiверситетi — 41 %; 
d. не слiд навчати — 0 %.

2. На запитання “якi задачi розв’язуються за допомогою математичного 
моделювання” найпоширенiшi вiдповiдi: 

a. прикладнi — 62 %; 
b. задачi практичного змiсту — 32 %; 
c. не знаю — 5 %; 
d. некоректнi вiдповiдi: 
e. задачi на побудову та доведення — 1 %.

3. Евристичнi схеми дiяльностi (рiзнi за змiстом та послiдовнiстю етапiв) 
пропонують лише близько 10 % проанкетованих учителiв, решта 90 % таких 
схем не знають. 
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4. Потребу в методичнiй лiтературi з питань математичного моделювання 
вiдчувають 100 % учителiв. 

5. На питання про пiдручники для учнiв та методичнi посiбники для вчителiв 
переважають наступнi вiдповiдi: 

a. не знаю — 43 %; 
b. шкiльнi пiдручники з алгебри Г. П. Бевза та Г. М. Янченко, В. Р.

 Кравчук — 57 %.
6. Створення методичної системи навчання математичного моделювання 

вважають: 
a. необхiдним — 82 %; 
b. недоцiльним — 7 %; 
c. така система iснує — 11 %.

7. Приклади розв’язування задач за допомогою математичного моделювання 
наводять 3 %, умови задач, якi розв’язуються методом математичного 
моделювання — 9 %, решта проанкетованих учителiв (88 %) не дають 
вiдповiдi на поставлене питання. 

8. Вiдповiдi на питання “при вивченнi якого навчального матерiалу зручнiше 
всього знайомити учнiв з математичним моделюванням?” вчителi дають такi: 

a. всiєї шкiльної математики — 43 %; 
b. теорiї ймовiрностей та математичної статистики — 12 %; 
c. не знаю — 17 %; 
d. залишають питання без вiдповiдi — 28 %.

9. Систематичнiсть у навчаннi математичного моделювання вчителi вбачають 
таку: 

a. систематично навчати математичного моделювання в процесi навчання 
шкiльної математики — 67 %; 

b. при вивченнi окремих тем — 33 %.
10.Проанкетованi вчителi вважають, що починати навчання математичного 

моделювання доцiльно: 
a. в початковiй школi — 3 %; 
b. з 7 класу — 15 %; 
c. з 9 класу — 45 %; 
d. з 10 класу — 25 %; 
e. з 11 класу — 12 %.

Анкета № 2 
(для старшокласникiв та студентiв-першокурсникiв

педагогiчних унiверситетiв)
1. Що називається: 

a. математичною моделлю; 
b. математичним моделюванням?

2. Чи навчалися Ви математичного моделювання: 
a. в школi; 
b. в унiверситетi?

3. Яка схема (послiдовнiсть етапiв) математичного моделювання? 
4. Розв’яжiть задачi: 
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a. Знайти об’єм цеглини, розмiри якої 250 Ч 120 Ч 65 мм. 
b. Дрiт завдовжки 90 м розрiзали на два шматки так, що другий виявився 

на 12 % коротший, нiж перший. Знайдiть довжини цих шматкiв. 
c. Знайдiть звичайний дрiб, чисельник якого на 2 бiльший, нiж знаменник i

на 40 менший, нiж квадрат знаменника. 
d. Швидкiсть тiла, яке рухається прямолiнiйно, визначається за формулою 

v = 2t2 + 4t. Яке прискорення матиме тiло через 3 с пiсля початку руху?
5. Чи можна процес розв’язування наведених вище задач назвати математичним 

моделюванням? Якщо так, то яких саме задач: 1), 2), 3), 4)?
Проанкетовано 195 студентiв та учнiв (100 %), якi дали наступнi вiдповiдi на 

поставленi запитання: 
1. На запитання “що називається математичною моделлю” опитанi дали 

вiдповiдь: 
o не знаю — 82 %; 
o фiгура, рiвняння, функцiя, геометрична iнтерпретацiя — 10 %; 
o безглуздi вiдповiдi типу “усна iнтерпретацiя фiгур” — 8 %.

Дати означення “математичного моделювання” не можуть 99 % опитаних, 1 
% — дають неточну вiдповiдь, наприклад, “за допомогою вiдомих даних 
побудова математичної моделi”. 

2. Всi опитанi (100 %) стверджують, що математичного моделювання вони не 
навчалися нi в школi, нi в унiверситетi. 

3. 100 % проанкетованих не знають схем математичного моделювання: 99 % 
навiть не намагаються дати вiдповiдь на запитання 3 анкети, 1 % — дають 
некоректнi вiдповiдi. 

4. З розв’язанням задач впоралися 89 % опитаних, 4 % — розв’язали не всi задачi
, 2 % — не розв’язували задачi зовсiм, 3 % — допустили помилки при 
розв’язуваннi, 2 % — розв’язали не всi чотири задачi, а лише двi, три, одну. 

5. На поставлене запитання 5 вiдповiдi проанкетованих студентiв та учнiв 
розподiлилися так: 

o математичним моделюванням названо процес розв’язування всiх 
чотирьох задач — 43 %; 

o математичним моделюванням названо процес розв’язування першої, 
другої та четвертої задачi (правильна вiдповiдь) — 13 %; 

o залишили запитання без вiдповiдi або вiдповiли “не знаю” — 44 % 
проанкетованих школярiв та студентiв.

Анкета № 3 
(для викладачiв педагогiчних унiверситетiв)

1. Що називається: 
a. математичною моделлю; 
b. математичним моделюванням?

2. Як Ви вважаєте, математичного моделювання слiд навчати: 
a. в школi; 
b. в унiверситетi; 
c. не слiд навчати.

3. Якi задачi розв’язуються за допомогою математичного моделювання? 
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4. Якою може бути евристична схема (послiдовнiсть етапiв) математичного 
моделювання? 

5. Чи вiдчуваєте Ви потребу в методичнiй та науковiй лiтературi з питань 
математичного моделювання? 

6. Створення методичної системи навчання математичного моделювання: 
a. необхiдне; 
b. недоцiльне; 
c. така система iснує.

7. Чи вважаєте Ви за необхiдне систематично навчати студентiв математичного 
моделювання пiд час вивчення рiзних математичних дисциплiн, чи це має 
бути окремий навчальний предмет (спецкурс)? 

8. Коли доцiльно починати навчання математичного моделювання майбутнього 
вчителя математики? 

9. При вивченнi яких математичних курсiв, яким Ви навчаєте, можливо i 
доцiльно вчити студентiв математичного моделювання? 

10.Наведiть приклад розв’язання задачi за допомогою математичного 
моделювання (бажано з дисциплiни, якiй навчаєте Ви).

Проаналiзуємо результати анкетування за анкетою № 3 викладачiв педагогiчних 
унiверситетiв. Проанкетовано 48 викладачiв, якi дали наступнi вiдповiдi: 

1. На перше питання дали позитивну вiдповiдь 100 % проанкетованих. 
Переважають вiдповiдi: 

o математична модель — це вiдображення реальної дiйсностi у 
математичних об’єктах i поняттях; 

o математичнi моделi — об’єкти математики (рiвняння, нерiвностi, 
функцiї тощо), якими описується ситуацiя прикладної задачi; 

o математична модель — це формалiзований опис задачi; 
o математична модель — це математична структура, яка описує задану 

ситуацiю за допомогою математичного апарату; 
o математична модель — це опис реального процесу математичними 

спiввiдношеннями; 
o математичне моделювання — процес розв’язування прикладних задач 

засобами математики; 
o математичне моделювання — процес створення математичної моделi.

Наведенi вiдповiдi свiдчать про те, що викладачi правильно розумiють суть 
поняття “математична модель”, що ж до поняття “математичне моделювання”,
то 36 % викладачiв розумiють це поняття досить вузько, вважаючи, що це — 
“процес створення, побудови математичної моделi”. Бiльшiсть викладачiв (64 
%) розумiють це поняття правильно, як процес розв’язування нематематичної 
задачi математичними засобами. 

2. 13 % проанкетованих викладачiв вважають, що навчати математичного 
моделювання слiд лише в унiверситетi, 87 % — у школi та вузi. 

3. Вiдповiдаючи на питання 3, 94 % проанкетованих викладачiв вважають, що за 
допомогою математичного моделювання розв’язуються прикладнi задачi; 6 % 
дають iншi вiдповiдi, такi як, наприклад, “задачi економiчного змiсту най
частiше, а також задачi фiзичного, хiмiчного, бiологiчного, екологiчного 
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характеру”, “задачi на складання рiвнянь, геометричнi задачi практичного 
спрямування”. 

4. 100 % викладачiв наводять доцiльнiсть евристичної схеми дiяльностi 
математичного моделювання. Послiдовнiсть етапiв в цих схемах цiлком 
вiдповiдає тому, що викладачi розумiють пiд поняттям “математичного 
моделювання”. 64 % викладачiв наводять таку схему: 

o Аналiз умови, переклад її на мову математики (формалiзацiя задачi). 
o Складання математичної моделi. 
o Розв’язування складеної моделi. 
o Iнтерпретацiя одержаних розв’язкiв (деформалiзацiя задачi).

Решта — 36 % проанкетованих викладачiв, якi пiд “математичним 
моделюванням” розумiють лише “процес побудови математичної моделi” 
наводять наступну евристичну схему: 

a. Аналiз умови задачi. 
b. Введення величин, змiнних. 
c. Встановлення залежностi мiж ними. 
d. Запис цих залежностей (вiдношень) за допомогою математичних 

спiввiдношень.
2. Потребу в методичнiй та науковiй лiтературi з питань математичного 

моделювання вiдчувають 100 % викладачiв. 
3. Всi проанкетованi (100 %) вважають, що створення методичної системи 

навчання математичного моделювання необхiдне. 
4. Щодо систематичностi навчання математичного моделювання думки 

викладачiв роздiлилися: 
a. навчати систематично при вивченнi всiх математичних дисциплiн та 

спецкурсiв — 71 %; 
b. як окремий навчальний предмет — 7 %; 
c. спецкурси — 12 %; 
d. в процесi навчання всiх математичних дисциплiн, методики навчання 

математики та на спецкурсах — 5 %; 
e. в процесi вивчення окремої математичної дисциплiни (найчастiше: 

теорiя ймовiрностей та математична статистика, дискретна математика, 
математичне програмування) — 5 %.

5. На запитання про початок навчання математичного моделювання 
проанкетованi викладачi вiдповiдають так: 

a. зi школи — 8 %; 
b. першi курси унiверситетiв — 7 %; 
c. 4 i 5 курси унiверситетiв — 2 %; 
d. починати в школi, продовжувати в унiверситетi протягом усього 

навчання — 82 %.
6. Всi 100 % проанкетованих викладачiв наводили теми занять, на яких можливо 

i доцiльно вчити студентiв математичного моделювання. Це свiдчить про те, 
що за запропонованою нами методикою навчання математичного моделюван
ня зможуть ефективно працювати всi викладачi педагогiчних унiверситетiв, 
кожний в межах дисциплiни, якiй навчає. 
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7. З завданням “навести приклад розв’язання задачi за допомогою 
математичного моделювання” проанкетованi викладачi впорались так: 

a. навели текст задачi та її розв’язання — 23 %; 
b. навели текст задачi — 44 %; 
c. не навели прикладу задачi — 15 %; 
d. обмежились загальними твердженнями типу “будь-яка прикладна 

задача” — 18 %.
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Додаток J
Розрахунковi данi для проведення констатуючого етапу 

експерименту
Для визначення мiнiмального об’єму вибiрки n, який забезпечить достовiрнi оцiнки 
параметрiв генеральної сукупностi, користувалися вiдомою розрахунковою 
формулою 

(J.1)

де  — задана гранична похибка, w — вибiркова доля дослiджуваного показника, 
визначена за допомогою пробної вибiрки, t — аргумент iнтегральної функцiї 
Лапласа 

значення якого визначається з рiвностi (t) = , де  — довiрча ймовiрнiсть [228]. 
Використання замiсть формули для безповторної вибiрки бiльш простої формули 

для повторної вибiрки, мотивується тим, що при достатньо великому об’ємi N 
генеральної сукупностi вiдповiднi значення основних характеристик цих вибiрок 
несуттєво вiдрiзняються одне вiд одного. 

При проведеннi пробного анкетування серед студентiв було з’ясовано, що рiвень 
дослiджуваного показника (рiвень знань студентiв про математичнi моделi та 
математичне моделювання) становить 3 %, тобто w = 0,03. Виберемо значення 
граничної похибки = 0,02, рiвень надiйностi = 0,99. Тодi t = 2,33 i за формулою (J.
1) матимемо 

Отже, об’єм репрезентативної вибiрки становить 394 чоловiки. Виходячи з 
загального об’єму вибiрки, орiєнтовно визначили кiлькiсть навчальних закладiв для 
проведення педагогiчного експерименту. 

Щоб забезпечити репрезентативнiсть вибiрки, вiдбiр об’єктiв до неї (спочатку 
педагогiчних вищих навчальних закладiв III–IV рiвнiв акредитацiї, а потiм експери
ментальних груп у цих навчальних закладах) здiйснювали таким чином: початковий 
рiвень знань i вмiнь математичного моделювання в експериментальних та контроль
них групах однаковий, заняття в експериментальних та контрольних групах ведуть 
однi й тi ж викладачi; тобто всi об’єкти сукупностi мали при цьому однаковi шанси 
бути вiдiбраними, i вiдбiр одного об’єкту не впливав на вiдбiр якогось iншого [36]. 
Загальна кiлькiсть старшокласникiв, учителiв, студентiв та викладачiв, що брали 
участь в констатуючому етапi експерименту, дорiвнювала 483, тобто мало мiсце 
незначне перевищення числа опитаних у нашiй виборцi порiвняно з розрахунковим. 

Отже, всi умови утворення вибiрки з генеральної сукупностi були виконанi. А це 
означає, що висновки, якi ми одержали в результатi проведення анкетування у 
вiдiбраних групах студентiв та викладачiв, можна з надiйнiстю 99 % та похибкою 2 
% поширити на генеральну сукупнiсть. 
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Додаток K
Зрiзи для контролю рiвня вмiнь математичного моделювання
Зразок завдання початкового зрiзу.
Побудувати математичну модель задачi та розв’язати задачу. 

1. Iз пункту A в пункт B виїхав мотоциклiст, швидкiсть якого 40 км/год. Через 1,
5 год слiдом за ним виїхав вантажний автомобiль, швидкiсть якого 60 км/год. Через 
який час пiсля свого виїзду автомобiль наздожене мотоциклiста? 

2. Вкладник поклав до банку 2000 грн пiд 11 % рiчних. На скiльки бiльше вiд 
внесеної суми вiн зможе одержати грошей через 3 роки? 

3. Є дрiт завдовжки a метрiв. Як огородити цим дротом прямокутну дiлянку землi
, одна сторона якої прилягає до будинку, щоб площа огороженої дiлянки була 
найбiльшою? 

4. Вартiсть (за годину) утримання баржi складається з двох частин: вартостi 
палива, яка пропорцiйна кубу швидкостi баржi, i вартостi амортизацiї баржi (
заробiтна плата команди, обладнання та iн.). Загальна вартiсть утримання баржi за 
годину, таким чином, виразиться формулою S = av3 + b, де v — швидкiсть судна в 
км/год, a i b — коефiцiєнти, заданi для кожного судна. 

Визначити, за якої швидкостi v загальна сума утримання баржi на 1 км шляху 
буде найменшою, якщо a = 0,005, b = 40. 

5. Скiльки олiфи треба, щоб пофарбувати зовнiшню поверхню 100 однакових 
вiдер, якi мають форму зрiзаного конуса, якщо дiаметри основ 25 см i 30 см, твiрна 
27,5 см i на 1 м2 витрачають 150 г олiфи? 
Зразок завдання пiдсумкового зрiзу.
Розв’язати задачi методом математичного моделювання та пояснити методику 
навчання методу математичного моделювання при розв’язаннi цих задач в 
шкiльному курсi математики. 

1. Вiдповiдно до вимог агротехнiки зерно потрiбно засипати на тривале 
зберiгання при вологостi 14 % (кондицiйний стан). На скiльки вiдсоткiв зменшиться 
маса зiбраного зерна, що має вологiсть 24 %, при доведеннi до кондицiйного стану? 

2. Скiльки квадратних метрiв латунного листа потрiбно, щоб зробити рупор, у 
якого дiаметр одного кiнця 0,43 м, другого — 0,036 м, а твiрна 1,42 м? 

3. Побудувати зображення правильного восьмикутника. 
4. У пунктах A та B розташованi фаянсовi заводи рiзної потужностi. На деякiй 

вiдстанi вiд них розташованi глинянi кар’єри, вивiз сировини з яких обмежений 
транспортними засобами, причому вартiсть перевезень глини вiд кожного кар’єру до
кожного заводу рiзна. Як скласти найдешевший план постачання заводiв глиною? 

5. Температура вийнятого з печi хлiба протягом 20 хвилин зменшується вiд 100 o 
до 60 o. Температура повiтря 25 oС. Через який час вiд початку охолодження 
температура хлiба знизиться до 30 oС? 

6. Переконатися в тому, що в iнтерпретацiї, описанiй нижче, виконуються всi 
планiметричнi аксiоми першої групи та аксiоми другої групи системи аксiом 
Гiльберта. 

а) Точкою називається пара дiйсних чисел (x,y), взятих у певному порядку. 
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б) Прямою називається будь-яке рiвняння виду kx-y + b = 0 або -x + b = 0, де k i b 
— довiльнi дiйснi числа. 

в) Нехай рiзнi точки (x1;y1), (x2;y2), (x3;y3) належать однiй прямiй; точка (x2;y2) 

називається такою, що лежить мiж (x1;y1) i (x3;y3), якщо при x2 - x3 0 > 0, а при x2 

= x3: > 0. 
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Додаток L
Дiагностика рiвнiв сформованостi вмiнь математичного 
моделювання у студентiв математичних спецiальностей 

педагогiчних унiверситетiв
Табл. L.1: Частотний аналiз даних констатуючого етапу педагогiчного 

експерименту в НПУ iменi М. П. Драгоманова
№ Iнтервал Середнiй 

бал 
Частота Рiвень сформованостi вмiнь математичного

Значення % моделювання 
1 0–30 19 64 31 Низький 
2 31–60 47 100 48 Нижче середнього 
3 61–74 65 19 9 Середнiй 
4 75–90 77 15 7 Вище середнього 
5 91–100 93 10 5 Високий 

В експериментi брали участь 208 студентiв. Для зручностi обчислень початкову 
вибiрку даних (кiлькiсть набраних балiв за результатами контрольної роботи) 
згруповано в п’ять iнтервалiв, що вiдповiдають п’яти рiвням засвоєння вмiнь 
математичного моделювання: низький, нижче середнього, середнiй, вище 
середнього, високий. 

Середню кiлькiсть балiв для кожного рiвня обчислено за формулою 

(L.1)

i = 1,2,3,4,5, де i — середнє значення в кожнiй групi, xj — кiлькiсть балiв, kj — 
частота. Отриманi результати представленi в табл. L.1. 

Середнє вибiркове значення також обчислене за формулою (L.1) (допомiжнi 
обчислення наведенi в табл. L.2): 

Дисперсiю обчислимо за формулою 

(L.2)

середнє квадратичне вiдхилення дорiвнює . 
Табл. L.2: Допомiжнi обчислення

i ni ini ( i - )
2 

(  i - )2n 

i 
19 64 1225 642 41404 
47 100 4692 7 706 
65 19 1217 427 7990 
77 15 1121 1067 15531 
93 10 967 2368 24625 
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Сума 9223 90256 

Отже, за результатами констатуючого експерименту рiвнi сформованостi вмiнь 
математичного моделювання розподiлилися так: низький — 31 %, нижче 
середнього — 48 %, середнiй — 9 %, вище середнього — 7 %, високий — 5 %. 

Рис. L.1: Рiвнi сформованостi вмiнь математичного моделювання студентiв-
випускникiв пiд час констатуючого експерименту в НПУ iменi М. П.

 Драгоманова
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Додаток M
Визначення коефiцiєнтiв сформованостi 

вмiнь математичного моделювання
Табл. M.1: Динамiка змiни рiвнiв сформованостi знань, навичок i вмiнь 

з математичного моделювання пiд час проведення формуючого 
експерименту

Вид зрiзу /

Е К Е К Е К 
Початковий (I курс) 0,345 0,351

Промiжний (II курс) 0,372 0,352 0,027 0,001 0,073 0,003

Промiжний (III курс) 0,401 0,352 0,029 0 0,072 0 
Промiжний (IV курс) 0,440 0,353 0,039 0,001 0,089 0,003

Пiдсумковий 0,488 0,355 0,048 0,002 0,098 0,006

Е — експериментальнi групи, К — контрольнi групи

Табл. M.2: Усередненi значення вимiрюваних рiвнiв сформованостi знань, 
навичок i вмiнь з математичного моделювання за результатами 

формуючого експерименту

Вимiрюванi 
параметри 

Групи

експериментальнi контрольнi 

0,345 0,351 

0,143 0,004 

/  0,414 0,011 

Коефiцiєнти сформованостi вмiнь математичного моделювання визначалися за 
формулою 

де Si — кiлькiсть засвоєних елементiв знань для i-го студента, S — загальна кiлькiсть
елементiв знань, що мiститься в запропонованiй контрольнiй роботi. Середнiй 
коефiцiєнт обчислювався за формулою 

Середнє значення приросту рiвня знань, навичок та вмiнь студентiв кожної групи 
обчислювалося за формулою 
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де K1i — коефiцiєнт сформованостi вмiнь математичного моделювання, виявлений i-
м студентом пiд час пiдсумкового контролю, а K2i — вiдповiдно пiд час початкового 
контролю. 



188

Додаток N
Результати формуючого етапу експерименту

Табл. N.1: Результати формуючого етапу експерименту (за результатами 
початкового та пiдсумкового зрiзiв)

Вид зрiзiв Кiлькiсть студентiв, якi

виконували зрiзову роботу впоралися iз зрiзовою роботою

Експериментальнi 
групи 

Контрольнi 
групи 

Експериментальнi 
групи 

Контрольнi 
групи 

Початковий 103 108 36 (34,5 %) 36 (34,1 %) 

Пiдсумковий 102 103 87 (85,7 %) 66 (64,3 %) 

Рис. N.1: Результати формуючого етапу експерименту (за результатами 
початкового та пiдсумкового зрiзiв)
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Додаток O
Оцiнка ефективностi формуючого етапу експерименту

Обчислимо середнi бали в контрольнiй та експериментальнiй групах: середнiй бал в 
експериментальнiй групi — 1 = 77, у контрольнiй групi — 2 = 63. Значення 
дисперсiй: в експериментальнiй групi — 1

2 = 14,318, у контрольнiй групi — 2
2 = 

16,667. 
Нульова гiпотеза формулюється на припущеннi, що вiдхилення середнiх значень 

випадкове, тобто 

альтернативна гiпотеза передбачає, що методика навчання, використана в 
експериментальнiй групi, ефективнiша, тобто 

При такому формулюваннi альтернативної гiпотези проводиться одностороння 
перевiрка нульової гiпотези за допомогою критерiю Стьюдента. Статистичною 
характеристикою перевiрки нульової гiпотези є нормоване вiдхилення середнiх 

яке пiдпорядковане розподiлу ймовiрностей Стьюдента з числом ступенiв свободи k 
= n1 + n2 - 2 = 206. Оцiнка середньої з групових дисперсiй становить 

Тодi t = 25,24. 
Критичне значення одностороннього t-критерiю Стьюдента при рiвнi значущостi 

= 0,05 та k = 206 становить t0,95(206) = 1,97, що менше фактичного. Отже, нульова 
гiпотеза вiдхиляється. З iмовiрнiстю 0,95 можна стверджувати, що методика, 
використана в експериментальнiй групi, ефективнiша. 

Коефiцiєнт ефективностi запропонованої методики в даному випадку 
визначається за формулою 

де KE — значення коефiцiєнта сформованостi знань, навичок i вмiнь математичного 
моделювання для студентiв експериментальної групи за результатами пiдсумкового 
зрiзу, Kk — значення коефiцiєнта для контрольної групи. 

Отже, за пiдсумками формуючого етапу експерименту коефiцiєнт ефективностi 
розробленої нами методичної системи навчання математичного моделювання 
студентiв педагогiчних унiверситетiв дорiвнює 


