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СХОДЯТСЯ ДЛЯ всех И-=ОДХ,,.. Й (St о°) } то говорят,

ЧТО ряд /1/ ИЛИ, ЧТО ОДНО И ТО же, последовательность 
суммируется матрицей /? = || СС,^)| / /| -суммируется/ н 

числу $ и записывают:

&-т S'1Х,= £ (А) . или S (А).

Число А при этой называют обобщенной суммой ряда /1/ 

или А - суммой ряда /1/, а выражения /2/ А - 

средними последовательности [Sn} .

1£сли CLKIC > о для всех п,к.=о,і,2,... , то матрица/Majна­

зывается положительной.
Матрица А- 11^-ик.Ц определяет метод суммирования 

и выражения: "ряд суммируется при помощи матрицы А-Ц&ліАі " 
и "ряд суммируется методом А " означает одно и то же.

Пусть даны числовой ряд

с комплексными членами G-n (п=о,1,...) и матрица Д = ЦапкЦ

с комплексными элементами С6Л£ (п,< = о,і,г/,.,) . Обозначим через

■S'п = 5 . частные суммы ряда /1/. Если ряды



Особо выделяют матрицы,  суммирующие каждый сходящийся ряд 

к его сумме. Они называются регулярными или Т -матрицами 

/матрицами Теплица/. Условия, определяющие регулярные матри­

цы , даются теоремой Сильвермана-Теплица /[1] , теорема (4.1.11), 

стр. 79/. Матрицы, которые переводят всякую сходящуюся к чис­

лу S последовательность в последовательность ,

сходящуюся к S7 , причем в общем случае S £ S7 , называют­

ся матрицами Кожина или К -матрицами. Условия, определяю­

щие К -матрицы, даются теоремой Кожина /[1] , теорема(4.1.1), 

стр. 74 /.

Будем говорить, что ряд /1/ суммируется к числу 5* 

положительным полиномиальным методом Вороного, если

где P(z)= СС0Х xl-t CLt Xі '*•+...+ аг.у -многочлен степени 't-і >,O ,

удовлетворяющий условию Р(0)>0} Р(п)^о } Sn.^Z.O'K- 

последозательность частных'сумм ряда /1/. Это записывают 

следующим образом:

В частности, если 

для к.-0,1,2,--- И' равенство /3/ в этом случае определяет метод 

суммирования Чезаро Z -го порядка.



Заметим, что положительный полиномиальный метод Вороного 
регулярен /[2], стр. 89 /.

2.

Данная диссертация посвящена теоремам тауберова и мерсе- 

рова типа.
Теоремы, утверждающие регулярность матрицы А = ЦЛпк11 , 

называются теоремами типа Коши.

Сущность теорем типа Таубера заключается в наложении на 

члены последовательности таких условий, которые гаран­

тируют обратимость соответствующих теорем типа Коши. Среди 

работ, посвященных тауберовым теоремам для положительного ме­

тода Вороного следует отметить работы Агнью /[3], стр. 147/, 

А.Акимовского /[4], стр. 244-256/, И.И.Огиевецкого /[57/.

Н.А.Давыдов в работах /[б],[7],[в]/ ввел понятие /с/- 

множества последовательности, доказал /с/-свойство методов 

Чезаро и Абеля-Пуассона и получил ряд теорем тауберова типа 

для этих методов, обобщающих известные теоремы тауберова типа 

Харди, Литтльвуда, Шмидта, Ландау, Евграфова, Обрешкова., При­

ведем результат Н.А. Давыдова для методов Чезаро. Сначала да­

дим определение /с/-множества последовательности.
Замкнутое вніуклое множество Q в комплексной плоско­

сти он назвал /с/-множеством последовательности Su, , если 

для любого 8>0 найдутся число А(&)>1 и такая после­

довательность отрезков [ne; тк] натурального ряда
ЧИСЄД, ЧТО € (?£ ДЛЯ



Здесь С?g -замкнутее выпуклое множество, которое содержит 

в себе множество G и каждая точка границы которого отстоит 

от множества G на расстояние, меньше или равное 6>О . 

Если, в частности, /с/-множеством последовательности является 

точка, то эта точка называется /с/-точкой этой последователь­

ности.

Бесконечно удаленная точка комплексной плоскости называет­

ся /с/-точкой последовательности S к, , если существует

число , последовательность отрезков [пк/тк] чисел на­

турального ряда, а также последовательность замкнутых выпук­
лых множеств GK , стягивающихся к бесконечно удаленной точке 

и таких, что Для т,к ,
Сет И, - .

При этом говорят, что замкнутые выпуклые множества 

стягиваются к бесконечно удаленной точке, если расстояние мно­

жеств Gk. от точки 2 = 0 стремится к бесконечности при

/^/-свойство методов Чезаро суммирования рядов, установлен­

ное Н.А.Давыдовым, состоит в следующем:
Если ряд /1/ суммируется к числу £ методом Чезаро по­

рядка сС>0 и если замкнутое выпуклое множество G являет­

ся /с/-множеством последовательности = 22 <2.к -частных 

сумм этого ряда, то S є G .

Если бесконечно удаленная точка является /с/-точкой после­

довательности = 22 Cf-ic , ТО для любого об>0 (ліп, ІС^І=е^-> 

где CJv -средние Чезаро порядка об для последовательности 52.

Основной результат нашей первой главы составляет



Теорем а. Если рад /1/ суммируется к числу £ 

каким-нибудь положительным полиномиальным методом Вороного и 
G является /сАмножеством последовательности = СЬ- 

tec О 
частных сумм этого ряда, то S Є G .

Если бесконечно удаленная точка является /сАточкоЙ по­

следовательности , то средние полиномиального по­

ложительного метода Вороного этой последовательности 

не ограничены.

Из этой теоремы получен рад теорем тауберова типа. Отме­

тим некоторые из них.

Теорема 1. Пусть дан рад /1/ и пусть каждый частичный пре-
 

дел последовательности 5'и.= 2~" <2,. , конечный или бесконеч- 

ный, является /сАточкой этой последовательности.

Теорема 2. Пусть дан ряд /1/ и возрастающая последователь-
 

ность натуральных чисел П* , и пусть частные суммы 5^=22
 

этого рада удовлетворяют условию:



Теоремы 1-3 обобщают теоремы Н,А.Давыдова, доказанные им 

для методов Чезаро.

заданная возрастающая последовательность натуральных

чисел.

Теорема 3. Пусть дан ряд /1/ с действительными членами и 

пусть его частные суммы 5Z <Z,c удовлетворяют условию: 
к* о

т.е. множество всех частичных пределов

последовательности SnK содержится в круге с центром в точке 

и радиуса .



Теоремы типа Мерсера в их самой общей формулировке можно 

характеризовать как теоремы типа Таубера без условий Таубера.

Регулярная матрица А называется неэффективной для 

некоторого класса последовательностей, если она не суммирует 

ни одной расходящейся последовательности из этого класса.

Регулярная матрица называется вполне неаффективной, если 

она суммирует только сходящиеся последовательности.
Коли регулярная матрица /} неэффективна для некоторого 

класса последовательностей /вполне неэффективна/, то соответ­

ствующее ей регулярное преобразование /2/ также называется 

неэффективным /вполне неэффективным/.

В теоремах типа Мерсера устанавливают неэффективность 

/вполне неэффективность/ заданных матриц.

Общая теорема мерсерова типа, дающая необходимое и доста­

точное условие полной неэффективности регулярной матрицы, при­

надлежит А.Л.Брудно /[1], теорема 29, стр. 380/.

Для того чтобы Т -матрица А = 11 Як* II была вполне 

неэффективной, необходимо и достаточно, чтобы существовало 

число _<Г« > 0 , такое, что 

для любой ограниченной последовательности .

Однако, условия этой теоремы трудно проверить. Представ­

ляют большой интерес теоремы, дающие достаточные условия для 

того, чтобы регулярная матрица была вполне неэффективной или 

неэффективной на множестве ограниченных последовательностей. 

К таким теоремам следует отнести теоремы Агнью /[2], стр. 483/,



теоремы Н.А.Давыдова /f9], стр.189-200/.

Чаще встречаются теоремы мерсерова типа для некоторых 

классов регулярных методов суммирования. Впервые такая тео­
рема была полупена Мерсером в 1907 году /[10] , стр.206-224/.

Эта теорема получила многочисленные обобщения в работах 

Шура /[11] , стр. 447-458/, Белинфанте /[12], стр. 312-315/, 

Давыдова Н.А. /[13] , стр. 73-77, [14], стр. 86-89/, Польня- 

ковского /[15], стр. 1-24/ и других.

Во второй главе доказаны следующие четыре теоремы:

Теорема 1. Пусть -неубывающая, SCz) -непрерывная, 

аС(я.) и /5 (.Х-) -произвольные действительные функции в проме­

жутке

Теорема 2. Пусть ¥(%■) -неубывающая функция в промежутке 

^(.O)=Oj (х-***’), °і(х) и /3(х) -произволь­

ные действительные функции, определенные в промежутке [о; =о)



S _ непрерывная функция на fo; оо) , 

Если

Показано, что условия, которым удовлетворяют функции о/(х) 

и /3(х) , существенны для справедливости утверждения теоре­

мы 2.

Теорема 3. Пусть оСп, и последовательности действи­

тельных чисел, и пусть задано преобразование

Теорема 4. Пусть и -Р*- последовательности 

комплексных чисел, и ПУСТЬ эецано преобра­

зование

и удовлетворяющие условиям



Результаты данной работы докладывались и обсуждались на 

городском семинаре по теории функций / г.Киев, сентябрь 1967/, 

и на пятой научной конференции молодых математиков Украины 

/ г.Киев, 1970 г./.

Основное содержание диссертации отражено в работах
[16]-[18].
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