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Передмова

Одним iз перспективних напрямiв розвитку i модернiзацiї сучасної вi-
тчизняної освiти є iнформатизацiя – рацiоналiзацiя iнтелектуальної дiяль-
ностi за рахунок використання в навчальному процесi сучасних iнформа-
цiйних i комунiкацiйних технологiй (IКТ). Як показує практика, викори-
стання IКТ в процесi навчання пiдвищує мотивацiю учнiв та студентiв до
навчання, сприяє розвитку iнтелекту i формуванню навичок самостiйної
роботи з пошуку необхiдної iнформацiї, розширює обсяг навчальної iн-
формацiї, забезпечує iндивiдуальний пiдхiд у навчаннi, пiдвищує якiсть
контролю знань учнiв, забезпечує гнучкiсть управлiння навчальним про-
цесом. Результат впровадження IКТ в навчальний процес безпосередньо
залежить вiд професiйних знань, вмiнь i навичок вчителя. Вчитель має
бути готовим до використання IКТ в своїй професiйнiй дiяльностi, володi-
ти навичками органiзацiї навчання iз використанням IКТ, знати можливi
рацiональнi i найбiльш ефективнi способи органiзацiї, вмiти комбiнувати
їх та пристосовувати до потреб конкретної учнiвської аудиторiї, а також
знати, як реалiзувати принцип особистiсно-орiєнтованого навчання, як ор-
ганiзувати активну творчу дiяльнiсть учнiв в умовах застосування IКТ.

На глибоке переконання авторiв, для формування IКТ-компетенцiї май-
бутнього вчителя особливо важливо, щоб студент бачив можливостi, спосо-
би, шляхи використання IКТ (а не лише був теоретично з ними ознайом-
лений) в процесi власного навчання, органiзованого iз використанням еле-
ментiв IКТ. При цьому особлива роль вiдводиться iнформатизацiї фунда-
ментальних математичних дисциплiн, адже викладати майбутнiй фахiвець
буде саме фундаментальну науку.

У даному навчальному посiбнику розглядаються можливостi використа-
ння системи комп’ютерної алгебри Maple для супроводу навчання вищої
алгебри в унiверситетi.

Посiбник складений вiдповiдно до дiючої програми курсу ”Алгебра i те-
орiя чисел” для студентiв спецiальностi 6.040201 ”Математика”. Головною
метою курсу ”Алгебра i теорiя чисел” є вивчення основ сучасної абстра-
ктної алгебри, її мiсця в загальнiй системi математичних знань, зокрема, її
взаємозв’язкiв з теорiєю чисел, формування загальнонаукового свiтогляду
i виховання алгебраїчної та теоретико-числової культури, необхiдної май-
бутньому вчителю для глибокого розумiння цiлей i завдань як основного
шкiльного курсу математики, так i спецiальних факультативних курсiв, i
також для проведення наукових дослiджень.
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Вiдповiдно до програми значну частину часу для вивчення дисциплiни
вiдведено на самостiйну роботу студентiв. Саме систематична самостiйна
робота є однiєю iз важливих форм ефективного засвоєння навчального ма-
терiалу. З метою її iнтенсифiкацiї пропонується виконання iндивiдуальних
домашнiх завдань. Вiдмiтимо, що для успiшного засвоєння програмового
матерiалу необхiдно вмiти розв’язувати всi задачi, якi вмiщено до даного
посiбника.

Ефективнiсть самостiйної роботи на стадiї формування вмiнь i навичок
розв’язування задач значною мiрою залежить вiд можливостi студента вча-
сно проконтролювати себе. Помилка, виявлена самим студентом на даному
етапi, спонукає його до пошуку причини цiєї помилки, бiльш детального
вивчення теоретичного матерiалу.

Для перевiрки отриманого розв’язку задачi зручно використовувати
спецiальнi комп’ютернi програми - системи комп’ютерної алгебри (СКА).
Одним iз свiтових лiдерiв серед СКА є пакет Maple. Серед iнших його
видiляє ряд переваг: розвинутi графiчнi засоби, сучасний багатовiконний
iнтерфейс iз можливiстю роботи в дiалоговому режимi, потужна бiблiотека
математичних функцiй, великий набiр додаткових пакетiв функцiй, дета-
лiзована довiдкова система iз прикладами використання команд, сучасна
мова програмування iнтерпретуючого типу, наявнiсть засобiв пiдтримки
деяких iнших мов програмування та iнтеграцiї iз широковiдомими програ-
мами.

Для розв’язання багатьох алгебраїчних задач в Maple є готовi вбудованi
функцiї. Однак, зрозумiло, що якою б досконалою не була система, зав-
жди знайдеться багато спецiалiзованих задач, якi залишились поза увагою
розробникiв. Для розв’язання таких задач авторами було створено необхi-
днi Maple-процедури та оформлено їх у виглядi бiблiотеки процедур. Файл
бiблiотеки atchlib.m додається до посiбника на диску. Дана бiблiотека коре-
ктно працює iз Maple 9.5 i вище. Бiблiотека призначена для досить широкої
аудиторiї: студентiв, аспiрантiв, викладачiв, вчених, якi для розв’язування
алгебраїчних задач використовують пакет Maple.

Всi вихiднi тексти процедур, що мiстяться в бiблiотецi, доступнi кори-
стувачу. До кожної з них наведено детальне пояснення принципу роботи.
Це дозволяє використовувати процедури в якостi iлюстративного матерiа-
лу при освоєннi програмування в Maple.

Читачу, який не бажає заглиблюватись у принцип роботи авторських
процедур, достатньо викликати необхiдну команду iз бiблiотеки. Натомiсть
для тих, хто прагне розiбратись iз принципом роботи процедур, детальнiше
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познайомитись iз особливостями програмування в системi Maple, наводимо
детальне пояснення в секцiї „Розробка процедур”. Вiдмiтимо, що деякi про-
цедури можна оптимiзувати (це не було зроблено авторами саме для того,
щоб для тих, хто вперше знайомиться iз основами роботи в Maple, освоєння
елементiв програмування в Maple було якомога простiшим). Тому запро-
шуємо студентiв надавати свої варiанти вдосконалення процедур!!!

В посiбнику до кожного типу задач наведено приклад iз детальним ана-
лiтичним розв’язанням та зразком розв’язання в Maple. Для перевiрки
отриманого розв’язку задачi або результатiв промiжних обчислень студен-
ту достатньо вiдтворити в Maple наведений зразок, пiдставивши данi вiд-
повiдно до свого варiанту. Студент може запропонувати власний алгоритм
розв’язання (як аналiтичного, так i в Maple), вдосконалити процедуру, на-
ведену в посiбнику, створити власну процедуру. Творчiсть, iнiцiативнiсть
особливо вiтаються.

На практицi успiшно зарекомендувала себе наступна технологiя органi-
зацiї самостiйної роботи. Протягом семестру (в 2-3 етапи) студент виконує
iндивiдуальну розрахункову роботу, що включає задачi з даного посiбника.
Розв’язання задач в Maple не є обов’язковим i оцiнюється премiальними
балами.

Звiт про розв’язання задач в Maple здається на паперовому носiї i має
наступне оформлення:

Розрахункова робота №_
з курсу "Алгебра i теорiя чисел"

студента _ групи
Прiзвище I.П.
Варiант №_

Завдання №_ (Формулювання умови)
Розв’язання. (Хiд розв’язання).

Стимулом до роботи в Maple, окрiм зазначених премiальних балiв, є сис-
тема оцiнювання виконаних завдань iз iндивiдуальної розрахункової робо-
ти. Кожне завдання оцiнюється за 3-бальною шкалою: виконано повнiс-
тю – виконано частково – не виконано. Завдання вважається виконаним
повнiстю лише у випадку, якщо в результатi студент отримав правильну
вiдповiдь, правильно оформив розв’язання. У випадку механiчної описки,
несуттєвої помилки тощо завдання вважається виконаним частково. Щоб
уникнути таких описок i помилок, доцiльно робити перевiрку.

Описана технологiя застосування Maple сприяє формуванню навичок
самоконтролю студента, допомагає зосередити увагу на поняттях i логiцi
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методiв i алгоритмiв абстрактної алгебри, формує уявлення про роль, зна-
чення, можливостi застосування математичних методiв. Аналiз запропоно-
ваної викладачем процедури, її вдосконалення i розробка власної процеду-
ри допомагають студенту краще зрозумiти суть абстрактних алгебраїчних
понять, акцентують увагу на межах застосування алгоритмiв розв’язуван-
ня, нюансах означень, їхнього вибору, формулювання.

Посiбник адресований викладачам та студентам математичних спецiаль-
ностей. Вiн також може бути з успiхом використаний при викладаннi курсу
вищої математики для студентiв технiчних спецiальностей.

Вiдмiтимо, що в посiбнику розглядаються лише тi засоби Maple, якi
необхiднi для розв’язання алгебраїчних задач. Для бiльш детального озна-
йомлення iз можливостями пакету Maple рекомендуємо звернутись на сайт
http://www.maplesoft.com компанiї-розробника пакету Maple.

Будемо щиро вдячнi за всi зауваження та побажання i просимо їх над-
силати за адресою: trebenko@npu.edu.ua

Автори



9

Роздiл I

Початковi вiдомостi про MAPLE

1. Коротка характеристика та iсторiя системи Maple

В останнi двадцять рокiв активного розвитку набув новий фундамен-
тальний науковий напрям – комп’ютерна математика. Першi системи ком-
п’ютерної математики використовувались лише для чисельних обчислень.
Однак їм на змiну швидко прийшли системи символьної математики (або
комп’ютерної алгебри – СКА).

Сьогоднi СКА застосовуються в багатьох галузях науки (таких як мате-
матика, фiзика, хiмiя, iнформатика тощо), технiки, технологiї. Але особли-
ва роль СКА – в освiтi: вони дозволяють перевiрити результати громiздких
математичних обчислень, бiльше часу придiлити не рутинним обчислен-
ням, а аналiзу отриманих результатiв; за допомогою СКА можна наочно
представити складнi математичнi об’єкти.

Одним iз свiтових лiдерiв серед СКА є програма Maple. Роботу над
створенням системи було розпочато ще в 1980 роцi. Група дослiдникiв ка-
надського унiверситету Waterloo поставила перед собою задачу створити
таку комп’ютерну систему, яка була б ефективною в наукових дослiджен-
нях i, водночас, достатньо простою, щоб її могли використовувати не лише
математики i iнженери, але й студенти. Систему було названо Maple. На
початку 90-х рокiв ХХ ст. у Maple з’явився графiчний iнтерфейс користу-
вача, i саме з цього часу Maple стала широко використовуватись в освiтi.

На даний час систему використовують бiльше 5 мiльйонiв студентiв, вче-
них, дослiдникiв i спецiалiстiв рiзних областей. Користувачами Maple є такi
провiднi унiверситети i науково-дослiдницькi iнститути як MIT, Cambri-
dge, Oxford, Waterloo. В промисловостi її використовують вiдомi корпо-
рацiї Boeing, Bosch, Canon, Motorola, NASA, Toyota, Hewlett Packard, Sun
Microsystems, Ford, General Electric, Stanford, Daimler Chrysler та iн.

Систему Maple серед iнших видiляє ряд переваг: розвинутi графiчнi за-
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соби, сучасний багатовiконний iнтерфейс iз можливiстю роботи в дiалого-
вому режимi, потужна бiблiотека математичних функцiй, великий набiр
додаткових пакетiв функцiй, деталiзована довiдкова система iз приклада-
ми використання команд, сучасна мова програмування iнтерпретуючого
типу, наявнiсть засобiв пiдтримки деяких iнших мов програмування та iн-
теграцiї iз широковiдомими програмами. В Maple також є редактор для
пiдготовки i редагування документiв. Пакет Maple реалiзує новiтню те-
хнологiю символьних обчислень, числових обчислень iз заданою точнiстю,
мiстить iнновацiйнi Web-компоненти – маплети (Maplets). Маплети – це за-
соби вiзуально-орiєнтованого програмування iнтерфейсу користувача, во-
ни здатнi забеспечити покрокове розв’язання математичних задач iз де-
монстрацiєю промiжних результатiв обчислень. Така покрокова детальна
вiзуалiзацiя iстотно пiдвищує значення системи Maple в освiтi.

В Maple є понад 3,5 тисячi вбудованих команд, функцiй, процедур, то-
му велику кiлькiсть задач система може розв’язувати без програмування.
Достатньо розробити алгоритм розв’язання своєї задачi, видiливши окремi
етапи, для яких Maple має готовi розв’язання. Але користувач має можли-
вiсть створювати i власнi процедури. Це надзвичайно важливо, оскiльки,
зрозумiло, що якою б досконалою не була система, завжди знайдеться ба-
гато спецiалiзованих задач, якi залишились поза увагою розробникiв. Про-
цедури можна оформити у виглядi окремого пакету, доповнити довiдковою
iнформацiєю, логiчно приєднати до основної бiблiотеки. Слiд вiдмiтити, що
розробники Maple ведуть активний дiалог iз користувачами i розробленi
користувачами процедури можуть бути включенi до нового релiзу.

Таким чином, система Maple – не просто потужний високо-
iнтелектуальний калькулятор, який може розв’язати багато задач аналiти-
чно, а система, яка розвивається вiдповiдно до потреб користувачiв, внесок
у розвиток якої роблять як розробники, так i чисельнi користувачi.

2. Структура Maple

Основними компонентами системи Maple є:
1) ядро системи (команди, процедури, написанi мовою С);
2) основна бiблiотека команд, процедур i функцiй та ряд додаткових

спецiалiзованих пакетiв (написаних мовою Maple);
Команди, включенi до ядра, виконуються надзвичайно швидко. З даної

точки зору, до ядра було б вигiдно включати якомога бiльше обчислюваль-
них засобiв. Однак це призводить до уповiльнення роботи системи через
збiльшення навантаження на ядро. Тому об’єм ядра обмежують, залишаю-
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чи лише команди, якi найчастiше використовуються, але до системи дода-
ють бiблiотеку команд. Крiм того, розширення можливостей системи дося-
гається за рахунок використання додаткових пакетiв команд (packages).

3) iнтерфейс користувача (сукупнiсть апаратних i програмних засобiв
для роботи ПК iз зовнiшнiм обладнанням i користувачем).

В рiзних релiзах Maple iнтерфейс може бути рiзним. В Maple 13 є де-
кiлька iнтерфейсiв (стандартний i класичний). Стандартний iнтерфейс має
наступний вигляд:

Рис.1

Класичний iнтерфейс не змiнювався в останнiх релiзах, починаючи з 4-го:

Рис.2

Стандартний iнтерфейс – повнофункцiональний графiчний iнтерфейс,
використовується для отримання максимальних можливостей системи
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Maple. Класичний iнтерфейс – базове середовище для малопотужних ком-
п’ютерiв, в якому доступнi не всi графiчнi можливостi; використання Кла-
сичного iнтерфейсу вимагає менших затрат пам’ятi. Оскiльки Класичний
iнтерфейс доступний ширшому колу користувачiв, то в даному посiбнику
розглядатимемо роботу саме в Класичному iнтерфейсi.

Як i в кожнiй Windows-програмi, iнтерфейс Maple має ряд характерних
елементiв: рядок заголовку (1), рядок головного меню (2), головну панель
iнструментiв (3), контекстну панель iнструментiв (4), вигляд якої залежить
вiд режиму роботи, робоче поле (5), рядок стану (6), а також лiнiйки i смуги
прокрутки.

Рис.3Розглянемо пункти головного меню:
File – мiстить стандартний набiр команд для роботи з файлами, напри-

клад, зберегти файл, вiдкрити файл i т.д.
Edit – мiстить стандартний набiр команд для редагування тексту, на-

приклад, копiювання, видалення видiленого тексту в буфер обмiну, вiдмiна
команди i т.д.

View – мiстить стандартний набiр команд для управлiння вiкном Maple.
Insert – служить для вставки полiв рiзних типiв: математичних, текс-

тових рядкiв, графiчних зображень, гiперпосилань тощо.
Format – мiстить команди оформлення документу, наприклад, установ-

ка типу, розмiру i стилю шрифта.
Spreadsheets – служить для роботи iз таблицями.
Window – служить для переходу з даного робочого листа на iнший.
Help – мiстить довiдкову iнформацiю про Maple.
Головне меню є контекстно-залежним, тобто його вигляд може змiню-

ватись в залежностi вiд поточного стану (контексту) системи. Наприклад,
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якщо всi документи закрито, то головне меню мiстить лише два пункти:
File i Help. При цьому мiсце для вiкон порожнє i має сiрий колiр. Вигляд
меню також може змiнюватись в залежностi вiд того, якi об’єкти в доку-
ментi видiлено. Тодi активнi пункти меню прописуються чорними буквами,
неактивнi – сiрими.

Призначення пунктiв головного меню зрозумiле бiльшостi Windows-
користувачiв, тому зупинимось лише на пунктi Help. При виклику пункту
Help/Introduction з’являється вiкно довiдкової системи:

Рис.4

Довiдкова система побудована за принципом: роздiл/ пiдроздiл/ пiдпiдроз-
дiл i т.д. Наприклад, для того, щоб побачити довiдку про команду solve,
необхiдно викликати Mathematics/Factorization and Solving Equati-
ons/ solve/ Overview.

Важлива особливiсть цiєї системи – наявнiсть iлюстративних прикла-
дiв до кожної iз команд. Цi приклади можна скопiювати в свiй документ,
замiнити данi i виконати.

Довiдкову iнформацiю про певну команду можна отримати рiзними
способами:

I спосiб: встановити курсор в будь-яке мiсце команди i натиснути клавi-
шу F1;

II спосiб: в областi введення (див.нижче) поставити символ ? i (без про-
пуску) написати назву команди, пiсля чого натиснути клавiшу Enter. На
рис.5 показано, як отримати довiдкову iнформацiю про команду solve:
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Рис.5
Досить корисний елемент iнтерфейсу - пiдказки, що спливають. Вони

з’являються, якщо навести курсор мишi на певний елемент iнтерфейсу.
Пiдказка має вигляд прямокутної хмаринки, яка розташована бiля вказа-
ного елементу. Пiдказки досить зручнi при ознайомленнi iз призначенням
кнопок палiтр i панелей iнструментiв, а також позицiй меню.

Рис.6

3. Початок роботи
Одразу пiсля завантаження система готова до роботи. Сеанс роботи на-

зивають сесiєю. Робота в Maple вiдбувається в дiалоговому режимi: ко-
ристувач задає запитання (вводить команди, вирази, процедури), система
вiдповiдає (сприймає введенi команди, обробляє, виводить на екран резуль-
тат). Запитання i вiдповiдь на нього видiляються в лiвiй частинi робочого
поля квадратними дужками.

Робоче поле має 3 областi: область введення, область виведення, область
текстових коментарiв.

Рис.7
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Область введення складається iз командних рядкiв („рядкiв запитань”).
Кожний командний рядок починається iз символу „>”, мiстить Maple-
команди, закiнчується символом „;” (крапка з комою) або символом „:” (дво-
крапка). Знак „;” вказує на те, що результат виконання команди необхiдно
вивести на екран. Якщо ж використовується знак „:”, то команда обробля-
ється системою, але результат на екран не виводиться (цей знак зручно
використовувати при промiжних обчисленнях). Колiр шрифта – червоний.

Область виведення мiстить результати виконання введених команд у
виглядi аналiтичних виразiв, графiчних об’єктiв або повiдомлень про по-
милку. Колiр шрифта – синiй.

Область текстових коментарiв може мiстити будь-яку текстову iнфор-
мацiю, яка пояснює роботу, використовується для забеспечення наочностi
Maple-документiв. Текстовi рядки Maple не сприймає i не обробляє. Колiр
шрифта – чорний.

На рис.8 наведено приклад роботи в Maple: у вiдповiдь на введену ко-
манду solve(2*x=5); отримано результат 5

2 ; вiдсутнiсть знаку ; або : при-
зводить до помилки:

Рис.8

Для переходу до областi текстових коментарiв треба на Панелi iнстру-

ментiв натиснути кнопку . Щоб повернутись назад до командного ре-
жиму, треба натиснути кнопку .

4. Maple-мова

Кожна розмовна мова мiстить такi основнi елементи як символи, сло-
ва, словосполучення i речення. Мова програмування Maple (Maple-мова)



16

також має аналогiчнi структурнi елементи. Описати мову означає описати
всi її структурнi елементи. При цьому опис символiв полягає в перераху-
ваннi допустимих символiв мови, пiд описом слiв, словосполучень i речень
розумiють правила їхнього утворення. Опис кожного елемента мови за-
дається його синтаксисом i семантикою. Синтаксис – це правила побудови
елементiв мови, семантика – смисл i правила використання елементiв мови.

Синтаксис Maple-мови схожий на синтаксис таких вiдомих мов програ-
мування як C, FORTRAN, BASIC i PASCAL. Тому користувачу, який зна-
йомий iз цими мовами i з програмуванням взагалi, нескладно освоїти i
Maple-мову.

Алфавiт Maple-мови

Символи мови – це елементарнi знаки, якi використовуються для запису
слiв. Набiр всiх символiв називають алфавiтом мови.

Алфавiт Maple-мови мiстить 26 малих i 26 великих букв латинського ал-
фавiту, 10 арабських цифр (вiд 0 до 9), 32 спецiальнi символи (арифметичнi
оператори +,-,*,/, знак пiднесення до степеня т̂а iн.)

Для введення символiв використовують клавiатуру i палiтри
(View/Pallettes). Вiдмiтимо, що вигляд виразу може залежати вiд
режиму. Наприклад, в режимi введення вираз ex матиме запис exp(x), а
в режимi виведення на екранi вiдобразиться ex.

Серед спецiальних символiв видiлимо наступнi:

• знаки пунктуацiї: одиночнi : i ; i парнi (круглi дужки ( i ) для гру-
пування слiв у виразах, кутовi дужки < i > для певного групування
виразiв, фiгурнi дужки { i } для позначення даних типу множина,
квадратнi дужки [ i ] для позначення даних типу список, подвiйнi ла-
пки "для позначення даних типу рядок);

• знак % – системна змiнна, що зберiгає результат попередньої операцiї;

• знак # – вказiвник програмного коментаря (Коментар – це текст, роз-
мiщений в рядку справа вiд даного знаку, призначений для внесення
пояснень до тексту. Наявнiсть коментарiв робить записи зрозумiлiши-
ми. Коментарi iгноруються системою i не впливають на її роботу. Для
запису коментаря можна використовувати будь-якi символи iз клавiа-
тури, зокрема букви кирилицi);

• знак \ (backslash) має декiлька значень в залежностi вiд контексту.
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Iз окремих символiв утворюються слова, що мають певний смисл. Мiж
словами ставлять пропуск або знак пунктуацiї. Якщо мiж словами стоїть
знак пунктуацiї, то пропуск можна ставити i до, i пiсля знака пунктуацiї,
а можна взагалi не ставити. Мiж словами дозволяється ставити декiлька
пропускiв. Всерединi слiв пропуски ставити не можна!

Пропуски також не можна ставити всерединi таких комбiнацiй символiв:
:= ( оператор присвоювання), :: (вказiвник типу змiнної), <>, <=, >=
(знаки ̸=, 6, > вiдповiдно).

Слова в Maple

Слова – це мiнiмальнi одиницi мови, що мають самостiйне значення. В
залежностi вiд призначення слова подiляються на: ключовi слова, iденти-
фiкатори (iмена), оператори, рядки i натуральнi числа.

Ключовi слова – зарезервованi вирази, якi мають фiксоване значен-
ня: використовуються для конструювання умовних виразiв (if, fi, elif, else,
then), циклiчних конструкцiй (do, by, od, while, to, for, from, in), процедур
(description, global, local, proc, option, end) або команди керування (done,
quit, stop, return, export, use, try та iн.).

Iдентифiкатор – це iм’я об’єкта (константи, змiнної, типу, команди,
процедури, функцiї). В Maple-мовi розглядають два види iмен: стандар-
тнi i створенi користувачем. Стандартнi iдентифiкатори – iмена, якi вико-
ристовуються для математичних функцiй (такi як sin i cos), вбудованих
Maple-команд (наприклад, expand, simplify), для назв типiв (integer, li-
st). Користувач може створювати новi iдентифiкатори, при цьому:

- не можна використовувати ключовi слова i стандартнi iдентифiкатори
(наприклад, не можна позначити змiнну iменем begin); iмена бiблiоте-
чних Maple-команд використовувати можна, але не бажано, оскiльки
вiдповiдна команда перестає працювати;

- в якостi iдентифiкатора можна використовувати будь-яку послiдов-
нiсть символiв латинського алфавiту, цифр i знакiв пiдкреслення _),
довжина якої не перевищує 524275 символiв;

- iдентифiкатор не може мiстити пропуски i спецiальнi символи алфа-
вiту (зокрема, знаки пунктуацiї);

- iдентифiкатор повинен починатись або iз букви, або iз символа пiд-
креслення (iдентифiкатори, що починаються iз знаку пiдкреслення,
використовуються для iдентифiкацiї глобальних змiнних).

Важливо вiдмiтити, що система Maple чутлива до регiстру, тобто iдентифi-
катори NaMe, NAME, name i namE всi будуть сприйнятi як рiзнi iдентифi-
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катори. Наприклад, для того, щоб розкрити дужки у виразi (x+2)(x− 1),
треба ввести наступне:

> expand((x+2)*(x-1));
x2 + x− 2

Запис команди великими лiтерами призводить до такого результату.

> EXPAND((x+2)*(x-1));
EXPAND((x+ 2) (x− 1))

Iдентифiкатор намагаються пiдбирати в такий спосiб, щоб вiн вiдобра-
жав суть об’єкта. Наприклад, для позначення дати краще використати
iдентифiкатор Date, нiж просто букву D. Для бiльш зручного читання
доцiльно використовувати рiзнi регiстри: наприклад, для позначення коре-
ня рiвняння замiсть equationroot використати iдентифiкатор EquationRoot,
вiддiливши прописними буквами смисловi частини.

Оператори – знаки або комбiнацiї знакiв, якi використовуються для
позначення операцiй над даними (операндами). Операнди можуть бути чи-
слами, константами, змiнними, виразами. Наприклад, у виразi (2+4)-5 є 2
оператори: + i -. Для оператора + операндами є числа 2 i 4, для оператора
- операндами є вираз (2+4) i константа 5.

В математичних виразах оператори мають стандартний прiоритет (тоб-
то порядок виконання операцiй стандартний). Останнiми виконуються опе-
рацiї додавання i вiднiмання. Бiльш високий прiоритет мають операцiї мно-
ження i дiлення, потiм операцiя пiднесення до степеня, логiчнi операцiї i
т.д. Для змiни порядку використовуються круглi дужки: вираз в дужках,
незалежно вiд прiоритету операторiв, що входять до його складу, викону-
ється в першу чергу:

> 2+3/5;
13

5

> (2+3)/5;
1

В залежностi вiд кiлькостi операндiв оператори подiляються на: бiнарнi,
унарнi та нульарнi.

Бiнарнi оператори мають 2 операнди, якi зазвичай розмiщенi по обидва
боки вiд оператора. Основнi з них представлено в наступнiй таблицi:
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Оператор Смислове навантаження Оператор Смислове навантаження
+ додавання < менше нiж
- вiднiмання > бiльше нiж
* множення <= менше нiж або дорiвнює
/ дiлення >= бiльше нiж або дорiвнює

** або ˆ пiднесення до степеня = дорiвнює
mod остача вiд дiлення <> не дорiвнює
:= присвоєння :: означення типу
$ оператор послiдовностi -> функцiональний оператор
@ оператор композицiї and,or,... логiчнi оператори i, або, ...

Розглянемо приклади:
> 3+4;

7

> 2^3;
8

> 8 mod 3;
2

> x@x;
x(2)

> (sin@cos)(x);
sin(cos(x))

> x$3;
x, x, x

Важливо, розумiти рiзницю мiж операторами = i :=. Оператор присво-
єння := використовується для надання змiнним конкретних значень. На-
приклад, запис a:=3 означає, що змiннiй a надано значення 3. В подальших
обчисленнях замiсть числа 3 можна використовувати змiнну a:
> a:=3;

a := 3

> 2+a;
5

Оператор рiвностi = використовується для запису рiвнянь, логiчних
умов (див. далi про логiчнi оператори), для задання параметрiв команд
(наприклад, color="Chocolate"для задання шоколадного кольору лiнiй гра-
фiка). Вiн не надає значень змiнним:
> a=3;

a = 3
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> 2+a;
2 + a

Унарнi оператори мають 1 операнд. Вони можуть бути префiксними
(стояти перед операндом) i постфiксними (стояти пiсля операнда). Всього
є 7 унарних операторiв:

Оператор Смислове навантаження
+ унарний плюс (префiксний)
- унарний мiнус (префiксний)
! факторiал (постфiксний)

not логiчне заперечення (префiксний)
. десяткова крапка (префiксний або потсфiксний)
$ оператор посiдовностi (префiксний)

&string нейтральний оператор
Приклади застосування операторiв:

> +3;
3

> -2;
−2

> 25!;
15511210043330985984000000

> $2..6;
2, 3, 4, 5, 6

> .234;
0.234

Нульарними операторами є: %, %%, %%% (1, 2, 3 знаки вiдсотка). Опе-
ратор % забезпечує пiдстановку в рядку введення останнього обчисленого
результату, оператор %% – передостаннього, а оператор %%% – передпере-
достаннього. Наприклад, обчислимо значення виразу (23+

7
49)·21 послiдовно:

> 2/3+7/49;
17

21
Щоб помножити отриманий результат на 21, достатньо ввести насту-

пне:
> %*21;

17

Два знаки вiдсотка, написанi поруч, використовуються для виклику пе-
редостаннього результату:
> 2+3;
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5

> 4-2;
2

> %%;
5

Логiчнi оператори (або булевi) вказують на зв’язок мiж величинами. До
них вiдносять бiнарнi оператори: <, <=, >, >=, =, <>, and, or та унарний
оператор not. Конструкцiї з логiчними операторами часто використовую-
ться у програмуваннi в комбiнацiї з командою evalb, яка повертає значення
true, якщо твердження iстинне (умова виконується), i false, якщо хибне
(умова не виконується). Якщо система не може визначити, iстинним є твер-
дження, чи хибним, то повертається значення FAIL:
> evalb(2>3);

false

> evalb(2<3);
true

> evalb(2<>3);
true

> evalb(2>3 and 2<3);
false

> evalb(2>3 or 2<3);
true

Функцiональний оператор використовують для реалiзацiї пiдстановок
i для задання функцiй користувача. Наприклад, запис x− > x∧2 означає,
що замiсть x необхiдно пiдставити x2.

Користувач має можливiсть створювати новi оператори iз наперед
вказаними властивостями. Для цього використовується команда defi-
ne(opname, property1, property2, ...), де opname – iм’я оператора,
property1, property2, ... – властивостi. Можна вказати наступнi властивостi:
unary (унарний), binary (бiнарний), diff (оператор диференцiювання), linear
(лiнiйний), flat (асоцiативний), orderless (комутативний), antisymmetric (ан-
тисиметричний), zero (нульовий), identity (одиничний) та iн.

Задамо, наприклад, комутативний оператор f :
> define(f,orderless);

Перевiримо, чи є рiвними результати f(2, 3) i f(3, 2):
> evalb(f(2,3)=f(3,2));
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true

Рядок – це деяка послiдовнiсть символiв, яка записується в подвiйних
лапках:
> "This is рядок";

“This is рядок”
Рядки використовуються для створення текстових коментарiв, iмен

змiнних i символьних виразiв. В рядках можна використовувати будь-якi
символи (зокрема i букви кирилицi, але гарантiї в правильностi обробки
таких символiв немає: все ж таки Maple – англомовна програма i має обме-
жену пiдтримку iнших мов).

До рядка може входити будь-який математичний вираз, його значення
не обчислюється:
> "2+3";

“2+3”
Дуже важливо, не плутати подвiйнi лапки iз одинарними: подвiйнi лапки

"використовуються для запису рядкiв, лiва одинарна лапка ‘ для iдентифi-
каторiв (вираз, обмежений лiвими одинарними лапками з двох бокiв спри-
ймається як один символ), права одинарна лапка ’ (апостроф) – щоб вираз
не було обчислено. Розглянемо приклади: введемо змiнну ‘one symbol‘, зна-
чення якої 3.
> ‘one symbol‘:=3;

one symbol := 3

> 5+‘one symbol‘;
8

Використання апострофiв в такому випадку призводить до помилки:
> ’one symbol’:=3;

Error, missing operator or ‘;‘

Рядку присвоїти значення також не можна:
> "one symbol":=3;

Error, invalid left hand side of assignment

Апостроф використовується, якщо необхiдно записати вираз iз змiнною,
якiй ранiше було надано певного значення:
> a:=1; 2+’a’;

a := 1

2 + a
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> a:=1; 2+a;
a := 1

3

Натуральне число в Maple – це слово iз десяткових цифр:
> 00123456789012;

123456789012

5. Типи даних

Для обробки даних на ЕОМ дуже важливою є класифiкацiя їх за типом.
Тип визначає: спосiб внутрiшнього представлення об’єкту, тобто обсяг па-
м’ятi, необхiдний для зберiгання даного об’єкту, множину значень, яких
може набувати об’єкт, i операцiї, якi можна виконувати над об’єктом. На-
приклад, над числами типу real (дiйснi) можна виконувати операцiї +, -, *
i /, але не можна виконувати операцiю mod, яка застосовна до чисел типу
integer (цiлi).

Типи бувають простi i структурованi.

Простi типи даних

В Maple розглядають наступнi основнi типи числових даних: integer (цi-
ле), rational (рацiональне), fraction (дрiб), float (число з плаваючою комою)
i complex (комплексне). Щоб визначити тип числа a, використовують ко-
манду whattype(a):
> whattype(32);

integer

> whattype(1/5);
fraction

Число a має тип fraction, якщо воно належить до типу rational, але не
належить до типу integer.
> whattype(0.2);

float

Пiд числом типу integer розумiють будь-яку послiдовнiсть десяткових
цифр iз знаками + або - на початку (знак + можна не ставити). Якщо
в правому кiнцi числа типу integer поставити знак десяткової крапки, то
система сприйматиме запис як число типу float.
> whattype(32.);

float
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Вiдмiтимо, що для вiдокремлення цiлої частини вiд дробової при вве-
деннi числа типу float використовується крапка (а не кома!).

Для переведення числа a в iнший тип t використовують команду
convert(a,t):
> convert(1/5,float);

0.2000000000

> convert(0.2,fraction);
1

5
> convert(0.2,integer);

Error, unrecognized conversion

Число 0,2 не є цiлим, тому система повiдомила про помилку.
Для переведення числа a в тип float можна також використовувати ко-

манду evalf(a):
> evalf(1/5);

0.2000000000

> evalf(1/3);
0.3333333333

Кiлькiстю десяткових цифр можна управляти, задаючи значення си-
стемної змiнної Digits:
> Digits:=4: evalf(1/3);

0.3333

За замовчуванням Digits дорiвнює 10.
Як бачимо, для запису рацiонального числа можливi декiлька варiан-

тiв: у виглядi звичайного дробу iз використанням оператора дiлення, на-
приклад: 15/36 (тип fraction); у виглядi десяткового дробу, наприклад: 5.3
(тип float); крiм того, можливий запис в показниковiй формi, наприклад,
запис
> 2,67213*10^(-5)
означає 2, 67213 ∗ 10−5. Вибiр форми запису визначається iз урахуванням
операцiй i команд, якi будуть використовувати введене число.

Комплексне число z = a + bi, a, b ∈ R, записується у виглядi z:=a+b*I
(уявну одиницю i позначають через I):
> 2+3*I;

2 + 3 I

> (3+4*I)+(2-3*I);
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5 + I

Результат операцiї над числами можна отримати iз будь-якою необхi-
дною кiлькiстю точних цифр:
> 25!;

15511210043330985984000000

> 2012!/2000!;
4258554954992023131555429224315572761600

> 2^100-2^99;
633825300114114700748351602688

Однак якщо у виразi зутрiчаються данi рiзних типiв, то ця властивiсть
може бути втрачена:
> 2^100-2^99.;

0.6342 1030

В цьому випадку показник степеня було задано як число типу float, тому
в результатi отримано також число типу float.

Розробники системи Maple стверджують, що, в принципi, можливi об-
числення iз мiльйоном точних цифр, на практицi така точнiсть майже не
потрiбна.

Структурованi типи даних

До структурованих типiв даних вiдносять послiдовностi, списки, мно-
жини, масиви i таблицi.

Послiдовнiсть (exprseq, вiд.англ. sequence of expressions) – декiлька
Maple-виразiв, записаних через кому.

Найпростiший спосiб задати послiдовнiсть – просто ввести всi її елемен-
ти:
> a:=1,3,7;

a := 1, 3, 7
> b:=Monday, Tuesday, Wednesday, Thursday, Friday, Saturday,
Sunday;
b := Monday , Tuesday , Wednesday , Thursday , Friday , Saturday , Sunday

Важливою особливiстю даного типу є те, що якщо елементи послiдов-
ностi, в свою чергу, самi є послiдовностями, то результатом є єдина послi-
довнiсть:
> a:=1,2,3: b:=x,y,z: c:=2,4:

d:=a,4,5,6,b,c;
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d := 1, 2, 3, 4, 5, 6, x, y, z, 2, 4

Є ще два способи створення послiдовностей:
а) використовують оператор послiдовностi $ (один або разом iз опера-

тором дiапазона ..):
> a$5;

a, a, a, a, a

> $4..10;
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

> x[i]$i=3..7;
x3, x4, x5, x6, x7

> 2*i$i=1..4;
2, 4, 6, 8

> f(x)$x=5..13;
f(5), f(6), f(7), f(8), f(9), f(10), f(11), f(12), f(13)

б) використовують команду seq:
> seq(i,i=4..10);

4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

> seq(x[i],i=3..7);
x3, x4, x5, x6, x7

> seq(2*i,i=1..4);
2, 4, 6, 8

> seq(f(x),x=5..13);
f(5), f(6), f(7), f(8), f(9), f(10), f(11), f(12), f(13)

Команда seq працює швидше.
Список (list) – впорядкована сукупнiсть виразiв. Задається у виглядi

[a1,a2,...,an], де ai – будь-який Maple-вираз.
Довжина списку – кiлькiсть його елементiв. Її можна знайти за допомо-

гою команди nops:
> d:=[1,3,7,9];

d := [1, 3, 7, 9]

> nops(d);
4

Два списки [a1,a2,...,am] i [b1,b2,...,bn] вважаються рiвними, якщо вони
мають рiвнi довжини (m = n) i рiвнi вiдповiднi елементи (ai = bi для всiх
= 1, 2, ..., n).
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> a:=[1,2]; b:=[3-2,2];
a := [1, 2]

b := [1, 2]

> evalb(a=b);
true

Отримати i-ий елемент списку c:=[a1,a2,...,an] можна, ввiвши c[i]:
> c:=[2,3,5,7,11];

c := [2, 3, 5, 7, 11]

> c[2];
3

Замiна i-го елемента списку c виконується через присвоєння елементу
c[i] нового значення:
> c[4]:=6;

c4 := 6

Тепер список c виглядатиме наступним чином:
> c;

[2, 3, 5, 6, 11]

Для видалення i-го елемента необхiдно ввести subsop(i=NULL,c)
> subsop(4=NULL,c);

[2, 3, 5, 11]

Множина (set) – невпорядкована сукупнiсть виразiв. Задається у ви-
глядi {a1,a2,...,an}, де ai – будь-який Maple-вираз:
> m:={2,3,5,7,11};

m := {2, 3, 5, 7, 11}
> {a,23,book};

{23, a, book}
Елементи, якi повторюються, не записуються:

> {2,1,3,1,4,1};
{1, 2, 3, 4}

> {50/2,5^2,25};
{25}

Як видно iз прикладiв, порядок, в якому Maple сприймає елементи мно-
жини, не завжди збiгається iз порядком, в якому користувач їх вводить
(числа записуються в порядку зростання, а символи i рядки в алфавiтно-
му порядку).
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Кiлькiсть елементiв скiнченної множини та i-ий елемент множини (для
порядку елементiв, в якому множину було сприйнято системою) можна
отримати аналогiчно як i для наборiв:
> m:={2,5,7,1,8,3};

m := {1, 2, 3, 5, 7, 8}
> nops(m);

6

> m[4];
5

Maple пiдтримує ряд операцiй над множинами: об’єднання (union), рi-
зниця (minus) i перетин (intersect) множин, наприклад:
> a:={2,3,4,5}: b:={2,3,6,7}:
> a union b;

{2, 3, 4, 5, 6, 7}
> a minus b;

{4, 5}
> a intersect b;

{2, 3}
Порожня множина задається у виглядi:

> {};
{}

> nops({});
0

Масив (array) – сукупнiсть елементiв одного типу даних, впорядкованих
за iндексами (наборами iндексiв), якi визначають положення елемента в
масивi. Масив може бути одновимiрним (один iндекс) та багатовимiрним
(набiр iндексiв).

Загальний формат масиву наступний: array(prop,dim,datas), де prop
– певна властивiсть масиву (наприклад, властивiсть symmetric бути симе-
тричним вiдносно головної дiагоналi), dim – розмiрнiсть, яка задається у
виглядi дiапазонiв за кожним iз iндексiв, datas – данi (елементи масиву).

Найчастiше використовуються такi формати:
array(a..b,s1) – для задання одновимiрного списку з iндексами вiд a до

b i елементами, що задаються за допомогою s1;
array(a..b,c..d,s2) – для задання двовимiрного списку з номерами ряд-

кiв вiд a до b, номерами стовпцiв вiд c до d i елементами, що задаються за
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допомогою списку спискiв s2.
Наприклад, задамо двовимiрний масив, в якому 3 рядки i 2 стовпцi. Еле-

менти масиву вводяться у виглядi списку спискiв: кожний рядок є списком,
масив є списком, елементами якого є списки-рядки:
> m:=array(1..3,1..2,[[a,b],[c,d],[e,f]]);

m :=

 a b

c d
e f


Щоб отримати елемент масиву, вказують набiр iндексiв, який вiдповiд-

ає даному елементу. Викличемо елемент, що мiститься в 2-му рядку, 1-му
стовпцi:
> m[2,1];

c

Якщо елементи масиву початково не задано, то їх можна задати за до-
помогою оператора присвоєння :=. Щоб вивести на екран масив, необхiдно
застосувати команду print (взагалi, дана команда використовується для
виведення на екран результату певної дiї). Наприклад, створимо двовимiр-
ний масив C, в якому 3 рядки i 2 стовпцi, i заповнимо його поелементно:
> C:=array(1..3,1..2);

C := array(1..3, 1..2, [])
> C[1,1]:=a: C[1,2]:=b: C[2,1]:=m: C[2,2]:=n:

C[3,1]:=u:
C[3,2]:=v:

> print(C);  a b
m n
u v


Структуру array можна використовувати для задання векторiв i ма-

триць. Вектор задається як одновимiрний масив, матриця як двовимiрний
масив; нумерацiя їхнiх рядкiв i стовпцiв повинна здiйснюватись, почина-
ючи з одиницi. В попередньому прикладi якраз i було задано матрицю
розмiрностi 3× 2. Задамо вектор-рядок:
> r:=array(1..4,[2,5,7,9]);

r := [2, 5, 7, 9]

Для векторiв i матриць є й iншi способи задання. Для створення матриць
можна використовувати функцiю-конструктор матрицi Matrix(r, c, init,
ro, sym, sc, sh, st, o, dt, f, a) з набором необов’язкових параметрiв.
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> m:=Matrix(3,2,[[a,b],[c,d],[e,f]]);

m :=

 a b

c d
e f


Аналогiчно для створення векторiв iснує конструктор вектора

Vector[o](d, init, ro, sh, st, dt, f, а, о):
> r:=Vector[row]([2,5,7,9]);

r := [2, 5, 7, 9]

Вектори i матрицi можна також задавати за допомогою кутових ду-
жок:
> r:=<2,5,7,9>;

r :=


2
5
7
9


Спосiб задання вектора i матрицi залежить вiд того, якi дiї необхiдно

буде виконувати над даними об’єктами. Наприклад, для того, щоб засто-
совувати команди пакету LinearAlgebra, необхiдно, щоб данi об’єкти було
задано за допомогою функцiй Vector i Matrix вiдповiдно.

6. Змiннi i константи

Константи – це найпростiшi iменованi об’єкти, що мають наперед ви-
значенi значення (числовi чи символьнi). Числова константа – це число
будь-якого iз числових типiв. Наприклад, у виразi 5-cos(1.23) числа 5 i 1.23
є константами: 5 – типу integer, 1.23 – типу float. В Maple є ряд вбудованих
констант, їхнiй перелiк можна отримати ввiвши команду constants:

Pi число π = 3, 1415928535...
I уявна одиниця i

infinity ∞
true, false, FAIL логiчнi константи

Iмена вбудованих констант захищенi атрибутом protected, тому цi iмена
не можна використовувати в якостi нових iдентифiкаторiв:
> Pi;

π

> Pi:=1;
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Error, attempting to assign to ‘Pi‘ which is protected

Користувач має можливiсть створювати власнi константи i вводити їх
до списку констант:
> type(M,constant);

false

> constants:=constants,M;
constants := false, γ, ∞, true, Catalan, FAIL, π, g, M

> type(M,constant);
true

M не належить до числа вбудованих констант, тому на запит, чи має M
тип constant спочатку система дає негативну вiдповiдь, коли ж до списку
констант її було додано, вiдповiдь позитивна.

Змiннi – це об’єкти, значення яких може змiнюватись в процесi ви-
конання документа. Змiннi бувають глобальнi (доступнi для модифiкацiї
значень в будь-якому мiсцi документа) i локальнi (використовуються при
описi процедур, заданнi функцiй, див. §7). Тип змiнної визначається за
тим значенням, яке було їй присвоєно (наприклад, integer, rational, float,
complex,string, symbol та iн).

Якщо змiннiй не надано конкретного значення, вважається, що вона має
тип symbol. Пiсля того, як їй буде присвоєне певне значення, вона може
змiнити тип:
> whattype(x);

symbol

> x:=2;
x := 2

> whattype(x);
integer

> x:=2.5;
x := 2.5

> whattype(x);
float

Щоб явно вказати тип змiнної, використовують конструкцiю
name::type, де name – iм’я (iдентифiкатор) змiнної, type – тип змiн-
ної. Наприклад, запис a::integer означає, що змiнна a може набувати лише
цiлочисельних значень.
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Система пам’ятає лише останнє присвоєне змiннiй значення. Наприклад,
якщо спочатку змiннiй присвоїти значення 5, а потiм 7, то в подальших
обчисленнях використовуватиметься лише 7:
> x:=5;

x := 5

> x:=7;
x := 7

> x^2+1;
50

Якщо змiнну, якiй було надано конкретного значення, необхiдно вико-
ристати як невизначену змiнну, то необхiдно вiдмiнити присвоєння. Роз-
глянемо приклад:
> x:=2;

x := 2

> diff(x^3,x);

Error, invalid input: diff received 2, which is not valid for its

2nd argument

Похiдну функцiї знайти не вдалось, оскiльки x – визначена (має зна-
чення 2), а аргументом команди diff має бути невизначена змiнна. Щоб
вiдмiнити присвоєння, необхiдно ввести:
> x:=’x’;

x := x

(використовується знак апострофа ’). Тепер можна знаходити похiдну:
> diff(x^3,x);

3 x2

Щоб вiдмiнити присвоєння значень одночасно всiм змiнним, якi викори-
стовувались в ходi сесiї, використовують команду restart.
> x:=2;

x := 2

> x^3;
8

> restart;

> x^3;
x3



33

Вiдмiтимо, що Maple зберiгає в пам’ятi всi присвоєння, якi було зро-
блено протягом Maple-сесiї (з часу запуску програми), навiть якщо робота
проводилась в декiлькох документах. Тому результати обчислень можуть
залежати вiд присвоювань в iнших документах. Щоб уникнути цього, при
переходi до розв’язування нового завдання доцiльно використовувати ко-
манду restart.

7. Maple-команди

Синтаксис команд

Важливим поняттям системи Maple є поняття команди. Команда повер-
тає результат деякого перетворення вхiдних даних (аргументiв команди)
за певним правилом (представленим у виглядi функцiї або процедури).

Стандартна команда Maple задається за допомогою свого iдентифiкато-
ра (iменi) command i послiдовностi параметрiв: p1,p2,...,pn, якi вказуються
в круглих дужках: command(p1, p2, ...,pn). Якщо Maple-команду вве-
дено без помилок, Maple проводить обчислення i переводить курсор на на-
ступний командний рядок робочого листа (створює цей рядок, якщо його
немає). В кiнцi кожної команди необхiдно ставити знак ; або :.

Наприклад, щоб розв’язати рiвняння x2 − 5x + 6 = 0, треба застосу-
вати команду solve(eq,var), параметрами якої є рiвняння eq i змiнна var
вiдносно якої треба розв’язати рiвняння. Для цього вводимо:
> solve(x^2-5*x+6=0,x);

3, 2

Отже, розв’язками заданого рiвняння є числа 3 i 2. Якщо ввести попе-
редню команду iз знаком ": одержимо наступне:
> solve(x^2-5*x+6=0,x):
Незважаючи на те, що результат не з’явився на екранi, обчислення було
проведено i результат запам’ятовано. Така форма запису дуже зручна при
проведеннi промiжних обчислень (хоча краще все ж таки ставити знак
; оскiльки це дає змогу вчасно проконтролювати правильнiсть введення
команд).

Якщо в кiнцi Maple-команди не поставити знаки ; або : то Maple не
виконує команду i на екранi з’являється попереджувальне повiдомлення:
> solve(x^2-5*x+6=0,x)

Warning, premature end of input
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(Увага, незакiнчене твердження)
В якостi параметрiв команд можуть виступати константи, змiннi, послi-

довностi, списки, множини i набори; iснують команди, що не мають жодно-
го параметра. Параметром команди може бути iнша команда, наприклад:
> ifactor(sqrt(36));

(2) (3)

Спочатку команда sqrt повертає результат
√
36 = 6, а потiм команда

ifactor повертає канонiчний розклад натурального числа 6.
Деякi команди мають обмеження на тип даних, що використовуються в

якостi параметрiв. Наприклад, при спробi застосувати команду ifactor до
числа 2,3 отримуємо повiдомлення про помилку:
> ifactor(2.3);

Error, (in ifactor) invalid arguments

Тип даних для кожного параметра окремо зазначається при описi ко-
манди.

Порядок параметрiв також важливий, наприклад, при змiнi параметрiв
в командi solve отримаємо:
> solve(x,x^2-5*x+6=0);

Error, invalid input: too many and/or wrong type of arguments passed

to solve; first unused argument is x^2-5*x+6 = 0

Команда може мати окрiм обов’язкових параметрiв, ще й необов’язковi.
Як уже зазначалось, в Maple є понад 3,5 тисячi команд, що зберiгаю-

ться в ядрi Maple, основнiй бiблiотецi i тематичних пакетах. Назви команд
було вибрано в такий спосiб, щоб вони якнайвлучнiше вiдображали суть
дiї i водночас були якомога короткими. Наприклад, команда sqrt(a), яка
для заданого параметра a повертає значення квадратного кореня iз a, по-
ходить вiд англiйського словосполучення square root (квадратний корiнь).
Бiльшiсть назв команд записується за допомогою малих букв, але деякi ко-
манди мають аналоги, якi починаються iз великої букви. Оскiльки Maple
чутлива до регiстру, то слiд звертати увагу не лише на правильнiсть запису
послiдовностi введених символiв, але й на регiстр.

Виклик команд

Виклик команди залежить вiд того, чи належить вона до ядра, чи до
основної бiблiотеки, чи до спецiалiзованого пакету. Команди ядра i основ-
ної бiблiотеки завантажуються автоматично. Якщо ж при виклику деякої
команди iз основної бiблiотеки в рядку виведення просто повторюється
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введений запис, а сама команда не виконується, то це означає, що в iменi
команди допущено помилку. Наприклад,
> ifaktor(36);

ifaktor(36)

В такому випадку необхiдно перевiрити по буквах, чи правильно записа-
но iм’я команди, включаючи вiдповiднiсть верхнього i нижнього регiстрiв.

Команди, що мiстяться в спецiалiзованих пакетах (наприклад, пакетах
linalg, numtheory), автоматично не завантажуються. Iснує 2 способи викли-
ку команди iз спецiалiзованого пакету.

Спосiб I: завантаження всього пакету package командою with(package).
Для виклику команди в такому випадку достатньо ввести її назву та па-
раметри. Наприклад, викличемо команду divisors(a) iз пакету numtheory,
яка для заданого числа a повертає множину всiх натуральних дiльникiв
числа a:
> divisors(12);

divisors(12)

Виклик команди без попереднього завантаження пакету numtheory не
призвiв до обробки даної команди. Завантажимо пакет i знову викличемо
команду:
> with(numtheory): divisors(12);

{1, 2, 3, 4, 6, 12}
Отже, натуральними дiльниками числа 12 є 1,2,3,4,6,12.

Щоб побачити перелiк всiх команд пакету package, необхiдно в кiнцi
речення with(package) поставити знак ;
> with(numtheory);

[GIgcd , bigomega, cfrac, cfracpol , cyclotomic, divisors , factorEQ , factorset , fermat ,

imagunit , index , integral_basis , invcfrac, invphi , iscyclotomic, issqrfree,

ithrational , jacobi , kronecker , λ, legendre, mcombine, mersenne, migcdex ,
minkowski , mipolys , mlog , mobius , mroot , msqrt , nearestp, nthconver , nthdenom,
nthnumer , nthpow , order , pdexpand , ϕ, π, pprimroot , primroot , quadres ,

rootsunity , safeprime, σ, sq2factor , sum2sqr , τ, thue]
Якщо необхiдна лише одна команда пакету або невелика кiлькiсть ко-

манд, то можна не завантажувати пакет повнiстю (оскiльки це може при-
звести до надлишкових затрат пам’ятi), а завантажити лише конкретну
команду (набiр команд). Для цього вводимо with(package,c1,c2,...), де
package – назва пакету, c1,c2,... – назви команд.
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> with(numtheory,divisors):
> divisors(12);

{1, 2, 3, 4, 6, 12}
Завантажити пакет (або деяку команду iз пакету) достатньо один раз

протягом поточної Maple-сесiї.
Спосiб II: не завантажуючи весь пакет package, команду command можна

викликати у форматi package[command](p1,p2,...,pn):
> numtheory[divisors](12);

{1, 2, 3, 4, 6, 12}

Деякi стандартнi Maple-команди

В даному пунктi розглянемо лише команди iз ядра Maple та основної
бiблiотеки, якi використовуються найчастiше. Багато iнших команд, якi
використовуються при розв’язуваннi алгебраїчних задач, буде розглянуто
в Роздiлах II-VIII.

Дiї над числами
До складу системи Maple входить графiчний калькулятор. Однак об-

числення зручно виконувати i в режимi документу. Для арифметичних
операцiй використовують бiнарнi оператори +, -, *, / (див. §4). Операцiя
пiднесення до степеня ab записується у виглядi a**b або у виглядi aˆ b.
Зауважимо, що для арифметичних операцiй Maple розпiзнає лише круглi
дужки, а при спробi використання квадратних або фiгурних дужок просто
виводить на екран введений вираз:
> 2^[3*(1+7)];

2[24]

Але
> 2^(3*(1+7));

16777216

Операцiя добування кореня з комплексного числа z може бути здiйсне-
на в декiлька способiв. Найпростiший випадок – добування квадратного
кореня. В такому випадку найзручнiше використовувати команду sqrt(z).
Нижче наведено результати застосування даної команди до числа 3.

Для отримання точного результату вводимо:
> sqrt(3);

√
3
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> sqrt(4);
2

> sqrt(12);

2
√
3

> sqrt(-4);
2 I

> sqrt(3+4*I);
2 + I

> sqrt(4+2*sqrt(3));
√
3 + 1

Щоб одержати наближене значення квадратного кореня з числа 3, його
необхiдно ввести як число типу float:
> sqrt(3.0);

1.732050808

Можна також застосувати команду evalf(z) (при цьому за замовчуван-
ням на екран виводиться 10 знакiв.)
> evalf(sqrt(3));

1.732050808

Щоб одержати iншу кiлькiсть десяткових знакiв, необхiдно цю кiлькiсть
додатково вказати. Наприклад, щоб отримати 20 десяткових знакiв, вво-
димо:
> evalf(sqrt(3),20);

1.7320508075688772935

У випадку кореня довiльного натурального степеня n використовується
команда root(z,n) або root[n](z).
> root(3.0,3);

1.442249570

> root[3](3.0);
1.442249570

> root(3,3);
3(1/3)

> root(8,3);
2

> root[3](8);
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2

> root(24,3);
2 3(1/3)

> root(-8,3);
2 (−1)(1/3)

> root(-8.0,3);
1.000000000 + 1.732050807 I

> root[3](3+4*I);
(3 + 4 I)(1/3)

> root[3](3.0+4.0*I);
1.628937146 + 0.5201745022 I

Також операцiю добування кореня натурального степеня n можна здiй-
снити за допомогою команди surd(z,n). Покажемо вiдмiннiсть мiж резуль-
татами команд ˆ, root, i surd:
> (8)^(1/3); root(8, 3); surd(8, 3);

8(1/3)

2

2

> (8.0)^(1/3); root(8.0, 3); surd(8.0, 3);
2.000000000

2.000000000

2.000000000

> (-8)^(1/3); root(-8, 3); surd(-8, 3);
(−8)(1/3)

2 (−1)(1/3)

−2

> (-8.0)^(1/3); root(-8.0, 3); surd(-8.0, 3);
1.000000000 + 1.732050807 I

1.000000000 + 1.732050807 I

−2.000000000

Алгебраїчнi перетворення
Серед Maple-команд, якi використовуються для перетворення алгебраї-

чних виразiв, видiлимо наступнi:
simplify(expr) – спрощення виразу expr;
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expand(expr) – розкриття дужок у виразi expr;
factor(expr) – розклад на множники виразу expr.
Розглянемо приклади:

> simplify((x^3-27)/(x^2+3*x+9));
x− 3

> expand((x^2+4)*(x-1)*(x+6));
x4 + 5 x3 − 2x2 + 20x− 24

Розкладемо отриманий вираз на множники:

> factor(%);
(x2 + 4) (x− 1) (x+ 6)

Для команди simplify в якостi (необов’язкового) параметру можна вка-
зати додаткову умову (умови), тодi буде вiдбуватись перетворення лише
тих частин виразу, що задовольняють вказану умову. Наприклад, при ви-
клику команди simplify(expr,ln) буде вiдбуватись спрощення лише тих
частин виразу, що мiстять натуральнi логарифми. Серед таких додатко-
вих умов: trig – для перетворення тригонометричних виразiв, power –
для степеневих перетворень, radical (або sqrt) – для перетворення ради-
калiв. Використання додаткових параметрiв значно пiдвищує ефективнiсть
команди simplify.

Скоротити дрiб expr можна також за допомогою команди
normal(expr).

> normal((x^3-27)/(x^2+3*x+9));
x− 3

Для зведення подiбних доданкiв у виразi expr використовується команда
collect(expr,var), де var – iм’я змiнної, вiдносно якої потрiбно зводити
подiбнi доданки.

> f := a^3*x-x+a^3+a;
f := a3 x− x+ a3 + a

> collect(f,x);
(a3 − 1)x+ a3 + a

В Maple є можливiсть – smart-спосiб – замiсть того, щоб набирати вру-
чну часто використовуванi стандартнi команди, використати контекстне
меню. Для цього вводимо вираз, виводимо його Maple-результат, видiля-
ємо результат i натискаємо праву клавiшу мишi. З’являється контекстне
меню. Далi вибираємо необхiдну команду.
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Рис.9

Рис.10

При спрощеннi виразу iнколи необхiдно вказати певнi умови, що накла-
даються на змiннi, якi входять до складу виразу (наприклад, вказати, яких
значень можуть набувати змiннi). (Напр., якщо x > 0 при спрощеннi вира-
зу

√
x2 отримаємо x, а якщо x < 0, отримаємо −x.) Для задання властиво-

стi prop змiнної v використовується команда assume(v,prop). Розглянемо
приклад. Нехай x > 0:
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> assume(x,positive);
Тодi при спрощеннi виразу

√
x2 матимемо:

> simplify(sqrt(x^2));
x˜

Знак тiльда ∼ вказує на особливий статус змiнної x (тобто, що змiн-
на задовольняє певнi умови). Якщо до перелiку попередньо заданих вла-
стивостей необхiдно додати новi, то використовують команду additi-
onally(prop2). Про властивостi змiнної x можна дiзнатись за допомогою
команди about(x):
> assume(a,nonpositive);

> additionally(a>=0);

> about(a);

Originally a, renamed a~:

is assumed to be: 0

Спочатку змiнну a було задано як таку, що може набувати лише недода-
тних значень. Потiм додатково задано властивiсть a > 0. В результатi про
змiнну a вiдомо, що a може набувати лише значення 0.

Властивiсть можна задавати за допомогою числового промiжка:
Промiжок Формат задання
[a, b] RealRange(a, b)
(−∞, b] RealRange(-infinity, b)
[a,∞) RealRange(a, infinity)
(a, b] RealRange(Open(a), b)

Для деяких числових промiжкiв зручно використовувати стандартну
назву:

скорочена назва формат виводу на екран значення
realcons AndProp(real,constant) дiйсне число
negative RealRange(-infinity,Open(0)) вiд’мне дiйсне число
nonnegative RealRange(0,infinity) невiд’ємне дiйсне число
positive RealRange(Open(0),infinity) додатне дiйсне число
natural AndProp(integer, RealRange(1,infinity)) натуральне число
posint AndProp(integer, RealRange(1,infinity)) натуральне число
odd LinearProp(2,integer,1) непарне цiле число
even LinearProp(2,integer,0) парне цiле число

Для задання властивостей можна використовувати And, Or, Non -
конструкцiї:

AndProp(a, b, ...) об’єкт володiє i властивiстю a, i властивiстю b,...
OrProp(a, b, ...) об’єкт володiє принаймнi однiєю iз властивостей a, або b, або ...
Non(a) об’єкт не володiє властивiстю a
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Для введення виразу a, що мiстить радикали, використовують тi ж ко-
манди, що й для чисел: sqrt(a) i root(a).
> sqrt(x);

√
x

> sqrt(-9*x^2*y);

3
√

−x2 y

Як бачимо, в цьому випадку спрощення виразу не вiдбувається. Можна
ввести додатковий параметр symbolic, тодi отримаємо:
> sqrt(-9*x^2*y,symbolic);

3 x
√
−y

Отриманий результат не є коректним: правильна вiдповiдь 3|x|
√
−y.

Тому при спрощеннi виразiв, що мiстять радикали, необхiдно задавати
область допустимих значень змiнних:
> assume(x>0);
> sqrt(-9*x^2*y);

3 x˜
√
−y

> assume(x<0);
> sqrt(-9*x^2*y);

−3 x˜
√
−y

Аналогiчно для команди root:
> root[3](x);

x(1/3)

> root[3](16*x^3*y);

2 2(1/3) (x3 y)(1/3)

> root[4](-16*x^4*y);

2 (−x4 y)(1/4)

> root[3](16*x^3*y,symbolic);

2x 2(1/3) y(1/3)

> root[4](-16*x^4*y,symbolic);

2x (−y)(1/4)

> assume(x>0);
> root[3](16*x^3*y);

2 x˜ 2(1/3) y(1/3)
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> root[4](-16*x^4*y);

2 x˜ (−y)(1/4)

Розв’язування рiвнянь
Для розв’язування рiвнянь в Maple використовується команда

solve(eq,x), де x – невiдоме, вiдносно якого необхiдно розв’язати рiвняння
eq. В результатi виконання команди в рядку виведення з’являться розв’я-
зок.
> solve(a+b*x=c,x);

−a− c

b
Якщо рiвняння має декiлька розв’язкiв, то вони в рядку виведення за-

писуються через кому:
> solve(x^3-5*x^2+4*x=0,x);

0, 4, 1

Якщо права частина рiвняння 0 (тобто рiвняння має вигляд f(x) = 0),
то формат команди можна дещо спростити: залишити лише один параметр
– лiву частину f(x).
> solve(x^3-5*x^2+4*x);

0, 4, 1

Команда solve повертає результат у виглядi множини елементiв. Якщо
цю множину позначити деяким символом (набором символiв), наприклад,
mnojina:
> mnojina:=solve(x^3-5*x^2+4*x);

mnojina := 0, 4, 1

то до елементiв цiєї множини можна буде звертатись. Наприклад, щоб одер-
жати третiй елемент множини mnojina, треба ввести наступне:
> mnojina[3];

1

Команда solve використовується i для розв’язування систем рiвнянь. В
такому випадку вона має формат solve({eq1,eq2,...},{x,y,...}), де перший
параметр – множина {eq1, eq2, ...} рiвнянь, другий параметр – множина
{x, y, ...} невiдомих:
> solve({x+y=3,x-y=1},{x,y});

{x = 2, y = 1}
Вiдмiтимо, що в результатi застосування команди solve невiдомим зна-

чення не присвоюються:
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> x;
x

> y;
y

Для того, щоб x i y набули значень 2 i 1 вiдповiдно, необхiдно застосу-
вати команду assign:
> assign(solve({x+y=3,x-y=1},{x,y}));
> x;

2

> y;
1

8. Елементи програмування

Для розв’язування багатьох алгебраїчних задач в Maple є готовi вбу-
дованi команди i функцiї, однак якою б досконалою не була система, зав-
жди знайдеться багато спецiалiзованих задач, якi залишились поза увагою
розробникiв. Для розв’язування таких задач необхiдно вмiти створювати
команди i функцiї. Вiдмiтимо, що мова програмування Maple дуже схожа
на традицiйнi мови програмування.

Задання математичних функцiй

Для задання математичних функцiй в Maple є декiлька способiв.
Спосiб I. Задання функцiї за допомогою оператору присвоєння:

> f:=x^3;
f := x3

В такому випадку стандартний функцiональний запис f(2) незрозумi-
лий для Maple.
> f(2);

x(2)3

Обчислити значення функцiї f в конкретно заданiй точцi можна задав-
ши це значення x. Наприклад, щоб обчислити значення функцiї f iз попе-
реднього прикладу в точцi x = 5, треба записати:
> f:=x^3;

f := x3

> x:=5;
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x := 5

> f;
125

Пiсля виконання цих команд змiнна x матиме конкретне задане значення
5. Щоб не надавати змiннiй x конкретного значення, зручнiше використо-
вувати команду пiдстановки subs(x1=a1, x2=a2,..., ,f), де в фiгурних
дужках вказуються змiннi xi i їхнi вiдповiднi значення ai (i=1,2,...). Напри-
клад,
> f:=x^3;

f := x3

> subs({x=5},f);
125

Спосiб II. Задання функцiї за допомогою функцiонального операто-
ра -> (комбiнацiя символiв „мiнус” i „бiльше”, див. §4). Для задання
функцiї f(x1, x2, ..., xn) = expr, яка набору змiнних (x1,x2,...,xn) ста-
вить у вiдповiднiсть вираз expr використовується наступна конструкцiя:
f:=(x1,x2,...,xn)->expr. Для функцiї f(x) = x3 матимемо:
> f:=x->x^3;

f := x → x3

Перевага такого методу – можливiсть використання стандартного запи-
су, на зразок f(2), для обчислення значення функцiї в точцi.
> f(2);

8

Для функцiї f(x, y) = x+ y маємо:
> f:=(x,y)->x+y;

f := (x, y) → x+ y

> f(2,3);
5

Змiннi, вказанi в списку формальних параметрiв, є локальними (тобто
при пiдстановцi на їх мiсце фактичних параметрiв вони зберiгають значе-
ння лише в тiлi функцiї. За межами цiєї функцiї змiннi з цими iменами є
або невизначеними, або мають значення, якi їм було присвоєно ранiше.
> f:=(x,y)->x+y;

f := (x, y) → x+ y

> f(2,3);
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5

> x:=0;y:=0;
x := 0

y := 0

> f:=(x,y)->sqrt(x+y);
f := (x, y) →

√
x+ y

> f(2,7);
3

> x; y;
0

0

При обчисленнi значення функцiї f(x, y) =
√
x+ y в точцi (2, 7) змiнним

x i y було надано значення 2 i 7 вiдповiдно, але за межами дiї функцiї цi
змiннi мають нульовi значення, якi їм було надано спочатку.

Типи програм

За своєю структурою видiляють наступнi типи програм: лiнiйнi, розгалу-
женi i циклiчнi. В лiнiйних програмах всi дiї виконуються строго послiдовно
одна за одною (наприклад, програма обчислення суми двох матриць одна-
кової розмiрностi: послiдовно знаходимо елементи матрицi-суми як суму
вiдповiдних елементiв матриць доданкiв).

В розгалужених програмах для конкретних вихiдних даних виконую-
ться не всi вказанi дiї. Але якi саме дiї необхiдно виконувати, визначається
в залежностi вiд отриманих в процесi роботи результатiв i певних умов.
Прикладом такої програми є програма обчислення значення функцiї в то-
чцi, коли функцiя кусково-задана:

f(x) =

{
−x, якщо x > 0;
x+ 1, якщо x < 0.

Результат залежить вiд значення a аргументу. Якщо аргумент невiд’єм-
ний, то значення знаходимо за правилом f(a) = −a; якщо додатний, то за
правилом f(a) = a+ 1: f(2) = 2 + 1 = 3, f(−4) = −(−4) = 4.

Циклiчною програмою називають таку програму, в якiй можна видi-
лити багатократно повторювану послiдовнiсть дiй (її називають циклом).
Для таких програм характерною є наявнiсть параметра циклу. На поча-
тку циклу цей параметр має певне значення, яке в ходi виконання циклу
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змiнюється. Цикл завершується, якщо виконується певна умова. Прикла-
дом циклiчної програми є програма для вiдшукання найбiльшого спiльного
дiльника за алгоритмом Евклiда: дiлення з остачею виконується, поки не
отримаємо рiвну нулю остачу.

В реальних задачах, як правило, зустрiчаються всi 3 типи програм. Роз-
глянемо опис таких програм Maple-мовою.

Умовнi речення

Найпростiшу конструкцiю розгалужених програм в Maple-мовi задає
оператор умови if, який має наступний синтаксис:

if <умова 1> then <команда 1, команда 2, ...>
|elif <умова 2> then <команда 1′, команда 2′, ...>|
. . .
|elif <умова n> then <команда n1, команда n2, ...>|
|else <команда k1, команда k2, ...>|

end if;

Вертикальними рисками обмежено необов’язковi елементи даної кон-
струкцiї. Вираз end if вказує на кiнець конструкцiї. На практицi найчастi-
ше використовуються такi двi форми:

if <умова 1> then <команда 1, команда 2, ...> end if: якщо умова 1 за-
довольняється, то виконуються команда 1, команда 2,..., в iншому випадку
нiчого не виконується;

if <умова 1> then <команда 1, команда 2, ...> else <команда k1, команда
k2, ...> end if: якщо умова 1 задовольняється, то виконуються команда 1,
команда 2,..., в iншому випадку виконуються команда k1, команда k2, ... .

При заданнi умов можна використовувати будь-якi логiчнi вирази, до
складу яких входять оператори порiвняння >, >=, <, <=, =, <> i логiчнi
оператори and, or, not. Розглянемо наступний приклад:
> x:=3:
> if x>0 then print(‘positive‘) end if;

positive

> x:=-3:
В даному прикладi аналiзується значення x. У випадку, коли воно до-

датне, на екран виводиться повiдомлення „positive”; якщо x не є додатним,
то нiчого не виводиться.

Доповнимо конструкцiю рядком else:
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> x:=3:
> if x>0 then print(‘positive‘)

else print(‘nonpositive‘)
end if;

positive

> x:=-3:
> if x>0 then print(‘positive‘)

else print(‘nonpositive‘)
end if;

nonpositive

Тепер якщо умова x > 0 виконується, то виводиться повiдомлення „posi-
tive”; якщо не виконується, то виводиться повiдомлення „nonpositive”.

Для того, щоб зменшити кiлькiсть рiзних if -конструкцiй, зручно вводи-
ти рядок elif. Слово elif розшифровується як else if (тобто „в iншому разi,
якщо”). Рядкiв elif може бути довiльна кiлькiсть (або не бути жодного). В
попередньому прикладi додамо рядок elif (x<0) then print(’negative’), який
у випадку вiд’ємного числа x, виводитиме на екран повiдомлення „negati-
ve”, якщо ж жодна iз умов (x<0) i (x>0) не виконується, то виводиться
повiдомлення „zero”:
> x:=3:
> if x>0 then print(‘positive‘)

elif x<0 then print(’negative’)
else print(‘zero‘)
end if;

positive

> x:=-3:
> if x>0 then print(‘positive‘)

elif x<0 then print(’negative’)
else print(‘zero‘)
end if;

negative

> x:=0:
> if x>0 then print(‘positive‘)

elif x<0 then print(’negative’)
else print(‘zero‘)
end if;

zero

Розглянемо iнший приклад. Нехай задано два числа x, y:
> x:=2006/2007:

y:=2007/2008:
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Потрiбно визначити, яке з чисел бiльше.
> if x>y then print(x)

elif y>x then print(y)
else print(‘equal‘)
end if;

2007

2008
Умова (x>y) не є справедливою, але справедлива умова (y>x), тому

виконується команда print(y). Якщо ж ввести два рiвнi числа x i y, то
одержимо наступне:
> x:=2006/2007: y:=2006/2007:
> if x>y then print(x)

elif y>x then print(y)
else print(‘equal‘)
end if;

equal

Циклiчнi структури

Загальна конструкцiя циклу в Maple виглядає наступним чином:
| for <name> | | from <expr1> | | by <expr2> | | to <expr3> | | while <expr4>|
do <statement sequence> end do;

Тут name – iм’я параметру циклу, expr1, expr2 i expr3 – вирази,
що задають початкове значення, кiнцеве значення i крок змiни параметру
name, expr4 – вираз, який задає умову, поки цикл (послiдовнiсть команд
<statement sequence>, розмiщена мiж словами do i end do) буде виконува-
тись.

В ходi виконання циклу значення параметру name змiнюється вiд expr1
до expr3 з кроком expr2. Якщо блок by <expr2> вiдсутнiй, то значення
параметру змiнюється з кроком +1. Розглянемо приклади:
> for i from 0 by 2 to 7 do print(i) end do;

0

2

4

6

> for i from 0 to 7 do print(i) end do;
0

1

2
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3

4

5

6

7

Допустимим є вiд’ємний крок:
> for i from 6 by -2 to 1 do print(i) end do;

6

4

2

Межi змiни значення параметру можна задавати арифметичними вира-
зами:
> for i from 3/(1+2) to 3+1 do print(i) end do;

1

2

3

4

Перервати цикл можна за допомогою блоку while <expr4>: цикл буде
виконуватись до кiнця або поки умова expr4 iстинна:
> for i from 1 to 10 while i<=6 do print(i) end do;

1

2

3

4

5

6

Блок for <name> також необов’язковий: цикл може записуватись у спро-
щенiй формi наступним чином:

while <expr> do <statement sequence> end do;

Цикл буде виконуватись, поки умова expr справедлива. Таку форму зручно
використовувати, коли наперед невiдомо, скiльки разiв необхiдно повтори-
ти цикл. Слiд вiдмiтити, що застосування такої форми вимагає введення
параметру поза межами циклу та змiна його значення всерединi циклу вру-
чну. Наприклад, для виведення на екран чисел вiд 1 до 5 задамо параметр
i:
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> i:=1:
Кожне наступне виведене на екран число повинно бути на 1 бiльше за

попереднє, тому всерединi циклу необхiдно буде збiльшувати параметр на 1
(при цьому пишуть i:=i+1). Вихiд iз циклу здiйснюватиметься, коли умова
i 6 5 не виконуватиметься.
> while i<=5 do
print(i);
i:=i+1;
end do;

1

i := 2

2

i := 3

3

i := 4

4

i := 5

5

i := 6

Бачимо: спочатку i = 1, умова i 6 5 виконується, тому цикл починає
роботу: на екран виводиться число 1. Далi параметр i збiльшено на 1: i = 2,
умова i 6 5 виконується, тому цикл продовжує роботу: на екран виводиться
число 2, параметр збiльшується на 1: i = 3, умова i 6 5 виконується, тому
цикл продовжує роботу: на екран виводиться число 3, параметр збiльшує-
ться на 1: i = 4, умова i 6 5 виконується, тому цикл продовжує роботу: на
екран виводиться число 4, параметр збiльшується на 1: i = 5, умова i 6 5
виконується, тому цикл продовжує роботу: на екран виводиться число 5,
параметр збiльшується на 1: i = 6, умова i 6 5 не виконується, тому цикл
завершує роботу.

Зауважимо, що якщо забути про необхiднiсть змiни параметру, то умо-
ва i <= 5 нiколи не настане i циклiчнi обчислення повторюватимуться не-
скiнченно. В цьому випадку кажуть, що вiдбулось зациклення програми.
Виконання програми в середовищi Maple завжди можна перервати шляхом
натиснення кнопки STOP на панелi iнструментiв.

Iнколи зручно використовувати бiльш специфiчну конструкцiю циклу:

|for <name>| |in <expr1>| | while <expr2>|
do <statement sequence> end do;



52

Тут expr1 – список значень, яких буде послiдовно набувати параметр циклу
name, поки список не буде вичерпано або поки не виконуватиметься умова,
задана логiчним виразом expr2. Розглянемо приклади:

> for i in [1,5,-3,2,7,0] do print(i) end do;
1

5

−3

2

7

0

> for i in [1,5,-3,2,7,0] while i>0 do print(i) end do;
1

5

Цикли можуть бути вкладеними (тобто всерединi одного циклу може мi-
ститись iнший). Це зручно використовувати, якщо необхiдна змiна декiлька
параметрiв. Наприклад, виведемо послiдовно на екран елементи матрицi

> M:=array(1..3,1..2,[[a,b],[c,d],[e,f]]);

M :=

 a b
c d

e f


Кожний елемент матрицi M характеризується двома параметрами – iн-

дексами: номером рядка i номером стовпця, в яких вiн розташований. Не-
хай i – номер рядка, j – номер стовпця. Щоб отримати всi елементи першого
рядка, необхiдно при i = 1 послiдовно змiнити значення параметра j вiд
1 до 2, потiм, щоб отримати елементи другого рядка, при i = 2 послiдов-
но змiнюємо значення параметра j вiд 1 до 2, i аналогiчно для третього
рядка. Отримаємо два цикли: зовнiшнiй iз параметром i та внутрiшнiй iз
параметром j:
> for i from 1 to 3 do

for j from 1 to 2 do print(M[i,j]) end do;
end do;

a

b

c

d
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e

f

В результатi отримано спочатку елементи першого рядка, потiм другого
i нарештi третього.

Оператори пропуску i переривання циклу. Iнодi необхiдно пропустити
декiлька значень параметра циклу. Для цього використовується оператор
next. Розглянемо приклад: виведемо на екран всi числа вiд 1 до 5 за виня-
тком числа 3.
> for i from 1 to 5 do

if i=3 then next else print(i) end if;
end do;

1

2

4

5

Для того, щоб перервати виконання цикла, використовують оператор
break:
> for i from 1 to 5 do

if i=3 then break else print(i); end if;
end do;

1

2

Щойно параметр набув значення i = 3, вiдбулось завершення роботи
циклу, тому на екран було виведено лише два значення: 1 i 2.

Для переривання циклу (i взагалi програми) можна використовувати
також оператори quit, stop i done, але при цьому вiкно документу закри-
вається.

Процедури в Maple

Означення процедури. Для розв’язання складної задачi її доцiльно роз-
бити на окремi пiдзадачi, що мають вiдносно невеликi розмiри, невисоку
складнiсть. Бажано, щоб алгоритм розв’язування кожної пiдзадачi скла-
дався з одного-декiлькох крокiв. Тодi для кожної пiдзадачi створюють
окрему пiдпрограму (або ще кажуть процедуру). Такий метод програму-
вання називають модульним або структурним.

В Maple теж є можливiсть створення процедур. На основi процедур на-
писано бiблiотеки Maple, процедури служать засобом розширення можли-
востей Maple користувачем.
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Кожна процедура має своє унiкальне iм’я i набiр параметрiв. Найпро-
стiша форма означення процедури з назвою name має вигляд:

name:=proc(par1,par2,...)
<тiло процедури>
end proc;

Перший рядок – це заголовок процедури. Вiн мiстить ключове слово
proc, пiсля якого в дужках зазначається послiдовнiсть формальних па-
раметрiв процедури (ця послiдовнiсть може бути i порожньою, тобто мi-
нiмально допустимий заголовок proc()). Формальнi параметри процедури
par1,par2,... – це параметри, якi використовуються для її означення/опису/
(iмена змiнних, якi фiгурують у виразах iз <тiло процедури>. наприклад
proc(x), proc(a,b,c) тощо).

<тiло процедури> – послiдовнiсть Maple-речень, вiдокремлених опера-
тором ; що вiдображає алгоритм процедури. Завершується означення про-
цедури комбiнацiєю слiв end proc, пiсля якої ставимо знак : або знак ; (якщо
використовується знак ; то у випадку, коли синтаксис правильний, на екран
буде виведено означення процедури в тому виглядi, в якому його сприйняла
система, в iншому випадку з’являється повiдомлення про помилку).

Виклик процедур (або кажуть ще, звернення до процедур), як i виклик
Maple-команд i функцiй, здiйснюється шляхом введення назви (iдентифiка-
тора) процедури зi списком фактичних параметрiв (конкретних значень):

name(PAR1,PAR2,...).
Команда, що складається з iменi процедури, називається командою ви-

клику процедури.
Вiдмiтимо: пiсля введення означення процедури i натиснення клавiшi

Enter команди, розмiщенi в тiлi процедури не виконуються, в цей час iн-
терпретатор Maple-мови перевiряє, чи правильним є синтаксис, здiйснює
всi можливi спрощення в тiлi процедури. Команди iз тiла процедури вико-
нуються лише в момент її виклику iз певним заданим набором її фактичних
параметрiв PAR1,PAR2,..., при цьому значення фактичних параметрiв пiд-
ставляються на мiсце вiдповiдних формальних параметрiв par1,par2,... За
замовчуванням процедура повертає результат останнього виконаного рече-
ння (обчисленого виразу) в її тiлi. Якщо необхiдно, щоб було повернено
значення iншого виразу expr, то використовують команду return(expr).

Параметри процедури. В загальному випадку формальний параметр
процедури задається у виглядi par::type, де type – тип параметра. При
виклику процедури для кожного iз фактичних параметрiв PAR перевiряє-
ться, чи збiгається його тип iз типом вiдповiдного формального параметра
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par. Якщо тип не збiгається, то з’являється повiдомлення про помилку.
Наприклад, запис proc(a::integer) означає, що в якостi параметра a може
виступати лише цiле число, тому в тiлi процедури параметру a можна при-
своювати лише цiлi значення.

Розглянемо процедуру power, що знаходить степiнь числа з основою a
i показником b:
> power:=proc(a::integer,b::integer)

a^b
end proc;

Пiсля того, як процедуру введено, система її обробляє, визначає, чи не
мiстить вона помилок. Помилок немає, тому в рядку виведення з’являється
запис-результат обробки процедури системою:

power := proc(a::integer , b::integer) ab end proc

Щоб знайти степiнь 23, тепер достатньо викликати процедуру power,
задавши її iз фактичними параметрами 2 i 3 (важливо звертати увагу на
порядок введення параметрiв!).
> power(2,3);

8

Натомiсть обчислити степiнь 2, 34 таким способом не можна:
> power(2.3,4);
Error, invalid input: power expects its 1st argument, a, to be of

type integer, but received 2.3

Система повiдомляє про помилку. Причина в тому, що в означеннi проце-
дури power вказано тип її першого параметра a як integer (цiле число), а в
якостi фактичного параметра використано число 2.3 типу float.

Помилка може виникати i у випадку невiдповiдностi кiлькостi факти-
чних параметрiв par1,par,... кiлькостi заявлених формальних параметрiв
PAR1,PAR2,... Якщо кiлькiсть фактичних параметрiв менша за кiлькiсть
формальних параметрiв, то з’являється повiдомлення на зразок
> power(2);
Error, invalid input: power uses a 2nd argument, b, which is missing

(Помилка, неправильне введення: power використовує 2-ий аргумент b,
який упущено (тобто не задано))

Якщо ж кiлькiсть фактичних параметрiв бiльша за кiлькiсть формаль-
них, то повiдомлення про помилку не з’являється, а просто зайвi фактичнi
параметри iгноруються.
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> power(2,3,4);
8

Оформлення. При введеннi означення процедури допускається перене-
сення слiв з одного рядка на iнший, але не можна розривати слова, кон-
станти i комбiнацiї символiв. Зауважимо, що перехiд на новий рядок при
введеннi означення процедури здiйснюється шляхом натиснення комбiнацiї
клавiш Shift+Enter. При натисненнi лише клавiши Enter, коли означення
процедури записане не повнiстю (не записана комбiнацiя слiв end proc),
система повiдомить про помилку:
> power:=proc(a::integer,b::integer)

Warning, premature end of input

Взагалi рекомендується процедуру записувати в такому виглядi, щоб її
легко було читати, для цього використовуються пропуски, порожнi рядки
i коментарi. Також доцiльно смисловi частини вiдокремлювати вiдступа-
ми вiд початку рядка. Якщо виведення на екран тексту процедури (пiсля
обробки її системою) не потрiбне, пiсля слiв end proc необхiдно ставити
знак : ( а не ;).

Зауважимо також, що для простої однорядкової процедури типу
proc(par1,par2,...)
command(par1,par2,...)
end proc:

яка набору параметрiв par1,par2,... ставить у вiдповiднiсть результат ко-
манди command(par1,par2,...), простiше використовувати функцiональний
оператор:

(par1,par2,...) -> command(par1,par2,...)
Локальнi i глобальнi змiннi. Змiннi, як уже було сказано в §6, бувають

локальнi i глобальнi. Глобальнi змiннi визначенi в рамках всього поточно-
го сеансу, їхнi значення можна використовувати i змiнювати в будь-який
момент. Локальнi змiннi зберiгають своє значення лише в межах проце-
дури (або циклу), а поза межами процедури є невизначеними, або мають
значення, яке вони мали до застосування процедури. Це яскраво видно на
наступному прикладi:
> a:=1:
> plus:=proc(a,b) a+b end;

plus := proc(a, b) a+ b end proc
> plus(2,3);

5
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> a;
1

Всерединi процедури a = 2, але поза її межами a = 1. Це значення i
було виведено на екран.

Задають область дiї змiнної (тобто вказують, якою є змiнна: глобальною
чи локальною) за допомогою (необов’язкових) секцiй global i local описової
частини процедури. Розглянемо процедуру sumprod, яка парi чисел (a, b)
ставить у вiдповiднiсть пару чисел (x, y), де x = a+ b i y = xy. При цьому
задамо змiнну x як локальну, а змiнну y як глобальну:
> sumprod:=proc(a,b)

local x;
global y;

x:=a+b;
y:=a*b;
return(x,y)

end proc;

sumprod := proc(a, b) localx; global y; x := a+ b ; y := a ∗ b ; return x, y end proc
Знайдемо результат виконання даної процедури для чисел 2 i 3:

> sumprod(2,3);
5, 6

Виведемо тепер на екран значення x i y:
> x;y;

x

6

Як бачимо, змiнна y набула значення 6, воно зберiгається i поза межами
процедури, натомiсть змiнна x є невизначеною.

Якщо в тiлi процедури є операцiї присвоювання для ранiше заданих
(глобальних) змiнних, то змiна їхнiх значень в ходi виконання процедури
може вплинути на результат iнших обчислень. Щоб цього не вiдбулось, в
Maple є вбудованi засоби: зустрiвши такi операцiї присвоювання, система
коригує текст процедури, додаючи рядок-оголошення змiнних локальними
за допомогою ключового слова local i видає повiдомлення про це.

Так, якщо в процедурi plus суму a+ b позначити через c, отримаємо:
> plus:=proc(a,b)

c:=a+b
end proc;

Warning, ‘c‘ is implicitly declared local to procedure ‘plus‘
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plus := proc(a, b) local c; c := a+ b end proc
Крiм того, локальними вважаються змiннi, що використовуються в ци-

клах. Решта змiнних – глобальнi. Рекомендується, все ж таки, явно вказу-
вати глобальнi i локальнi змiннi: це дозволяє не лише уникнути помилок
обробки, але й полегшує розумiння структури документа.

Загальна форма задання процедури. До описової частини процедури мо-
жна додавати i iншi необов’язковi елементи. Загальна форма задання про-
цедури виглядає наступним чином:

name:=proc(par1,par2,...)
local l1,l2,...; ⌉
global g1,g2,...; описова
option opt1,opt2,...; частина
description des1,des2,...; процедури
uses package1,package2,... ⌋

<statement sequence>
end proc; (або :)

Тут l1,l2,... – iмена локальних змiнних, g1,g2,... – iмена глобальних змiнних.
Порядок слiдування секцiй описової частини змiнювати не можна: однак
деякi секцiї можна не зазначати.

Розглянемо призначення iнших секцiй описової частини.
В секцiї uses вказують назви модулiв або пакетiв package1,package2,...,

команди iз яких використовує процедура. Наприклад, якщо серед команд,
якi входять до тiла процедури, є команди iз пакету numtheory, то необхiдно
до описової частини додати рядок uses numtheory.

Секцiя description – описова, використовується в якостi пояснення, ко-
ментаря призначення процедури. Має формат: description ”comment”, де
”comment” – будь-який коментар string-типу. Її змiст не впливає на резуль-
тат виконання процедури. Наприклад,
> sumprod:=proc(a,b)

local x,y;
description "poshuk sumy i dobutku chisel a i b";

x:=a+b;
y:=a*b;
return(x,y)

end proc;
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sumprod := proc(a, b)
localx, y;
description “poshuk sumy i dobutku chisel a i b”;

x := a+ b ; y := a ∗ b ; return x, y
end proc

> sumprod(2,3);
5, 6

В секцiї option вказують певнi спецiальнi опцiї процедури. Серед них:
remember, arrow, autocompile, builtin, cache, call_external, hfloat, inline,
operator, remember, system, trace i ‘Copyright...‘. Така форма дозволяє ство-
рювати процедури для розв’язування досить складних задач. Iз даними
опцiями пропонуємо ознайомитись самостiйно, використовуючи довiдкову
систему.

Створення власної бiблiотеки процедур

Якщо деяка процедура часто використовується, то її доцiльно зберег-
ти в пам’ятi. Для цього створюється власна бiблiотека процедур. Назвемо
бiблiотеку atchlib.

Спочатку задамо таблицю пiд майбутнi процедури:
> atchlib:=table();

atchlib := table([])

Тепер занесемо до бiблiотеки власнi процедури. Такi процедури мають
подвiйну назву – спочатку вказується назва бiблiотеки, а потiм у квадра-
тних дужках назва процедури.

Задамо двi простих процедури iз назвами summa i dobutok, за допо-
могою яких можна буде знаходити суму i добуток двох заданих чисел:
> atchlib[summa]:=proc(x,y) x+y end proc;

atchlibsumma := proc(x, y)x+ y end proc
> atchlib[dobutok]:=proc(x,y) x*y end proc;

atchlibdobutok := proc(x, y) x ∗ y end proc
За допомогою команди with можна перевiрити, що бiблiотека atchlib

дiйсно мiстить щойно введенi в неї процедури. Їх перелiк має з’явитись
при зверненнi with(atchlib):
> with(atchlib);

[dobutok , summa]
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Тепер необхiдно записати цю бiблiотеку пiд своїм iм’ям на диск за до-
помогою команди save:
> save(atchlib, ‘d:/atchlib.m‘);

Звернiть увагу на правильне задання повного iменi файлу. Зазвичай для
вказування мiсцезнаходження файлу використовується знак \ (backslash).
Але в Maple-мовi цей знак вживається для продовження рядка. Тому в
цьому випадку слiд використовувати або подвiйний знак \\ , або знак /.
В розглянутому прикладi файл записано в корiнь диску D. Пiсля цього
бажано перевiрити, чи, дiйсно, бiблiотечний файл було записано. Для цього
спочатку командою restart знiмаємо ранiше введенi означення процедур.
> restart;

Команда with показує, що цих означень уже немає:
> with(atchlib);

Error, invalid input: with expects its 1st argument, pname, to be of

type {module, package}, but received atchlib

Пiсля цього командою read необхiдно завантажити бiблiотечний файл:
> read(‘d:/atchlib.m‘);

Iм’я файлу слiд вказувати за правилами, якi використовувались для ко-
манди save. Якщо все виконано правильно, то команда with покаже перелiк
процедур в бiблiотецi atchlib:
> with(atchlib);

[dobutok , summa]

i можна апробувати роботу створених процедур:
> summa(5,6);

11

> dobutok(5,6);
30
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Роздiл II

Теорiя чисел

1. Вiдношення подiльностi та його властивостi.
Дiлення з остачею

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Говорять, що цiле число a дiлиться на цiле число b, якщо iснує таке цiле число c, що
виконується умова: a = b · c. Число a при цьому називають дiленим або кратним числа
b, b – дiльником a i c – часткою. Якщо a дiлиться на b, то пишуть a

... b. У цьому випадку

кажуть також, що b є дiльником a i пишуть b | a. Запис a
... b означає, що a не дiлиться

на b, а запис b - a означає, що b не є дiльником a.
Нехай a, b, c, ai, bi, де i ∈ 1, n, – довiльнi цiлi числа. Тодi:

1. a
... a, a

... 1, a
... (−a), a

... (−1).

2. 0
... a.

3. Якщо a
... b i b

... a, то a = b · c, де c = ±1 (такi числа a i b називають асоцiйованими).
Зокрема, якщо a, b ∈ N, то a = b.

4. Якщо a
... b, b

... c, то a
... c.

5. Якщо a
... b, то a

... (−b), (−a)
... b i (−a)

... (−b).
6. Якщо a

... c i b
... c, то (a± b)

... c.
6. Якщо a

... c, то ab
... c для будь-якого b ∈ Z.

8. Якщо a1
... c, a2

... c, ..., an
... c, то (a1b1 ± a2b2 ± ...± anbn)

... c.
9. a

... 0 тодi i лише тодi, коли a = 0.

Роздiлити цiле число a на цiле число b ̸= 0 з остачею означає знайти два цiлих числа
q i r таких, що:

1) a = bq + r;
2) 0 6 r < |b|.

Число a при цьому називають дiленим, b – дiльником, q – неповною часткою, а r –
остачею вiд дiлення a на b.

Теорема (про дiлення з остачею). Для будь-яких цiлих чисел a i b, де b ̸= 0, завжди
iснує, причому лише одна, пара цiлих чисел q i r таких, що a = bq + r, де 0 6 r < |b|.
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Твердження. Для будь-яких a, b ∈ Z, k ∈ N, справедливо:

a2k+1 + b2k+1 =(a+ b)(a2k − a2k−1b+ . . .+ (−1)ia2k−ibi + . . .+ b2k);

ak − bk =(a− b)(ak−1 + ak−2b+ . . .+ ak−ibi−1 + . . .+ abk−2 + bk−1).

Наслiдок 1. Сума степенiв з однаковими непарними натуральними показниками дi-
литься на суму основ: a2k+1 + b2k+1 ... (a+ b).

Наслiдок 2. Рiзниця степенiв з будь-якими однаковими натуральними показниками
дiлиться на рiзницю основ: ak − bk

... (a− b).

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 1. Знайти неповну частку q i остачу r вiд дiлення цiлого числа
a на цiле число b, якщо:

a) a = 521, b = 15;
б) a = −521, b = 15;
в) a = 521, b = −15;
г) a = −521, b = −15;

д) a = 15, b = 521;
е) a = 15, b = −521;
є) a = −15, b = 521;

ж) a = −15, b = −521.

Розв’язання. Спосiб I. Грунтується на першому способi доведення теореми
1 п.2 §1 iз [1]. Якщо b > 0, то q = [ab ], r = a− bq. Якщо b < 0, то знаходимо
спочатку неповну частку q1 вiд дiлення числа a1 = a на число b1 = −b > 0,
тобто q1 = [ ab1 ]. Тодi q = −q1. А потiм знаходимо r = a− bq.

Таким чином, маємо:

a) a = 521, b = 15. Оскiльки b > 0, то q = [52115 ] = 34, r = 521−15·34 = 11;

б) a = −521, b = 15 > 0. Тодi q = [−521
15 ] = −35, r = −521−15 ·(−35) = 4;

в) a = 521, b = −15 < 0. Тодi b1 = −b = 15, q1 = [ ab1 ] = [52115 ] = 34, отже,
q = −34, r = 521− (−15) · (−34) = 11;

г) a = −521, b = −15 < 0. Тодi b1 = −b = 15, q1 = [ ab1 ] = [−521
15 ] = −35,

отже, q = 35, r = −521− (−15) · 35 = 4;

д) a = 15, b = 521 > 0. Тодi q = [ 15521 ] = 0, r = 15− 521 · 0 = 15;

е) a = −15, b = 521 > 0. Тодi q = [−15
521 ] = −1, r = −15− 521 · (−1) = 506;

є) a = 15, b = −521 < 0. Тодi b1 = −b = 521, q1 = [ ab1 ] = [ 15521 ] = 0, отже,
q = 0, r = 15− (−521) · 0 = 15;
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ж) a = −15, b = −521 < 0. Тодi b1 = −b = 521, q1 = [ ab1 ] = [−15
521 ] = −1,

отже, q = 1, r = −15− (−521) · 1 = 506.

Спосiб II. Знайдемо найбiльше цiле число k, яке кратне b i не перевищує
a. Тодi неповну частку q дiстанемо як частку вiд дiлення k на b, а остачу
r знайдемо як рiзницю мiж a та k.

а) k = 510 = 15 · 34. Отже, q = 34, r = 521− 510 = 11;
б) k = −525 = 15 · (−35). Таким чином, q = −35, r = −521− (−525) = 4;
в) k = 510 = (−15) · (−34), звiдки q = −34, r = 521− 510 = 11;
г) k = −525 = (−15) · 35. Отже, q = 35, r = −521− (−525) = 4;
д) k = 0 = 521 · 0. Значить, q = 0, r = 15− 0 = 15;
е) k = −521 = 521 · (−1). Таким чином, q = −1, r = −15− (−521) = 506;
є) k = 0 = (−521) · 0, значить, q = 0, r = 15− 0 = 15;

ж) k = −521 = (−521) · 1. Отже, q = 1, r = −15− (−521) = 506.

Спосiб III. Iз способу I доведення теореми 1 п.2 §1 iз [1] випливає, що:

1) у випадку b > 0 справедлива умова: bq 6 a < b(q + 1), iз якої число q
визначається однозначно; тодi r = a− bq;

2) у випадку b < 0: q = −q1, r = r1, де q1 i r1 – вiдповiдно неповна частка
i остача вiд дiлення числа a на число b1 = −b.

Маємо:

а) a = 521, b = 15. Оскiльки b > 0, то справедлива умова: 15q 6 521 <
15(q+1), звiдки q 6 521

15 < q+1. Єдиним цiлим числом, яке задовольняє
дану умову є q = 34. Тодi r = 521− 15 · 34 = 11;

б) a = −521, b = 15 > 0. Тодi 15q 6 −521 < 15(q + 1), звiдки q = −35,
r = −521− 15 · (−35) = 4;

в) a = 521, b = −15 < 0. Знайдемо неповну частку q1 i остачу r1 вiд
дiлення числа a на число b1 = −b = 15. З огляду на а), q1 = 34,
r1 = 11. Тодi q = −q1 = −34, r = r1 = 11;

г) a = −521, b = −15 < 0. Тодi b1 = −b = 15 i, з огляду на б), q1 = −35,
r1 = 4, значить, q = −q1 = 35, r = r1 = 4;

д) a = 15, b = 521 > 0. Iз умови 521q 6 15 < 521(q + 1) визначаємо, що
q = 0, тодi r = 15− 521 · 0 = 15;

е) a = −15, b = 521 > 0. Тодi 521q 6 −15 < 521(q + 1), звiдки q = −1,
значить, r = −15− 521 · (−1) = 506;
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є) a = 15, b = −521. Тодi b1 = 521 i, з огляду на д), q1 = 0, r1 = 15;
звiдси q = −q1 = 0, r = r1 = 15;

ж) a = −15, b = −521. Тодi b1 = 521 i, з огляду на е), q1 = −1, r1 = 506.
Отже, q = −q1 = 1, r = r1 = 506.

Розробка процедур. Бiльшiсть функцiй Maple для розв’язування задач те-
орiї чисел знаходиться в бiблiотецi numtheory. Для її завантаження необ-
хiдно ввести

> with(numtheory):

(див. §7 розд. I), надалi на цьому окремо не наголошується). В цьому паке-
тi є команди irem i iquo, що називаються вiдповiдно остачею i неповною
часткою. Проте в описi цих команд (зокрема команди irem) зазначається,
що якщо m i n – цiлi числа, то результатом виконання команди irem(m,n)
є число r таке, що m = nq + r, де |r| < |n| i m · r > 0. Таке означення
„остачi” вiд дiлення одного цiлого числа на iнше вiдрiзняється вiд класи-
чного означення в теорiї чисед. Це легко бачити на наступному прикладi.
Знайдемо за допомогою команди irem „остачу” вiд дiлення числа −25 на 3.
Маємо:

> irem(-25,3);
−1

Але за означенням остача r не може бути вiд’ємною.
Тому для перевiрки правильностi виконання завдання 1 необхiдно ство-

рити новi команди, якi б знаходили неповну частку i остачу вiд дiлення
цiлого числа a на цiле число b. Для опису вiдповiдних процедур (назве-
мо їх quotient i remainder, див.§8 розд.I) використаємо перший спосiб
розв’язування даного прикладу. У випадку b > 0 числа q i r визначатиме-
мо iз умов q = [ab ], r = a− bq. У випадку b < 0 знайдемо спочатку неповну
частку q1 вiд дiлення числа a на число b1 = −b > 0; тодi q = −q1. А потiм
знайдемо r = a − bq. Якщо ж b = 0, то дiлення числа a на b з остачею
неможливе; в такому випадку система повинна повiдомляти про помилку.
Це записують наступним чином:
if b=0 then error "division by 0"

Для опису цiєї команди необхiдно використати функцiю, що знаходить
цiлу частину дiйсного числа x. В Maple такою функцiєю є функцiя floor(x)
iз пакету numtheory. Нижче наведено опис процедур quotient i remainder.
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quotient:=proc(a::integer,b::integer)
local q,r,b1,q1;
uses numtheory;

if b=0 then error "division by 0";
elif b>0 then q:=floor(a/b); r:=a-b*q;
else b1:=-b; q1:=quotient(a,b1); q:=-q1; r:=a-b*q;
end if;
return(q);

end proc;

remainder:=proc(a::integer,b::integer)
local q,r,b1,q1;
uses numtheory;

if b=0 then error "division by 0";
elif b>0 then q:=floor(a/b); r:=a-b*q;
else b1:=-b; q1:=quotient(a,b1); q:=-q1; r:=a-b*q;
end if;
return(r);

end proc;

Виклик процедур здiйснюється у форматi quotient(a,b) та remainder(a,b).
Зауважимо, рiзниця даних процедур полягає лише в тому, який резуль-

тат виводиться на екран: в процедурi quotient виводимо число q; в проце-
дурi remainder – число r. (Звичайно, в процедурi quotient не обов’язково
знаходити число r, така дiя не впливає на результат. )

Розв’язання в Maple. Вводимо процедури quotient та remainder, описанi ви-
ще: (Звернiть увагу: перехiд на наступний рядок здiйснюється комбiнацiєю
клавiш Shift+Enter. Якщо ж натиснути лише клавiшу Enter, Maple почне
обробляти процедуру i, оскiльки процедура введена не до кiнця, повiдомить
про помилку).

> quotient:=proc(a::integer,b::integer)
local q,r,b1,q1;
uses numtheory;

if b=0 then error "division by 0";
elif b>0 then q:=floor(a/b); r:=a-b*q;
else b1:=-b; q1:=quotient(a,b1); q:=-q1; r:=a-b*q;
end if;
return(q);

end proc;

Натискаємо клавiшу Enter, в рядку виведення з’являється результат
обробки системою даної процедури:
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quotient := proc(a::integer , b::integer)
local q, r, b1 , q1 ;

if b = 0 then error “division by 0”
elif 0 < b then q := floor(a/b) ; r := a− b ∗ q
else b1 := −b ; q1 := quotient(a, b1 ) ; q := −q1 ; r := a− b ∗ q
end if;
return q

end proc
Аналогiчно вводимо процедуру remainder:

> remainder:=proc(a::integer,b::integer)
local q,r,b1,q1;
uses numtheory;

if b=0 then error "division by 0";
elif b>0 then q:=floor(a/b); r:=a-b*q;
else b1:=-b; q1:=quotient(a,b1); q:=-q1; r:=a-b*q;
end if;
return(r);

end proc;

remainder := proc(a::integer , b::integer)
local q, r, b1 , q1 ;

if b = 0 then error “division by 0”
elif 0 < b then q := floor(a/b) ; r := a− b ∗ q
else b1 := −b ; q1 := quotient(a, b1 ) ; q := −q1 ; r := a− b ∗ q
end if;
return r

end proc
Тепер застосовуємо команди quotient i remainder до заданих чисел:

> quotient(521,15); remainder(521,15);
34

11

> quotient(-521,15); remainder(-521,15);
−35

4

> quotient(521,-15); remainder(521,-15);
−34

11

> quotient(-521,-15); remainder(-521,-15);
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35

4

> quotient(15,521); remainder(15,521);
0

15

> quotient(-15,521); remainder(-15,521);
−1

506

> quotient(15,-521); remainder(15,-521);
0

15

> quotient(-15,-521); remainder(-15,-521);
1

506

Зауваження. Досвiд використання СКА „Maple” в процесi викладання кур-
су „Алгебра i теорiя чисел” показав, що переважна бiльшiсть студентiв з
великим iнтересом сприймає можливiсть перевiрити правильнiсть отрима-
ної вiдповiдi. Однак лише одиницi намагаються вникнути в принцип ро-
боти розроблених авторами процедур (насправдi, це цiлком природно). Не
вникаючи в суть, при наборi тексту процедури можна допустити багато по-
милок. Крiм того, опис процедур часто досить великий, громiздкий, тому
для набору тексту процедури необхiдно досить багато часу. Тому всi опи-
санi в посiбнику авторськi процедури було оформлено у виглядi бiблiотеки
(про те, як створити бiблiотеку процеду, див. в §8 розд.I). Файл бiблiотеки
atchlib.m додається до посiбника на диску.

Читачу, який не бажає заглиблюватись в принцип роботи процедур, до-
статньо викликати необхiдну команду iз даної бiблiотеки. Для цього спо-
чатку вказуємо шлях до файлу бiблiотеки:
> read(‘e:/atchlib.m‘);
(якщо дисковод позначений буквою E). Звернiть увагу, що апостроф тут
використовується зворотнiй (клавiша розмiщена в лiвому верхньому кутi
клавiатури). Або альтернативно можна ввести рядок:
> read("e:/atchlib.m");

Далi слiд пiдключити бiблiотеку:
> with(atchlib):

Тепер вводимо команди quotient i remainder:



68

> quotient(521,15); remainder(521,15);
34

11

i т.д.
Натомiсть для тих, хто прагне розiбратись iз принципом роботи проце-

дур, детальнiше познайомитись iз особливостями програмування в системi
Maple, наводимо детальне пояснення в секцiї „Розробка процедур”. Вiдмiти-
мо, що деякi процедури можна оптимiзувати (це не було зроблено авторами
саме для того, щоб для тих, хто вперше знайомиться iз основами роботи
в Maple, освоєння елементiв програмування в Maple було якомога простi-
шим). Тому запрошуємо студентiв надавати свої варiанти вдосконалення
процедур!!!

Завдання 1. Знайти неповну частку q i остачу r вiд дiлення цiлого числа
a на цiле число b, якщо:

1.1. a) a = 328, b = 17;
б) a = −328, b = 17;
в) a = 328, b = −17;
г) a = −328, b = −17;

д) a = 17, b = 328;
е) a = 17, b = −328;
є) a = −17, b = 328;

ж) a = −17, b = −328.

1.2. a) a = 147, b = 15;
б) a = −147, b = 15;
в) a = 147, b = −15;
г) a = −147, b = −15;

д) a = 15, b = 147;
е) a = 15, b = −147;
є) a = −15, b = 147;

ж) a = −15, b = −147.

1.3. a) a = 224, b = 11;
б) a = −224, b = 11;
в) a = 224, b = −11;
г) a = −224, b = −11;

д) a = 11, b = 224;
е) a = 11, b = −224;
є) a = −11, b = 224;

ж) a = −11, b = −224.

1.4. a) a = 305, b = 19;
б) a = −305, b = 19;
в) a = 305, b = −19;
г) a = −305, b = −19;

д) a = 19, b = 305;
е) a = 19, b = −305;
є) a = −19, b = 305;

ж) a = −19, b = −305.

1.5. a) a = 287, b = 13;
б) a = −287, b = 13;
в) a = 287, b = −13;
г) a = −287, b = −13;

д) a = 13, b = 287;
е) a = 13, b = −287;
є) a = −13, b = 287;

ж) a = −13, b = −287.
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1.6. a) a = 129, b = 7;
б) a = −129, b = 7;
в) a = 129, b = −7;
г) a = −129, b = −7;

д) a = 7, b = 129;
е) a = 7, b = −129;
є) a = −7, b = 129;

ж) a = −7, b = −129.

1.7. a) a = 344, b = 17;
б) a = −344, b = 17;
в) a = 344, b = −17;
г) a = −344, b = −17;

д) a = 17, b = 344;
е) a = 17, b = −344;
є) a = −17, b = 344;

ж) a = −17, b = −344.

1.8. a) a = 427, b = 15;
б) a = −427, b = 15;
в) a = 427, b = −15;
г) a = −427, b = −15;

д) a = 15, b = 427;
е) a = 15, b = −427;
є) a = −15, b = 427;

ж) a = −15, b = −427.

1.9. a) a = 201, b = 16;
б) a = −201, b = 16;
в) a = 201, b = −16;
г) a = −201, b = −16;

д) a = 16, b = 201;
е) a = 16, b = −201;
є) a = −16, b = 201;

ж) a = −16, b = −201.

1.10. a) a = 322, b = 13;
б) a = −322, b = 13;
в) a = 322, b = −13;
г) a = −322, b = −13;

д) a = 13, b = 322;
е) a = 13, b = −322;
є) a = −13, b = 322;

ж) a = −13, b = −322.

1.11. a) a = 339, b = 7;
б) a = −339, b = 7;
в) a = 339, b = −7;
г) a = −339, b = −7;

д) a = 7, b = 339;
е) a = 7, b = −339;
є) a = −7, b = 339;

ж) a = −7, b = −339.

1.12. a) a = 497, b = 11;
б) a = −497, b = 11;
в) a = 497, b = −11;
г) a = −497, b = −11;

д) a = 11, b = 497;
е) a = 11, b = −497;
є) a = −11, b = 497;

ж) a = −11, b = −497.

1.13. a) a = 265, b = 14;
б) a = −265, b = 14;
в) a = 265, b = −14;
г) a = −265, b = −14;

д) a = 14, b = 265;
е) a = 14, b = −265;
є) a = −14, b = 265;

ж) a = −14, b = −265.

1.14. a) a = 703, b = 15;
б) a = −703, b = 15;
в) a = 703, b = −15;
г) a = −703, b = −15;

д) a = 15, b = 703;
е) a = 15, b = −703;
є) a = −15, b = 703;

ж) a = −15, b = −703.

1.15. a) a = 249, b = 19; б) a = −249, b = 19;
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в) a = 249, b = −19;
г) a = −249, b = −19;
д) a = 19, b = 249;

е) a = 19, b = −249;
є) a = −19, b = 249;

ж) a = −19, b = −249.

1.16. a) a = 523, b = 21;
б) a = −523, b = 21;
в) a = 523, b = −21;
г) a = −523, b = −21;

д) a = 21, b = 523;
е) a = 21, b = −523;
є) a = −21, b = 523;

ж) a = −21, b = −523.

1.17. a) a = 594, b = 15;
б) a = −594, b = 15;
в) a = 594, b = −15;
г) a = −594, b = −15;

д) a = 15, b = 594;
е) a = 15, b = −594;
є) a = −15, b = 594;

ж) a = −15, b = −594.

1.18. a) a = 237, b = 17;
б) a = −237, b = 17;
в) a = 237, b = −17;
г) a = −237, b = −17;

д) a = 17, b = 237;
е) a = 17, b = −237;
є) a = −17, b = 237;

ж) a = −175, b = −237.

1.19. a) a = 525, b = 18;
б) a = −525, b = 18;
в) a = 525, b = −18;
г) a = −525, b = −18;

д) a = 18, b = 525;
е) a = 18, b = −525;
є) a = −18, b = 525;

ж) a = −18, b = −525.

1.20. a) a = 703, b = 11;
б) a = −703, b = 11;
в) a = 703, b = −11;
г) a = −703, b = −11;

д) a = 11, b = 703;
е) a = 11, b = −703;
є) a = −11, b = 703;

ж) a = −11, b = −703.

1.21. a) a = 534, b = 13;
б) a = −534, b = 13;
в) a = 534, b = −13;
г) a = −534, b = −13;

д) a = 13, b = 534;
е) a = 13, b = −534;
є) a = −13, b = 534;

ж) a = −13, b = −534.

1.22. a) a = 479, b = 21;
б) a = −479, b = 21;
в) a = 479, b = −21;
г) a = −479, b = −21;

д) a = 21, b = 479;
е) a = 21, b = −479;
є) a = −21, b = 479;

ж) a = −21, b = −479.

1.23. a) a = 281, b = 19;
б) a = −281, b = 19;
в) a = 281, b = −19;
г) a = −281, b = −19;

д) a = 19, b = 281;
е) a = 19, b = −281;
є) a = −19, b = 281;

ж) a = −19, b = −281.

1.24. a) a = 770, b = 18;
б) a = −770, b = 18;

в) a = 770, b = −18;
г) a = −770, b = −18;



71

д) a = 18, b = 770;
е) a = 18, b = −770;

є) a = −18, b = 770;
ж) a = −18, b = −770.

1.25. a) a = 371, b = 17;
б) a = −371, b = 17;
в) a = 371, b = −17;
г) a = −371, b = −17;

д) a = 17, b = 371;
е) a = 17, b = −371;
є) a = −17, b = 371;

ж) a = −17, b = −371.

Приклад 2. При дiленнi цiлого числа a на цiле число b > 0 отримали
неповну частку q i остачу r. Знайти невiдомi, якщо:

a) a = 371, q = 14; б) a = 1256, r = 35.

Розв’язання. а) За теоремою про дiлення з остачею: 371 = 14 · b + r, де
0 6 r < b. Тодi r = 371 − 14b, звiдки 0 6 371 − 14b < b, значить, 14b 6
371 < 15b. Таким чином, 371 > 14b, тобто b 6

[
371
14

]
= 26. З iншого боку,

371 < 15b, тодi b >
[
371
15

]
= 24. Таким чином, 24 < b 6 26, b ∈ Z. Отже,

b1 = 25, b2 = 26. Тодi вiдповiдно r1 = 21, r2 = 7.
б) За теоремою про дiлення з остачею

1256 = b · q + 35,

звiдки b · q = 1221. Випишемо всi можливi додатнi дiльники числа 1221:
1, 3, 11, 33, 37, 111, 407, 1221. Оскiльки остача r має задовольняти умову 0 6
r < b, то число b > 35. Отже, b може дорiвнювати лише 37, 111, 407, 1221.
Таким чином, маємо: b1 = 37, q1 = 1221

37 = 33; b2 = 111, q2 = 11; b3 = 407,
q3 = 3; b4 = 1221, q4 = 1.
Розв’язання в Maple. а) Розв’язання даної задачi зводиться до пошуку цi-
лих розв’язкiв нерiвностi 0 6 a−qb < b. Для цього використовуємо команду
solve (див. §7, розд.I):
> a:=371;q:=14;

a := 371

q := 14

> solve(0 <= a-q*x and a-q*x < x,x);

RealRange(Open(
371

15
),

53

2
)

Отриманий результат означає, що число b має належати промiжку
(37115 ;

53
2 ]. Знайдемо всi цiлi числа b з даного промiжку.

Для розв’язування рiвнянь i нерiвностей в цiлих числах використовує-
ться команда isolve. Її формат аналогiчний до формату команди solve:
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> isolve({371/15<x,x<=53/2});
{x = 25}, {x = 26}

Отже, такими числами є лише числа b1 = 25, b2 = 26. Тодi вiдповiдно
> r1:=a-25*q;

r1 := 21

> r2:=a-26*q;
r2 := 7

б) Iз умови a = bq+r, випливає, що число b є додатним дiльником числа
a− r. Множину M всiх додатних дiльникiв числа n можна знайти за допо-
могою команди divisors(n) з пакету numtheory. Всього таких дiльникiв є
τ(n). В пакетi numtheory є команда для вiдшукання числа τ(n), ї ї формат
tau(n). Далi серед елементiв множини M вибираємо дiльники b, якi бiльшi
за остачу r, i одразу знаходимо вiдповiдну неповну частку q.
> a:=1256;
> r := 35;
> a-r;

1221
> with(numtheory):

M:=divisors(a-r);
M := {1, 3, 11, 33, 37, 111, 407, 1221}

> k:=tau(a-r):
for i from 1 to k do

if M[i]>r then print(b=M[i]); print(q=(a-r)/M[i]); end if;
end do;

b = 37

q = 33

b = 111

q = 11

b = 407

q = 3

b = 1221

q = 1

Завдання 2. При дiленнi цiлого числа a на цiле число b > 0 отримали
неповну частку q i остачу r. Знайти невiдомi, якщо:
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2.1. a) a = 1023, q = 17; б) a = 461, r = 6.

2.2. a) a = 975, q = 14; б) a = 113, r = 23.

2.3. a) a = 1005, q = 24; б) a = 291, r = 6.

2.4. a) a = 963, q = 18; б) a = 673, r = 8.

2.5. a) a = 1421, q = 26; б) a = 380, r = 38.

2.6. a) a = 1031, q = 18; б) a = 525, r = 15.

2.7. a) a = 1245, q = 23; б) a = 249, r = 25.

2.8. a) a = 854, q = 17; б) a = 588, r = 61.

2.9. a) a = 883, q = 49; б) a = 161, r = 11.

2.10. a) a = 1523, q = 28; б) a = 974, r = 5.

2.11. a) a = 1033, q = 24; б) a = 363, r = 41.

2.12. a) a = 1211, q = 29; б) a = 304, r = 32.

2.13. a) a = 989, q = 13; б) a = 191, r = 9.

2.14. a) a = 899, q = 42; б) a = 305, r = 32.

2.15. a) a = 1529, q = 29; б) a = 243, r = 22.

2.16. a) a = 1042, q = 19; б) a = 202, r = 7.

2.17. a) a = 937, q = 22; б) a = 393, r = 33.

2.18. a) a = 1049, q = 24; б) a = 280, r = 14.

2.19. a) a = 972, q = 17; б) a = 386, r = 35.

2.20. a) a = 1323, q = 16; б) a = 405, r = 6.

2.21. a) a = 1001, q = 27; б) a = 247, r = 13.

2.22. a) a = 1713, q = 46; б) a = 321, r = 17.

2.23. a) a = 1002, q = 31; б) a = 279, r = 27.
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2.24. a) a = 957, q = 23; б) a = 198, r = 16.

2.25. a) a = 1307, q = 43; б) a = 303, r = 16.

2. Найбiльший спiльний дiльник та найменше спiльне кратне

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Цiле число c називається спiльним дiльником цiлих чисел a i b, якщо a
... c i b

... c. Число 0
може бути спiльним дiльником чисел a i b тодi i лише тодi, коли a = 0, b = 0. Найбiльшим
спiльним дiльником цiлих чисел a i b, одночасно не рiвних нулю, називається такий їхнiй
додатний спiльний дiльник, який дiлиться на будь-який спiльний дiльник цих чисел.
Якщо d – найбiльший спiльний дiльник цiлих чисел a i b, то пишуть d = (a, b) або
d = НСД(a, b).

Властивостi найбiльшого спiльного дiльника
Нехай a, b, q, r – довiльнi цiлi числа.

1◦. Якщо a
... b, b > 0, то (a, b) = b.

2◦. Якщо a = bq + r, де a, b, r – вiдмiннi вiд нуля цiлi числа, то (a, b) = (b, r).
3◦. Для довiльного m ∈ N, (ma,mb) = m(a, b).
4◦. Якщо c > 0 – спiльний дiльник a i b, то

(
a
c
, b
c

)
= (a,b)

c
.

5◦. d = (a, b) тодi i лише тодi, коли
(
a
d
, b
d

)
= 1.

Теорема. Для будь-яких цiлих чисел a i b, одночасно не рiвних нулю, найбiльший
спiльний дiльник завжди iснує i дорiвнює останнiй вiдмiннiй вiд нуля остачi алгори-
тму Евклiда.

Теорема (про лiнiйне представлення найбiльшого спiльного дiльника). Якщо d – най-
бiльший спiльний дiльник двох цiлих чисел a i b, то iснують цiлi числа x i y такi,
що

ax+ by = d. (II.1)

Запис d у виглядi (II.1) називається лiнiйним представленням найбiльшого спiльного
дiльника d цiлих чисел a i b.

Цiлi числа a i b називаються взаємно простими, якщо (a, b) = 1.

Властивостi взаємно простих чисел
1♮. (критерiй взаємної простоти двох цiлих чисел). Для того, щоб числа a i b

були взаємно простими, необхiдно i достатньо, щоб iснували цiлi числа x i y такi,
що ax+ by = 1.

2♮. Якщо ab
... c i (b, c) = 1, то a

... c.

3♮. Якщо a
... b, a

... c, причому (b, c) = 1, то a
... bc.

4♮. Якщо (a, c) = (b, c) = 1, то (ab, c) = 1.
5♮. Якщо (ai, bj) = 1 для всiх i ∈ 1, s, j ∈ 1, n, то (a1a2...as, b1b2...bn) = 1. Зокрема,

якщо (a, b) = 1, то (am, bk) = 1, де m, k ∈ N.
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Цiле число M називається спiльним кратним цiлих чисел a i b, якщо M
... a i M

... b.
Найменшим спiльним кратним вiдмiнних вiд нуля цiлих чисел a i b називається таке
додатне спiльне кратне цих чисел, яке є дiльником будь-якого їхнього спiльного кра-
тного. Якщо хоча б одне iз чисел a або b рiвне 0, то найменшим спiльним кратним a i b є
число 0. Якщо m – найменше спiльне кратне чисел a i b, то це записують так: m = [a, b]
або m = НСК(a, b).

Теорема. Нехай a i b – довiльнi натуральнi числа. Тодi

[a, b] =
ab

(a, b)
. (II.2)

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 3.1. Довести, що 2n3 − 3n2 + n
... 6 при довiльному n ∈ N.

Розв’язання. Введемо позначення: нехай an = 2n3 − 3n2 + n.
Спосiб I. Вираз an розкладемо на множники:

an = 2n3 − 3n2 + n = n(2n2 − 3n+ 1) = n(2n2 − 2n− n+ 1) =

= n(2n(n− 1)− (n− 1)) = n(n− 1)(2n− 1).

Оскiльки або n, або n− 1 дiлиться на 2, то добуток n(n− 1)
... 2, а значить,

an
... 2.
Покажемо, що an

... 3. В силу теореми про дiлення з остачею, для чисел
n i 3 iснують цiлi числа q i r такi, що n = 3q + r, де 0 6 r 6 2. Вираз an
запишемо у виглядi:

an = (3q + r)(3q + r − 1)(6q + 2r − 1).

Якщо r = 0, то an = 3q(3q − 1)(6q − 1)
... 3;

якщо r = 1, то an = (3q + 1) · 3q · (6q + 1)
... 3;

якщо r = 2, то an = (3q + 2)(3q + 1)(6q + 3)
... 3.

Таким чином, в будь-якому випадку an
... 3.

Оскiльки an
... 2 i an

... 3 i (2, 3) = 1, то, в силу властивостi 3♮, an
... 6.

Спосiб II. Використаємо метод математичної iндукцiї.
1. При n = 1 маємо: a1 = 2 · 1− 3 · 1 + 1 = 0

... 6.
2. Припустимо, що твердження справедливе при n = k, тобто ak =

2k3 − 3k2 + k
... 6, i покажемо, що воно буде справедливе i при n = k + 1,

тобто, що ak+1 = 2(k + 1)3 − 3(k + 1)2 + (k + 1)
... 6. Маємо:

ak+1 = 2(k+ 1)3 − 3(k+ 1)2 + (k+ 1) = (2k3 − 3k2 + k) + 6k2 = ak + 6k2
... 6,



76

оскiльки за припущенням ak
... 6.

В силу принципу математичної iндукцiї, твердження, що 2n3−3n2+n
... 6,

справедливе для довiльного натурального n.

Зауваження. Для того, щоб довести, що ak+1
... 6 (за умови, що ak

... 6), до-
статньо показати, що рiзниця ak+1−ak дiлиться на 6. Розглянемо рiзницю:

ak+1 − ak = 2(k + 1)3 − 3(k + 1)2 + (k + 1)− 2k3 − 3k2 + k =

= 2(3k2 + 3k + 1)− 3(k + 1) + 1 = 6k2.

Оскiльки ak+1 − ak
... 6 i ak

... 6, то ak+1
... 6.

Розв’язання в Maple. Спосiб I. Позначимо an = 2n3 − 3n2 + n. Розкладемо
вираз an на множники. Для розкладу виразу eq на множники використо-
вується команда factor(eq). Маємо:
> a_n:=factor(2*n^3-3*n^2+n);

a_n := n (2n− 1) (n− 1)

В силу теореми про дiлення з остачею, n = 3q + r, де q, r ∈ Z, причому
0 6 r 6 2. Пiдставимо вираз для n в попередню рiвнiсть (використовуючи
команду subs, див. §8, розд.I):
> a_n:=subs({n=3*q+r},a_n);

a_n := (3 q + r) (6 q + 2 r − 1) (3 q + r − 1)

Далi розглядаємо випадки для числа r. В кожному iз випадкiв знаходи-
мо вираз an i перевiряємо, чи дiлиться даний вираз на 3 (для цього знахо-
димо остачу вiд дiлення an на 3 за допомогою оператора mod, пишуть an
mod m, де m – дiльник. Про оператор mod пiде мова дещо пiзнiше (див.
§5)).
> r:=0; a_n; (a_n mod 3);

r := 0

3 q (6 q − 1) (3 q − 1)

0

> r:=1; a_n; (a_n mod 3);
r := 1

3 (3 q + 1) (6 q + 1) q

0

> r:=2; a_n; (a_n mod 3);
r := 2

(3 q + 2) (6 q + 3) (3 q + 1)
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0

Як бачимо, в кожному iз випадкiв остача вiд дiлення an на 3 дорiвнює
0, отже, an

... 3 для довiльного n ∈ N.
Зручно використати команду evalb(x), результатом якої є вiдповiдь на

питання, чи є iстинним твердження x. Можливi наступнi результати: true
– твердження iстинне, false – твердження хибне, FAIL – неможливо вiд-
повiсти. Важливо: команда evalb не спрощує виразiв. Тому її результатом
може бути false для iстинного твердження. В такому випадку, необхiдно
спочатку спростити вирази, а потiм використовувати команду evalb.

Перевiримо, наприклад, чи правильно, що при r = 0 вираз an дiлиться
на 3.
> evalb(subs({r=0},a_n) mod 3=0);

true

Можна одразу здiйснити перевiрку для всiх можливих остач r, викори-
стовуючи цикл for.
> for i from 0 to 2 do evalb(subs({r=i},a_n) mod 3=0) end do;

true

true

true

В кожному iз випадкiв r = 0, r = 1, r = 2 вираз an дiлиться на 3.
Аналогiчно перевiряємо, що an

... 2:
> a_n:=factor(2*n^3-3*n^2+n);

a_n := n (2n− 1) (n− 1)

> a_n:=subs({n=2*q+r},a_n);
a_n := (2 q + r) (4 q + 2 r − 1) (2 q + r − 1)

> for i from 0 to 1 do evalb(subs({r=i},a_n) mod 2=0) end do;
true

true

Спосiб II. Використаємо метод математичної iндукцiї. Заданий вираз
позначимо через f (див. §8 розд.I):
> f:=n->2*n^3-3*n^2+n;

f := n → 2n3 − 3n2 + n

Перевiримо, чи виконується твердження при n = 1:
> evalb(f(1) mod 6=0);
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true

При n = 1 твердження виконується. Припустимо, що твердження спра-
ведливе при n = k (тобто f(k)

... 6). Тодi для того, щоб показати, що воно
справедливе i при n = k + 1 (тобто f(k + 1)

... 6), достатньо показати, що
рiзниця f(k + 1) − f(k) дiлиться на 6 (дивiться Зауваження). Знайдемо
рiзницю i спростимо її:
> simplify(f(k+1)-f(k));

6 k2

Залишається перевiрити, чи дiлиться отриманий вираз на 6 (щоб не
вводити отриманий вираз, використаємо нуль-арний оператор %, див. §4,
Розд.I):
> evalb(% mod 6=0);

true

Отже, рiзниця ak+1 − ak дiлиться на 6. Тодi, враховуючи, що, за iнду-
ктивним припущенням, ak

... 6, матимемо, що i ak+1
... 6. В силу принципу

математичної iндукцiї, твердження an = 2n3 − 3n2 + n
... 6 справедливе для

довiльного натурального n.

Приклад 3.2. Довести, що при будь-якому натуральному n число
11n+2 + 122n+1 дiлиться на 133.

Розв’язання. Введемо позначення: нехай an = 11n+2 + 122n+1.
Спосiб I. Перетворимо даний вираз:

an = 11n+2 + 122n+1 = 11n · 121 + 122n · 12 = (122n − 11n) · 12 + 133 · 11n =

= (144n − 11n) · 12 + 133 · 11n.

За наслiдком 1 §1: 144n−11n
... (144−11), тобто 144n−11n

... 133. Оскiльки
133 · 11n ... 133, то за властивiстю 6 §1 an

... 133.
Спосiб II. Використаємо метод математичної iндукцiї.
1. При n = 1 твердження справедливе: a1 = 113 + 123 = 3059

... 133).
2. Припустимо, що твердження справедливе при натуральному n, тобто

an = 11n+2 + 122n+1 ... 133, i покажемо, що тодi воно справедливе при n+ 1.
Вираз an+1 перетворимо наступним чином:

an+1 = 11n+3 + 122(n+1)+1 = 11n+2 · 11 + 122n+1 · 144 = 11n+2 · 11+
+122n+1 ·(11+133) = (11n+2+122n+1)·11+133·122n+1 = 11·an+133·122n+1.
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За iндуктивним припущенням an
... 133. Доданок 133 ·122k+1, очевидно, теж

дiлиться на 133. Отже, вираз an+1 дiлиться на 133.
В силу принципу математичної iндукцiї, 11n+2 + 122n+1 ... 133 при будь-

якому натуральному n.
Зауваження. Зручно, припустивши, що твердження справедливе при n = k, тобто an =

11n+2+122n+1 ... 133, записати an у виглядi an = 133s, де s ∈ Z. Тодi 11n+2 = 133s−122n+1.
Звiдси, an+1 = 11n+3 + 122(n+1)+1 = 11n+2 · 11 + 122n+1 · 144 = (133s − 122n+1) · 11+
+122n+1 ·144 = 133 ·11s+133 ·122n+1. Кожен iз доданкiв дiлиться на 133, а отже, i вираз
an дiлиться на 133.

Розв’язання в Maple. Аналогiчно до Прикладу 3.1 (див. спосiб II), матиме-
мо:
> f:=n->11^(n+2)+12^(2*n+1);

f := n → 11(n+2) + 12(2n+1)

> evalb(f(1) mod 133=0);
true

Отже, при n = 1 твердження справедливе.
> evalb(simplify(f(k+1)-f(k)) mod 133=0);

true

Рiзниця f(k+1)− f(k) дiлиться на 133. Тодi у випадку якщо f(k)
... 133,

то i f(k + 1)
... 133. В силу принципу математичної iндукцiї, твердження

справедливе для довiльного n ∈ N.

Завдання 3. Довести, що:

3.1. a) (n12−n8−n4+1)
... 512 для довiльного непарного цiлого числа n;

б) (5n+3 + 113n+1)
... 17 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

3.2. a) (33n+2 + 5 · 23n+1)
... 19 для довiльного n ∈ N ∪ {0};

б) (4n + 15n− 1)
... 9 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

3.3. a) (n3 +3n2 − n+45)
... 48 для довiльного непарного цiлого числа n;

б) (50n − 5n(2n + 1) + 1)
... 36 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

3.4. a) (n+ 2)(n3 − n+ 24)
... 24 для довiльного n ∈ Z;

б) (32n+3 − 24n+ 37)
... 64 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

3.5. a) (n3 + 3n2 + 5n)
... 3 для довiльного n ∈ Z;

б) (5 · 7n + 6n+ 19)
... 12 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

3.6. a) (5n + 5n+1 + 5n+3 + 1965)
... 655 для довiльного n ∈ N;
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б) (4 · 32n+2 + 32n− 36)
... 64 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

3.7. a) (2n3 − 3n2 + n)
... 6 для довiльного n ∈ Z;

б) (52+n + 26 · 5n + 82n+1)
... 59 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

3.8. a) (n4 − 2n3 − 3n2 + 2n)
... 24 для довiльного n ∈ Z;

б) (n · 7n+1 − (n− 1)7n − 1)
... 6 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

3.9. a) (n3 + 35n)
... 6 для довiльного n ∈ Z;

б) (33n+3 − 26n− 27)
... 169 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

3.10. a) (62n + 33n+2 − 3n − 9 · 5n) ... 11 для довiльного n ∈ N ∪ {0};
б) (10n − 9n+ 26)

... 27 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.
3.11. a) (n3 + (n+ 1)3 + (n+ 2)3)

... 9 для довiльного n ∈ Z;
б) (5n − 4n+ 15)

... 16 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.
3.12. a) 72n − 1

... 48 для довiльного n ∈ N ∪ {0};
б) (5n+3 · 2n − 125)

... 45 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.
3.13. a) n(8n+ 1)(7n+ 1)

... 6 для довiльного n ∈ Z;
б) (22n+3 + 120n+ 28)

... 36 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.
3.14. a) (n3 + 3n2 + 2n)

... 6 для довiльного n ∈ Z;
б) (52n+1 · 2n+2 + 3n+2 · 22n+1)

... 19 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.
3.15. a) (2n6 − n4 − n2)

... 36 для довiльного n ∈ Z;
б) (4n + 6n+ 8)

... 9 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.
3.16. a) (n+ 2)(n2 + 4n+ 9)

... 6 для довiльного n ∈ Z;
б) (9n+1 − 8n+ 7)

... 16 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.
3.17. a) (n5 + 29n)

... 30 для довiльного n ∈ Z;
б) (10n + 18n− 28)

... 27 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.
3.18. a) (28n+4 + 1)

... 17 для довiльного n ∈ N ∪ {0};
б) (2n+2 · 3n + 5n− 4)

... 25 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.
3.19. a) (n2 + 3n+ 1)2 + 23

... 24 для довiльного n ∈ Z;
б) (13n + 4n− 1)

... 16 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.
3.20. a) (2n3 + 3n2 + 7n)

... 6 для довiльного n ∈ Z;
б) (3 · 5n − 12n+ 45)

... 48 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.
3.21. a) (n7 + 41n)

... 42 для довiльного n ∈ Z;
б) (5 · 9n + 24n+ 59)

... 64 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.
3.22. a) (610n+1 + 1)

... 7 для довiльного n ∈ N ∪ {0};
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б) (4n + 3n− 1)
... 6 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

3.23. a) (n2 − 1)(n2 + 2n+ 12)
... 12 для довiльного n ∈ Z;

б) (5 · 7n − 48n+ 13)
... 18 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

3.24. a) (1 + 33n+1 + 93n+1)
... 13 для довiльного n ∈ N ∪ {0};

б) (22n+1 − 6n+ 16)
... 18 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

3.25. a) (n3 + 5n+ 12)
... 6 для довiльного n ∈ Z;

б) (7 · 5n + 20n+ 1)
... 8 для довiльного n ∈ N ∪ {0}.

Приклад 4.1. За допомогою алгоритму Евклiда знайти:

а) найбiльший спiльний дiльник чисел 548 i −702;
б) лiнiйне представлення (548,−702);
в) найменше спiльне кратне чисел 548 i −702.

Розв’язання. а) Оскiльки (548,−702) = (548, 702), то, використовуючи ал-
горитм Евклiда, знайдемо d = (548, 633). Нехай a = 702, b = 548. Маємо:

a = 702 548 = b
548 1

b = 548 154 = r1
462 3

r1 = 154 86 = r2
86 1

r2 = 86 68 = r3
68 1

r3 = 68 18 = r4
54 3

r4 = 18 14 = r5
14 1

r5 = 14 4 = r6
12 3

r6 = 4 2= r7 ̸= 0
4 2
0 = r8

Таким чином, r8 = 0. Остання вiдмiнна вiд нуля остача алгоритму Евклiда
r7 = 2, значить, (702, 548) = 2, а тому i (−702, 548) = 2.

б) Знайдемо спочатку лiнiйне представлення (702, 548). Випишемо рiв-
ностi, отриманi в процесi виконання алгоритму:
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a =1 · b+ r1,

b =3 · r1 + r2,

r1 =1 · r2 + r3,

r2 =1 · r3 + r4,

r3 =3 · r4 + r5,

r4 =1 · r5 + r6,

r5 =3 · r6 + d, де d = r7.

Виразимо остачi:
r1 = a− b, (II.3)
r2 = b− 3r1, (II.4)
r3 = r1 − r2, (II.5)
r4 = r2 − r3, (II.6)
r5 = r3 − 3r4, (II.7)
r6 = r4 − r5, (II.8)
d = r5 − 3r6.

Пiдставляючи послiдовно в останню рiвнiсть замiсть r6, r5, r4, r3, r2 та
r1 їхнi представлення (II.3)-(II.8), отримуємо:

d = r5−3r6
(II.8)
= r5−3(r4−r5) = 4r5−3r4

(II.7)
= 4(r3−3r4)−3r4 = 4r3−15r4

(II.6)
=

= 4r3 − 15(r2 − r3) = 19r3 − 15r2
(II.5)
= 19(r1 − r2)− 15r2 = 19r1 − 34r2

(II.4)
=

= 19r1 − 34(b− 3r1) = 121r1 − 34b
(II.3)
= 121(a− b)− 34b = 121a− 155b.

Таким чином, d = 121a−155b, тобто 2 = 121·702−155·548. Тодi, очевидно,
2 = (−121)(−702) + (−155) · 548. Отже, x = −121, y = −155.

Зауваження. При вiдшуканнi лiнiйного представлення найбiльшого спiльного дiльника
двох цiлих чисел бажано робити перевiрку. В даному прикладi маємо:

121a− 155b = 121 · 702− 155 · 548 = 84942− 84240 = 2 = d.

в) За формулою (II.2) маємо:

[−702, 548] =
| − 702| · |548|
(−702, 548)

=
702 · 548

2
= 351 · 548 = 192348.
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Розробка процедур. Для знаходження найбiльшого спiльного дiльника
двох цiлих чисел a i b використовується команда igcd(a,b) iз пакету
numtheory. Але через громiздкiсть обчислень при розв’язаннi даного зав-
дання часто виникають помилки, тому бажано мати процедуру, яка б да-
вала змогу перевiрити промiжнi обчислення. Створимо власну процеду-
ру вiдшукання НСД двох чисел на основi алгоритму Евклiда. Обмежи-
мось випадком, коли числа a i b – обидва натуральнi. Така процедура буде
бiльш простiша (не потрiбно розглядати декiлька випадкiв, використову-
ючи умовний оператор if), водночас, для перевiрки промiжних обчислень
її цiлком достатньо, адже розв’язання зводиться до пошуку НСД двох на-
туральних чисел. У випадку, коли числа натуральнi, для пошуку їхнього
НСД можна використовувати вбудованi команди irem та iquo, про якi йшла
мова при розв’язаннi Прикладу 1 (i не завантажувати додатково розробленi
при розв’язаннi Прикладу 1 процедури quotient i remainder).

Нижче наведено текст процедури. Вiдмiтимо, що символ # використо-
вується для коментування дiй, що виконуються в межах процедури (це
полегшує розумiння структури процедури), тому цей символ i частину ряд-
ка, яка розмiщена справа вiд нього набирати не обов’язково. В ходi даної
процедури:

1) перевiряється, чи виконується умова: a ... b; якщо так, то найбiльший
спiльний дiльник знайдено: d = b;

2) в iншому випадку (тобто a
... b) для зручностi позначаємо r0 = b, зна-

ходимо неповну частку q0 i остачу r1 вiд дiлення a на b;

3) виводимо на екран числа q0 i r1;

4) послiдовно знаходимо неповнi частки i остачi, поки не отримаємо оста-
чу ri, рiвну 0; всi промiжнi обчислення виводимо на екран;

5) цикл завершується, коли ri = 0; в силу теореми про алгоритм Евклiда,
d = ri−1.

Окремо зауважимо, опис змiнної q як глобальної, необхiдний для то-
го, щоб значення q0, q1, ..., qn (якi в такому випадку система запам’ятовує)
можна було використовувати для подальших обчислень поза межами про-
цедури, а саме: при вiдщуканнi лiнiйного представлення НСД чисел a i b.
Оскiльки в рiвностi алгоритму Евклiда числовi значення пiдставляють ли-
ше для неповних часток q0, q1, q2, ..., решту змiнних, зокрема i r1, r2, r3, ...,
оголошуємо локальними.
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gcdeuclid:=proc(a::posint,b::posint)
local d,i,r;
global q;
uses numtheory;

if a mod b=0 then d:=b; #1
else r[0]:=b; #2

q[0]:=iquo(a,b);
r[1]:=irem(a,b);
print(‘ _q‘[0]=q[0],‘ _r‘[1]=r[1]); #3
i:=1;
while r[i]<>0 do #4

q[i]:=iquo(r[i-1],r[i]);
r[i+1]:=irem(r[i-1],r[i]);
print(‘_q‘[i]=q[i],‘_r‘[i+1]=r[i+1]);
i:=i+1;

end do;
d:=r[i-1]; #5

end if;
return(d);

end proc:

Розв’язання в Maple. Для перевiрки лише остаточних результатiв обчи-
слень:

а) Для вiдшукання найбiльшого спiльного дiльника використовуємо ко-
манду igcd(a,b) iз пакету numtheory.
> with(numtheory):

> igcd(-702,548);
2

Отже, (−702, 548) = 2.
б) За допомогою команди igcdex(a,b,’u’,’v’), де a,b – заданi числа, з

пакету numtheory можна знайти числа u, v iз лiнiйного представлення
найбiльшого спiльного дiльника. Числам u, v в результатi виконання ко-
манди буде присвоєне певне значення.
> with(numtheory):

> igcdex(-702,548,’u’,’v’);
2

> u;v;
−121

−155

Отже, 2 = (−121)(−702) + (−155) · 548.
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в) Для знаходження найменшого спiльного кратного двох цiлих чисел
використовуємо команду ilcm(a,b).
> with(numtheory):
> ilcm(-702,548);

192348

Таким чином, [−702, 548] = 192348.

Для перевiрки промiжних обчислень пiдключаємо авторську бiблiотеку
atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

Для чисел 702 i 548 матимемо:
> gcdeuclid(702,548);

_q1 = 1, _r 1 = 154

_q2 = 3, _r 2 = 86

_q3 = 1, _r 3 = 68

_q4 = 1, _r 4 = 18

_q5 = 3, _r 5 = 14

_q6 = 1, _r 6 = 4

_q7 = 3, _r 7 = 2

_q8 = 2, _r 8 = 0

2

Найбiльший спiльний дiльник заданих чисел дорiвнює 2. Виражаємо
остачi r1, r2, r3, ..., d (див. рiвностi (II.3)-(II.8)). Оскiльки значення змiнних
q0, q1, q2, ... зберiгається i поза межами процедури (а значить, їхнi значення
система пам’ятала), то отримаємо:
> r[1]:=a-b*q[0];

r[2]:=b-r[1]*q[1];
r[3]:=r[1]-r[2]*q[2];
r[4]:=r[2]-r[3]*q[3];
r[5]:=r[3]-r[4]*q[4];
r[6]:=r[4]-r[5]*q[5];
d:=r[5]-r[6]*q[6];

r1 := a− b

r2 := 4 b− 3 a

r3 := 4 a− 5 b

r4 := 9 b− 7 a

r5 := 25 a− 32 b
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r6 := 41 b− 32 a

d := 121 a− 155 b

В останньому рядку отримали лiнiйне представлення НСД чисел 702 i
548, яке має збiгатись iз отриманим при аналiтичному розв’язаннi.

Завдання 4. За допомогою алгоритму Евклiда знайти:
а) найбiльший спiльний дiльник чисел a i b;
б) лiнiйне представлення (a, b);
в) найменше спiльне кратне чисел a i b.

4.1. a = 6120, b = −504.

4.2. a = −2442, b = 2370.

4.3. a = −6321, b = 4013.

4.4. a = −4030, b = 2315.

4.5. a = −7973, b = 3344.

4.6. a = 3120, b = −2325.

4.7. a = 2234, b = −2135.

4.8. a = −5577, b = 4031.

4.9. a = 2233, b = −2130.

4.10. a = 3243, b = −1224.

4.11. a = 2250, b = −731.

4.12. a = 6251, b = −777.

4.13. a = 6188, b = −2340.

4.14. a = −4968, b = 4815.

4.15. a = 6140, b = −6052.

4.16. a = 6715, b = −6120.

4.17. a = 1364, b = −1022.

4.18. a = 4242, b = −3120.

4.19. a = 3040, b = −1544.

4.20. a = −5716, b = 5183.

4.21. a = −6245, b = 6188.

4.22. a = −3090, b = 1045.

4.23. a = −5116, b = 2233.

4.24. a = 1723, b = −1540.

4.25. a = −1718, b = 1042.

Приклад 5.1. Знайти натуральнi числа a i b такi, що{
(a, b) = 26,
[a, b] = 4914.

Розв’язання. Оскiльки (a, b) = 26, то iснують такi натуральнi числа a1 i b1,
що a = 26a1, b = 26b1, причому (a1, b1) = 1. За формулою (II.2) маємо:

[a, b] =
ab

(a, b)
=

26a1 · 26b1
26

= 26a1b1.
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Враховуючи другу умову заданої системи, отримуємо: 4914 = 26a1b1, звiд-
ки a1b1 = 189. Оскiльки (a1, b1) = 1, а 189 = 33 · 7, можливi такi випадки:

а) a1 = 1, b1 = 189 або навпаки;
тодi a = 26a1 = 26, b = 26b1 = 4914 або a = 4914, b = 26;

б) a1 = 33, b1 = 7 або навпаки;
тодi a = 702, b = 182 або a = 182, b = 702.

Отже, числа a i b дорiвнюють вiдповiдно 26 i 4914 або 702 i 182, або навпаки.

Розв’язання в Maple. Розв’язування систем рiвнянь такого виду (коли в рiв-
няннях фiгурують теоретико числовi фуекцiї) в Maple здiйснити не можна.
Перевiримо, чи задовольняють умову знайденi при аналiтичному розв’я-
заннi пари чисел a i b:
> igcd(26,4914); ilcm(26,4914);

26

4914

> igcd(702,182); ilcm(702,182);
26

4914

Кожна iз знайдених пар задовольняє умову. Але це не гарантує повнiстю
правильну вiдповiдь: при розв’язуваннi можна було втратити розв’язки.
Зробимо покрокову перевiрку.

Нехай d = (a, b), m = [a, b], тобто:
> d:=26; m:=4914;

d := 26

m := 4914

Добуток a1b1 позначимо через z. Тодi:
> z:=m/d;

z := 189

Число z повинно розкладатись в добуток двох взаємнопростих нату-
ральних чисел. Знайдемо всi натуральнi дiльники числа z:
> with(numtheory): M:=divisors(z);

M := {1, 3, 7, 9, 21, 27, 63, 189}
Елементи цiєї множини можна викликати за їхнiм номером i у виглядi

M [i] (див. §5 розд. I).
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Для кожного iз дiльникiв M [i] перевiримо, чи є взаємнопростими чи-
сла M [i] i z

M [i] . Якщо так, то покладемо a1 = M [i], b1 = z
M [i] i знайдемо

вiдповiднi a i b.
> k:=tau(z):

for i from 1 to k do
if igcd(M[i],z/M[i])=1 then a1:=M[i]; b1:=z/M[i];
a:=a1*d; b:=b1*d;
print(a,b);
end if;

end do;

26, 4914

182, 702

702, 182

4914, 26

Отже, для чисел a i b можливi варiанти: a = 26, b = 4914 або навпаки;
a = 182, b = 702 або навпаки.

Приклад 5.2. Знайти натуральнi числа a i b такi, що{
a+ b = 200,
(a, b) = 25.

Розв’язання. Оскiльки (a, b) = 25, то iснують такi натуральнi числа a1
i b1, що a = 25a1, b = 25b1, причому (a1, b1) = 1. Тодi iз першої умови
заданої системи, отримуємо: 25a1+25b1 = 200, звiдки a1+b1 = 8. Оскiльки
(a1, b1) = 1, то можливi лише такi випадки:

а) a1 = 1, b1 = 7 або навпаки;
тодi a = 25a1 = 25, b = 25b1 = 175 або a = 175, b = 25;

б) a1 = 3, b1 = 5 або навпаки;
тодi a = 75, b = 125 або a = 125, b = 75.

Отже, числа a i b дорiвнюють вiдповiдно 25 i 175 або 75 i 125, або навпаки.

Розв’язання в Maple. Зробимо покрокову перевiрку, аналогiчну до Прикла-
ду 5.1.

Нехай d = (a, b), s = a+ b, тобто:
> d:=25; s:=200;

d := 25
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s := 200

Суму a1 + b1 позначимо через z. Тодi:
> z:=s/d;

z := 8

Число z повинно розкладатись в суму двох взаємнопростих натуральних
чисел. Переберемо всi такi варiанти: визначимо, чи є числа i та z−i взаємно
простими (i = 1, 2, ..., z). Якщо так, покладемо a1 = i, b1 = z− i i знайдемо
вiдповiднi a i b.
> for i from 1 to z-1 do

if igcd(i,z-i)=1 then a1:=i; b1:=z-i; a:=a1*d; b:=b1*d;
print(a,b);
end if;

end do;
25, 175

75, 125

125, 75

175, 25

Отже, для чисел a i b можливi варiанти: a = 25, b = 175 або навпаки;
a = 75, b = 125 або навпаки.

Завдання 5. Знайти натуральнi числа a i b такi, що:

5.1.
{

[a, b] = 390,
(a, b) = 15.

5.2.
{

a+ b = 110,
(a, b) = 22.

5.3.
{

ab = 15750,
(a, b) = 15.

5.4.
{

a
b =

7
3 ,

(a, b) = 24.

5.5.
{

[a, b] = 468,
ab = 5616.

5.6.
{ a

(a,b) +
b

(a,b) = 14,

[a, b] = 726.

5.7.
{

(a, b) = 32,
[a, b] = 480.

5.8.
{

(a, b) = 22,
a+ b = 176.

5.9.
{

(a, b) = 28,
[a, b] = 1428.

5.10.
{

ab = 1575,
[a, b] = 315.

5.11.
{

a
b =

17
20 ,

(a, b) = 16.

5.12.
{

a+ b = 150,
(a, b) = 15.
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5.13.
{

(a, b) = 32,
ab = 56320.

5.14.
{

[a, b] = 1260,
(a, b) = 12.

5.15.
{

(a, b) = 30,
a+ b = 150.

5.16.
{

b
a = 21

20 ,
(a, b) = 16.

5.17.
{ a

(a,b) +
b

(a,b) = 10,

[a, b] = 315.

5.18.
{

(a, b) = 21,
[a, b] = 315.

5.19.
{

a+ b = 84,
[a, b] = 12(a, b).

5.20.
{

(a, b) = 14,
[a, b] = 2254.

5.21.
{

ab = 13500,
[a, b] = 900.

5.22.
{ a

(a,b) +
b

(a,b) = 12,

[a, b] = 1085.

5.23.
{

a
b =

17
15 ,

(a, b) = 23.

5.24.
{

a+ b = 138,
(a, b) = 23.

5.25.
{

[a, b] = 891,
ab = 24057.

3. Простi та складенi числа

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Натуральне число p ̸= 1 називається простим, якщо воно дiлиться лише на ±1 i ±p.
Натуральне число a називається складеним, якщо воно має дiльники, вiдмiннi вiд ±1,
±a. Якщо a – складене, то iснує такий дiльник b числа a, що a = bc, де 1 < b < a,
1 < c < a.

Властивостi простих чисел
Нехай p – просте.

1. Якщо p
... a, 1 ̸= a ∈ N, то p = a.

2. Для будь-якого a ∈ Z справедливо: або a
... p, або (a, p) = 1.

3. Якщо a1a2 . . . an
... p, то принаймнi один iз ai

... p, i ∈ 1, n.
4. Найменший вiдмiнний вiд одиницi дiльник натурального числа a > 1 є простим.
5. Найменший простий дiльник складеного числа a не бiльший за

√
a.

Iз властивостi 5 випливає, що якщо натуральне число a ̸= 1 не дiлиться на жодне просте
число p таке, що p 6 √

a, то a – просте; в iншому випадку, a – складене.
Для складання таблицi простих чисел, що не перевищують даного натурального

числа a, використовують спосiб, який називається решетом Ератосфена. Вiн полягає
в послiдовному вилученнi з ряду 1, 2, . . . , a числа 1, потiм всiх чисел, кратних 2 (крiм
2), потiм – кратних 3 (крiм 3) i т.д. (пiдкреслюють всi числа, кратнi простим числам
p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . . , pk 6 √

a, крiм самих чисел pi, i ∈ 1, k) (див. Приклад 6).
Числа, що залишились непiдкресленими, є простими.
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Теорема (Евклiда). Множина простих чисел – нескiнченна.

Теорема (основна теорема арифметики). Будь-яке натуральне число n > 1 або є про-
стим числом, або його можна записати, причому єдиним чином, у виглядi добутку
простих чисел.

Зауваження. Два добутки чисел, що вiдрiзняються лише порядком запису спiвмножни-
кiв, будемо вважати однаковими.

Якщо в розкладi натурального числа на простi множники об’єднати однаковi мно-
жники, то дiстанемо канонiчний розклад (або канонiчну форму) числа n :

n = pk11 pk22 ...pkmm , (II.9)

де ki ∈ N, pi ̸= pj при i ̸= j для всiх 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 m. Всi дiльники d цього числа
вичерпуються числами виду:

d = pl11 p
l2
2 ...p

lm
m , (II.10)

де 0 6 li 6 ki для всiх i = 1, 2, ...,m. Запис (II.10) називають узагальненим канонiчним
розкладом числа d (показники степенiв можуть бути рiвнi нулю).

Якщо натуральнi числа a i b мають узагальненi канонiчнi розклади

a = pk11 pk22 ...pkss , b = pt11 p
t2
2 ...p

ts
s ,

(ki > 0, ti > 0), то:

(a, b) = pr11 pr22 ...prss , де ri = min
16i6s

(ki, ti) ,

[a, b] = pm1
1 pm2

2 ...pms
s , де mi = max

16i6s
(ki, ti) .

(II.11)

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 6. Знайти всi простi числа, якi мiстяться мiж числами 1820 i
1880.

Розв’язання. Числа 1820 i 1880, а також всi парнi числа, що мiстяться мiж
ними, є складеними, тому випишемо лише всi непарнi числа мiж 1820 i
1880:

1821, 1823, 1825, 1827, 1829, 1831, 1833, 1835, 1837, 1839,
1841, 1843, 1845, 1847, 1849, 1851, 1853, 1855, 1857, 1859,
1861, 1863, 1865, 1867, 1869, 1871, 1873, 1875, 1877, 1879.

(II.12)

Число цього ряду є простим, якщо воно не дiлиться на жодне просте число
(крiм самого себе), яке не перевищує

√
1879. Оскiльки 43 <

√
1879 < 44,

випишемо всi простi числа, якi бiльшi за 2 i не перевищують 43. Ними є:

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43.
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Пiдкреслимо числа ряду (II.12), кратнi 3:

1821, 1823, 1825, 1827, 1829, 1831, 1833, 1835, 1837, 1839,
1841, 1843, 1845, 1847, 1849, 1851, 1853, 1855, 1857, 1859,
1861, 1863, 1865, 1867, 1869, 1871, 1873, 1875, 1877, 1879.

Потiм серед тих, що залишились непiдкресленими, шукаємо числа, кратнi
5. Це числа: 1825, 1835, 1855, 1865. Пiдкреслимо їх:

1821, 1823, 1825, 1827, 1829, 1831, 1833, 1835, 1837, 1839,
1841, 1843, 1845, 1847, 1849, 1851, 1853, 1855, 1857, 1859,
1861, 1863, 1865, 1867, 1869, 1871, 1873, 1875, 1877, 1879.

Далi серед непiдкреслених визначаємо числа, кратнi 7. Таким є лише число
1841. Пiдкреслимо його. На число 11 дiляться числа 1837, 1859. Пiдкресли-
мо їх. Маємо:

1821, 1823, 1825, 1827, 1829, 1831, 1833, 1835, 1837, 1839,
1841, 1843, 1845, 1847, 1849, 1851, 1853, 1855, 1857, 1859,
1861, 1863, 1865, 1867, 1869, 1871, 1873, 1875, 1877, 1879.

Непiдкреслених чисел, кратних 13, немає, на 17 дiлиться число 1853, а на
19 – число 1843. Чисел, кратних 23 i 29, немає. Далi, на 31 дiлиться число
1829, а кратних 37 i 41 немає. I на 43 дiлиться число 1849. Пiдкреслюємо i
цi числа. Остаточно маємо:

1821, 1823, 1825, 1827, 1829, 1831, 1833, 1835, 1837, 1839,
1841, 1843, 1845, 1847, 1849, 1851, 1853, 1855, 1857, 1859,
1861, 1863, 1865, 1867, 1869, 1871, 1873, 1875, 1877, 1879.

Числа, що залишились непiдкресленими, є простими. Таким чином, прос-
тими числами, що мiстяться мiж числами 1820 i 1880 є: 1823, 1831, 1847,
1861, 1867, 1871, 1873, 1877, 1879.

Розробка процедур. Для перевiрки числа a на простоту використовується
команда isprime(a), результатом якої є true, якщо число просте, i false,
якщо складене. Створимо процедуру sieve для вiдшукання простих чисел
на промiжку [a, b]. В результатi виконання циклу for кожне число вiд a до b

пiдлягатиме перевiрцi на простоту: якщо число просте, то воно виводиться
на екран.
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sieve:=proc(a::posint,b::posint)
local d,i,r;
global q;
uses numtheory;

for i from a to b do
if isprime(i)=true then print(i) end if;

end do;
end proc:

Розв’язання в Maple. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
i застосовуємо команду sieve:
> sieve(1820,1880);

1823

1831

1847

1861

1867

1871

1873

1877

1879

Завдання 6. Знайти всi простi числа, якi мiстяться мiж числами:

6.1. 1200 i 1250.

6.2. 2020 i 2070.

6.3. 2202 i 2262.

6.4. 2905 i 2965.

6.5. 1808 i 1868.

6.6. 1470 i 1520.

6.7. 3015 i 3075.

6.8. 1300 i 1350.

6.9. 2034 i 2094.

6.10. 1907 i 1972.

6.11. 2412 i 2462.

6.12. 2813 i 2873.

6.13. 1314 i 1380.

6.14. 2031 i 2091.

6.15. 1458 i 1512.

6.16. 1011 i 1100.

6.17. 2354 i 2404.

6.18. 1400 i 1450.
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6.19. 2953 i 3003.

6.20. 2315 i 2375.

6.21. 1112 i 1172.

6.22. 2770 i 2823.

6.23. 1220 i 1280.

6.24. 2703 i 2783.

6.25. 1999 i 2061.

Приклад 7. Використовуючи канонiчнi розклади, знайти найбiльший
спiльний дiльник i найменше спiльне кратне чисел 3780 i 4950.

Розв’язання. Розкладемо кожне iз цих чисел на простi множники. Оскiльки
3780 = 2 · 1890, 1890 = 2 · 945, 945 = 3 · 315, 315 = 3 · 105, 105 = 3 · 35,
35 = 5 · 7, то 3780 = 2 · 2 · 3 · 3 · 3 · 5 · 7. Скорочено цей процес записують
наступним чином:

3780 2
1890 2
945 3
315 3
105 3
35 5
7 7
1

Аналогiчно знаходимо розклад числа 4950:

4950 2
2475 3
825 3
275 5
55 5
11 11
1

Канонiчнi розклади даних чисел мають вигляд:

3780 = 22 · 33 · 5 · 7,
4950 = 2 · 32 · 52 · 11,

а узагальненi канонiчнi розклади:

3780 = 22 · 33 · 51 · 71 · 110,
4950 = 21 · 32 · 52 · 70 · 111.
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За формулами (II.11)

(3780, 4950) = 21 · 32 · 51 · 70 · 110 = 90;

[3780, 4950] = 22 · 33 · 52 · 71 · 111 = 207900.

Зауваження. Шукаючи канонiчний розклад числа виду m · 10k, можна
спочатку знайти канонiчний розклад числа m i помножити отриманий ре-
зультат на 2k ·5k. В даному прикладi 3780 = 378·10. Оскiльки 378 = 2·33 ·7,
то 3780 = 2 · 33 · 7 · (2 · 5) = 22 · 33 · 5 · 7.
Розв’язання в Maple. Для перевiрки лише остаточного результату доста-
тньо використати команди igcd та ilcm (див. Приклад 4.1). Виконаємо по-
крокову перевiрку.

Для розкладу числа a на простi множники використовуються команди
ifactor(a) i ifactors(a). Перша з них повертає результат у виглядi добутку
степенiв простих чисел, друга – у виглядi списку простих чисел i показникiв
степенiв. Канонiчнi розклади kr1 i kr2 чисел 3780 i 4950 матимуть вигляд:
> with(numtheory):
> kr1:=ifactor(3780);

kr1 := (2)2 (3)3 (5) (7)

> kr2:=ifactor(4950);
kr2 := (2) (3)2 (5)2 (11)

Тепер, щоб знайти найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне кра-
тне чисел a i b, використовуємо не команду igcd(a,b), а бiльш загальну
команду gcd(a,b).

Причина в тому, що параметрами команди igcd мають бути цiлi числа, а вирази виду
(2)(3)2(5)2(11) система цiлим числом не вважає (це лише форма запису, такий вираз має
тип *):
> type(kr1,integer);

false

> whattype(kr1);
∗

Знаходимо канонiчнi розклади найбiльшого спiльного дiльника i най-
меншого спiльного кратного:
> gcd(kr1,kr2);

(2) (3)2 (5)

> lcm(kr1,kr2);
(2)2 (3)3 (7) (5)2 (11)
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Обчислимо отриманi добутки. Щоб не вводити самi добутки, застосуємо
нульарний оператор %%:
> expand(%%);

90

> expand(%%);
207900

Таким чином, (3780, 4950) = 90, [3780, 4950] = 207900.

Завдання 7. Використовуючи канонiчнi розклади, знайти найбiльший
спiльний дiльник i найменше спiльне кратне чисел a i b, якщо:

7.1. a = 5940, b = 3234.

7.2. a = 1960, b = 4550.

7.3. a = 7605, b = 728.

7.4. a = 10800, b = 9100.

7.5. a = 8064, b = 6480.

7.6. a = 8460, b = 26460.

7.7. a = 6762, b = 20475.

7.8. a = 7800, b = 20592.

7.9. a = 78624, b = 4900.

7.10. a = 10752, b = 5236.

7.11. a = 1728, b = 5880.

7.12. a = 84525, b = 2160.

7.13. a = 11424, b = 6175.

7.14. a = 4550, b = 6048.

7.15. a = 14553, b = 5508.

7.16. a = 5040, b = 29376.

7.17. a = 3024, b = 4480.

7.18. a = 3672, b = 218700.

7.19. a; = 1152, b = 5355.

7.20. a = 9702, b = 145800.

7.21. a = 15525, b = 6435.

7.22. a = 5376, b = 9216.

7.23. a = 5880, b = 14400.

7.24. a = 1848, b = 4704.

7.25. a = 58995, b = 2025.

4. Числовi функцiї

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Функцiю f(x) називають числовою, якщо вона визначена при всiх натуральних зна-
ченнях аргументу x.

Через τ(n) позначають числову функцiю, значення якої для будь-якого натураль-
ного числа n дорiвнює числу всiх його натуральних дiльникiв.
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Через σ(n) позначають числову функцiю, значення якої для будь-якого натураль-
ного числа n дорiвнює сумi всiх його натуральних дiльникiв.

Через φ(n) позначають числову функцiю, значення якої для будь-якого натурально-
го числа n дорiвнює кiлькостi натуральних чисел, взаємно простих з n, якi не перевищу-
ють n. Функцiю φ(n) називають функцiєю Ойлера.

Через [x] (читається „антьє вiд x”) позначають числову функцiю, значення якої для
будь-якого дiйсного числа x дорiвнює найбiльшому цiлому числу, що не перевищує x.
Функцiю [x] називають цiлою частиною вiд x.

Через {x} позначають числову функцiю, значення якої для будь-якого дiйсного чи-
сла x дорiвнює рiзницi x− [x]. Функцiя {x} називається дробовою частиною вiд x.

Числова функцiя f(n) називається мультиплiкативною, якщо:

1) для деякого натурального n0 f(n0) ̸= 0;
2) для довiльних натуральних взаємно простих n1 i n2 справедлива рiвнiсть:

f(n1 · n2) = f(n1) · f(n2).

Властивостi мультиплiкативних функцiй:

1. f(1) = 1.
2. Добуток мультиплiкативних функцiй є мультиплiкативною функцiєю.
3. Якщо n1, n2, ..., nk – попарно взаємно простi числа, то f(n1 · n2 · ... · nk) =

f(n1) · f(n2) · ... · f(nk).
4. Якщо n = pk11 pk22 ...pkss – канонiчна форма натурального числа n, то f(n) =

f(pk11 ) · f(pk22 ) · ... · f(pkss ).

Числовi функцiї τ(n), σ(n), φ(n) – мультиплiкативнi.
Якщо n = pk11 pk22 ...pkss – канонiчний розклад натурального числа n, то:

τ(n) = (k1 + 1)(k2 + 1)...(ks + 1), (II.13)

σ(n) =
pk1+1
1 − 1

p1 − 1
· p

k2+1
2 − 1

p2 − 1
· ... · p

ks+1
s − 1

ps − 1
, (II.14)

φ(n) = n
(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
...
(
1− 1

ps

)
=

=
(
pk11 − pk1−1

1

) (
pk22 − pk2−1

2

)
. . .
(
pkss − pks−1

s

)
. (II.15)

Зокрема, якщо p – просте число, k ∈ N, то φ(pk) = pk
(
1− 1

p

)
, φ(p) = p− 1.

Нехай x, y ∈ R, k ∈ Z, n ∈ N. Тодi:

1♯. [x+ k] = [x] + k.
2♯. [x+ y] > [x] + [y].
3♯. Якщо [x] = [y], то −1 < x− y < 1.
4♯. Якщо x > 0, то натуральних чисел, якi не перевищують x i дiляться на n, буде

рiвно
[
x
n

]
.

5♯.
[
[x]
n

]
=

[
x
n

]
.
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Показник k простого числа p, яке входить до канонiчного розкладу натурального числа
n!, обчислюється за формулою

k =

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+ ...+

[
n

ps

]
, де ps 6 n < ps+1. (II.16)

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 8.1. Знайти натуральне число n, якщо n має тiльки два рiзних
простих дiльники, τ(n) = 12, σ(n) = 504.

Розв’язання. Оскiльки число n має лише два рiзних простих дiльники, то
його канонiчний розклад має вигляд

n = pk11 p
k2
2 , де k1, k2 > 1.

Тодi k1 + 1 > 2, k2 + 1 > 2. За формулами (II.13) i (II.14) маємо:{
(k1 + 1)(k2 + 1) = 12,
p
k1+1
1 −1
p1−1 · p

k2+1
2 −1
p2−1 = 504.

(II.17)

Нехай k1 6 k2.
Спосiб I. Iз умов k1 + 1 > 2, k2 + 1 > 2 Можливi наступнi випадки:

1)
{

1 + k1 = 2,
1 + k2 = 6;

тобто
{

k1 = 1,
k2 = 5.

2)
{

1 + k1 = 3,
1 + k2 = 4;

тобто
{

k1 = 2,
k2 = 3.

Розглянемо їх.

Випадок 1):
{

k1 = 1,
k2 = 5.

. Пiдставимо цi значення в другу рiвнiсть си-

стеми (II.17). Маємо: p21−1
p1−1 ·

p62−1
p2−1 = 504 або пiсля спрощення:

(p1 + 1)(p52 + p42 + p32 + p22 + p2 + 1) = 504. (II.18)

Оскiльки p1 > 2, то вираз p52+p42+p32+p22+p2+1 > 25+24+23+22+2+1 = 63.
Тодi перший множник (p1 + 1) не перевищує числа

[
504
63

]
= 8. Знайдемо всi

можливi дiльники числа 504, якi не перевищують 8. Ними є: 2, 3, 4, 6, 7, 8.
Оскiльки p1 – просте число, то (p1 + 1) може набувати лише значень 3, 4,
6, 8, тобто p1 ∈ {2; 3; 5; 7}. Дослiдимо кожне iз значень.
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Нехай p1 = 2. Пiдставляючи в рiвнiсть (II.24), маємо:

p52 + p42 + p32 + p22 + p2 + 1 = 168

або
p2(p

4
2 + p32 + p22 + p2 + 1) = 167, (II.19)

звiдки p2| 167. Проте 167 – просте, тому рiвнiсть (II.19) можлива лише у
випадку p2 = 167, але тодi множник (p42 + p32 + p22 + p2 + 1) дорiвнює 1, що
неможливо.

Нехай p1 = 3. Iз рiвностi (II.24) маємо:

p52 + p42 + p32 + p22 + p2 + 1 = 126

або
p2(p

4
2 + p32 + p22 + p2 + 1) = 125.

Оскiльки p2 – простий дiльник числа 125, то це можливо лише у випадку{
p2 = 5,
p42 + p32 + p22 + p2 + 1 = 25.

Проте дана система несумiсна.
Нехай p1 = 5. Iз рiвностi (II.24) отримуємо:

p52 + p42 + p32 + p22 + p2 + 1 = 84

або
p2(p

4
2 + p32 + p22 + p2 + 1) = 83,

Оскiльки 83 – просте число i в добуток нетривiальних множникiв не роз-
кладається, то таке рiвняння розв’язкiв в простих числах не має.

Залишається розглянути випадок p1 = 7. Пiдставимо в рiвнiсть (II.24):

p52 + p42 + p32 + p22 + p2 + 1 = 63

або
p2(p

4
2 + p32 + p22 + p2 + 1) = 62. (II.20)

Число 62 має 2 простi дiльники: 2 i 31. Оскiльки, p2 < (p42+p32+p22+p2+1),
то рiвняння (II.20) має розв’язок (який є простим числом) лише тодi, коли{

p2 = 2,
p42 + p32 + p22 + p2 + 1 = 31.

Дана система сумiсна, отже, p2 = 2, p1 = 7, а шукане число n = 71 · 25.
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Тепер розглянемо випадок 2):
{

k1 = 2,
k2 = 3.

Пiдставимо цi значення в дру-

гу рiвнiсть системи (II.17). Маємо: p31−1
p1−1 ·

p42−1
p2−1 = 504 або пiсля спрощення:

(p21 + p1 + 1)(p32 + p22 + p2 + 1) = 504. (II.21)

Безпосередньо переконуємось, що p2 не може дорiвнювати 2. Отже, p2 > 3.
Але тодi p32 + p22 + p2 +1 > 33 +32 +3+ 1 = 40, звiдки перший множник не
може перевищувати числа

[
504
40

]
= 12. Отже,

p21 + p1 + 1 6 12.

Таким простим числом може бути лише число 2. Пiдставимо значення p1 =
2 в рiвнiсть (II.21). Матимемо: p32 + p22 + p2 + 1 = 72 або

p2(p
2
2 + p2 + 1) = 71. (II.22)

Оскiльки число 71 – просте, то, очевидно, рiвняння (II.22) розв’язкiв в
простих числах не має.

Всi випадки розглянуто. Єдиним числом, що задовольняє умову, є число
n = 7 · 25.

Спосiб II. Як ранiше було показано, n = pk11 p
k2
2 i справедливi формули

(II.17). Нехай 16k1 6k2. Тодi k1+1>2, k2+1>2. З умови (k1+1)(k2+1) =
12 випливає, що можливi такi випадки: k1+1 = 2, k2+1 = 6; або k1+1 = 3,
k2 + 1 = 4. Тодi: 1) k1 = 1, k2 = 5; 2) k1 = 2, k2 = 3.

Випадок 1): Нехай k1 = 1, k2 = 5. Пiдставимо цi значення в друге
рiвняння системи (II.17):

p21 − 1

p1 − 1
· p

6
2 − 1

p2 − 1
= 504

або пiсля спрощення:

(p1 + 1)(p52 + p42 + p32 + p22 + p2 + 1) = 504. (II.23)

Нехай p2 = 2. Тодi

p52 + p42 + p32 + p22 + p2 + 1 = 32 + 16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 63,

значить, p1 + 1 = 504 : 63 = 8. Звiдси p1 = 7. Таким чином, n = pk11 p
k2
2 =

71 · 25 = 224.
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Нехай p2 = 3. Тодi

p52 + p42 + p32 + p22 + p2 + 1 = 243 + 81 + 27 + 9 + 3 + 1 = 364.

Оскiльки 364 - 504, то p2 не може дорiвнювати 3.
Якщо p2 > 5, то

p52 + p42 + p32 + p22 + p2 + 1 > 55 + 54 + 53 + 52 + 5 + 1 > 504,

що неможливо.

Випадок 2): Нехай k1 = 2, k2 = 3. Тодi

p31 − 1

p1 − 1
· p

4
2 − 1

p2 − 1
= 504

або пiсля спрощення:

(p21 + p1 + 1)(p32 + p22 + p2 + 1) = 504. (II.24)

Якщо p2 = 2, то

p32 + p22 + p2 + 1 = 8 + 4 + 2 + 1 = 15.

Оскiльки 15 - 504, то p2 не може дорiвнювати 2.
Якщо p2 = 3, то p32 + p22 + p2 + 1 = 27 + 9 + 3 + 1 = 40 - 504;

якщо p2 = 5, то p32 + p22 + p2 + 1 = 125 + 25 + 5 + 1 = 156 - 504;
якщо p2 = 7, то p32 + p22 + p2 + 1 = 343 + 49 + 7 + 1 = 400 - 504.

Якщо p2 > 11, то

p32 + p22 + p2 + 1 > 113 + 112 + 11 + 1 > 504,

що неможливо.
Отже, єдиним числом, що задовольняє умову задачi, є число n = 224.

Розв’язання в Maple. Перевiримо, чи задовольняє умову n = 224. Знайдемо
τ(n) i σ(n):
> with(numtheory):
> tau(7*2^5);

12

> sigma(7*2^5);
504

Отже, число 224 задовольняє умову. Але чи немає iнших чисел, що за-
довольняють умову?
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Повторимо мiркування в Maple. Використаємо спосiб II розв’яза-
ння. Знайдемо натуральнi числа k1 i k2, що задовольняють умову
(k1 + 1)(k2 + 1) = 12. Для цього знаходимо всi натуральнi дiльники чи-
сла 12:
> with(numtheory): M:=divisors(12);

M := {1, 2, 3, 4, 6, 12}
Отже, k1 + 1 ∈ {1, 2, 3, 4, 6, 12}, k1 + 2 ∈ {1, 2, 3, 4, 6, 12}. Оскiльки чи-

сла k1 i k2 мають бути натуральними, то серед чисел M [i] цiєї множини
вибираємо такi, що M [i] > 2 i M [i] 6 11:
> for i from 1 to tau(12) do

if M[i]>=2 and M[i]<=11 then
k1:=M[i]-1; k2:=12/M[i]-1; print(k1,k2);
end if;

end do;
1, 5

2, 3

3, 2

5, 1

Нехай k1 6 k2. Тодi: 1) k1 = 1, k2 = 5; 2) k1 = 2, k2 = 3.
Випадок 1): k1 = 1, k2 = 5. Пiдставимо значення k1 i k2 в друге рiвняння

системи (II.17). Для зручностi позначимо частку p
k1+1
1 −1
p1−1 через s1, а частку

p
k2+1
2 −1
p2−1 через s2.

> k1:=1: k2:=5:
s1:=(p1^(k1+1)-1)/(p1-1):
s2:=(p2^(k2+1)-1)/(p2-1):
Знайдемо значення виразу s2 при p2 = 2, позначимо його через c2:

> c2:=subs({p2=2},s2);
c2 := 63

Знайдемо тепер розв’язки рiвняння s2 · c2 = 504 в цiлих числах:
> isolve(s1*c2=504);

{p1 = 7}
Отже, числа p1 = 7 i p2 = 2 задовольняють друге рiвняння системи

(II.17). Тодi
> n=7^(1)*2^(5);

n = 224

Перевiримо, чи немає iнших пар простих чисел p1 i p2, що задовольняють
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друге рiвняння системи (II.17). Пiдставимо замiсть p2 число 3 i подивимось,
чи має розв’язки в цiлих числах рiвняння s1 · c2 = 504:
> c2:=subs({p2=3},s2);

c2 := 364

> isolve(s1*c2=504);
Розв’язкiв немає. Далi пiдставляємо p2 = 5.

> c2:=subs({p2=5},s2);
c2 := 3906

В цьому випадку c2 = 3906 > 504. Зрозумiло, що в цьому випадку i далi
при p2 > 5 простих чисел p1, що задовольняють друге рiвняння системи
(II.17), не iснує.

Випадок 2: k1 = 2, k2 = 3. Повторюючи аналогiчнi мiркування, послi-
довно надаватимемо числу p2 значень 2, 3, 5, ... Важливо: бажано ввести
команду restart!
> restart:

k1:=2: k2:=3:
s1:=(p1^(k1+1)-1)/(p1-1):
s2:=(p2^(k2+1)-1)/(p2-1):

> c2:=subs({p2=2},s2); isolve(s1*c2=504);

c2 := 15

> c2:=subs({p2=3},s2); isolve(s1*c2=504);
c2 := 40

> c2:=subs({p2=5},s2); isolve(s1*c2=504);
c2 := 156

> c2:=subs({p2=7},s2); isolve(s1*c2=504);
c2 := 400

> c2:=subs({p2=11},s2); isolve(s1*c2=504);
c2 := 1464

Бачимо, що в жодному iз випадкiв рiвняння s1 · c2 = 504 не має розв’яз-
кiв в цiлих числах. При c2 = 1464 пiдстановку можна завершити. Отже,
єдиним числом, що задовольняє систему рiвнянь (II.17), є число n = 224.

Приклад 8.2. Знайти натуральне число n, якщо n – найменше натуральне
число, для якого τ(n) = 45.
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Розв’язання. Нехай n = pk11 p
k2
2 ...p

ks
s – канонiчний розклад числа n.

Тодi pi ̸= pj при i ̸= j. За формулою для числа τ(n) матимемо:
(k1 + 1)(k2 + 1)...(ks + 1) = 45. Оскiльки ki > 0 для всiх i ∈ 1, s, то

ki + 1 > 1 для всiх i ∈ 1, s. (II.25)

Не порушуючи загальностi, можна вважати, що k1 6 k2 6 ... 6 ks. Тодi

ki + 1 6 k2+ 6 ... 6 ks + 1. (II.26)

Розглянемо всi можливi розклади числа 45 в добуток натуральних чисел
ki + 1, що задовольняють умови (II.25) i (II.26).

Якщо множникiв лише s = 2, то такими розкладами є: 3 ·15 i 5 ·9. Якщо
множникiв s = 3, то такий розклад лише один: 3·3·5. Крiм того, можливий
випадок s = 1.

Розглянемо кожен iз випадкiв:
а) k1 + 1 = 3, k2 + 1 = 15, тодi k1 = 2, k2 = 14 i n = p21p

14
2 .

б) k1 + 1 = 5, k2 + 1 = 9, тодi k1 = 4, k2 = 8 i n = p41p
8
2.

в) k1 + 1 = 3, k2 + 1 = 3, k3 + 1 = 5, тодi k1 = 2, k2 = 2, k3 = 4 i
n = p21p

2
2p

4
3.

г) k1 + 1 = 45, тодi k1 = 44 n = p441 .
В кожному iз випадкiв знайдемо найменше натуральне число вiдповiд-

ного виду:
а) найменше натуральне число виду n = p21p

14
2 отримаємо при p2 = 2,

p1 = 3; отже, n = 32 · 214 = 147456;
б) найменше число виду n = p41p

8
2 матимемо при p2 = 2, p1 = 3; отже,

n = 34 · 28 = 20736;
в) найменше число виду n = p21p

2
2p

4
3 одержимо при p3 = 2, p1 = 3, p2 = 5;

отже, n = 32 · 52 · 24 = 3600;
г) найменше число виду n = p441 – це число n = 244;
Найменше серед чисел у випадках а)-г) – число 3600.

Розв’язання в Maple. За допомогою циклу перевiримо всi числа i вiд 1 до
100000. Оскiльки нас цiкавить лише найменше число i, для якого τ(i) =
45, то як тiльки таке число знайдене, процес перевiрки припиняємо (за
допомогою ключового слова break).
> for i from 1 to 100000 do

if tau(i)=45 then print(i); break; end if;
end do;
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3600

Число 3600 – найменше серед натуральних чисел, кiлькiсть дiльникiв якого
дорiвнює 45.

Приклад 8.3. Знайти натуральне число n, якщо n = 2x · 3y · 5z, причому
τ(n) = 60, τ(2n) = 75, τ(3n) = 80.

Розв’язання. Оскiльки 2n = 2x+1 · 3y · 5z, то τ(2n) = (x + 2)(y + 1)(z + 1);
аналогiчно, 5n = 2x ·3y ·5z+1, тому τ(5n) = (x+1)(y+1)(z+2). За умовою
матимемо систему рiвнянь:

(x+ 1)(y + 1)(z + 1) = 60,
(x+ 2)(y + 1)(z + 1) = 75,
(x+ 1)(y + 1)(z + 2) = 80.

(II.27)

Для її розв’язання домножимо обидвi частини 2-го рiвняння на (x + 1) i
обидвi частини 3-го рiвняння на (z + 1):

(x+ 1)(y + 1)(z + 1) = 60,
(x+ 1)(y + 1)(z + 1)(x+ 2) = 75(x+ 1),
(x+ 1)(y + 1)(z + 1)(z + 2) = 80(z + 2);

тодi, пiдставивши в 2-ге рiвняння замiсть (x + 1)(y + 1)(z + 1) число 60,
отримаємо: 60(x+2) = 75(x+1), звiдки x = 3, i, аналогiчно, з 3-го рiвняння
матимемо: 60(z + 2) = 80(z + 1), звiдки z = 2. Далi y + 1 = 60

(x+1)(z+1) =
60
4·3 = 5. Таким чином, n = 23 · 34 · 52 = 16200.
Розв’язання в Maple. Перевiримо, чи задовольняє умову отриманий розв’я-
зок:
> with(numtheory):

tau(16200); tau(2*16200); tau(5*16200);
60

75

80

Розв’яжемо систему рiвнянь (II.27) в Maple, щоб переконатись, що жо-
дного розв’язку не було втрачено. Для розв’язування систем рiвнянь ви-
користовується команда solve у форматi solve({eq1, eq2,...}, {x,y,...})
(див. §7 розд.I).
> solve({(x+1)*(y+1)*(z+1)=60,(x+2)*(y+1)*(z+1)=75,(x+1)*(y+1)*(z+2)=80},

{x,y,z});
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{x = 3, y = 4, z = 2}
Отже, система має єдиний розв’язок: x = 3, y = 4, z = 2, тодi шукане

число n = 23 · 34 · 52 = 16200.

Завдання 8. Знайти натуральне число n, якщо:

8.1. n дiлиться лише на два рiзних простих числа, τ(n) = 9, σ(n) = 403.

8.2. n ... 45 i τ(n) = 18.

8.3. n – найменше натуральне число, для якого τ(n) = 12.

8.4. n = 2x · 3y · 5z, τ(n) = 36, τ(2n) = 48, τ(3n) = 45.

8.5. n має лише два рiзних простих дiльники, τ(n) = 10, σ(n) = 186.

8.6. n ... 50 i τ(n) = 10.

8.7. n – найменше натуральне число, для якого τ(n) = 20.

8.8. n має тiльки два рiзних простих дiльники, τ(n) = 12, σ(n) = 195.

8.9. n дiлиться лише на два рiзних простих числа, τ(n) = 18, σ(n) = 2044.

8.10. n дiлиться на 2 i на 9, i має 14 дiльникiв.

8.11. n ... 40 i τ(n) = 15.

8.12. n = 3x · 5y · 7z, τ(n) = 24, τ(3n) = 36, τ(5n) = 32.

8.13. n має лише два рiзних простих дiльники, τ(n) = 8, σ(n) = 320.

8.14. n дiлиться лише на два рiзних простих числа, τ(n) = 6, σ(n) = 104.

8.15. n ... 54 i τ(n) = 14.

8.16. n має тiльки два рiзних простих дiльники, τ(n) = 10, σ(n) = 372.

8.17. n – найменше натуральне число, для якого τ(n) = 28.

8.18. n = 2x · 3y · 7z, τ(2n) = 24, τ(8n) = 36, τ(9n) = 36.

8.19. n має лише два рiзних простих дiльники, τ(n) = 6, σ(n) = 28.

8.20. n ... 63 i τ(n) = 10.



107

8.21. n дiлиться лише на два рiзних простих числа, τ(n) = 9, σ(n) = 91.

8.22. n має тiльки три рiзних простих дiльники, τ(n) = 8, σ(n) = 72.

8.23. n ... 56 i τ(n) = 21.

8.24. n – найменше натуральне число, для якого τ(n) = 18.

8.25. n має тiльки два рiзних простих дiльники, τ(n) = 6, σ(n) = 124.

Приклад 9.1. Знайти кiлькiсть натуральних чисел, якi меншi вiд числа
n = 624 i мають з ним найбiльший спiльний дiльник d = 13.

Розв’язання. Нехай x ∈ N таке, що x < 624 i (x, 624) = 13. За властивiстю
5◦ п.2 це можливо тодi i лише тодi, коли x = 13x1, 624 = 13·48, де (x1, 48) =
1, x1 < 48. Значить, чисел x iснує стiльки ж, скiльки чисел x1. Кiлькiсть
чисел x1 дорiвнює

φ(48) = φ(24 · 3) = φ(24)φ(3) = (24 − 23) · 2 = (16− 8) · 2 = 16,

де φ(n) – значення функцiї Ойлера для числа n.

Розв’язання в Maple. Нехай m – кiлькiсть чисел, якi меншi вiд числа
> n:=624;

n := 624

i мають з ним найбiльший спiльний дiльник
> d:=13;

d := 13

Для кожного iз чисел вiд 1 до n−1 перевiримо, чи має воно iз числом n
найбiльший спiльний дiльник d. До початку перевiрки надаємо m значення
0. Як тiльки число, що має iз n найбiльший спiльний дiльник, що дорiвнює
d, знайдено, збiльшуємо m на 1. В кiнцi перевiрки виводимо значення m
на екран:
> m:=0:

for i from 1 to n-1 do
if igcd(i,n)=d then m:=m+1; end if;

end do;
print(m);

16
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Отже, m = 16.
У випадку виявленої помилки перевiрте, чи правильно було виконано

обчислення:
> phi(48);

16

Приклад 9.2. Знайти кiлькiсть натуральних чисел, якi кратнi числу n =
624 i мiстяться мiж 106 i 107.

Розв’язання. Припустимо, що серед чисел вiд 1 до 106 включно чисел, кра-
тних 624, є k:

624, 2 · 624, . . . , k · 624,
де k · 624 – найбiльше з них. Тодi має мiсце нерiвнiсть k · 624 6 106 <
(k + 1) · 624 або

k 6 106

624
< k + 1.

Звiдки

k =

[
106

624

]
= 1602,

тобто серед чисел вiд 1 до 106 включно є 1602 числа, кратних 624.
Нехай l – кiлькiсть чисел, кратних 624, серед чисел вiд 1 до 107 включно.

Аналогiчно неважко показати, що

l =

[
107

624

]
= 16025.

Оскiльки 106
... 624, то чисел, кратних 624, в межах вiд 106 до 107 є l− k =

16025− 1602 = 14423.

Розв’язання в Maple. В цьому випадку цикл for також дозволяє легко зна-
йти потрiбну кiлькiсть: для кожного iз натуральних чисел вiд 106 до 107

перевiряємо, чи дiлиться воно на n, якщо так, то збiльшуємо лiчильник m
на 1.
> n:=624: m:=0:

for i from 10^6 to 10^7 do
if i mod n=0 then m:=m+1; end if;

end do;
print(m);

14423
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У випадку виявленої помилки перевiрте, чи правильно було виконано
обчислення. (Нагадаємо, що для вiдшукання цiлої частини дiйсного числа
n використовується команда floor(n), див. Приклад 1.)
> k:=floor(10^6/624);

1602

> l:=floor(10^7/624);
16025

> l-k;
14423

Приклад 9.3. Знайти кiлькiсть натуральних чисел, якi меншi вiд числа
n = 624 i не дiляться на жодне iз чисел 5 i 7.

Розв’язання. Чисел, кратних 5, серед чисел вiд 1 до 623 включно буде[
623
5

]
= 124, кратних 7 –

[
623
7

]
= 89. Серед цих 89 чисел є числа, кратнi

одночасно 5 i 7, тобто кратнi 35 (їх
[
623
35

]
= 17). Отже, чисел, кратних хоча

б одному iз чисел 5 або 7 є всього

124 + (89− 17) = 196.

А значить, чисел, якi не дiляться нi на 5, нi на 7, є

623− 196 = 427.

Розв’язання в Maple. Аналогiчно до попереднiх Прикладiв 9.1 i 9.2 вико-
ристаємо цикл for:
> n:=624: m:=0:

for i from 1 to n-1 do
if (i mod 5<>0) and (i mod 7 <>0) then m:=m+1; end if;

end do;
print(m);

427

Перевiрка промiжних обчислень виглядає наступним чином:
> with(numtheory):
> s1:=floor(623/5);

124

> s2:=floor(623/7);
89
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> s3:=floor(623/35);
17

> s1+(s2-s3);
196

> (n-1)-%;
427

Завдання 9. Знайти кiлькiсть натуральних чисел, якi:

а) меншi вiд числа n i мають з ним найбiльший спiльний дiльник d;
б) кратнi числу n i мiстяться мiж 105 i 106;
в) меншi вiд числа n i не дiляться на жодне iз чисел a i b.

9.1. n = 945, d = 15, a = 3, b = 7.

9.2. n = 882, d = 18, a = 5, b = 7.

9.3. n = 966, d = 21, a = 11, b = 3.

9.4. n = 1026, d = 19, a = 7, b = 5.

9.5. n = 918, d = 17, a = 7, b = 3.

9.6. n = 816, d = 24, a = 3, b = 11.

9.7. n = 903, d = 21, a = 5, b = 7.

9.8. n = 1003, d = 17, a = 7, b = 3.

9.9. n = 828, d = 18, a = 5, b = 11.

9.10. n = 767, d = 13, a = 5, b = 7.

9.11. n = 996, d = 12, a = 7, b = 3.

9.12. n = 819, d = 21, a = 13, b = 3.

9.13. n = 1392, d = 16, a = 3, b = 5.

9.14. n = 816, d = 17, a = 11, b = 5.

9.15. n = 1080, d = 15, a = 3, b = 7.

9.16. n = 874, d = 19, a = 5, b = 11.



111

9.17. n = 876, d = 13, a = 11, b = 3.

9.18. n = 1110, d = 15, a = 5, b = 13.

9.19. n = 1296, d = 18, a = 11, b = 5.

9.20. n = 817, d = 19, a = 3, b = 7.

9.21. n = 1008, d = 14, a = 7, b = 5.

9.22. n = 871, d = 13, a = 5, b = 3.

9.23. n = 1056, d = 22, a = 7, b = 11.

9.24. n = 833, d = 17, a = 3, b = 5.

9.25. n = 1104, d = 23, a = 11, b = 5.

Приклад 10. Знайти:

а) канонiчний розклад числа 48!;
б) скiлькома нулями закiнчується число 48!.

Розв’язання. а) До канонiчного розкладу числа 48! входять всi простi чи-
сла, що не перевищують 48, i лише вони. Для кожного iз цих чисел знайде-
мо показник, з яким воно входить до канонiчного розкладу числа 48!

За формулою (II.16) для числа p1 = 2 маємо:

k1 =

[
48

2

]
+

[
48

22

]
+

[
48

23

]
+

[
48

24

]
+

[
48

25

]
= 24 + 12 + 6 + 3 + 1 = 46.

Далi,

p2 = 3 k2 =
[
48
3

]
+
[
48
32

]
+
[
48
33

]
= 16 + 5 + 1 = 22;

p3 = 5 k3 =
[
48
5

]
+
[
48
52

]
= 9 + 1 = 10;

p4 = 7 k4 =
[
48
7

]
= 6;

p5 = 11 k5 =
[
48
11

]
= 4;

p7 = 13 k7 =
[
48
13

]
= 3;

p8 = 17 k8 =
[
48
17

]
= 2;

p9 = 19 k9 =
[
48
19

]
= 2;

p10 = 23 k10 =
[
48
23

]
= 2.

Для числа p11 = 29 показник дорiвнює 1, оскiльки серед множникiв добу-
тку 48! немає таких, що кратнi 29, окрiм самого числа 29. Аналогiчно для
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чисел 31, 37, 41, 43, 47. (Зауважимо, що показник, з яким входить число
11 до канонiчного розкладу числа 48!, можна знайти i наступним чином:
серед множникiв числа 48! на 11 дiляться лише числа 11, 22, 33, 44; при
цьому кожне з них не дiлиться на 112. Отже, показник k5 = 4.)

Таким чином, канонiчний розклад числа 48! має вигляд:

48! = 246 · 322 · 510 · 76 · 114 · 133 · 172 · 192 · 232 · 291 · 311 · 371 · 411 · 431 · 471.

б) Нехай s – кiлькiсть нулiв, якими закiнчується число 48!. Тодi 48! ... 10s

i s – максимальне iз невiд’ємних цiлих чисел iз даною умовою. Але тодi
48!

... 2s i 48! ... 5s, а значить, s – менше iз чисел k1 i k3:

s = min{k1, k3} = min{22, 10} = 10.

Отже, число 48! закiнчується 10-ма нулями.

Розв’язання в Maple. Для одержання канонiчного розкладу використовує-
мо команду ifactor:
> ifactor(48!);

(2)46 (3)22 (5)10 (7)6 (11)4 (13)3 (17)2 (19)2 (23)2 (29) (31) (37) (41) (43) (47)

Знайдемо число 48!
> 48!;
12413915592536072670862289047373375038521486354677760000000000

Це число закiнчується 10-ма нулями.

Завдання 10. Знайти:
а) канонiчний розклад числа n!;
б) кiлькiсть нулiв, якими закiнчується число n!, якщо:

10.1. n = 28.

10.2. n = 34.

10.3. n = 44.

10.4. n = 41.

10.5. n = 52.

10.6. n = 61.

10.7. n = 37.

10.8. n = 63.

10.9. n = 54.

10.10. n = 32.

10.11. n = 51.

10.12. n = 29.

10.13. n = 50.

10.14. n = 56.

10.15. n = 33.

10.16. n = 53.

10.17. n = 46.

10.18. n = 62.

10.19. n = 30.

10.20. n = 55.

10.21. n = 47.

10.22. n = 31.

10.23. n = 52.

10.24. n = 42.

10.25. n = 49.
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5. Конгруенцiї. Класи лишкiв.
Повна i зведена системи лишкiв за даним модулем

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай m – деяке натуральне число. Цiлi числi a i b називаються конгруентними за
модулем m, якщо (a− b)

... m. Пишуть

a ≡ b (modm) або a ≡ b (m) . (II.28)

Спiввiдношення (II.28) називають конгруенцiєю. Якщо числа a i b не є конгруентними
за модулем m, то пишуть a ̸≡ b (modm) або a ̸≡ b (m).

Теорема. Наступнi твердження еквiвалентнi:

1) цiлi числа a i b конгруентнi за модулем m: a ≡ b (modm);
2) цiлi числа a i b пов’язанi спiввiдношенням: a = b+mt, де t ∈ Z, m ∈ N;
3) двом цiлим числам a i b вiдповiдає одна й та сама остача r при дiленнi їх на

натуральне число m: a = mq + r, b = mq1 + r, де 0 6 r < m.

Властивостi конгруенцiй:

1. Конгруенцiї за одним i тим же модулем можна почленно додавати, вiднiмати,
перемножувати.

2. Доданок, що стоїть у якiй-небудь частинi конгруенцiї, можна переносити в iншу
частину, змiнивши знак на протилежний.

3. До обох частин конгруенцiї можна додати (або вiд обох частин конгруенцiї можна
вiдняти) одне й те саме цiле число.

4. До будь-якої iз частин конгруенцiї можна додати (або вiдняти) довiльне цiле чи-
сло, кратне модулю.

5. Обидвi частини конгруенцiї можна помножити на одне й те саме цiле число.
6. Обидвi частини конгруенцiї можна пiднести до одного й того самого натурального

степеня.
7. Обидвi частини конгруенцiї можна подiлити на їхнiй спiльний дiльник, взаємно

простий з модулем.
8. Обидвi частини конгруенцiї i модуль можна помножити на одне й те саме нату-

ральне число.
9. Обидвi частини конгруенцiї i модуль можна подiлити на будь-який їхнiй спiльний

натуральний дiльник.
10. Якщо конгруенцiя має мiсце за кiлькома модулями, то вона матиме мiсце i за

модулем, що дорiвнює їхньому найменшому спiльному кратному.
11. Якщо конгруенцiя має мiсце за модулем m, то вона матиме мiсце i за будь-яким

натуральним дiльником d цього модуля.
12. Якщо a ≡ b (modm), то (a,m) = (b,m).

Вiдношення конгруентностi „a i b конгруентнi за модулем m”, що задається форму-
лою a ≡ b (modm), є вiдношенням еквiвалентностi на множинi Z цiлих чисел. Нехай a
– деяке цiле число. Множину

K(m)
a = {x ∈ Z|x ≡ a (modm)}
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– всiх цiлих чисел x, конгруентних числу a за модулем m називають класом лишкiв
за модулем m, число a – представником даного класу, будь-який елемент x iз K

(m)
a –

лишком.

Властивостi класiв лишкiв:

1◦. Якщо b ∈ K
(m)
a , то K

(m)
b = K

(m)
a .

2◦. K
(m)
a = K

(m)
a+mt, де t ∈ Z.

3◦. K
(m)
a = K

(m)
r , де r – остача вiд дiлення a на m.

4◦. Для даного m ∈ N iснує рiвно m класiв лишкiв за модулем m:
K

(m)
0 , K(m)

1 ,..., K(m)
m−1.

5◦. Два цiлих числа a i b тодi i лише тодi належать до одного й того самого класу
K

(m)
r , коли при дiленнi їх на m отримуємо одну й ту саму остачу r, тобто коли

a ≡ b (modm).
6◦. Або K

(m)
a = K

(m)
b , або K

(m)
a ∩K

(m)
b = ∅ для будь-яких K

(m)
a i K(m)

b .
7◦. Для будь-якого m ∈ N, K(m)

0 ∪K
(m)
1 ∪ ... ∪K

(m)
m−1 = Z.

8◦. Якщо d > 1, то K
(m)
a = K

(dm)
a ∪K

(dm)
a+m ∪K

(dm)
a+2m ∪ ... ∪K

(dm)
a+(d−1)m.

Множина Zm =
{
K

(m)
0 , K

(m)
1 , . . . , K

(m)
m−1

}
всiх рiзних класiв лишкiв за модулем m

вiдносно операцiй додавання i множення, заданих наступним чином:

K(m)
a +K

(m)
b = K

(m)
a+b,

K(m)
a ·K(m)

b = K
(m)
a·b ;

є комутативним кiльцем з одиницею. При цьому:
1) якщо число m – складене, то Zm – кiльце з дiльниками нуля;
2) якщо число m – просте, то Zm – поле;
3) якщо m = 1, то Zm – нульове кiльце.

До класу K
(m)
a кiльця Zm iснує обернений клас

(
K

(m)
a

)−1

тодi i лише тодi, коли (a,m) =

1.
Нехай a i b – елементи кiльця K такi, що a ̸= 0, b ̸= 0, але a · b = 0. Тодi a називають

лiвим дiльником нуля, b – правим дiльником нуля кiльця, K називають кiльцем з дiль-
никами нуля. Якщо елемент a одночасно є i лiвим, i правим дiльником нуля кiльця K,
то його просто називають дiльником нуля кiльця K.

Повною системою лишкiв за модулем m (ПСЛ(m)) називається сукупнiсть
лишкiв x0, x1, . . . , xm−1, взятих по одному iз кожного класу K

(m)
0 , K(m)

1 , . . ., K(m)
m−1. Най-

частiше використовують:

- повну систему найменших невiд’ємних лишкiв: 0, 1, ...,m− 1.
- повну систему найменших додатних лишкiв: 1, 2, ...,m.
- повну систему абсолютно найменших лишкiв (iз кожного класу беруть найменший

за абсолютною величиною лишок).

Властивостi повної системи лишкiв:

1. Будь-яка сукупнiсть m цiлих чисел: x1, x2, . . . , xm, попарно не конгруентних за
модулем m, утворює повну систему лишкiв за модулем m.
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2. Нехай a, b ∈ Z, m ∈ N, причому (a,m) = 1. Тодi якщо числа x1, x2, . . . , xm утворю-
ють повну систему лишкiв за модулем m, то i числа ax1 + b, ax2 + b, . . . , axm + b
утворюють повну систему лишкiв за модулем m.

Клас лишкiв K
(m)
a називається взаємно простим iз модулем m, якщо (a,m) = 1.

Зведеною системою лишкiв за модулем m називається сукупнiсть φ(m) лишкiв,
взятих по одному iз кожного класу, взаємно простого iз модулем m.

Властивостi зведеної системи лишкiв:

1. Будь-яка сукупнiсть φ(m) цiлих чисел x1, x2, . . . , xφ(m), попарно не конгруентних
мiж собою за модулем m i взаємно простих iз m, утворює зведену систему лишкiв
за модулем m.

2. Нехай a ∈ Z, m ∈ N, причому (a,m) = 1. Тодi якщо числа x1, x2, . . . , xφ(m) утворю-
ють зведену систему лишкiв за модулем m, то i числа ax1, ax2, . . . , axφ(m) утворю-
ють зведену систему лишкiв за модулем m.

Множина Z∗
m класiв лишкiв за модулем m, взаємно простих iз m, утворює мульти-

плiкативну групу. Її називають мультиплiкативною групою кiльця Zm класiв лишкiв за
модулем m.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 11.1. Визначити, чи утворюють повну систему лишкiв за моду-
лем m = 7 числа

а) − 62, 108, −36, 21, 501, 96, 149;
б) − 62, 108, −36, 21, 501, 96;
в) − 62, 8, −36, 21, 501, 96, 149?

Розв’язання. Щоб визначити, чи є деяка система чисел a1, a2, . . . , as повною
системою лишкiв за модулем m, треба:

1) перевiрити, чи чисел є m (тобто чи s = m);
2) перевiрити, чи всi вони мiж собою попарно неконгруентнi за модулем

m: для цього замiнимо кожне iз чисел сукупностi на конгруентний
йому найменший невiд’ємний лишок iз того ж самого класу лишкiв за
модулем m, що й дане число (це неважко зробити, знайшовши остачу
вiд дiлення заданого числа на модуль m). Вiдповiдно до властивостi
5◦, числа заданої системи є попарно неконгруентнi за модулем тодi i
лише тодi, коли всi отриманi остачi рiзнi.

а) В розглядуваному прикладi маємо:

1) чисел у системi є 7;
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2) −62 ≡ 1 (mod 7) , 501 ≡ 4 (mod 7) ,

108 ≡ 3 (mod 7) , 96 ≡ 5 (mod 7) ,

−36 ≡ 6 (mod 7) , 149 ≡ 2 (mod 7) ,

21 ≡ 0 (mod 7) ,

Дiстали нову сукупнiсть чисел: 1, 3, 6, 0, 4, 5, 2. Оскiльки всi числа рiзнi, то
задана сукупнiсть чисел утворює повну систему лишкiв за модулем m = 7.

б) В заданiй сукупностi чисел не 7, а 6, а отже, задана сукупнiсть чисел
не утворює ПСЛ(7).

в) В данiй сукупностi чисел є 7, але серед чисел є попарно конгруентнi
за модулем 7 (дiйсно, −62 ≡ 1 (mod 7) i 8 ≡ 1 (mod 7), значить, −62 ≡
8 (mod 7)), а отже, задана сукупнiсть чисел не утворює ПСЛ(7).
Розробка процедур. Спецiальної команди для перевiрки, чи утворює су-
купнiсть чисел повну систему лишкiв в Maple не передбачено. Створимо
процедуру psl(A,m), яка визначатиме, чи утворюють числа множини A
ПСЛ(m).

В данiй процедурi спочатку перевiряється, чи чисел є m (#1). Якщо
так, то s набуває значення 0; в iншому випадку з’являється повiдомле-
ння false. Далi перевiряється конгруентнiсть введених чисел за модулем
m (#2). Якщо якась пара чисел конгруентна за модулем m, то число s

збiльшується на 1 (Умова A[i] ≡ A[j] (mod m) замiнена на еквiвалентну
A[i]−A[j] ≡ 0 (mod m)). В результатi, якщо s залишається рiвним 0, то за-
данi числа утворюють ПСЛ(m) (true), якщо s ̸= 0, то заданi числа ПСЛ(m)
не утворюють (false).

psl:=proc(A::set,m::integer)
local n,s,i,j;
uses numtheory;

n:=nops(A);
if n=m then s:=0; #1

for i from 1 to n-1 do #2
for j from i+1 to n do

if A[i]-A[j] mod m =0 then s:=s+1; end if;
end do;

end do;
if s=0 then return true; else return false end if;

else return false;
end if;

end proc:

Розв’язання в Maple. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
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задаємо множину чисел A:
> A:={-62,108,-36,21,501,96,149}:

i застосовуємо команду psl:
> psl(A,7);

true

> A:={-62,108,-36,21,501,96}:
> psl(A,7);

false

> A:={-62,8,-36,21,501,96,149}:
> psl(A,7);

false

Приклад 11.2. Визначити, чи утворюють зведену систему лишкiв за мо-
дулем m числа

а) − 4, 2, 8, 4, m = 5;
б) 13, 919, 26, 38, 167, −66, m = 9?

Розв’язання. Щоб визначити, чи є деяка система чисел зведеною системою
лишкiв за модулем m, треба:

1) перевiрити, чи чисел є φ(m);
2) перевiрити, чи всi вони мiж собою попарно не конгруентнi за модулем

m;
3) перевiрити, чи всi вони взаємно простi iз m.

При цьому доцiльно замiнити кожне iз чисел сукупностi конгруентним йо-
му найменшим невiд’ємним лишком iз того ж самого класу лишкiв за моду-
лем m, що й дане число.

а) В даному випадку маємо:
1) чисел у системi є φ(5) = 4.
2) Замiнимо кожне iз чисел заданої сукупностi на конгруентний йому

найменший невiд’ємний лишок за модулем 5:

−4 ≡ 1 (mod 9) ,

8 ≡ 3 (mod 9) .

Отримали нову сукупнiсть чисел 1, 2, 3, 4. Всi числа даної сукупностi по-
парно не конгруентнi за модулем 5 (оскiльки всi вони рiзнi).
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3) Число взаємно просте iз модулем m тодi i лише тодi, коли взаємно
простим iз m є найменший невiд’ємний лишок за модулем m. Оскiльки
всi числа сукупностi 1, 2, 3, 4 взаємно простi iз m, то i всi числа заданої
сукупностi також взаємно простi iз m.

Таким чином, сукупнiсть чисел −4, 2, 8, 4 утворює ЗСЛ(5).
б) В розглядуваному прикладi маємо:

1) чисел у системi є φ(9) = φ(32) = 9(1− 1
3) = 6.

2)
13 ≡ 4 (mod 9) , 38 ≡ 2 (mod 9) ,

919 ≡ 1 (mod 9) , 167 ≡ 5 (mod 9) ,

26 ≡ 8 (mod 9) , −66 ≡ 6 (mod 9) .

Дiстали нову сукупнiсть чисел: 4, 1, 8, 2, 5, 6. Всi числа цiєї сукупностi по-
парно не конгруентнi, оскiльки всi вони рiзнi. Проте число 6 не взаємно про-
сте iз модулем m = 9, тому отримана сукупнiсть зведеної системи лишкiв
не утворює. А це означає, що i задана сукупнiсть чисел зведеної системи
лишкiв не утворює.
Розробка процедур. Створюємо процедуру zsl, аналогiчну до процедури psl.
В ходi процедури вiдбувається перевiрка:

#1: Чи є в системi чисел φ(m);
#2: чи є числа A[i] iз множини A взаємнопростi iз модулем m;
#2: чи є числа A[i] i A[j] iз множини A попарно не конгруентнi за мо-

дулем m (для всiх i ∈ 1, n− 1, j ∈ i+ 1, n);

zsl:=proc(A::set,m::integer)
local n,i,s,j;
uses numtheory;

n:=nops(A):
if n=phi(m) then #1

for i from 1 to n do
if igcd(A[i],m)=1 then s:=0; #2

for i from 1 to n-1 do #3
for j from i+1 to n do

if A[i]-A[j] mod m =0 then s:=s+1; end if;
end do;

end do;
end if;

end do;
if s=0 then return true; else return false end if;

else return false;
end if;

end proc:
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Розв’язання в Maple. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

задаємо множину чисел A i застосовуємо команду zsl:
> A:={-4,2,8,4};

zsl(A,5);
A := {−4, 2, 4, 8}

true

Аналогiчно для б):
> A:={13,919,-26,38,167,-66};

zsl(A,9);
A := {−66, −26, 13, 38, 167, 919}

false

Завдання 11. Визначити, чи утворюють: а) повну; б) зведену
систему лишкiв за модулем m числа:

11.1. а) 597,−197, 250,−319, 151, 56,−59, 202, якщо m = 8;

б) −32,−13, 38, 29, 37, 49, 11, 61, якщо m = 15.

11.2. а) 930, 101,−18, 28,−109, 40,−22,−2, 15, якщо m = 9;

б) 41, 47, 37,−41, якщо m = 12.

11.3. а) 45, 515, 5,−104, 106, 63, 481,−177, якщо m = 7;

б) −23,−505,−29, 417, якщо m = 12.

11.4. а) 3, 124, 128,−19, 37, 28,−109, 40,−22,−2, 15, якщо m = 11;

б) 137,−205, 280, 77, якщо m = 8.

11.5. а) 7, 16, 10,−11,−55,−29, 35, 27, 36, 14, 19, 23, якщо m = 12;

б) 27, 77, 119,−2, 16,−109, якщо m = 9.

11.6. а) 930, 111,−27, 37,−100, 40,−22,−2, 15, якщо m = 9;

б) 43, 69, 49,−139, якщо m = 12.

11.7. а) 776, 731,−75, 172, 392, 158, 144,−62, якщо m = 8;

б) 216,−15,−712, 14, 23, якщо m = 10.

11.8. а) 568,−125, 349, 161, 184, 109, 431, якщо m = 7;

б) 155,−131, 39,−71, якщо m = 8.
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11.9. а) 19, 40,−94, 2,−414, 119,−24, 116, 60, якщо m = 9;
б) 71,−5, 99, 69, якщо m = 10.

11.10. а) −55, 82, 390,−104, 15,−765, 416, 651, 428, якщо m = 9;
б) 119,−31, 11,−5, якщо m = 12.

11.11. а) 56, 466, 62, 31,−462, 13,−86, 115,−32, 147,−288, якщо m = 11;
б) −232, 41, 2,−41, 5, якщо m = 12.

11.12. а) −181,−259, 17,−16, 533, 282,−3, 42, якщо m = 8;
б) 2311,−51, 237, 523,−411, якщо m = 10.

11.13. а) 379,−95, 238, 289,−448, 40, 25, якщо m = 7;
б) −122, 58,−504, 522, 17, 3,−5, якщо m = 9.

11.14. а) 126, 21,−191,−274, 205, 460, 206, 69, 364, якщо m = 9;
б) 48, 397,−21,−487, якщо m = 8.

11.15. а) 138, 57,−173, 21, 1,−180, 80,−30, якщо m = 8;
б) −71, 231, 53,−709, якщо m = 12.

11.16. а) 30, 4,−88, 195, 12,−36, 360, 83,−135, якщо m = 9;
б) 7,−85, 65,−5, якщо m = 12.

11.17. а) −71, 213, 15, 299,−504, 49, 102, якщо m = 7;
б) −189, 37, 113, 661, якщо m = 8.

11.18. а) 23,−741, 50, 5,−572, 210, 8, якщо m = 7;
б) 21,−14, 573,−101,−12, 14, якщо m = 9.

11.19. а) 234,−471, 21,−36, 544,−3, 11, 24, 1, 23,−15,−44, 6, якщо m = 12;
б) 369,−31, 45, 127, якщо m = 8.

11.20. а) 596,−431, 338, 1000,−70, 134,−681, якщо m = 7;
б) 11,−65,−151, 3, якщо m = 12.

11.21. а) 345, 21,−127,−46, 105, 13, 307,−20, 103, якщо m = 9;
б) 234,−15, 233,−27, 17, якщо m = 10.

11.22. а) −6, 109,−334, 85, 29, 234, 311, 78,−86, якщо m = 9;
б) 139,−59, 3, 17,−161, якщо m = 12.
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11.23. а) 17, 296,−514,−55, 82, 645, 233, 61, якщо m = 8;

б) 261,−302, 49,−21, 54,−31, якщо m = 9.

11.24. а) −21, 121, 587, 75, 77, 106,−24,−75, 60, 70, 266, якщо m = 11;

б) 113, 79,−5,−363, якщо m = 8.

11.25. а) 350,−480, 12, 90, 88, 361, 342, якщо m = 7;

б) −133,−301, 255,−433, якщо m = 12.

Приклад 12. У кiльцi класiв лишкiв за модулем 20 знайти:
а) усi дiльники одиницi;
б) усi дiльники нуля;
в) клас, протилежний до класу K

(20)
6 ;

г) клас, обернений до класу K
(20)
7 .

Розв’язання. а) Дiльником одиницi в кiльцi класiв лишкiв за модулем m =

20 є кожен клас K
(20)
a такий, що (a, 20) = 1. Тому дiльниками одиницi є

класи: K(20)
1 , K(20)

3 , K(20)
7 , K(20)

9 , K(20)
11 , K(20)

13 , K(20)
17 , K(20)

19 .
б) Дiльником нуля в кiльцi класiв лишкiв за модулем m = 20 є кожен

ненульовий клас K
(20)
a , для якого знайдеться такий клас K

(20)
x ̸= K

(20)
0 , що

K
(20)
a K

(20)
x = K

(20)
0 , тобто такий клас K

(20)
x , що ax

... 20, де 1 6 a, x 6 19.
Тому, фактично, дiльниками нуля є всi такi класи K

(20)
a , що (a, 20) ̸= 1.

Отже, дiльниками нуля є класи: K(20)
2 , K(20)

4 , K(20)
5 , K(20)

6 , K(20)
8 , K(20)

10 , K(20)
12 ,

K
(20)
14 , K(20)

15 , K(20)
16 , K(20)

18 .
Зауваження. Узагальнюючи мiркування п.б), неважко показати, що для
довiльного m ∈ N дiльниками нуля в кiльцi Zm класiв лишкiв за модулем
m є всi елементи, вiдмiннi вiд дiльникiв одиницi i самого нуля.

в) Знайдемо такий клас K
(20)
x , що K

(20)
6 + K

(20)
x = K

(20)
0 . Оскiльки

K
(20)
6 + K

(20)
x = K

(20)
6+x, то потрiбно знайти таке цiле число x, 0 6 x < 20,

що (6 + x)
... 20. Легко бачити, що одним iз таких чисел є x = 14. Отже,

−K
(20)
6 = K

(20)
14 .

г) Спосiб I. Оскiльки (a,m) = (7, 20) = 1, то клас лишкiв, обернений
до класу K

(20)
7 , iснує. Знайдемо цiлi числа u i v такi, що 7u + 20v = 1.

Скористаємось для цього алгоритмом Евклiда.
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a = 20 7 = b
14 2

b = 7 6= r1
6 1

r1 = 6 1= r2
6 6
0

Запишемо отриманi рiвностi:
a = 2b+ r1,

b = r1 + 1.
Маємо: r1 = a− 2b,

1 = b− r1 = b− (a− 2b) = 3b− a = 3 · 7− 20 · 1 = 7 · 3 + 20 · (−1).

Звiдси випливає, що 7 · 3 ≡ 1 (mod 20), тодi K
(20)
7·3 = K

(20)
1 , значить,

K
(20)
7 · K(20)

3 = K
(20)
1 . Отже, оберненим до класу K

(20)
7 є клас K

(20)
3 , тоб-

то (K
(20)
7 )−1 = K

(20)
3 .

Спосiб II. Клас K(m)
u , обернений до класу K

(m)
a , можна iнодi легко знайти

усно, пiдбираючи таке цiле число u, щоб добуток au при дiленнi на m давав
остачу 1. Так, для класу K

(20)
7 класи K

(20)
5 , K(20)

7 , K(20)
9 , K(20)

11 , K(20)
13 , K(20)

17 ,
K

(20)
19 оберненими не можуть бути, оскiльки числа 7 · 5 = 35, 7 · 7 = 49,

7 · 9 = 63, 7 · 11 = 66, 7 · 13 = 91, 7 · 17 = 119, 7 · 19 = 133 при дiленнi
на 20 дають остачу 15, 9, 3, 17, 11 вiдповiдно (а не 1). Зрозумiло також, що
дiльники нуля випробовувати теж не потрiбно (оскiльки вони не можуть
бути дiльниками одиницi). Натомiсть остача при дiленнi на m = 20 числа
7 · 3 = 21 дорiвнює 1, тому (K

(20)
7 )−1 = K

(20)
3 .

Спосiб III. Нехай K
(20)
y · K(20)

7 = K
(20)
1 , звiдки K

(20)
7y = K

(20)
1 . Тодi

7y ≡ 1 (mod 20). Помiчаємо, що y = 3 задовольняє дану конгруенцiю. От-
же, (K(20)

7 )−1 = K
(20)
3 .

Розробка процедур. Для створення процедур diln1Z i diln0Z, за допомо-
гою яких здiйснюватиметься пошук дiльникiв одиницi i дiльникiв нуля в
кiльцi Zm класiв лишкiв за модулем m, використаємо той факт, що дiль-
ником одиницi в кiльцi Zm є кожен клас K

(m)
a такий, що (a,m) = 1, а

дiльником нуля – кожен такий клас K
(m)
a , a ̸= 0, що (a,m) ̸= 1. В процесi

виконання даних процедур для всiх чисел i вiд 0 до m− 1 (вiд 1 до m− 1
вiдповiдно) знаходимо найбiльший спiльний дiльник чисел i та m, перевi-
ряємо, чи виконується умова (i,m) = 1 ((i,m) ̸= 1 вiдповiдно), якщо умова
виконується, число виводиться на екран.
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Процедура diln1Z:

diln1Z:=proc(m::integer)
local i;
uses numtheory;

for i from 0 to m-1 do
if igcd(i,m)=1 then print(i); end if;

end do;
end proc:

Процедура diln0Z:

diln0Z:=proc(m::integer)
local i;
uses numtheory;

for i from 0 to m-1 do
if igcd(i,m)<>1 then print(i); end if;

end do;
end proc:

Розв’язання в Maple. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
а) Дiльники одиницi кiльця Z20 знаходимо, застосовуючи команду diln1Z:

> diln1Z(20);
1

3

7

9

11

13

17

19

Отже, дiльниками одиницi в Z20 є класи: K(20)
1 , K(20)

3 , K(20)
7 , K(20)

9 , K(20)
11 ,

K
(20)
13 , K(20)

17 , K(20)
19 .

б) Дiльники нуля кiльця Z20 знаходимо за допомогою команди diln0Z:
> diln0Z(20);

2

4

5

6
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8

10

12

14

15

16

18

Отже, дiльниками нуля в Z20 є класи: K(20)
2 , K(20)

4 , K(20)
5 , K(20)

6 , K(20)
8 , K(20)

10 ,
K

(20)
12 , K(20)

14 , K(20)
15 , K(20)

16 , K(20)
18 .

в) Клас, протилежний до класу K
(m)
a , легко знайти наступним чином:

-a mod m. Маємо:
> -6 mod 20;

14

Отже, протилежним до класу K
(20)
6 є клас K

(20)
14 .

г) Аналогiчно, як i в пунктi в), клас, обернений до класу K
(m)
a , можна

легко знайти, вводячи: aˆ (-1) mod m. Маємо:
> 7^(-1) mod 20;

3

Отже, оберненим до класу K
(20)
7 є клас K

(20)
3 .

Зауваження 1. У випадку, коли до класу K
(m)
a оберненого не iснує (тобто коли цей клас

не є дiльником одиницi в Zm) з’являється вiдповiдне повiдомлення:
> 2^(-1) mod 20;

Error, the modular inverse does not exist

(Помилка, обернене за модулем число не iснує)

Завдання 12. Знайти в кiльцi класiв лишкiв:
а) за модулем m1 усi дiльники одиницi;
б) за модулем m2 усi дiльники нуля;
в) за модулем m3 клас, протилежний до класу K

(m)
b ;

г) за модулем m3 клас, обернений до класу K
(m)
a .

12.1. m1 = 32; m2 = 15; m3 = 180;
b = 126; a = 133.

12.2. m1 = 18; m2 = 22; m3 = 324;
b = 211; a = 127.

12.3. m1 = 28; m2 = 24; m3 = 448;
b = 301; a = 149.

12.4. m1 = 42; m2 = 30; m3 = 256;
b = 248; a = 103.
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12.5. m1 = 24; m2 = 21; m3 = 156;
b = 53; a = 29.

12.6. m1 = 27; m2 = 29; m3 = 625;
b = 202; a = 611.

12.7. m1 = 40; m2 = 12; m3 = 96;
b = 44; a = 23.

12.8. m1 = 16; m2 = 15; m3 = 144;
b = 75; a = 81.

12.9. m1 = 12; m2 = 14; m3 = 500;
b = 61; a = 33.

12.10. m1 = 27; m2 = 35; m3 = 150;
b = 83; a = 119.

12.11. m1 = 26; m2 = 21; m3 = 324;
b = 105; a = 55.

12.12. m1 = 24; m2 = 25; m3 = 84;
b = 62; a = 61.

12.13. m1 = 14; m2 = 18; m3 = 168;
b = 54; a = 97.

12.14. m1 = 32; m2 = 10; m3 = 225;
b = 41; a = 77.

12.15. m1 = 16; m2 = 26; m3 = 384;
b = 111; a = 151.

12.16. m1 = 21; m2 = 12; m3 = 420;
b = 203; a = 143.

12.17. m1 = 24; m2 = 15; m3 = 240;
b = 13; a = 91.

12.18. m1 = 28; m2 = 38; m3 = 185;
b = 97; a = 131.

12.19. m1 = 22; m2 = 14; m3 = 112;
b = 44; a = 103.

12.20. m1 = 8; m2 = 49; m3 = 546;
b = 213; a = 263.

12.21. m1 = 16; m2 = 22; m3 = 620;
b = 124; a = 587.

12.22. m1 = 32; m2 = 21; m3 = 460;
b = 222; a = 77.

12.23. m1 = 12; m2 = 25; m3 = 524;
b = 494; a = 311.

12.24. m1 = 22; m2 = 16; m3 = 480;
b = 317; a = 91.

12.25. m1 = 18; m2 = 35; m3 = 256;
b = 141; a = 167.

6. Теореми Ойлера i Ферма

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай a – довiльне цiле число.

Теорема (Ойлера). Якщо m > 1, причому (a,m) = 1, то aφ(m) ≡ 1 (modm) .

Теорема (Ферма). Для будь-якого простого p такого, що (a, p) = 1,

ap−1 ≡ 1 (mod p) .

Наслiдок. Якщо p – просте число, то ap ≡ a (mod p).
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ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 13.1. Знайти остачу вiд дiлення:
а) 2322009 на 63; б) 4622012 на 360.

Розв’язання. За означенням, цiле число r є остачею вiд дiлення числа as

на число m > 0, якщо виконуються умови: as = mq + r i 0 6 r < m для
деякого q ∈ Z. В силу теореми п.5, данi умови еквiвалентнi наступним:

as ≡ r (modm) i 0 6 r < m.

а) Необхiдно знайти число r таке, що 2322009 ≡ r (mod 63), де 0 6 r < 63.
Оскiльки 232 ≡ 43 (mod 63), то, в силу властивостi 6 конгруенцiй (див. п.5)
2322009 ≡ 432009 (mod 63), звiдки r ≡ 432009 (mod 63).

Оскiльки (43, 63) = 1, то, за теоремою Ойлера, 43φ(63) ≡ 1 (mod 63).
Враховуючи, що φ(63) = φ(32 · 7) = φ(32) · φ(7) = (32 − 3)(7 − 1) = 36,
маємо: 4336 ≡ 1 (mod 63).

Подiлимо число 2009 на число φ(63) = 36 з остачею: 2009 = 36 · 55+ 29.
Тодi

r ≡ 432009 (mod 63) ≡ 4336·55+29 (mod 63) ≡ (4336)55 · 4329 (mod 63) ≡
≡ 1 · 4329 (mod 63) .

Враховуючи, що 43 ≡ −20 (mod 63), далi матимемо:

r ≡ (−20)29 (mod 63) ≡ −2029 (mod 63) ≡ −
(
203
)9 · 202 (mod 63) ≡

≡ −(−1) · 202 (mod 63) ≡ 22 (mod63)

(оскiльки 203 ≡ −1 (mod 63)).
Отже, остача вiд дiлення числа 2322009 на число 63 дорiвнює 22.
б) Дана задача еквiвалентна наступнiй: знайти число r таке, що

4622012 ≡ r (mod 360) i 0 6 r < 360.

З огляду на те, що 462 ≡ 102 (mod 360), за властивiстю 6 конгруенцiй (п.5),
маємо: 4622012 ≡ 1022012 (mod 360), значить,

r ≡ 1022012 (mod 360) . (II.29)

Оскiльки (102, 360) ̸= 1, то застосувати теорему Ойлера не можна. Зна-
йдемо найбiльший спiльний дiльник чисел 1022012 i 360. Оскiльки

1022012 = (2 · 3 · 17)2012 = 22012 · 32012 · 172012, 360 = 23 · 32 · 5;
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то (1022012, 360) = 23 ·32. За властивiстю 12 конгруенцiй (п.5), iз конгруенцiї
(II.29) випливає, що (r, 360) = (1022012, 360) = 23 · 32 = 72, а значить,
r = 72 · r1, де r1 ∈ Z. Вiдмiтимо також: iз умови 0 6 r < 360 випливає, що

0 6 r1 < 5. (II.30)

Отримуємо:
72r1 ≡ 1022012 (mod 360)

або
23 · 32 · r1 ≡ 22012 · 32012 · 172012

(
mod 23 · 32 · 5

)
.

Iз урахуванням властивостi 9 конгруенцiй (п.5), подiлимо обидвi частини i
модуль даної конгруенцiї на число 23 · 32. Маємо:

r1 ≡ 22009 · 32010 · 172012 (mod 5) .

Оскiльки 3 ≡ −2 (mod 5), 17 ≡ 2 (mod 5), то

r1 ≡ 22009 · (−2)2010 · 22012 (mod 5) ≡ 26031 (mod 5) .

Враховуючи, що (2, 5) = 1, за теоремою Ферма, отримуємо: 24 ≡ 1 (mod 5).
Тодi

r1 ≡ 26031 (mod 5) ≡ 24·1507+3 (mod 5) ≡
(
24
)1507 · 23 (mod 5) ≡
≡ 1 · 23 (mod 5) ≡ 3 (mod 5) .

Число 3 задовольняє умову (II.30), отже, r1 = 3. Тодi r = 72 · r1 = 72 · 3 =
216.

Отже, остача вiд дiлення числа 4622012 на число 360 дорiвнює 216.

Розв’язання в Maple. Остачу вiд дiлення числа a на число b знаходимо,
використовуючи оператор mod. Вiдмiтимо, що при обчисленнi остач вiд
дiлення числа as на m, коли s – досить велике число, доцiльнiше вводити
вираз у виглядi a& ˆ s mod m. Якщо вираз ввести у форматi aˆ s mod m,
то спочатку програма обчислює значення степеня, а лише потiм знаходить
остачу. Для високих степенiв це призводить до значних затрат часу.
> 232&^2009 mod 63;

22

> 462&^2012 mod 360;
216
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Приклад 13.2. Знайти останню цифру числа 1327546.

Розв’язання. Остання цифра натурального числа a дорiвнює остачi вiд дi-
лення a на 10. Тому необхiдно знайти таке цiле число r, що

1327546 ≡ r (mod 10) i 0 6 r < 10.

З огляду на те, що 1327 ≡ 7 (mod 10), маємо: 1327546 ≡ 7546 (mod 10),
звiдки r ≡ 7546 (mod 10).

Оскiльки (7, 10) = 1, можемо застосувати теорему Ойлера: 7φ(10) ≡
1 (mod 10), тобто 74 ≡ 1 (mod 10). Тодi

r ≡ 7546 (mod 10) ≡ 74·136+2 (mod 10) ≡
(
74
)136 · 72 (mod 10) ≡

≡ 72 (mod 10) ≡ 49 (mod 10) ≡ 9 (mod 10) .

Таким чином, остання цифра 1327546 числа дорiвнює 9.
Розв’язання в Maple. Знаходимо остачу вiд дiлення заданого числа на 10:
> 1327&^546 mod 10;

9

Приклад 13.3. Знайти останнi двi цифри числа 1956659.

Розв’язання. Необхiдно знайти таке цiле число r, що 1956659 = 100 · q + r

i 0 6 r < 100, де q ∈ Z. Це означає, що число r повинно задовольняти
умови:

1956659 ≡ r (mod 100) i 0 6 r < 100.

З огляду на те, що 1956 ≡ 56 (mod 100), за властивiстю 6 конгруенцiй
(п.5), маємо: 1956659 ≡ 56659 (mod 100). Тому

r ≡ 56659 (mod 100) . (II.31)

Знайдемо найбiльший спiльний дiльник чисел 56659 i 100. Оскiльки

56659 = (23 · 7)659 = 21977 · 7659, 100 = 22 · 52;

то (56659, 100) = 22 = 4. В силу властивостi 12 конгруенцiй (п.5), iз (II.31)
випливає, що (r, 100) = (56659, 100) = 4, а значить, r = 4r1, де r1 ∈ Z,
0 6 r1 < 25. Тодi

4r1 ≡ 56659 (mod 100)

або
22 · r1 ≡ 21977 · 7659

(
mod 22 · 52

)
.
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Подiлимо обидвi частини i модуль даної конгруенцiї на 22:

r1 ≡ 21975 · 7659 (mod 25) .

Оскiльки (2, 25) = 1, то, за теоремою Ойлера, 2φ(25) ≡ 1 (mod 25), тобто
220 ≡ 1 (mod 25). Звiдси

21975 = 220·98+15 =
(
220
)98 · 215 ≡ 1 · 215 (mod 25) ≡

≡ 27 · 27 · 2 (mod 25) ≡ 3 · 3 · 2 (mod 25) ≡ 18 (mod 25) . (II.32)

Аналогiчно можна було б застосувати теорему Ойлера i до степеня 7659,
однак простiше в цьому випадку поступити iншим чином. Помiчаємо, що
72 ≡ −1 (mod 25), значить,

7659 = 72·329+1 =
(
72
)329 · 7 ≡ (−1)329 · 7 (mod 25) ≡ −7 (mod 25) . (II.33)

Тодi iз (II.32) i (II.33)

r1 ≡ 18·(−7) (mod 25) ≡ (−7)·(−7) (mod 25) ≡ −1 (mod 25) ≡ 24 (mod 25) .

Значить, r1 = 24, звiдки r = 4r1 = 4 · 24 = 96.
Отже, останнiми двома цифрами числа 1956659 є 96.

Розв’язання в Maple. Знаходимо остачу вiд дiлення заданого числа на
100:
> 1956&^659 mod 100;

96

Завдання 13. Знайти:
а) остачу вiд дiлення числа a на число m;
б) останню цифру числа c;
в) останнi двi цифри числа d.

13.1. a = 1142400 + 17200, m = 12, c = 20032003, d = 735289.

13.2. a = 191981 + 1234251, m = 18, c = 19071996, d = 384545.

13.3. a = 264261 + 23349, m = 60, c = 50441003, d = 693243.

13.4. a = 1612031 + 15994, m = 21, c = 20132009, d = 832437.

13.5. a = 356273 + 731, m = 16, c = 10485761, d = 547547.
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13.6. a = 20072007 + 13150, m = 30, c = 19931993, d = 396175.

13.7. a = 171060 + 555243, m = 15, c = 20042004, d = 173248.

13.8. a = 1001526 + 419751, m = 22, c = 19971997, d = 439236.

13.9. a = 132008 + 5432008, m = 45, c = 50422405, d = 408531.

13.10. a = 832344 + 7561, m = 24, c = 68682213, d = 573249.

13.11. a = 2502801 + 19175, m = 12, c = 20072007, d = 622311.

13.12. a = 5255 + 684468, m = 14, c = 19931995, d = 518245.

13.13. a = 16252002 + 222002, m = 75, c = 20142014, d = 791623.

13.14. a = 13289 + 1308532, m = 60, c = 3332167, d = 588148.

13.15. a = 4082801 + 25801, m = 14, c = 20832005, d = 394251.

13.16. a = 9306198 + 11271, m = 39, c = 19941994, d = 507699.

13.17. a = 142182 + 4907836, m = 21, c = 1607542, d = 354453.

13.18. a = 108951 + 166142, m = 27, c = 20082008, d = 159219.

13.19. a = 519153 + 107153, m = 12, c = 19981998, d = 577183.

13.20. a = 274563 + 192001, m = 42, c = 2493777, d = 824525.

13.21. a = 196293 + 293196, m = 48, c = 20322006, d = 943439.

13.22. a = 605205 + 1231205, m = 15, c = 19871986, d = 378233.

13.23. a = 9612006 + 37832, m = 12, c = 50141670, d = 5019602.

13.24. a = 203547 + 199651, m = 24, c = 2038533, d = 213444.

13.25. a = 3441521 + 171521, m = 18, c = 49931996, d = 508193.

7. Конгруенцiї 1-го степеня з одним невiдомим

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай m ∈ N. Конгруенцiя виду

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 ≡ 0 (modm) , (II.34)
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де n ∈ N, ai ∈ Z, 0 6 i 6 n, називається конгруенцiєю з одним невiдомим. Числа
ai називаються коефiцiєнтами даної конгруенцiї, an – старшим коефiцiєнтом. Якщо
an ̸≡ 0 (modm), то говорять, що конгруенцiя (II.34) має степiнь n.

Розв’язком конгруенцiї (II.34) називається клас лишкiв за модулем m, кожне число
якого задовольняє дану конгруенцiю. Якщо число x0 задовольняє конгруенцiю (II.34),
причому 0 6 x0 < m, то розв’язок записують у виглядi: x ≡ x0 (modm) або K

(m)
x0 .

Розв’язати конгруенцiю (II.34) означає знайти всi її розв’язки або показати, що їх немає.
Конгруенцiї з одним невiдомим називають рiвносильними або еквiвалентними,

якщо множини їхнiх розв’язкiв спiвпадають. Операцiї, що не порушують множину
розв’язкiв конгруенцiй з одним невiдомим (їх називають елементарними перетворе-
ннями):

1) додавання до обох частин конгруенцiї довiльного многочлена q(x) з цiлими кое-
фiцiєнтами;

2) додавання до однiєї з частин конгруенцiї многочлена з коефiцiєнтами, кратними
модулю m;

3) множення i дiлення обох частин конгруенцiї на число, взаємно просте з модулем;
4) множення i дiлення обох частин конгруенцiї i модуля на одне й те саме додатне

цiле число.

Конгруенцiя виду
ax ≡ b (modm) , (II.35)

де a ̸≡ 0 (modm), називається конгруенцiєю першого степеня з одним невiдомим.

Теорема (про iснування та число розв’язкiв конгруенцiї першого степеня). Нехай дано
конгруенцiю 1-го степеня (1). Тодi:

1) якщо (a,m) = 1, то конгруенцiя (1) має єдиний розв’язок;
2) якщо (a,m) = d > 1 i число b не дiлиться на d, то конгруенцiя (1) не має

розв’язкiв;
3) якщо (a,m) = d > 1 i число b дiлиться на d, то конгруенцiя (1) має d розв’язкiв.

Найбiльш поширеними способами розв’язування лiнiйних конгруенцiй є:
I. Спосiб спроб. Використовується при невеликих модулях. В конгруенцiю пiдстав-
ляються числа повної системи лишкiв за модулем m (доцiльно брати повну систему
найменших за абсолютною величиною лишкiв).
II. Спосiб рiвносильних перетворень (штучний спосiб). За допомогою елемен-
тарних перетворень задана конгруенцiя зводиться до рiвносильної їй конгруенцiї з ко-
ефiцiєнтом при x, рiвним 1.
III. Спосiб Ойлера. Розв’язок конгруенцiї (II.35), де (a,m) = 1, знаходять за форму-
лою:

x ≡ baφ(m)−1 (modm) . (II.36)

IV. Застосування класiв лишкiв. Розв’язок конгруенцiї (II.35), де (a,m) = 1, зна-
ходять за формулою:

K(m)
x =

(
K(m)

a

)−1 ·K(m)
b , (II.37)

де
(
K

(m)
a

)−1

– клас лишкiв, обернений до класу K
(m)
a .
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За допомогою конгруенцiй 1-го степеня з одним невiдомим можна розв’язувати не-
визначенi рiвняння 1-го степеня з двома невiдомими, тобто рiвняння виду

ax+ by = c, де a, b, c ∈ Z, де a i b одночасно не рiвнi 0. (II.38)

(їх ще називають дiофантовими). Розв’язком дiофантового рiвняння (II.38) називають
кожну пару (x0, y0) цiлих чисел x0 i y0 таких, що ax0 + by0 = c. Дiофантове рiвняння

(II.38) має розв’язок тодi i лише тодi, коли c
... d, де d = (a, b). Множину всiх розв’язкiв

цього рiвняння знаходять за формулами:

x′ = x0 + bt,

y′ = y0 − at, де t− довiльне цiле число.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Спосiб спроб

Приклад 14.1 Розв’язати способом спроб конгруенцiю:
а) 5x ≡ 2 (mod 7);
б) 5x ≡ 13 (mod 10);
в) 12x ≡ 20 (mod 16).

Розв’язання. а) Маємо: a = 5, m = 7, b = 2. Знайдемо спочатку (a,m) =
(5, 7) = 1. Отже, задана конгруенцiя має, причому лише один, розв’язок.
Запишемо повну систему абсолютно найменших лишкiв за модулем m = 7:

0, 1, 2, 3,−1,−2,−3. (II.39)

Послiдовно пiдставляючи лишки системи (II.39) в задану конгруенцiю, ма-
ємо:

5 · 0 = 0 ̸≡ 2 (mod 7) ,

5 · 1 = 5 ̸≡ 2 (mod 7) ,

5 · 2 = 10 ̸≡ 2 (mod 7) ,

5 · 3 = 15 ̸≡ 2 (mod 7) ,

5 · (−1) = −5 ≡ 2 (mod 7) .

Отже, число −1 задовольняє задану конгруенцiю. Оскiльки −1 ∈ K
(7)
6 ,

то розв’язком конгруенцiї є клас K
(7)
6 . Цей розв’язок можна записати ще

таким чином: x ≡ 6 (mod 7). Iнших розв’язкiв дана конгруенцiя не має,



133

тому немає нiякої потреби пiдставляти в задану конгруенцiю iншi лишки
системи (II.39).

б) Маємо: a = 5, m = 10, b = 13. Оскiльки (a,m) = (5, 10) = 5 > 1, але

b
... 5, то задана конгруенцiя розв’язкiв не має.

в) В цьому випадку маємо: a = 12, m = 16, b = 20, (a,m) = (12, 16) =

4 > 1 i b ... 4. Отже, задана конгруенцiя має 4 розв’язки. Знайдемо їх. Подi-
лимо на число 4 обидвi частини i модуль заданої конгруенцiї. Отримаємо
рiвносильну їй конгруенцiю:

3x ≡ 5 (mod 4) (II.40)

Оскiльки a1 = 3, m1 = 4, b1 = 5, (a1,m1) = (3, 4) = 1, то конгруенцiя (II.40)
має лише один розв’язок. Випишемо повну систему абсолютно найменших
лишкiв за модулем m1 = 4:

0, 1, 2,−1. (II.41)

Послiдовно пiдставляючи лишки системи (II.41) в задану конгруенцiю, ма-
ємо: 3 · 0 = 0 ̸≡ 5 (mod 4) ,

3 · 1 = 3 ̸≡ 5 (mod 4) ,

3 · 2 = 6 ̸≡ 5 (mod 4) ,

3 · (−1) = −3 ≡ 5 (mod 4) .

Отже, число −1 задовольняє конгруенцiю (II.40). Оскiльки −1 ∈ K
(4)
3 , а

клас K
(4)
3 за модулем 16 розпадається на 4 класи лишкiв:

K
(4)
3 = K

(16)
3 ∪K

(16)
7 ∪K

(16)
11 ∪K

(16)
15 ,

то розв’язками заданої конгруенцiї є класи K
(16)
3 , K

(16)
7 , K

(16)
11 , K

(16)
15 . (Цi

розв’язки можна записати ще таким чином: x ≡ 3 (mod 16), x ≡ 7 (mod 16),
x ≡ 11 (mod 16), x ≡ 15 (mod 16).)
Розробка процедур. Створимо процедуру congr для розв’язування конгру-
енцiй способом спроб. В процесi виконання даної процедури необхiдно:

1) для кожного iз класiв K
(m)
0 , K

(m)
1 , ..., K

(m)
m−1 перевiрити, чи його пред-

ставник задовольняє задану конгруенцiю, тобто чи виконується умова
ai − b ≡ 0 (mod m) (в якостi представника беремо найменший невiд’єм-
ний лишок i iз класу K

(m)
i );

2) щоб отримати кiлькiсть розв’язкiв конгруенцiї, задати лiчильник –
число s, значення якого на початку перевiрки дорiвнює 0.

В результатi на екран виведемо розв’язки та їхню кiлькiсть.
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congr:=proc(a::integer,b::integer,m::integer)
local s,i;
uses numtheory;

s:=0;
for i from 0 to m-1 do

if a*i-b mod m =0 then s:=s+1; print(i) end if;
end do;
print(rozvyazkiv, s)

end proc:

Розв’язання в Maple. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
i розв’язуємо заданi конгруенцiї:
> congr(5,2,7);

6

1, rozvyazkiv

Конгруенцiя має один розв’язок: K(7)
6 .

> congr(5,13,10);
0, rozvyazkiv

Конгруенцiя не має розв’язкiв.
> congr(12,20,16);

3

7

11

15

4, rozvyazkiv

Конгруенцiя має чотири розв’язки: K(16)
3 , K(16)

7 , K(16)
11 , K(16)

15 .

Спосiб рiвносильних перетворень

Приклад 14.2 Розв’язати конгруенцiю:

31x ≡ 25 (mod 41) (II.42)

способом рiвносильних перетворень (штучним способом).
Розв’язання. а) Маємо: a = 31, m = 41, b = 25, (a,m) = (31, 41) = 1.
Отже, задана конгруенцiя має один розв’язок. Додамо до лiвої части-
ни конгруенцiї (II.42) вираз −41x, кратний модулю. Дiстанемо −10x ≡
25 (mod 41). Подiлимо обидвi частини одержаної конгруенцiї на число
−5: 2x ≡ −5 (mod 41). Додамо до правої частини число, рiвне модулю:
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2x ≡ 36 (mod 41), i подiлимо обидвi частини останньої конгруенцiї на 2:
x ≡ 18 (mod 41) . Таким чином, клас K

(41)
18 – розв’язок конгруенцiї (II.42).

б) Маємо: a = 62, m = 82, b = 50, (a,m) = (62, 82) = 2 i b ... 2. Отже,
задана конгруенцiя має два розв’язки. Роздiлимо обидвi частини i модуль
даної конгруенцiї на число 2. Отримаємо рiвносильну конгруенцiю: 31x ≡
25 (mod 41), розв’язком якої є клас K

(41)
18 . Цей клас розпадається на два

класи лишкiв за модулем 82: K
(41)
18 = K

(82)
18 ∪ K

(82)
59 . Класи K

(82)
18 , K

(82)
59 є

розв’язками заданої конгруенцiї.
Розробка процедур. Процедура congrub для розв’язування конгруенцiї
ax ≡ b (modm) способом рiвносильних перетворень повинна мати насту-
пний алгоритм:
1) перевiрка, чи має задана конгруенцiя розв’язки; якщо так, то скiльки їх;
2) зведення заданої конгруенцiї до конгруенцiї виду a1x ≡ b1 (modm1), де
(a1,m1) = 1 (шляхом дiлення обох частин конгруенцiї i модуля на число
d = (a,m));
3) пошук числа t такого, що b1 +m1t

... a1.
Зауваження. Вiдмiтимо, що для цього достатньо перебрати всi цiлi числа iз промiжку
[0; |a1|). Дiйсно, нехай t1 – деяке цiле число таке, що b1 +m1t1

... a1, тобто b1 +m1t = a1y
(де y ∈ Z). Роздiлимо число t1 на a1 з остачею: t1 = a1q + r, де 0 6 r < |a1|; тодi

b1 + m1(a1q1 + r1) = a1y, звiдки b1 +m1r = a1(y − m1q1), значить, b1 + m1r
... a1. Число

t = r – шукане.

4) розв’язком конгруенцiї a1x ≡ b1 +m1t (modm1) є x ≡ b1+m1t
a1

(modm1);
5) пошук розв’язкiв заданої конгруенцiї, враховуючи властивiсть 8 класiв
лишкiв (див. §5).

Вiдповiдна процедура має вигляд:

congrub:=proc(a::integer,b::integer,m::integer)
local d,a1,b1,m1,x,i,k;
uses numtheory:

d:=igcd(a,m); #1
if b mod d<>0 then print(nemae_rozvyazkiv); end if;
if b mod d=0 then print(d,rozvyazkiv);

a1:=a/d; b1:=b/d; m1:=m/d; #2
for k from 0 to abs(a1) do #3

if (b1+m1*k) mod a1=0 then
x:=(b1+m1*k)/a1 mod m1; break; #4

end if;
end do;
for i from 0 to d-1 do print(x+i*m1); end do; #5

end if;
end proc:
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Розв’язання в Maple. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
i застосовуємо команду congrub:
> congrub(31,25,41);

1, rozvyazkiv

18

> congrub(62,50,82);
2, rozvyazkiv

18

59

Спосiб Ойлера
Приклад 14.3 Розв’язати конгруенцiю:

а) 3x ≡ 4 (mod 5);
б) 27x ≡ 30 (mod 48);
в) 15x ≡ 20 (mod 9);
способом Ойлера.

Розв’язання. а) Маємо: a = 3, m = 5, (a,m) = (3, 5) = 1. Отже, задана
конгруенцiя має один розв’язок. Цей розв’язок знаходимо за формулою
Ойлера (II.36). Обчислюємо: φ(5) = 4. Тодi:

x ≡ 4 · 3φ(5)−1 ≡ 4 · 33 (mod 5) ≡ 4 · 2 (mod 5) ≡ 3 (mod 5) .

Отже, розв’язком заданої конгруенцiї є клас K
(5)
3 .

б) Маємо: a = 27, m = 48, b = 30, (a,m) = (27, 48) = 3 > 1 i b ... 3. Отже,
задана конгруенцiя має 3 розв’язки. Подiлимо на число 3 обидвi частини i
модуль заданої конгруенцiї. Отримаємо рiвносильну їй конгруенцiю:

9x ≡ 10 (mod 16) (II.43)

Оскiльки a1 = 9, m1 = 16, (a1,m1) = (9, 16) = 1, то конгруенцiя (II.43) має
лише один розв’язок, який можна знайти за формулою (II.36). Маємо:

x ≡ 10 · 9φ(16)−1 (mod 16) .

Знайдемо спочатку φ(16): φ(16) = φ(24) = 24(1− 1
2) = 8. Тодi

x ≡ 10 · 97 (mod 16) ≡ 10 · (92)3 · 9 (mod 16) ≡
≡ 10 · 13 · 9 (mod 16) ≡ 90 (mod 16) ≡ 10 (mod 16) .
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Отже, клас K
(16)
10 є розв’язком конгруенцiї (II.43).

Цей клас розпадається на 3 класи лишкiв за модулем 48:

K
(16)
10 = K

(48)
10 ∪K

(48)
26 ∪K

(48)
42 ,

якi є розв’язками заданої конгруенцiї. Запишемо їх в iншому виглядi: x ≡
10 (mod 48), x ≡ 26 (mod 48), x ≡ 42 (mod 48).

в) Маємо: a = 15, m = 9, b = 20, (a,m) = (15, 9) = 3 > 1 i b ... 3. Отже,
задана конгруенцiя не має розв’язкiв.

Зауваження. Недолiком способу Ойлера є те, що при великому значеннi
φ(m) знаходження найменшого невiд’ємного лишку того класу чисел за
модулем m, до якого належить число baφ(m)−1, стає громiздким.

Розробка процедур. Для того, щоб при розв’язуваннi конгруенцiї можна
було скористатись способом Ойлера, необхiдно, щоб виконувалась умова
(a,m) = 1. Тому першим рядком в тiлi вiдповiдної процедури congruv має
бути рядок, що визначає кiлькiсть розв’язкiв заданої конгруенцiї: споча-
тку знаходимо d = (a,m) i перевiряємо, чи b

... d. Якщо конгруенцiя має d

розв’язкiв, то дiлимо кожне iз чисел a, b,m на d.

congruv:=proc(a::integer,b::integer,m::integer)
local d,a1,b1,m1,x,i;
uses numtheory;

d:=igcd(a,m);
if b mod d<>0 then print(nemae_rozvyazkiv); end if;
if b mod d=0 then print(d,rozvyazkiv);

a1:=a/d; b1:=b/d; m1:=m/d;
x:=b1*a1ˆ (phi(m1)-1) mod m1;
for i from 0 to d-1 do print(x+i*m1); end do;

end if;
end proc:

Розв’язання в Maple. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
i застосовуємо процедуру congruv: для розв’язання заданих конгруенцiй:
> congruv(3,4,5);

1, rozvyazkiv

3

Конгруенцiя має один розв’язок: K(5)
3 .

> congruv(15,20,25);
5, rozvyazkiv
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3

8

13

18

23

Конгруенцiя має п’ять розв’язкiв: K(25)
3 , K(25)

8 , K(25)
13 , K(25)

18 , K(25)
23 .

> congruv(15,20,9);
nemae_rozvyazkiv

Конгруенцiя не має розв’язкiв.

Застосування класiв лишкiв
Приклад 14.4 Розв’язати конгруенцiю iз використанням класiв лишкiв:

а) 37x ≡ 10 (mod 62);
б) 15x ≡ 20 (mod 25);
в) 15x ≡ 20 (mod 9)

Розв’язання. а) Маємо: a = 37, m = 62, b = 10, (a,m) = (37, 62) = 1. Отже,
задана конгруенцiя має один розв’язок. Використовуючи формулу (II.37),
дiстаємо:

K(62)
x =

(
K

(62)
37

)−1

·K(62)
10 . (II.44)

Обчислимо
(
K

(62)
37

)−1

– клас лишкiв, обернений до класу K
(62)
37 .

Для цього, використовуючи алгоритм Евклiда, знаходимо лiнiйне пред-
ставлення найбiльшого спiльного дiльника чисел a = 37 i m = 62. Маємо:

m = 62 37 = a

37 1
a = 37 25 = r1

25 1
r1 = 25 12 = r2

24 2
r2 = 12 1 = r3 ̸= 0

12 12
0

Запишемо отриманi рiвностi:
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m = a+ r1,
a = r1 + r2,
r1 = 2r2 + 1,

звiдки
r1 = m− a,
r2 = a− r1,
1 = r1 − 2r2.

Iз останньої рiвностi отримуємо:

1 = r1 − 2r2 = r1 − 2(a− r1) = −2a+ 3r1 = −2a+ 3(m− a) =

= 3m− 5a = 3m+ (−5)a = 3 · 62 + (−5) · 37.

Тодi

K
(62)
1 = K

(62)
3·62+(−5)·37 = K

(62)
3·62 +K

(62)
(−5)·37 = K

(62)
0 +K

(62)
(−5)·37 =

= K
(62)
(−5)·37 = K

(62)
−5 ·K(62)

37 = K
(62)
57 ·K(62)

37 .

Таким чином, K(62)
1 = K

(62)
57 ·K(62)

37 , значить,

(K
(62)
37 )−1 = K

(62)
57 . (II.45)

Iз умов (II.44) i (II.45) отримуємо:

K(62)
x = K

(62)
57 ·K(62)

10 = K
(62)
−5 ·K(62)

10 = K
(62)
−50 = K

(62)
12 .

Отже, розв’язком заданої конгруенцiї є клас K
(62)
12 .

б) Маємо: a = 15, m = 25, b = 20, (a,m) = (15, 25) = 5 i b ... 5. От-
же, задана конгруенцiя має п’ять розв’язкiв. Роздiлимо обидвi частини
i модуль даної конгруенцiї на 5: 3x ≡ 4 (mod 5). Щоб знайти розв’язки

триманої конгруенцiї, застосуємо формулу (II.37): K(5)
x =

(
K

(5)
3

)−1

· K(5)
4 .

Клас, обернений до класу K
(5)
3 , легко знайти: цим класом є K

(5)
2 . Отже,

K
(5)
x = K

(5)
2 ·K(5)

4 = K
(5)
8 = K

(5)
3 . Цей клас розпадається на 5 класiв лишкiв

за модулем 25:

K
(5)
3 = K

(25)
3 ∪K

(25)
8 ∪K

(25)
13 ∪K

(25)
18 ∪K

(25)
23 .

Розв’язками заданої конгруенцiї є: K(25)
3 , K

(25)
8 , K

(25)
13 , K

(25)
18 , K

(25)
23 .

в) Маємо: a = 15, m = 9, b = 20, (a,m) = (15, 9) = 3 i b ... 5. Отже, задана
конгруенцiя не має розв’язкiв.

Розробка процедур. Для iснування класу лишкiв, оберненого до класу K
(m)
a ,

необхiдно, щоб виконувалась умова (a,m) = 1. Тому процедура congrug
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має початок, iдентичний початку процедури congruv iз Прикладiв 14.2 i
14.3. Рiзниця – у формулi для вiдшукання розв’язку.

congrug:=proc(a::integer,b::integer,m::integer)
local d,a1,b1,m1,x,i;
uses numtheory;

d:=igcd(a,m);
if b mod d<>0 then print(nemae_rozvyazkiv); end if;
if b mod d=0 then print(d,rozvyazkiv);

a1:=a/d; b1:=b/d; m1:=m/d;
x:=(a1ˆ (-1) mod m1)*b1 mod m1;
for i from 0 to d-1 do print(x+i*m1);
end do;

end if;
end proc:

Розв’язання в Maple. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
i застосовуємо команду congrug:
> congrug(37,10,62);

1, rozvyazkiv

12

Конгруенцiя має один розв’язок: K(62)
12 .

> congrug(15,20,25);
5, rozvyazkiv

3

8

13

18

23

Конгруенцiя має п’ять розв’язкiв: K(25)
3 , K(25)

8 , K(25)
13 , K(25)

18 , K(25)
23 .

> congrug(15,20,9);
nemae_rozvyazkiv

Конгруенцiя не має розв’язкiв.
Використання команди msolve
В Maple є i власна вбудована команда msolve, яка дозволяє розв’язу-

вати конгруенцiї довiльного степеня та системи конгруенцiй. Команда має
наступний формат msolve(eqns,vars,m) або msolve(eqns,m), де eqns –
рiвняння (набiр рiвнянь), vars – (необов’язковий параметр) – набiр змiнних.
Якщо розв’язок невизначений, то, в разi, якщо це можливо, вiн подається
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через змiннi, iмена яких зазначено в vars (або глобальнi iмена _Z1, _Z2,
_Z3, якщо vars упущено). Команда msolve повертає NULL, якщо в цiлих
числах за mod m конгруенцiя розв’язкiв немає. В окремих випадках повер-
тається частинний розв’язок. Якщо msolve не може розв’язати конгруенцiю
(або систему конгруенцiй), але i не може довести, що розв’язкiв немає, то
з’являється запис FAIL.

Конгруенцiю 5x ≡ 2 (mod 7) записуємо у виглядi рiвняння 5x = 2 за
модулем 7:
> msolve(5*x=2,7);

{x = 6}
Дана конгруенцiя має єдиний розв’язок K

(7)
6 .

> msolve(5*x=13,10);
В рядку виведення не з’явилось жодного запису. Це означає, що конгру-

енцiя не має розв’язкiв.
> msolve(12*x=20,16);

{x = 3}, {x = 7}, {x = 11}, {x = 15}
Конгруенцiя має 4 розв’язки: K(16)

3 , K(16)
7 , K(16)

11 , K(16)
15 .

Створення власної процедури, навiть у випадку коли вбудована команда
iснує, дає певнi переваги: зокрема, це можливiсть перевiрки правильностi
промiжних обчислень. Виклик на екран результатiв промiжних обчислень
здiйснюється за допомогою команди trace. Для цього пiсля введення про-
цедури, застосовуємо команду trace i викликаємо процедуру. Так, напри-
клад, для виведення на екран промiжних обчислень при розв’язуваннi кон-
груенцiї 27x ≡ 30 (mod 48) способом Ойлера потрiбно зробити наступне.

Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

Записуємо команду trace iз параметром congruv (назва потрiбної про-
цедури):
> trace(congruv);

В результатi застосування процедури congruv до заданих чисел отри-
маємо:
> congruv(27,30,48);

congruv

{--> enter congruv, args = 27, 30, 48

d := 3

3, rozvyaz



142

a1 := 9

b1 := 10

m1 := 16

x := 10

10

26

42

<-- exit congruv (now at top level) = }

Отже, в ходi процедури було знайдено:
1) d = (a,m) = 3;
2) кiлькiсть розв’язкiв – 3;
3) рiвносильну заданiй конгруенцiю 9x ≡ 10 (mod 16);
4) розв’язок K

(16)
10 конгруенцiї iз п.3);

5) розв’язки заданої конгруенцiї K(48)
10 , K(48)

26 , K(48)
42 .

Завдання 14. Розв’язати конгруенцiю:
а) способом спроб;
б) способом рiвносильних перетворень (штучним способом);
в) способом Ойлера;
г) iз використанням класiв лишкiв.

14.1. a) 6x ≡ 12 (mod 8);

б) 192x ≡ 9 (mod 327);

в) 22x ≡ −64 (mod 13);

г) 21x ≡ 24 (mod 99).

14.2. a) 3x ≡ 2 (mod 8);

б) 20x ≡ 14 (mod 52);

в) 21x ≡ 3 (mod 12);

г) 32x ≡ 94 (mod 51).

14.3. a) 6x ≡ 9 (mod 15);

б) 32x ≡ 100 (mod 46);

в) 3x ≡ 8 (mod 23);

г) 4x ≡ 15 (mod 21).

14.4. a) 5x ≡ 7 (mod 6);

б) 32x ≡ 44 (mod 12);

в) 28x ≡ 43 (mod 19);

г) 22x ≡ −64 (mod 54).

14.5. a) 4x ≡ 6 (mod 10);

б) 239x ≡ 302 (mod 471);

в) 22x ≡ 62 (mod 12);

г) 21x ≡ 33 (mod 57).

14.6. a) 4x ≡ 9 (mod 5);
б) 50x ≡ 62 (mod 42);

в) 5x ≡ 6 (mod 11);
г) 26x ≡ 58 (mod 60).
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14.7. a) 10x ≡ 12 (mod 8);

б) 111x ≡ 75 (mod 32);

в) 26x ≡ 3 (mod 15);

г) 21x ≡ 24 (mod 69).

14.8. a) 5x ≡ 11 (mod 13);

б) 48x ≡ 60 (mod 52);

в) 15x ≡ 20 (mod 22);

г) 28x ≡ 43 (mod 51).

14.9. a) 12x ≡ 4 (mod 8);

б) 90x ≡ 24 (mod 48);

в) 12x ≡ 90 (mod 39);

г) 15x ≡ 23 (mod 81).

14.10. a) 6x ≡ 2 (mod 7);

б) 312x ≡ 2180 (mod 148);

в) 17x ≡ 23 (mod 12);

г) 13x ≡ −1 (mod 99).

14.11. a) 9x ≡ 6 (mod 12);

б) 27x ≡ 48 (mod 31);

в) 11x ≡ −32 (mod 13);

г) 14x ≡ 16 (mod 79).

14.12. a) 5x ≡ 11 (mod 9);

б) 42x ≡ 70 (mod 63);

в) 15x ≡ 2 (mod 34);

г) 28x ≡ 43 (mod 91).

14.13. a) 10x ≡ 6 (mod 8);

б) 57x ≡ 21 (mod 39);

в) 12x ≡ 4 (mod 20);

г) 27x ≡ 31 (mod 95).

14.14. a) 4x ≡ 3 (mod 10);

б) 16997x ≡ 53 (mod 169);

в) 21x ≡ 36 (mod 15);

г) 12x ≡ 22 (mod 106).

14.15. a) 15x ≡ 10 (mod 20);

б) 32x ≡ 43 (mod 51);

в) 20x ≡ 60 (mod 48);

г) 19x ≡ 23 (mod 83).

14.16. a) 4x ≡ 7 (mod 5);

б) 152x ≡ 14 (mod 70);

в) 25x ≡ 61 (mod 18);

г) 54x ≡ 27 (mod 123).

14.17. a) 18x ≡ 9 (mod 15);

б) 23x ≡ 41 (mod 57);

в) 32x ≡ 5 (mod 13);

г) 15x ≡ 43 (mod 73).

14.18. a) 8x ≡ 3 (mod 15);

б) 378x ≡ 342 (mod 51);

в) 28x ≡ 2 (mod 40);

г) 10x ≡ 12 (mod 92).

14.19. a) 5x ≡ 6 (mod 10);

б) 27x ≡ 24 (mod 102);

в) 17x ≡ 21 (mod 15);

г) 11x ≡ 13 (mod 87).
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14.20. a) 9x ≡ 2 (mod 10);

б) 32x ≡ 44 (mod 46);

в) 11x ≡ 6 (mod 18);

г) 55x ≡ 2 (mod 147).

14.21. a) 22x ≡ 4 (mod 6);

б) 1215x ≡ 560 (mod 275);

в) 4x ≡ 9 (mod 11);

г) 42x ≡ 130 (mod 172).

14.22. a) 4x ≡ 9 (mod 7);

б) 36x ≡ 30 (mod 42);

в) 28x ≡ 6 (mod 34);

г) 23x ≡ 3 (mod 74).

14.23. a) 14x ≡ 18 (mod 20);

б) 42x ≡ 51 (mod 39);

в) 7x ≡ 13 (mod 12);

г) 52x ≡ 10 (mod 132).

14.24. a) 8x ≡ 3 (mod 7);

б) 440x ≡ 56 (mod 696);

в) 27x ≡ 3 (mod 20);

г) 52x ≡ 13 (mod 69).

14.25. a) 8x ≡ 12 (mod 10);

б) 12x ≡ 30 (mod 50);

в) 12x ≡ 51 (mod 39);

г) 43x ≡ 27 (mod 85).

Приклад 15. Розв’язати в цiлих числах 7x − 12y = 15 (за допомогою
конгруенцiй).

Розв’язання. Оскiльки (7,−12) = 1, 15 ... 1, то рiвняння має розв’язки. Не-
хай (x0, y0) – один iз розв’язкiв заданого рiвняння. Тодi 7x0 − 12y0 = 15.
Перейдемо до конгруенцiї за модулем 12 (наприклад): для чисел x0, y0 спра-
ведливо, що 7x0 − 12y0 ≡ 15 (mod 12), а значить, 7x0 ≡ 3 (mod 12). Це
означає, що клас K

(12)
x0 є розв’язком конгруенцiї 7x ≡ 3 (mod 12). Розв’я-

жемо її. Використаємо штучний спосiб: 7x− 12x ≡ 3 + 12 (mod 12), тобто
−5x ≡ 15 (mod 12), звiдки x ≡ −3 (mod 12). Дана конгруенцiя має розв’яз-
ком клас K

(12)
9 , а отже, x0 ∈ K

(12)
9 .

Нехай x0 = 9, тодi 63 − 12y0 = 15, звiдки y0 = 4. Отже, одним iз
розв’язкiв заданого рiвняння є (9, 4). Всi розв’язки знаходимо за формула-
ми (II.38):

x′ = 9− 12t,

y′ = 4− 7t, де t ∈ Z.

Отже, розв’язком заданого рiвняння є кожна пара (9−12t, 4−7t), де t ∈ Z.
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Розв’язання в Maple. Для розв’язування рiвнянь в цiлих числах викори-
стовується команда isolve, формат якої аналогiчний до формату команди
solve (див. §6 розд.I). У випадку одного рiвняння маємо:
> isolve(7*x-12*y=15);

{x = 9 + 12_Z1 , y = 4 + 7_Z1}
При z_1 = −t маємо розв’язок, отриманий аналiтично.

Завдання 15. Розв’язати в цiлих числах:

15.1. а) 2x− 3y = 7; б) −8x+ 6y = 12.

15.2. а) −3x+ 5y = 6; б) 14x− 4y = 12.

15.3. а) 2x− 3y = 7; б) −8x+ 6y = 12.

15.4. а) 2x− 5y = 8; б) 6x+ 20y = 22.

15.5. а) x+ 8y = −11; б) −24x+ 30y = 42.

15.6. а) −8x+ 9y = 5; б) 15x+ 12y = 18.

15.7. а) 7x− 2y = 13; б) 5x− 25y = 14.

15.8. а) 4x+ 3y = 9; б) −18x+ 20y = −26.

15.9. а) −5x+ 7y = 12; б) 15x+ 9y = 20.

15.10. а) 2x+ 5y = 11; б) 10x− 25y = 33.

15.11. а) 3x− 10y = −5; б) 15x+ 18y = −21.

15.12. а) 6x− 7y = 9; б) −4x+ 10y = 24.

15.13. а) −x+ 8y = 10; б) 20x− 15y = 16.

15.14. а) 5x− y = 7; б) 8x− 6y = 28.

15.15. а) −4x+ 3y = 2; б) 3x+ 24y = 21.

15.16. а) 2x+ 7y = −9; б) 6x+ 12y = 15.

15.17. а) 3x+ 8y = 10; б) −15x+ 12y = 24.
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15.18. а) −12x+ 5y = 4; б) 12x+ 15y = 18.

15.19. а) −x+ y = 7; б) 9x+ 15y = −48.

15.20. а) 5x− 8y = 10; б) −6x+ 15y = 41.

15.21. а) 6x− y = 3; б) 14x− 6y = −20.

15.22. а) −4x+ 7y = 13; б) −6x+ 16y = 22.

15.23. а) 10x+ 3y = 7; б) 14x− 12y = 16.

15.24. а) −3x+ 5y = 12; б) 20x− 16y = 25.

15.25. а) 5x− 4y = 13; б) 4x+ 14y = −30.

8. Системи конгруенцiй 1-го степеня з одним невiдомим

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Розв’язування системи конгруенцiй 1-го степеня з одним невiдомим
a1x ≡ b1 (mod m1),
a2x ≡ b2 (mod m2),
.. ... ....,
asx ≡ bs (mod ms),

починають iз зведення її (якщо це можливо) до виду
x ≡ c1 (mod m1),
x ≡ c2 (mod m2),
.. ... ....,
x ≡ cs (mod ms),

(II.46)

(тобто знаходять розв’язки кожної iз конгруенцiй окремо). Якщо якась iз конгруенцiй
не має розв’язкiв, то i вся задана система також не має розв’язкiв.

Можливi наступнi випадки.
а) У випадку попарно взаємно простих модулiв системи (II.48) розв’язання грунту-

ється на китайськiй теоремi про остачi.

Теорема (китайська теорема про остачi). Якщо (mi,mj) = 1 для всiх i, j ∈ 1, s, i ̸= j,
то розв’яок системи (II.48) iснує i ним є клас лишкiв K

(M)
x0 такий, що:

M = m1m2...ms;

x0 ≡ c1y1M1 + c2y2M2 + ...+ csysMs (mod M), (II.47)

де Mi =
M
mi

для всiх i = 1, 2, ..., s,
а yi визначаються iз умов yiM1 ≡ 1 (mod mi).
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В загальному випадку (коли числа mi не обов’язково попарно взаємно простi) систе-
му конгруенцiй (II.48) розв’язують в наступний спосiб. Нехай K

(m1)
x0 – розв’язок системи

(II.48). Тодi 
x0 ≡ c1 (mod m1),
x0 ≡ c2 (mod m2),
.. ... ....,
x0 ≡ cs (mod ms).

(II.48)

З 1-ої конгруенцiї отримуємо:
x0 = c1 +m1t1 (II.49)

для деякого t1 ∈ Z. Це значення пiдставляємо в 2-гу конгруенцiю i шукаємо t1:
c1 + m1t1 ≡ c2 (mod m2). Знайдений вираз для t1 пiдставляємо в рiвнiсть (II.49), а
отриманий вираз для x0, в свою чергу, в 3-тю конгруенцiю системи i т.д. Зрозумiло,
що на деякому кроцi можна отримати конгруенцiю, що не має розв’язкiв, тодi i задана
система конгруенцiй не має розв’язкiв.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 16.1 Розв’язати систему конгруенцiй:
2x ≡ 9 (mod 17),
15x ≡ 25 (mod 19),
21x ≡ 18 (mod 30).

Розв’язання. Розв’язуючи кожну конгруенцiю окремо, замiняємо задану
систему конгруенцiй на еквiвалентну їй:

x ≡ 13 (mod 17),
x ≡ 8 (mod 19),
x ≡ 8 (mod 10).

(II.50)

Оскiльки модулi конгруенцiй попарно взаємно простi, то можна використа-
ти китайську теорему про остачi. Маємо: M = m1m2m3 = 17·19·10 = 3230,
M1 =

M
m1

= 3230
17 = 190, M2 =

M
m2

= 3230
19 = 170, M3 =

M
m3

= 3230
10 = 323. Зна-

ходимо yi iз умов: Miyi ≡ 1 (mod mi). Маємо: 190y1 ≡ 1 (mod 17), тодi
3y1 ≡ 18 (mod 17), звiдки y1 ≡ 6 (mod 17). Далi 170y2 ≡ 1 (mod 19), то-
му −y2 ≡ 1 (mod 19), звiдки y2 ≡ −1 (mod 19). I 323y3 ≡ 1 (mod 10), тодi
3y3 ≡ 21 (mod 10), а значить, y3 ≡ 7 (mod 10).

За формулою (II.47), x0 ≡ M1y1c1 + M2y2c2 + M3y3c3 (mod M) ≡
190 · 6 · 13 + 170 · (−1) · 8 + 323 · 7 · 10 (mod 3230) ≡ 2478 (mod 3230).
Отже, розв’язком системи конгруенцiй є клас K

(3230)
2478 .
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Розв’язання в Maple. На основi китайської теореми про остачi в Maple роз-
роблено команду chrem(c,m) для розв’язування системи конгруенцiй

x ≡ c1 (mod m1),
x ≡ c2 (mod m2),
.. .. ...,
x ≡ c3 (mod ms);

iз попарно взаємно простими модулями. Параметрами даної команди є спи-
ски c=[c1,c2,...,cs], m=[m1,m2,...,ms].

Застосуємо дану команду до системи (II.50). Маємо:
> chrem([13,8,8],[17,19,10]);

2478

Отже, розв’язком системи конгруенцiй є клас K
(3230)
2478 .

Приклад 16.2 Розв’язати систему конгруенцiй:
2x ≡ 31 (mod 35),
4x ≡ 7 (mod 25),
5x ≡ 18 (mod 21).

Розв’язання. Розв’язавши спочатку кожну iз конгруенцiй окремо, отриму-
ємо рiвносильну заданiй систему конгруенцiй:

x ≡ 33 (mod 35),
x ≡ 8 (mod 25),
x ≡ 12 (mod 21).

(II.51)

Оскiльки модулi даної конгруенцiї не є попарно взаємно простими, то ки-
тайську теорему про остачi застосувати не можна.

Нехай K
(M)
x0 – розв’язок даної системи, тодi M = [35, 25, 21] = 525 i

x0 ≡ 33 (mod 35),
x0 ≡ 8 (mod 25),
x0 ≡ 12 (mod 21).

З 1-ої конгруенцiї маємо: x0 = −2 + 35t для деякого t ∈ Z. Пiдставляючи
x0 в другу конгруенцiю, отримуємо: −2+35t ≡ 8 (mod 25), тобто 10t ≡ 10
(mod 25). Роздiлити обидвi частини конгруенцiї на 10 не можна, оскiльки
(10, 25) ̸= 1. Тому роздiлимо обидвi частини i модуль на 5: 2t ≡ 2 (mod 5).

Оскiльки (2, 5) = 1, то можна роздiлити обидвi частини конгруенцiї
на 2: t ≡ 1 (mod 5), звiдси t = 1 + 5s для деякого s ∈ Z. Тодi x0 =
−2 + 35(1 + 5s) = 33 + 175t.
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Тепер пiдставимо x0 в третю конгруенцiю: 33 + 175t ≡ −21 (mod 21),
тобто 7s ≡ 0 (mod s). Тодi s = 3k для деякого k ∈ Z, звiдки x0 =

33 + 175 · 3k = 33 + 525k. Отже, x0 ∈ K
(525)
33 , а значить, K(525)

33 – розв’язок
заданої системи конгруенцiй.
Розробка процедур. Щоб створити процедуру syscongr для розв’язування
системи конгруенцiй 

a1x ≡ b1 (mod m1),
a1x ≡ b2 (mod m2),
. . . . . .
asx ≡ bs (mod ms).

(II.52)

iз довiльними модулями розглянемо алгоритм розв’язування такої системи:
1) перехiд до системи конгруенцiй виду

x ≡ c1 (mod m′
1),

x ≡ c2 (mod m′
2),

x ≡ c3 (mod m′
3),

. . . . . .

x ≡ cs (mod m′
s).

Для цього кожну конгруенцiю розв’язують окремо. При цьому можливо,
що якась iз конгруенцiй системи не має розв’язкiв (bi

... di, di = (ai, bi)) –
тодi i задана система не матиме розв’язкiв.

2) Далi, виразивши з 1-ої конгруенцiї x: x = c1 +m′
1t1, t1 ∈ Z, i пiдста-

вивши вираз до 2-ої конгруенцiї, матимемо:
c1 +m′

1t1 ≡ c2 (mod m′
2),

x ≡ c3 (mod m′
3),

. . . . .

x ≡ cs (mod m′
s).

Тодi, розв’язуючи 1-шу конгруенцiю, наприклад, способом 4 (iз використа-
нням класiв лишкiв), отримуємо (якщо вона має розв’язки, тобто якщо

(c2 − c1)
... d′1, де d′1 = (m′

1,m
′
2)): t1 ≡

(
m′

1

d′1

)−1

· c2−c1
d′1

(mod m′
2

d′1
), звiдки

t1 =

[
(
(
m′

1

d′1

)−1

· c2−c1
d′1

)modm′
1

d′1

]
+ m′

2

d′1
t2, де t2 ∈ Z. Тепер повертаємось до

невiдомого x:

x = c1 +m′
1t1 = c1 +m′

1(

[
(
(
m′

1

d′1

)−1

· c2−c1
d′1

)modm′
1

d′1

]
+ m′

2

d′1
t2) =

= c1 +m′
1

[
(
(
m′

1

d′1

)−1

· c2−c1
d′1

)modm′
1

d′1

]
+ m′

1m
′
2

d′1
t2.
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Нехай c1 = h1, h1+m′
1

[
(
(
m′

1

d′1

)−1

· c2−h1

d′1
)modm′

2

d′1

]
= h2. Тодi x = h2+

m′
1m

′
2

d′1
t2.

3) Тепер пiдставляємо вираз для x в 3-тю конгруенцiю системи (II.52),
отримуємо: h2 + m′

1m
′
2

d′1
t2 ≡ c3 (mod m′

3). Розв’язком даної конгруенцiї

(якщо вона має розв’язки) є: t2 ≡
(
m′

1m
′
2

d′1d
′
2

)−1

· c3−h2

d′2
(mod m′

3

d′2
), звiдки

t1 =

[
(
(
m′

1m
′
2

d′1d
′
2

)−1

· c3−h2

d′2
)modm′

3

d′2

]
+ m′

3

d′2
t3. Тепер повертаємось до невiдомо-

го x:

x = h2+
m′

1m
′
2

d′1
t2 = h2+

m′
1m

′
2

d′1

[
(

(
m′

1m
′
2

d′1d
′
2

)−1

· c3 − h2

d′2
)mod

m′
3

d′2

]
+
m′

1m
′
2m

′
3

d′1d
′
2

t3.

Нехай h2 +
m′

1m
′
2

d′1

[
(
(
m′

1m
′
2

d′1d
′
2

)−1

· c3−h2

d′2
)modm′

3

d′2

]
= h3. Тодi x = h3 +

m′
1m

′
2m

′
3

d′1d
′
2

t3.

I т.д. до останньої конгруенцiї системи (II.52). Вiдповiдно до даного ал-
горитму маємо процедуру:

syscongr := proc (A, B, M)
local k, i, d, h, m, q, C;
uses numtheory;

k := nops(M);
C := array(1 .. k);
q := 1;
for i to k do

d := igcd(A[i], M[i]);
if B[i] mod d = 0 then

C[i] := ((A[i]/d)ˆ (-1)*(B[i]/d)) mod M[i]/d
else q := 0; break:
end if;

end do;
if q = 1 then

h := C[1]; m := M[1];
for i from 2 to k do

d := igcd(m, M[i]);
if (C[i]-h) mod d = 0 then

h := h+m*(((m/d)ˆ (-1)*(C[i]-h)/d) mod M[i]/d);
m := m*M[i]/d

else q := 0; break
end if

end do;
return(h mod m);

else return NULL;
end if;

end proc:
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В результатi застосування даної процедури до системи (II.52) отримуємо
представник класу лишкiв K

(m)
h , де m – найменше спiльне кратне чисел

m1,m2, ...,ms. У випадку, коли система не має розв’язкiв, процедура нiчого
не виводить.
Розв’язання в Maple. Спосiб I. Розв’язуємо за допомогою розробленої про-
цедури syscongr. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

Задаємо списки коефiцiєнтiв A = [2, 4, 5], B = [31, 7, 18] i список модулiв
M = [35, 25, 21].
> A := [2, 4, 5]: B := [31, 7, 18]: M := [35, 25, 21]:
i викликаємо процедуру syscongr:
> syscongr(A, B, M);

33

Отримали представник класу лишкiв за модулем m, що є найменшим
спiльним кратним чисел m1,m2,m3:
> ilcm(35, 25, 21);

525

Отже, розв’язком заданої системи конгруенцiй є клас лишкiв K
(525)
33 .

Спосiб II. Спочатку розв’яжемо кожну iз конгруенцiй окремо за допо-
могою команди msolve:
> msolve(2*x=31,35);

{x = 33}
> msolve(4*x=7,25);

{x = 8}
> msolve(5*x=18,21);

{x = 12}
Отже, задана система рiвносильна системi (II.51). Замiнимо кожну

iз конгруенцiй отриманої системи на рiвносильну її за модулем M =
[35, 25, 21] = 525 i знову застосуємо команду msolve у форматi
msolve(eqns,M), eqns – множина рiвнянь (конгруенцiй) системи:
> msolve({15*x=495,21*x=168,25*x=300},525);

{x = 33}
Таким чином, розв’язком заданої системи конгруенцiй є клас K

(525)
33 .

Завдання 16. Розв’язати систему конгруенцiй:
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16.1. а)


x ≡ 1 (mod 4),
2x ≡ 11 (mod 9),
5x ≡ 2 (mod 7);

б)


4x ≡ 2 (mod 6),
3x ≡ 4 (mod 10),
5x ≡ −1 (mod 18).

16.2. а)


3x ≡ 5 (mod 8),
7x ≡ 2 (mod 9),
6x ≡ 1 (mod 7);

б)


2x ≡ 3 (mod 9),
−5x ≡ 2 (mod 18),
8x ≡ 3 (mod 10).

16.3. а)


3x ≡ 2 (mod 13),
7x ≡ 2 (mod 9),
6x ≡ 1 (mod 7);

б)


6x ≡ −1 (mod 12),
2x ≡ 7 (mod 10),
5x ≡ −1 (mod 6).

16.4. а)


2x ≡ 1 (mod 9),
5x ≡ 7 (mod 17),
8x ≡ 1 (mod 13);

б)


5x ≡ 2 (mod 6),
6x ≡ 7 (mod 14),
3x ≡ 4 (mod 11).

16.5. а)


7x ≡ 9 (mod 11),
2x ≡ 11 (mod 13),
5x ≡ 9 (mod 9);

б)


5x ≡ 7 (mod 8),
3x ≡ −5 (mod 10),
7x ≡ 2 (mod 12).

16.6. а)


x ≡ 2 (mod 3),
5x ≡ 3 (mod 7),
6x ≡ −1 (mod 11);

б)


3x ≡ 6 (mod 9),
21x ≡ 5 (mod 12),
12x ≡ 9 (mod 15).

16.7. а)


3x ≡ 5 (mod 13),
2x ≡ 17 (mod 21),
5x ≡ 31 (mod 32);

б)


5x ≡ 4 (mod 14),
6x ≡ 8 (mod 16),
7x ≡ −3 (mod 18).

16.8. а)


3x ≡ 5 (mod 14),
5x ≡ 1 (mod 9),
7x ≡ 2 (mod 25);

б)


3x ≡ 6 (mod 8),
7x ≡ 4 (mod 12),
−2x ≡ 14 (mod 16).

16.9. а)


4x ≡ 1 (mod 13),
−3x ≡ 5 (mod 9),
2x ≡ 3 (mod 7);

б)


5x ≡ 7 (mod 6),
2x ≡ −3 (mod 8),
−6x ≡ 12 (mod 10).

16.10. а)


3x ≡ −5 (mod 10),
6x ≡ 4 (mod 7),
10x ≡ 3 (mod 11);

б)


5x ≡ 7 (mod 8),
2x ≡ 10 (mod 12),
−3x ≡ 5 (mod 16).
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16.11. а)


7x ≡ 4 (mod 15),
3x ≡ −5 (mod 28),
5x ≡ −3 (mod 11);

б)


2x ≡ 3 (mod 7),
−5x ≡ 4 (mod 10),
16x ≡ 4 (mod 12).

16.12. а)


3x ≡ 8 (mod 12),
4x ≡ 1 (mod 17),
5x ≡ 2 (mod 11);

б)


31x ≡ 5 (mod 18),
5x ≡ 3 (mod 21),
20x ≡ −6 (mod 24).

16.13. а)


8x ≡ 1 (mod 11),
7x ≡ −2 (mod 13),
2x ≡ 11 (mod 5);

б)


3x ≡ 5 (mod 35),
4x ≡ 6 (mod 18),
5x ≡ 7 (mod 21).

16.14. а)


4x ≡ 5 (mod 27),
3x ≡ 11 (mod 13),
6x ≡ 9 (mod 12);

б)


3x ≡ 7 (mod 10),
5x ≡ −1 (mod 14),
6x ≡ 14 (mod 16).

16.15. а)


7x ≡ 2 (mod 9),
−6x ≡ 5 (mod 17),
3x ≡ 19 (mod 20);

б)


2x ≡ 3 (mod 9),
5x ≡ −2 (mod 14),
14x ≡ 10 (mod 12).

16.16. а)


2x ≡ 3 (mod 20),
−4x ≡ 1 (mod 9),
5x ≡ 2 (mod 11);

б)


3x ≡ 7 (mod 14),
5x ≡ 7 (mod 28),
9x ≡ 6 (mod 42).

16.17. а)


6x ≡ 10 (mod 16),
4x ≡ 11 (mod 7),
−2x ≡ 3 (mod 11);

б)


6x ≡ 1 (mod 13),
9x ≡ 4 (mod 14),
5x ≡ 3 (mod 12).

16.18. а)


3x ≡ 2 (mod 17),
3x ≡ 7 (mod 25),
7x ≡ 5 (mod 12);

б)


4x ≡ 6 (mod 10),
−7x ≡ 5 (mod 9),
3x ≡ 4 (mod 8).

16.19. а)


5x ≡ 32 (mod 19),
7x ≡ −1 (mod 10),
4x ≡ 13 (mod 7);

б)


2x ≡ 7 (mod 12),
3x ≡ 4 (mod 15),
4x ≡ 10 (mod 18).

16.20. а)


3x ≡ 1 (mod 25),
6x ≡ 5 (mod 33),
4x ≡ 3 (mod 8);

б)


15x ≡ 18 (mod 21),
7x ≡ 5 (mod 24),
2x ≡ 1 (mod 27).
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16.21. а)


2x ≡ 7 (mod 13),
5x ≡ 9 (mod 14),
−3x ≡ 8 (mod 15);

б)


4x ≡ −3 (mod 10),
27x ≡ 6 (mod 12),
5x ≡ 2 (mod 14).

16.22. а)


3x ≡ 12 (mod 21),
5x ≡ 7 (mod 31),
−4x ≡ 13 (mod 29);

б)


6x ≡ 13 (mod 10),
7x ≡ 2 (mod 15),
−3x ≡ 16 (mod 20).

16.23. а)


3x ≡ −7 (mod 13),
4x ≡ 10 (mod 12),
7x ≡ 2 (mod 11);

б)


2x ≡ −1 (mod 15),
4x ≡ 12 (mod 20),
3x ≡ 7 (mod 25).

16.24. а)


2x ≡ 3 (mod 12),
6x ≡ 5 (mod 7),
−x ≡ 2 (mod 5);

б)


5x ≡ 2 (mod 6),
3x ≡ 1 (mod 10),
2x ≡ 5 (mod 9).

16.25. а)


5x ≡ 4 (mod 7),
4x ≡ 5 (mod 33),
6x ≡ 8 (mod 17);

б)


5x ≡ 7 (mod 12),
2x ≡ 11 (mod 15),
4x ≡ 10 (mod 18).

8. Конгруенцiї n-го степеня

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай задано конгруенцiю виду

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 ≡ 0 (mod p) , (II.53)

де p – просте, n ∈ Z, n > 2, ai ∈ Z, 0 6 i 6 n, an ̸≡ 0 (mod p).
Рiвносильними перетвореннями конгруенцiї (II.53), що спрощують її розв’язання, є:

1. Замiна коефiцiєнтiв a0, a1, ..., an на конгруентнi їм абсолютно найменшi (або най-
меншi невiд’ємнi) лишки за модулем p.

2. Пониження степеня конгруенцiї. При цьому:
а) якщо a0 ̸≡ 0 (mod p), то замiнюємо в конгруенцiї (II.53) доданки akx

k на конгру-
ентнi їм akx

r, де r – остача вiд дiлення числа k на p− 1.
б) якщо aj ≡ 0 (mod p) для всiх j = 0, 1, ..., t, де 0 6 t < n, at+1 ̸≡ 0 (mod p), то

конгруенцiя (II.53) еквiвалентна сукупностi конгруенцiй

x ≡ 0 (mod p) i

φ(x) = anx
n−t−1 + an−1x

n−t−2 + . . .+ at+2x+ at+1 ≡ 0 (mod p) ,

де at+1 ̸≡ 0 (mod p).
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3. Перехiд до еквiвалентної конгруенцiї, старший коефiцiєнт якої рiвний 1. Для цього:
1) знаходимо цiле число y0 таке, що any0 ≡ 1 (mod p);
2) множимо обидвi частини конгруенцiї (II.53) на y0.

Теорема. Конгруенцiя n-го степеня за простим модулем може мати не бiльше нiж
n коренiв.

Конгруенцiя (II.53) називається тотожною, якщо всi її коефiцiєнти конгруентнi нулю
за модулем m.

Наслiдок. Якщо конгруенцiя (II.53) має бiльш як n розв’язкiв, то вона є тотожною.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 17. Спростити конгруенцiю (зменшити коефiцiєнти за абсолю-
тною величиною, понизити степiнь, зробити старший коефiцiєнт рiвним 1)
i розв’язати способом пiдбору:

а) 75x13 − 62x12 − 53x11 − 22x6 + 13x− 27 ≡ 0 (mod 7);

б) 13x17 + 2x11 + 12x7 − 32x6 + 3x5 − x+ 4 ≡ 0 (mod 7);

в) 24x23 − 138x14 + 64x11 − 94x8 − x6 − 76x5 + 3x2 ≡ 0 (mod 7).

Розв’язання. а) Замiнимо спочатку коефiцiєнти заданої конгруенцiї на кон-
груентнi їм абсолютно найменшi лишки за модулем 7:

75 ≡ −2 (mod 7) , −53 ≡ 3 (mod 7) , 13 ≡ −1 (mod7) ,

−62 ≡ 1 (mod 7) , −22 ≡ −1 (mod 7) , −27 ≡ 1 (mod7) .

Тодi задана конгруенцiя рiвносильна конгруенцiї

−2x13 + x12 + 3x11 − x6 − x+ 1 ≡ 0 (mod 7) . (II.54)

Тепер понизимо степiнь одержаної конгруенцiї. Оскiльки x ≡ 0 (mod 7)
не є розв’язком конгруенцiї (II.54), то невiдома x може приймати лише
значення, взаємно простi iз m = 7. Тому можемо записати, що (x, 7) = 1.
Тодi за теоремою Ферма x6 ≡ 1 (mod 7). В силу цього

x13 = x6·2+1 = (x6)2 · x ≡ x (mod 7),
x12 = x6·2 = (x6)2 ≡ 1 (mod 7),
x11 = x6·1+5 = x6 · x5 ≡ x5 (mod 7).
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Конгруенцiя (II.54), а значить, i задана конгруенцiя, рiвносильна наступнiй
конгруенцiї:

−2x+ 1 + 3x5 − 1− x+ 1 ≡ 0 (mod 7) ,

яку пiсля зведення подiбних доданкiв запишемо у виглядi:

3x5 − 3x+ 1 ≡ 0 (mod 7) . (II.55)

Замiнимо тепер конгруенцiю (II.55) на еквiвалентну їй конгруенцiю iз
старшим коефiцiєнтом рiвним 1. Для цього розв’яжемо допомiжну конгру-
енцiю 3y ≡ 1 (mod 7).

Легко бачити, що y0 = −2 задовольняє цю конгруенцiю. Домножимо
обидвi частини конгруенцiї (II.55) на −2: −6x5 + 6x− 2 ≡ 0 (mod 7) або

g(x) = x5 − x− 2 ≡ 0 (mod 7) . (II.56)

Розв’яжемо отриману конгруенцiю способом пiдбору.
Для цього запишемо повну систему абсолютно найменших лишкiв за

модулем 7: 0, 1, 2, 3,−3,−2,−1. Оскiльки x ≡ 0 (mod 7) не є розв’язком
конгруенцiї (II.54), то перевiряємо тiльки лишки 1, 2, 3,−3,−2,−1. Маємо:

g(1) = 15 − 1− 2 = −2 ̸≡ 0 (mod 7) ,

g(2) = 25 − 2− 2 = 28 ≡ 0 (mod 7) ,

g(3) = 35 − 3− 2 = (32)2 · 3− 3− 2 ≡ 22 · 3− 3− 2 (mod 7) ≡ 0 (mod 7) ,

g(−3) = (−3)5 + 3− 2 = ((−3)2)2 · (−3) + 1 ≡ 22 · (−3) + 1 (mod 7) ≡
≡ 3 (mod 7) ̸≡ 0 (mod 7) ,

g(−2) = (−2)5 + 2− 2 = −32 ̸≡ 0 (mod 7) ,

g(−1) = (−1)5 + 1− 2 = 0 (mod 7) ̸≡ 0 (mod 7) .

Таким чином, лишки 2 i 3 задовольняють конгруенцiю (II.56), а зна-
чить, i задану конгруенцiю. Отже, класи K

(7)
2 i K(7)

3 є розв’язками заданої
конгруенцiї.

б) Замiнимо спочатку коефiцiєнти заданої конгруенцiї на конгруентнi їм
абсолютно найменшi лишки за модулем 7:

13 ≡ −1 (mod 7) , 12 ≡ −2 (mod 7) ,

−32 ≡ 3 (mod 7) , 4 ≡ −3 (mod 7) .

Тодi задана конгруенцiя рiвносильна конгруенцiї

−x17 + 2x11 − 2x7 + 3x6 + 3x5 − x− 3 ≡ 0 (mod 7) . (II.57)
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Тепер понизимо степiнь одержаної конгруенцiї. Оскiльки x ≡ 0 (mod 7)
не є розв’язком конгруенцiї (II.57), то невiдома x може приймати лише
значення, взаємно простi iз m = 7. Тому можемо записати, що (x, 7) = 1.
Тодi за теоремою Ферма x6 ≡ 1 (mod 7). В силу цього

x17 = x6·2+5 = (x6)2 · x5 ≡ x5 (mod 7),
x11 = x6·1+5 = x6 · x5 ≡ x5 (mod 7),
x7 = x6x ≡ x (mod 7).
Конгруенцiя (II.57), а значить, i задана конгруенцiя, рiвносильна наступнiй
конгруенцiї:

−x5 + 2x5 − 2x+ 3 + 3x5 − x− 3 ≡ 0 (mod 7) ,

яку пiсля зведення подiбних доданкiв запишемо у виглядi:

4x5 − 3x ≡ 0 (mod 7) . (II.58)

Замiнимо тепер конгруенцiю (II.58) на еквiвалентну їй конгруенцiю iз
старшим коефiцiєнтом рiвним 1. Для цього розв’яжемо допомiжну конгру-
енцiю 4y ≡ 1 (mod 7).

Легко бачити, що y0 = 2 задовольняє цю конгруенцiю. Домножимо оби-
двi частини конгруенцiї (II.58) на 2:

x5 + x ≡ 0 (mod 7)

або
g(x) = x5 + x ≡ 0 (mod 7) . (II.59)

Розв’яжемо отриману конгруенцiю способом пiдбору.
Для цього запишемо повну систему абсолютно найменших лишкiв за

модулем 7: 0, 1, 2, 3,−3,−2,−1. Оскiльки x ≡ 0 (mod 7) не є розв’язком
конгруенцiї (II.57), то перевiряємо тiльки лишки 1, 2, 3,−3,−2,−1. Маємо:

g(1) = 15 + 1 = 2 ̸≡ 0 (mod 7) ,

g(2) = 25 + 2 = 34 ̸≡ 0 (mod 7) ,

g(3) = 35 + 3 = 33 · 32 + 3 ≡ (−1) · 2 + 3 (mod 7) ≡ 1 (mod 7) ̸≡ 0 (mod 7) ,

g(−3) = (−3)5 − 3 = (−3)3 · (−3)2 − 3 ≡ 1 · (−2)− 3 (mod 7) ≡
≡ −5 (mod 7) ̸≡ 0 (mod 7) ,

g(−2) = (−2)5 − 2 = −32 ̸≡ 0 (mod 7) ,

g(−1) = (−1)5 − 1 = −2 (mod 7) ̸≡ 0 (mod 7) .

Таким чином, жоден iз лишкiв не задовольняє конгруенцiю (II.59), а
значить, i задану конгруенцiю. Отже, задана конгруенцiя розв’язкiв не має.
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в) Замiняємо коефiцiєнти заданої конгруенцiї на конгруентнi їм абсолю-
тно найменшi лишки за модулем 7:

24 ≡ 3 (mod 7) , −138 ≡ 2 (mod 7) , 64 ≡ 1 (mod 7) ,

−94 ≡ −3 (mod 7) , −76 ≡ 1 (mod 7) , −4≡ 3 (mod 7) .

Тодi задана конгруенцiя рiвносильна конгруенцiї

3x23 + 2x14 + x11 − 3x8 − x6 + x5 + 3x2 ≡ 0 (mod 7) . (II.60)

Оскiльки x ≡ 0 (mod 7) є розв’язком конгруенцiї (II.60), то використати
теорему Ферма для пониження степеня одержаної конгруенцiї на даному
етапi не можна (не для всiх розв’язкiв K

(7)
x0 справедливо, що (x0, 7) = 1).

Вiд розгляду даної конгруенцiї перейдемо до розгляду рiвносильної їй су-
купностi конгруенцiй x ≡ 0 (mod 7) i

3x21 + 2x12 + x9 − 3x6 − x4 + x3 + 3 ≡ 0 (mod 7) . (II.61)

Клас K
(7)
0 є розв’язком першої iз конгруенцiй i не є розв’язком другої, то-

му конгруенцiю (II.61) можна спростити, понизивши степiнь за допомогою
теореми Ферма: x6 ≡ 1 (mod 7). В силу цього

x21 = x6·3+3 = (x6)3 · x3 ≡ x3 (mod 7),
x12 = x6·2 = (x6)2 ≡ 1 (mod 7),
x9 = x6x3 ≡ x3 (mod 7).
Конгруенцiя (II.61) рiвносильна наступнiй конгруенцiї:

3x3 + 2 + x3 − 3− x4 + x3 + 3 ≡ 0 (mod 7) ,

яку пiсля зведення подiбних доданкiв запишемо у виглядi:

−x4 + 5x3 + 2 ≡ 0 (mod 7) . (II.62)

Замiнимо тепер конгруенцiю (II.62) на еквiвалентну їй конгруенцiю iз
старшим коефiцiєнтом рiвним 1:

x4 − 5x3 − 2 ≡ 0 (mod 7) (II.63)

Розв’яжемо її способом пiдбору.
Для цього запишемо повну систему абсолютно найменших лишкiв за

модулем 7: 0, 1, 2, 3,−3,−2,−1. Оскiльки x ≡ 0 (mod 7) не є розв’язком
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конгруенцiї (II.61), то перевiряємо тiльки лишки 1, 2, 3,−3,−2,−1. Маємо:

g(1) = 14 − 5− 2 = −6 ̸≡ 0 (mod 7) ,

g(2) = 24 − 5 · 23 − 2 ≡ 6 (mod 7) ̸≡ 0 (mod 7) ,

g(3) = 34 − 5 · 33 − 2 ≡ 0 (mod 7) ,

g(−3) = (−3)4 − 5 · (−3)3 − 2 ≡ 6 (mod 7) ̸≡ 0 (mod 7) ,

g(−2) = (−2)4 − 5 · (−2)3 − 2 ≡ 1 (mod 7) ̸≡ 0 (mod 7) ,

g(−1) = (−1)4 − 5 · (−1)3 − 2 ≡ 3 (mod 7) ̸≡ 0 (mod 7) .

Таким чином, лишок 3 задовольняє конгруенцiю (II.63), а значить, i кон-
груенцiю (II.61). Отже, розв’язками заданої конгруенцiї є класи K

(7)
0 i K(7)

3 .

Розробка процедур. Перевiрку лише остаточного результату можна здiй-
снити за допомогою команди msolve (див. §7).

Для перевiрки промiжних результатiв створимо процедуру congVS, яка
буде поетапно виконувати такi рiвносильнi перетворення конгруенцiї як:

1) замiна коефiцiєнтiв a0, a1, ..., an на конгруентнi їм абсолютно найменшi
лишки за модулем p;

> f1:=mods(f,p);
2) пониження степеня конгруенцiї шляхом дiлення отриманого в п.1)

многочлена f1 на xp−1 − 1

> f2:=rem(f1,x^(p-1)-1,x));
3) перехiд до еквiвалентної конгруенцiї g(x) ≡ 0 (mod p), старший

коефiцiєнт якої рiвний 1

> y0:=a^(-1) mod p; g:=mods(f2*y0,p);
Зауважимо, що перед тим, як понижувати степiнь конгруенцiї, необхiдно

перевiрити, чи є розв’язком клас K
(p)
0 . Якщо так, число 0 виводимо на

екран, а потiм многочлен f1 дiлимо на x доти, доки це можливо:
> if subs({x=0},f1) mod p =0 then print(0);

while subs({x=0},f1) mod p=0 do f1:=quo(f1,x,x); end do:
Подальше розв’язування способом пiдбору здiйснюємо наступним чи-

ном: для всiх i ∈ 0, p− 1 перевiряємо, чи є клас K
(p)
i розв’язком:

> for i from 0 to p-1 do
if subs({x=i},g) mod p=0 then print(i); end if;

end do;
Процедура congVS виглядатиме наступним чином:
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congVS:=proc(f,p::integer)
local f1,f2,g,i,n,a,y0:

f1:=mods(f,p);
print(f1);
if subs({x=0},f1) mod p =0 then print(0);

while subs({x=0},f1) mod p=0 do f1:=quo(f1,x,x);
end do:

end if;
f2:=rem(f1,xˆ (p-1)-1,x); print(f2);
n:=degree(f2,x);
a:=coeff(f2,x,n);
y0:=aˆ (-1) mod p;
g:=mods(f2*y0,p); print(g);
for i from 0 to p-1 do

if subs({x=i},g) mod p=0 then print(i); end if;
end do;

end proc:
Для опису процедури було використано команди:

mods(f,m) – замiна коефiцiєнтiв многочлена f(x) на абсолютно найменшi
за модулем m лишки;
quo(f,g,x) i rem(f,g,x) – пошук неповної частки (вiдповiдно остачi) вiд
дiлення многочлена f(x) на многочлен g(x) з остачею;
degree(f,x) – степiнь многочлена f(x);
coeff(f,x,n) – коефiцiєнт многочлена f(x) при xn

(детальнiше про цi команди див. в розд.IV).
В результатi на екран буде виведено промiжнi перетворення:

f1
f2
g

В наступних рядках виводяться розв’язки конгруенцiї. Якщо конгруенцiя
розв’язкiв не має, то цi рядки залишаються порожнiми.
Розв’язання в Maple. Остаточний результат перевiряємо за допомогою ко-
манди msolve(f,p), де f(x) ≡ 0 (mod p) – задана конгруенцiя. Матиме-
мо:
> msolve(75*x^13-62*x^12-53*x^11-22*x^6+13*x-27,7);

{x = 2}, {x = 3}
Розв’язками заданої конгруенцiї є класи: K(7)

2 i K(7)
3 .

Для перевiрки промiжних перетворень використаємо процедуру
congVS iз бiблiотеки atchlib:
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> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
Задаємо многочлен f :

> f:=75*x^13-62*x^12-53*x^11-22*x^6+13*x-27:
i застосовуємо процедуру congVS:
> congVS(f,7);

−2x13 + x12 + 3 x11 − x6 − x+ 1

1− 3 x+ 3 x5

−2− x+ x5

2

3

Отже, пiсля замiни коефiцiєнтiв на конгруентнi їм абсолютно наймен-
шi за модулем отримуємо конгруенцiю −2x13 + x12 + 3x11 − x6 − x + 1 ≡
0 (mod 7). Пониження степеня дасть конгруенцiю 3x5 − 3x + 1 ≡ 0
(mod 7). Конгруенцiєю, в якої старший коефiцiєнт дорiвнює 1, є конгруен-
цiя x5 − x− 2 ≡ 0 (mod 7). Розв’язками конгруенцiї є класи K

(7)
2 i K(7)

3 .
> f:=13*x^17+2*x^11+12*x^7-32*x^6+3*x^5-x+4:

congVS(f,7);
−x17 + 2 x11 − 2 x7 + 3 x6 + 3 x5 − x− 3

4x5 − 3x

x5 + x

Конгруенцiя розв’язкiв не має.
> f:=24*x^23-138*x^14+64*x^11-94*x^8-x^6-76*x^5+3*x^2:

congVS(f,7);
3 x23 + 2 x14 + x11 − 3 x8 − x6 + x5 + 3 x2

0

2− x4 + 5 x3

−2 + x4 + 2 x3

3

Розв’язками конгруенцiї є класи K
(7)
0 i K(7)

3 .

Завдання 17. Спростити конгруенцiю (зменшити коефiцiєнти за абсолют-
ною величиною, понизити степiнь, зробити старший коефiцiєнт рiвним 1) i
розв’язати способом пiдбору.

17.1. 13x17 + 2x11 + 12x7 − 32x6 + 3x5 − x+ 4 ≡ 0 (mod 7).

17.2. 47x54 − 20x34 − 21x32 + 32x24 − 13x12 + 10x10 + 40x2 + 2 ≡ 0 (mod 11).
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17.3. 245x201 + 51x64 + 3x47 + 28x19 + 7x8 − 10x6 − 33x4 + 2 ≡ 0 (mod 5).

17.4. 10x29 + 5x14 + 8x11 + x8 + x6 − 8x5 − 3x2 + 10 ≡ 0 (mod 7).

17.5. 79x62+107x49− 93x37−x25+131x24− 18x13+15x12− 30 ≡ 0 (mod 13).

17.6. 35x93+121x85+42x53−25x43+24x13+90x11+x10−100x+42 ≡ 0 (mod 11).

17.7. 15x27 +43x25 − 6x21 − 24x14 + 69x9 + 71x7 − 4x6 + 8x2 +5 ≡ 0 (mod 7).

17.8. 29x86 + 38x62 + 14x38 + 7x37 + 81x25 − 18x24 − 8x13 + 23 ≡ 0 (mod 13).

17.9. 68x19 + 121x17 + 85x11 − 75x7 + 4x6 − 126x5 − 4x− 3 ≡ 0 (mod 7).

17.10. 156x91−6x74−157x49−29x45+x32+114x21+23x15+42x12+31≡0 (mod 7).

17.11. 43x410 + 25x28 + 39x20 + 3x11 − 17x8 + 11x7 − 22 ≡ 0 (mod 5).

17.12. 24x23 − 138x14 + 64x11 − 94x8 − x6 − 76x5 + 3x2 − 4 ≡ 0 (mod 7).

17.13. 36x54 − 4x42 + 120x34 − 54x32 + 119x10 + 49x4 − 5x2 + 82 ≡ 0 (mod 11).

17.14. 41x98 + 81x50 − 137x37 + 120x36 + 62x25 + 14x12 + 24 ≡ 0 (mod 13).

17.15. 71x33 − 68x15 + x13 + 58x9 + 37x8 − 115x6 + 24x2 − 7 ≡ 0 (mod 7).

17.16. 53x63 + 76x51 + 29x40 − 3x31 − 72x23 + 78x10 + 6 ≡ 0 (mod 11).

17.17. 33x133+32x85+8x72+40x62+27x38− 55x13+14x12− 19 ≡ 0 (mod 13).

17.18. 86x13 + 97x11 − 84x7 − 12x6 − x5 + 87x+ 2 ≡ 0 (mod 7).

17.19. 10x2002 + 36x74 + 29x44 − 27x32 + 51x20 − 114x12 + 35 ≡ 0 (mod 11).

17.20. 78x93+111x62−134x49−15x36+126x14−101x13+x12+5 ≡ 0 (mod 13).

17.21. 213x29 + 64x24 − 64x11 + x8 + 85x6 − 96x5 + 143x2 + 1 ≡ 0 (mod 7).

17.22. 100x173 − 80x91 − 29x23 − 101x21 + 48x10 + 45 ≡ 0 (mod 11).

17.23. 59x48 + 22x43 − 2x12 + 23x11 − 27x8 + 53x7 − 101x4 − 3 ≡ 0 (mod 5).

17.24. 113x157+29x134+2x97+21x86−3x50+31x25−31x24+16x12−4≡0(mod 13).

17.25. 21x145+15x39+23x9+5x8+36x7+x6−11x3+26x2−18x−6 ≡ 0 (mod 7).
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9. Квадратнi конгруенцiї

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Конгруенцiю 2-го степеня c2x
2 + c1x + c0 ≡ 0 (mod p) за простим модулем p > 2, де

c2 ̸≡ 0 (mod p), завжди можна звести до двочленної конгруенцiї виду

y2 ≡ a (mod p). (II.64)

Для цього слiд:
1) домножити обидвi частини конгруенцiї на число b таке, що bc2 ≡ 1 (mod p) ;
2) якщо коефiцiєнт при x отриманої конгруенцiї – число непарне, то додати до лiвої

частини конгруенцiї многочлен px;
3) видiлити повний квадрат.
Якщо конгруенцiя (II.64) має хоча б один розв’язок, то a називається квадрати-

чним лишком за модулем p, в iншому випадку a називають квадратичним нелишком
за модулем p.

Нехай (a, p) = 1. Якщо a – квадратичний лишок за модулем p, то конгруенцiя (II.64)
має 2 розв’язки.

При простому непарному p число a є квадратичним лишком за модулем p тодi i
лише тодi, коли a

p−1
2 ≡ 1 (mod p), i квадратичним нелишком за модулем p тодi i лише

тодi, коли a
p−1
2 ≡ −1 (mod p) (критерiй Ойлера).

Для ефективного використання критерiю Ойлера вводиться так званий символ Ле-
жандра

(
a
p

)
(читається: „символ Лежандра a вiдносно p”). Символ Лежандра визнача-

ється для всiх цiлих чисел a таких, що (a, p) = 1, рiвнiстю(
a

p

)
=

{
1, якщо a є квадратичним лишком за модулем p;

−1, якщо a є квадратичним нелишком за модулем p.

Критерiй Ойлера тодi коротко записується так: a
p−1
2 ≡

(
a
p

)
(mod p).

Основнi властивостi символу Лежандра:

1◦. Якщо a1 ≡ a (mod p), то
(

a1
p

)
=
(

a
p

)
;

2◦.
(

a2

p

)
= 1;

3◦.
(

1
p

)
= 1;

4◦.
(

−1
p

)
= (−1)

p−1
2 ;

5◦.
(

a1a2...an
p

)
=
(

a1
p

)(
a2
p

)
...
(

an
p

)
;

6◦.
(

ab2

p

)
=
(

a
p

)
;

7◦.
(

an

p

)
=
(

a
p

)n
;

8◦.
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 ;

9◦. Якщо p i q – рiзнi непарнi простi чи-
сла, то

(
p
q

)
=
(

q
p

)
· (−1)

p−1
2

· q−1
2 (закон

взаємностi квадратичних лишкiв).
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ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 18. Визначити, чи має розв’язки конгруенцiя x2 ≡ 47 (mod 73).

Розв’язання. Спосiб I. Використаємо критерiй Ойлера. За умовою, a = 47,
p = 73. Маємо:

47
73−1

2 = 4736 ≡ 220918 (mod 73) ≡ 1918 (mod 73) ≡
≡ 3619 (mod 73) ≡ (−4)9 (mod 73) ≡ −1 (mod 73).

В силу критерiю Ойлера, задана конгруенцiя розв’язкiв не має.
Спосiб II. Використаємо символ Лежандра. За законом взаємностi ква-

дратичних лишкiв, маємо:(
47

73

)
=

(
73

47

)
· (−1)

47−1
2 · 73−1

2 =

(
73

47

)
· (−1)23·36 =

(
73

47

)
.

Далi 73 ≡ 26 (mod 47), тому, за властивiстю 1◦,
(
73
47

)
=
(
26
47

)
. Тепер, за вла-

стивiстю 5◦,
(
26
47

)
=
(

2
47

) (
13
47

)
. Обчислимо окремо кожний iз даних символiв.

В силу властивостi 8◦,
(

2
47

)
= (−1)

472−1
8 = 1; за законом взаємностi

квадратичних лишкiв,
(
13
47

)
=
(
47
13

)
· (−1)

47−1
2 · 13−1

2 =
(
47
13

)
· (−1)23·6 =

(
47
13

)
.

Тепер за властивiстю 1◦
(
47
13

)
=
(

8
13

)
. Залишається застосувати власти-

вiсть 6◦ i властивiсть 8◦:
(

8
13

)
=
(

2
13

)
= (−1)

132−1
8 = −1. Таким чином,(

47
73

)
=
(

2
47

) (
13
47

)
= 1 · (−1) = −1.

Отже, число 47 є квадратичним нелишком за модулем 73, а значить,
задана конгруенцiя розв’язкiв не має.

Розв’язання в Maple. Для обчислення символу Лежандра
(
a
p

)
використо-

вується команда legendre(a,p) iз пакету numtheory:
> with(numtheory):

legendre(47,73);
−1

Отже,
(
47
73

)
= −1 i задана конгруенцiя розв’язкiв не має.

Завдання 18. Визначити, чи має розв’язки конгруенцiя:

18.1. x2 ≡ 33 (mod 43).

18.2. x2 ≡ 14 (mod 59).

18.3. x2 ≡ 12 (mod 37).

18.4. x2 ≡ 6 (mod 47).

18.5. x2 ≡ 13 (mod 83).

18.6. x2 ≡ 5 (mod 71).
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18.7. x2 ≡ 20 (mod 43).

18.8. x2 ≡ 53 (mod 73).

18.9. x2 ≡ 28 (mod 67).

18.10. x2 ≡ 40 (mod 101).

18.11. x2 ≡ 17 (mod 23).

18.12. x2 ≡ 26 (mod 31).

18.13. x2 ≡ 35 (mod 43).

18.14. x2 ≡ 18 (mod 47).

18.15. x2 ≡ 23 (mod 59).

18.16. x2 ≡ 6 (mod 89).

18.17. x2 ≡ 24 (mod 41).

18.18. x2 ≡ 12 (mod 37).

18.19. x2 ≡ 32 (mod 53).

18.20. x2 ≡ 42 (mod 71).

18.21. x2 ≡ 10 (mod 97).

18.22. x2 ≡ 28 (mod 37).

18.23. x2 ≡ 15 (mod 67).

18.24. x2 ≡ 8 (mod 31).

18.25. x2 ≡ 27 (mod 47).

10. Порядок числа за модулем. Iндекси

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Порядком числа a за модулем m називається найменше натуральне число k, для якого
виконується умова ak ≡ 1 (modm) (позначається символом Pm(a)).

Властивостi:

1◦. якщо a ≡ b (mod m), то Pm(a) = Pm(b);
2◦. якщо a ∈ K

(m)
b , то Pm(a) = Pm(b);

3◦. якщо Pm(a) = k, то числа 1, a, a2, ..., ak−1 попарно не конгруентнi за модулем m;
4◦. якщо Pm(a) = k, то умова aα ≡ aβ (mod m) справедлива тодi i лише тодi, коли

α ≡ β (mod k);
5◦. якщо Pm(a) = k i an ≡ 1 (mod m), то n

... k;
6◦. якщо Pm(a) = k, то φ(m)

... k.

Число a називають первiсним коренем за модулем m, якщо Pm(a) = φ(m). Якщо a
– первiсний корiнь за модулем m, то числа 1, a, a2, ..., ak−1 утворюють ЗСЛ(m). Якщо
iснує хоча б одне число a таке, що Pp(a) = k, де p – просте, то всього таких чисел є
φ(k).

Якщо число a має порядок k за модулем p, то число ai (i ∈ 0, k − 1) має порядок
k тодi i лише тодi, коли (i, k) = 1. Iснує точно φ(k) класiв чисел, що мають порядок k
за простим модулем p. Зокрема, iснує точно φ(p− 1) первiсних коренiв за цим модулем
(теорема Гауса)

Первiснi коренi iснують тiльки за модулями m = 2, 4, pα i 2pα, де p – непарне просте
число, α ∈ N.

Нехай (a,m) = 1, (b,m) = 1. Число s називається iндексом числа b за основою a i
модулем m, якщо as ≡ b (modm) (позначають ind ab). Якщо g – первiсний корiнь за
модулем m, то iндекси за основою g iснують для всiх чисел, взаємно простих iз m.
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Нехай g – первiсний корiнь за модулем m, (a,m) = (b,m) = 1.

Властивостi iндексiв:

1♯. якщо γ i γ′ – iндекси числа a за основою g i модулем m, то γ ≡ γ′(mod φ(m)
)
;

2♯. конгруенцiя a ≡ b (modm) має мiсце тодi i лише тодi, коли ind ga ≡
ind gb

(
mod φ(m)

)
;

3♯. ind g1 ≡ 0 (mod φ(m));
4♯. ind gg ≡ 1 (mod φ(m));
5♯. ind g(ab) ≡ ind ga+ ind gb

(
mod φ(m)

)
6♯. ind ga

n ≡ n ind ga
(
mod φ(m)

)
.

7♯. якщо a
... b, то ind g

a
b
≡ ind ga− ind gb

(
mod φ(m)

)
.

Перехiд вiд конгруенцiї мiж числами до конгруенцiї їхнiх iндексiв називається iнде-
ксацiєю, а навпаки – потенцiюванням.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 19.1. Розв’язати конгруенцiю 11 · 53x + 27 ≡ 0 (mod 29).

Розв’язання. Розв’язком показникової конгруенцiї ax ≡ b (mod m) назива-
ють множину всiх цiлих значень x, що задовольняють дану конгруенцiю.
Нехай x0 – один iз розв’язкiв заданої конгруенцiї. Тодi 11 · 53x0 + 27 ≡ 0
(mod 29). За властивостями числових конгруенцiй матимемо: 11·53x0 ≡ 176
(mod 29), звiдки 53x0 ≡ 16 (mod 29). Беремо iндекси вiд обох частин кон-
груенцiї: 3x0 · ind 5 ≡ ind 16 (mod 28). За таблицею iндексiв для числа
p = 29 маємо: ind 5 = 22, ind 16 = 4, тодi 3x0 · 22 ≡ 4 (mod 28), звiдки
10x0 ≡ 4 (mod 28). Роздiлимо обидвi частини конгруенцiї i модуль на 2:
5x0 ≡ 2 (mod 14). тодi 5x0 ≡ 30 (mod 14), звiдки x0 ≡ 6 (mod 14). Отже,
розв’язком заданої конгруенцiї є кожне цiле число x0 таке, що x0 = 6+14t,
де t ∈ Z.

Розв’язання в Maple. Використовуємо команду msolve (див. §14). Маємо:
> msolve(11*5^(3*x)+27=0,29);

{x = 6 + 14_Z2}

Приклад 19.2. Розв’язати конгруенцiю 40x10 ≡ 3 (mod 17).

Розв’язання. Дана конгруенцiя рiвносильна конгруенцiї 6x10 ≡ 3 (mod 17).
Вiзьмемо iндекси вiд обох частин конгруенцiї: ind 6x10 ≡ ind 3 (mod 16).
За властивостями 5♯ i 6;♯, ind 6 + 10 indx ≡ ind 3 (mod 16). За таблицею
iндексiв для числа 17 знаходимо ind 6 = 15, ind 3 = 1, тодi отримуємо:
15 + 10 indx ≡ 1 (mod 16), звiдки 10 ind x ≡ −14 (mod 16).
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Отримали конгруенцiю 1-го степеня вiдносно x. Розв’яжемо її. Оскiль-
ки (10, 16) = 1 i −14

... 2, то конгруенцiя має 2 розв’язки. Роздiлимо обидвi
частини i модуль на 2: 5 ind x ≡ −7 (mod 8), тодi 5 ind x ≡ −15 (mod 8),
звiдки indx ≡ −3 (mod 8), тобто indx ≡ 5 (mod 8). Одержана конгруен-
цiя рiвносильна сукупностi конгруенцiй за модулем 16: indx ≡ 5 (mod 16)
i indx ≡ 13 (mod 16).

Тепер за таблицею антиiндексiв знаходимо x: x ≡ 5 (mod 17), x ≡ 12

(mod 17). Отже, розв’язками заданої конгруенцiї є: K(17)
5 i K(17)

12 .

Розв’язання в Maple. Застосовуємо команду msolve:
> msolve(40*x^(10)=3,17);

{x = 5}, {x = 12}

Завдання 19. Розв’язати конгруенцiї:

19.1. а) 8x ≡ 5 (mod 11), б) 25x7 ≡ −7 (mod 31).

19.2. а) 5x ≡ −1 (mod 23), б) x12 + 8 ≡ 0 (mod 73).

19.3. а) 2 · 3x + 12 ≡ 0 (mod 37), б) 5x11 + 19 ≡ 0 (mod 29).

19.4. а) 3 · 27x + 4 ≡ 12 (mod 31), б) x2 ≡ 15 (mod 17).

19.5. а) 4x + 3 ≡ −15 (mod 19), б) 3x8 ≡ 5 (mod 13).

19.6. а) 23x ≡ 37 (mod 31), б) x2 ≡ 47 (mod 53).

19.7. а) 25x + 1 ≡ 5 (mod 23), б) x7 + 27 ≡ 0 (mod 53).

19.8. а) 2 · 43x − 1 ≡ 0 (mod 29), б) 8x9 ≡ −17 (mod 41).

19.9. а) 7 · 5x ≡ −1 (mod 73), б) x15 ≡ 38 (mod 59).

19.10. а) 25x ≡ −7 (mod 41), б) x2 ≡ 40 (mod 83).

19.11. а) 2 · 32x+3 ≡ 1 (mod 17), б) x17 ≡ 13 (mod 67).

19.12. а) 16x ≡ 11 (mod 13), б) x11 + 36 ≡ 0 (mod 71).

19.13. а) 103x ≡ 2 (mod 19), б) 15x9 + 29 ≡ 0 (mod 47).

19.14. а) 27x + 4 ≡ 0 (mod 13), б) x5 + 13 ≡ 0 (mod 61).
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19.15. а) 32x ≡ 15 (mod 37), б) 7x13 + 23 ≡ 0 (mod 47).

19.16. а) 17 · 133x + 27 ≡ 0 (mod 29), б) 2x7 ≡ −2 (mod 19).

19.17. а) 4 · 55x + 2 ≡ 0 (mod 17), б) x2 ≡ 54 (mod 71).

19.18. а) 197x ≡ 15 (mod 59), б) 17x3 + 3 ≡ 0 (mod 37).

19.19. а) 3 · 112x ≡ −7 (mod 23), б) 6x7 + 19 ≡ 0 (mod 23).

19.20. а) −2 · 32x + 13 ≡ 5 (mod 19), б) x2 ≡ 37 (mod 41).

19.21. а) 4 · 3−x + 1 ≡ 0 (mod 13), б) 9x11 + 1 ≡ 0 (mod 43).

19.22. а) 255x ≡ 47 (mod 61), б) 13x8 + 36 ≡ 0 (mod 61).

19.23. а) 24x ≡ 5 (mod 47), б) x2 ≡ 58 (mod 61).

19.24. а) 127x ≡ 15 (mod 31), б) 2x9 + 5 ≡ 0 (mod 13).

19.25. а) 13x ≡ 25 (mod 43), б) 19x5 + 13 ≡ 0 (mod 53).

9. Арифметичнi застосування конгруенцiй

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай над числами a, b, c, ... виконано деякi дiї (додавання, вiднiмання, множення, пiд-
несення до степеня). Щоб перевiрити правильнiсть отримання результату, використо-
вують наступнi способи.

I. Перевiрка правильностi виконання арифметичних дiй за допомогою чи-
сла 9. Щоб перевiрити результат виконання арифметичних дiй за допомогою числа 9,
треба:

1) знайти суму цифр кожного з чисел, над якими виконуються обчислення;
2) обчислити остачу вiд дiлення на 9 кожної iз знайдених сум цифр;
3) виконати над остачами тi ж дiї, якi виконуються над числами.

Якщо результат виконання дiй над остачами вiдрiзняється вiд знайденого результату
на число, не кратне 9, то обчислення виконано неправильно.

Правило перевiрки за допомогою числа 9 може не виявити помилку, якщо рiзниця
мiж знайденою i iстинною величинами кратна 9 (наприклад, не було взято до уваги
нуль, або цифри результату записано не в тому порядку).

II. Перевiрка правильностi виконання арифметичних дiй за допомогою
числа 11. Щоб перевiрити результат виконання арифметичних дiй за допомогою числа
11, треба:

1) для кожного з чисел, над якими виконуються обчислення, знайти суму його цифр,
взятих справа налiво почергово зi знаком „плюс” i „мiнус”;
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2) обчислити остачу вiд дiлення на 11 кожної iз знайдених сум цифр;
3) виконати над остачами тi ж дiї, якi виконуються над числами.

Якщо результат виконання дiй над остачами вiдрiзняється вiд знайденого результату
на число, не кратне 11, то обчислення виконано неправильно.

При складних обчисленнях доцiльно робити двi перевiрки: одну числом 9, а iншу –
числом 11. Можна також – числом 2.

Для перевiрки дiї a ÷ b = c перевiряємо правильнiсть виконання дiї b · c = a. Для
перевiрки дiї

√
a = b перевiряємо правильнiсть виконання дiї b · b = a.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 20. Перевiрити правильнiсть виконання арифметичних дiй над
цiлими числами, використовуючи числа 9 i 11.

а) 7328 · 8359 + 20431− 54218 = 6120065;
б) 574 · 2976 = 1708224.

Розв’язання. Замiнимо рiвностi а) i б) на конгруентнi їм за модулем 9:
а) 7328·8359+20431−54218 ≡ (7+3+2+8)·(8+3+5+9)+(2+0+4+3+1)−

(5 + 4 + 2 + 1 + 8) (mod 9) ≡ 2 · 7 + 1− 2 (mod 9) ≡ 4 (mod 9);
61220065 ≡ (6 + 1 + 2 + 2 + 0 + 0 + 6 + 5) (mod 9) ≡ 4 (mod 9).
б) 574·2976 ≡ (5+7+4)·(2+9+7+6) (mod 9) ≡ 7·6 (mod 9) ≡ 6 (mod 9);
1708224 ≡ (1 + 7 + 0 + 8 + 2 + 2 + 4) (mod 9) ≡ 6 (mod 9).

Отже, перевiрка числом 9 в жодному з обчислень не виявила помилки.
Перевiримо правильнiсть виконання дiй, використовуючи число 11.

а) 7328·8359+20431−54218 ≡ (8−2+3−7)·(9−5+3−8)+(1−3+4−0+2)−
−(8− 1+ 2− 4+ 5) (mod 11) ≡ 2 · (−1) + 4− 10 (mod 11) ≡ −8 (mod 11) ≡
3 (mod 11);

61220065 ≡ (5− 6 + 0− 0 + 2− 2 + 1− 6) (mod 11) ≡ 5 (mod 11).
Таким чином, 7328 · 8359 + 20431− 54218 ̸≡ 61220065 (mod 11).
б) 574 · 2976 ≡ (4− 7 + 5) · (6− 7 + 9− 2) (mod 11) ≡ 2 · 6 (mod 11) ≡

≡ 1 (mod 11);
1708224 ≡ (4− 2 + 2− 8 + 0− 7 + 1) (mod 11) ≡ 1 (mod 11).

Отже, у прикладi а) дiї виконано неправильно, тодi як у виконаннi ари-
фметичних дiй над цiлими числами у прикладi б) помилки не виявлено.
Розв’язання в Maple. Визначимо, чи конгруентнi за модулем m (m = 9
або m = 11) лiва i права частина кожної iз заданих рiвностей. Перевiримо
спочатку правильнiсть обчислень в п.а) i б) числом 9.
> evalb((7+3+2+8)*(8+3+5+9)+(2+0+4+3+1)-(5+4+2+1+8) mod 9
=6+1+2+2+0+0+6+5 mod 9);
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true

> evalb((5+7+4)*(2+9+7+6) mod 9=1+7+0+8+2+2+4 mod 9);
true

В обох випадках рiвностi правильнi (true). Перевiрка числом 9 помилок в
обчисленнях не виявила.

Перевiримо тепер, чи правильно виконанi обчислення за допомогою чи-
сла 11.
> evalb((8-2+3-7)*(9-5+3-8)+(1-3+4-0+2)-(8-1+2-4+5) mod 11
=5-6+0-0+2-2+1-6 mod 11);

false

> evalb((4-7+5)*(6-7+9-2) mod 11=4-2+2-8+0-7+1 mod 11);
true

В а) допущено помилку (false), в б) помилки не виявлено (але це ще не
означає, що її немає).

Завдання 20. Перевiрити правильнiсть виконання арифметичних дiй над
цiлими числами, використовуючи числа 9 i 11.

20.1. а) 79645 + 679 · 137− 17642 = 120016;

б) 9631 · 9413 = 90656603.

20.2. а) 17659 + 569 · 329− 24637 = 180223;

б) 879 · 468 = 410202.

20.3. а) 179 · 8764− 9761 + 746813 = 2302208;

б) 27996 · 387 = 10834452.

20.4. а) 5687 · 249− 259 + 14856 = 1487789;

б) 2984 · 632 = 1435888.

20.5. а) 5779 · 887 + 37996− 466731 = 467238;

б) 844 · 4973 = 4197212.

20.6. а) 849 · 625 + 2379− 24967 = 508037;

б) 896 · 4788 = 4200048.

20.7. а) (8446 + 74349) · 297 = 2450115;

б) 941 · 734 = 690694.
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20.8. а) 24973 + 238 · 954− 41957 = 210068;
б) 679 · 4187 = 2122973.

20.9. а) 6997 · 467 + 337994− 19476 = 355117;
б) 9446 · 8876 = 83842696.

20.10. а) (69974− 467) · 467 = 3245769;
б) 1759 · 1998 = 3514482.

20.11. а) 2486 · 597− 23794 + 14628 = 1474976;
б) 867 · 5948 = 5156016.

20.12. а) 289 · 4976− 496137 + 19443 = 961370;
б) 6873 · 1946 = 13272258.

20.13. а) (667 · 4419 + 7943) · 8 = 23013328;
б) 8493 · 741 = 6293313.

20.14. а) 76499 + 12964 · 46− 144487 = 528356;
б) 946 · 76744 = 72590824.

20.15. а) 21794− 244335 + 5749 · 241 = 116268;
б) 9471 · 3871 = 36662241.

20.16. а) 71297 · 4557− 841196 + 7778884 = 12848117;
б) 967 · 14763 = 14203821.

20.17. а) (88419 · 23− 95487) · 41 = 7464150;
б) 943 · 918 = 865674.

20.18. а) 8712− 64647 + 8179 · 987 = 8016738;
б) 1794 · 648 = 1130112.

20.19. а) (2479556 + 849 · 248− 1248732) · 8 = 11531908;
б) 9947 · 918 = 9131346.

20.20. а) (541 + 57186) · 53− 24795 = 3032036;
б) 4628 · 297 = 1374516.

20.21. а) 635 · 448 + 23794− 14958 = 293316;
б) 2974 · 4967 = 14721458.
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20.22. а) 21311 + 847 · 2418− 1874 = 2035083;

б) 9643 · 2499 = 24097857.

20.23. а) 236 · 589− 54976 + 817322 = 901350;

б) 1479 · 9965 = 14504235.

20.24. а) (847628 + 851 · 23) · 34 = 2484834;

б) 964 · 2276 = 2194064.

20.25. а) 255947 + 5974 · 98− 54645 = 786754;

б) 29463 · 98 = 2824374.
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Роздiл III

Теорiя кiлець

1. Кiльце. Поле

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Означення (кiльця). Впорядкована трiйка ⟨K; ∗, ◦⟩, де K – непорожня множина, на-
зивається кiльцем, якщо виконуються умови:

1) ∗ – бiнарна алгебраїчна операцiя, задана на K;
2) операцiя ∗ асоцiативна на K, тобто для будь-яких елементiв a, b, c ∈ K справедли-

во: (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);
3) в K iснує нейтральний вiдносно операцiї ∗ елемент θ, тобто такий, що для будь-

якого a ∈ K справедливо: a ∗ θ = θ ∗ a = a (елемент θ називають нульовим);
4) для кожного елемента a ∈ K в K iснує симетричний до нього вiдносно операцiї

∗ елемент, тобто такий елемент a′, що a ∗ a′ = a′ ∗ a = θ (елемент a′ називають
протилежним до елемента a);

5) операцiя ∗ комутативна на K, тобто для будь-яких a, b ∈ K справедливо: a ∗ b =
b ∗ a;

6) ◦ – бiнарна алгебраїчна операцiя, задана на K;
7) операцiя ◦ асоцiативна на K, тобто для будь-яких елементiв a, b i c iз K справе-

дливо: (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c);
8) операцiя ◦ дистрибутивна злiва i справа вiдносно операцiї ∗ на K, тобто для будь-

яких елементiв a, b, c iз K справедливо:

a ◦ (b ∗ c) = (a ◦ b) ∗ (a ◦ c),
(b ∗ c) ◦ a = (b ◦ a) ∗ (c ◦ a).

Умови 1)-8) називають аксiомами кiльця.

Означення′. Впорядкована трiйка ⟨K; ∗, ◦⟩, де K – непорожня множина, називається
кiльцем, якщо ⟨K; ∗⟩ – абелева група, а для операцiї ◦ виконуються умови 6)-8) озна-
чення кiльця.

Кiльце ⟨K; ∗, ◦⟩ називається комутативним, якщо комутативною є операцiя ◦, тоб-
то якщо для будь-яких елементiв a, b iз K справедливо: a ◦ b = b ◦ a. Кiльце ⟨K; ∗, ◦⟩
називають кiльцем з одиницею, якщо в K iснує одиничний елемент e, вiдмiнний вiд
нульового.

Найпростiшi властивостi довiльного кiльця:

1) нульовий елемент єдиний;
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2) протилежний до кожного елемента кiльця єдиний;
3) якщо одиничний елемент в кiльцi iснує, то вiн єдиний;
4) якщо обернений елемент до даного iснує, то вiн єдиний.

Означення (пiдкiльця). Непорожня пiдмножина K1 кiльця ⟨K; ∗, ◦⟩ називається пiд-
кiльцем цього кiльця, якщо ⟨K1; ∗, ◦⟩ – кiльце.

Всяке пiдкiльце K1 кiльця K, вiдмiнне вiд самого кiльця K i вiд нульового пiдкiльця,
називається власним пiдкiльцем цього кiльця.

Теорема (критерiй пiдкiльця). Нехай ⟨K; ∗, ◦⟩ – кiльце. Для того, щоб непорожня
пiдмножина K1 кiльця K була пiдкiльцем цього кiльця, необхiдно i достатньо, щоб
виконувались умови:

1) операцiя ∗ замкнена на K1;
2) для довiльного елемента a ∈ K1 протилежний ло нього в K мiститься в K1;
3) операцiя ◦ замкнена на K1.

Означення (поля). Впорядкована трiйка ⟨P ; ∗, ◦⟩, де P – множина, що мiстить не
менше двох елементiв, називається полем, якщо виконуються наступнi умови:

1) операцiя ∗ – бiнарна алгебраїчна на множинi P ;
2) операцiя ∗ асоцiативна на P ;
3) в P iснує нульовий елемент;
4) для кожного елемента a iз P в P iснує протилежний до нього елемент a′;
5) операцiя ∗ комутативна на P ;
6) операцiя ◦ – бiнарна алгебраїчна на P ;
7) операцiя ◦ асоцiативна на P ;
8) операцiя ◦ є дистрибутивною вiдносно операцiї ∗ на P ;
9) операцiя ◦ є комутативною на P ;

10) в P iснує елемент ξ, нейтральний вiдносно операцiї ◦ (його називають одиничним);
11) для кожного ненульового елемента a iз P iснує в P симетричний до нього елемент

вiдносно операцiї ◦ (його називають оберненим до a).

Умови 1)-11) означення поля називаються аксiомами поля.
Нехай P – поле. Мультиплiкативну абелеву групу P ∗ = P\{0} називають мульти-

плiкативною групою поля P .
Поле називається скiнченним, якщо множина його елементiв скiнченна, i нескiн-

ченним, якщо множина його елементiв нескiнченна.

Найпростiшi властивостi поля:

1) нульовий елемент єдиний;
2) протилежний до кожного елемента єдиний;
3) одиничний елемент єдиний;
4) обернений до кожного ненульового елемента єдиний.

Означення (пiдполя). Пiдмножина P1 поля ⟨P ; ∗, ◦⟩ називається пiдполем цього поля,
якщо вiдносно операцiй, заданих в P , вона сама є полем, тобто якщо ⟨P1; ∗, ◦⟩ – поле.

Всяке пiдполе поля P , вiдмiнне вiд самого поля, називається власним пiдполем цього
поля.
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Теорема (критерiй пiдполя). Нехай ⟨P ; ∗, ◦⟩ – поле. Для того, щоб пiдмножина P1

поля P , яка мiстить не менше двох елементiв, була пiдполем поля P , необхiдно i
достатньо, щоб виконувались умови:

1) операцiя ∗ замкнена на P1;
2) для довiльного a ∈ P1 протилежний до a в P мiститься в P1;
3) операцiя ◦ замкнена на P1;
2) для довiльного a ∈ P1 обернений до a в P мiститься в P1.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 21.1. Визначити, чи утворює кiльце (поле) множина M пар
(a, b), де a, b ∈ Z7, вiдносно операцiй додавання ∗ i множення ◦, заданих
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac+ 4bd, ad+ bc).

Розв’язання. Оскiльки кiльце ⟨K; ∗, ◦⟩ таке, що M ⊂ K, пiдiбрати важко,
то застосувати критерiй пiдкiльця не можна. Перевiримо, чи виконуються
умови 1)-8) означення кiльця.

1) Нехай (a, b), (c, d) – довiльнi два елементи iз M . Тодi a, b, c, d ∈ Z7.
Маємо: (a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d) ∈ M , оскiльки a + c ∈ Z7, b + d ∈ Z7.
Отже, операцiя ∗ є замкненою на M . Крiм того, операцiя + виконувана i
однозначна на Z7, тому ∗ є бiнарною алгебраїчною на M .

2) Нехай (f, g) – ще один довiльний елемент iз M . Тодi:
((a, b) ∗ (c, d)) ∗ (f, g) = (a+ c, b+ d) ∗ (f, g) =

= ((a+ c) + f, (b+ d) + g) = (a+ (c+ f), b+ (d+ g)) =

= (a, b) ∗ (c+ f, d+ g) = (a, b) ∗ ((c, d) ∗ (f, g)) .
Отже, операцiя ∗ є асоцiативною на M .

5) Зручно (для спрощення перевiрки умов 3) i 4)) показати спочатку, що
операцiя ∗ – комутативна на M . Враховуючи, що операцiя + комутативна
на Z7, отримуємо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d) = (c+ a, d+ b) = (c, d) ∗ (a, b).
3) В M нейтральним вiдносно операцiї ∗ є елемент (0, 0), оскiльки для

довiльного елемента (a, b) ∈ M справедливо:
(a, b) ∗ (0, 0) = (a+ 0, b+ 0) = (a, b).

4) Легко бачити, що протилежним елементом до елемента (a, b) ∈ M є
елемент (−a,−b), де −a i −b – протилежнi до a i b вiдповiдно в Z7, оскiльки
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(a, b) ∗ (−a,−b) = (a− a, b− b) = (0, 0).

6) Визначимо, чи є операцiя ◦ бiнарною алгебраїчною на M :
(a, b) ◦ (c, d) = (ac+ 4bd, ad+ bc) ∈ M,

оскiльки ac + 4bd ∈ Z7, ad + bc ∈ Z7. Крiм того, операцiя · виконувана i
однозначна на Z7, тому ◦ є бiнарною алгебраїчною на M .

7) Покажемо, що операцiя ◦ – асоцiативна на M . Маємо:(
(a, b) ◦ (c, d)

)
◦ (f, g) = (ac+ 4bd, ad+ bc) ◦ (f, g) =

=
(
(ac+ 4bd)f + 4(ad+ bc)g, (ac+ 4bd)g + (ad+ bc)f

)
=

= (acf + 4bdf + 4adg + 4bcg, acg + 4bdg + adf + bcf);

(a, b) ◦
(
(c, d) ◦ (f, g)

)
= (a, b) ◦ (cf + 4dg, cg + df) =

=
(
a(cf + 4dg) + 4b(cg + df), a(cg + df) + b(cf + 4dg)

)
=

= (acf + 4adg + 4bcg + 4bdf, acg + adf + bcf + 4bdg).

звiдки
(
(a, b) ◦ (c, d)

)
◦ (f, g) = (a, b) ◦

(
(c, d) ◦ (f, g)

)
.

8) Доведемо дистрибутивнiсть операцiї ◦ вiдносно ∗. Покажемо, що ви-
конується лiва дистрибутивнiсть:

(a, b) ◦
(
(c, d) ∗ (f, g)

)
= (a, b) ◦ (c+ f, d+ g) =

=
(
a(c+ f) + 4b(d+ g), a(d+ g) + b(c+ f)

)
=

= (ac+ af + 4bd+ 4bg, ad+ ag + bc+ bf) =

=
(
(ac+ 4bd) + (af + 4bg), (ad+ bc) + (ag + bf)

)
=

= (ac+ 4bd, ad+ bc) ∗ (af + 4bg, ag + bf) =

=
(
(a, b) ◦ (c, d)

)
∗
(
(a, b) ◦ (f, g)

)
.

Аналогiчно легко перевiрити праву дистрибутивнiсть.
Умови 1)-8) означення кiльця виконуються. Отже, множина M вiдносно

заданих операцiй ∗, ◦ є кiльцем.
Перевiримо, чи буде множина M полем вiдносно операцiй ∗ i ◦. Очеви-

дно, M мiстить не менше двох елементiв.
9) Покажемо, що операцiя ◦ комутативна на M :

(a, b) ◦ (c, d) = (ac+ 4bd, ad+ bc) = (ca+ 4db, da+ cb) = (c, d) ◦ (a, b).
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10) Одиничним елементом кiльця M є елемент (1, 0), оскiльки
(a, b) ◦ (1, 0) = (a · 1 + 4 · b · 0, a · 0 + b · 1) = (a, b);

(1, 0) ◦ (a, b) = (1 · a+ 4 · 0 · b, 1 · b+ 0 · a) = (a, b).

11) Нехай (a, b) – довiльний ненульовий елемент iз M , тобто a i b одноча-
сно не рiвнi 0, i нехай (x, y) ∈ M – обернений до нього елемент, тобто такий
елемент iз M , що (a, b) ◦ (x, y) = (1, 0). Тодi (ax + 4by, ay + bx) = (1, 0),
звiдки {

ax+ 4by = 1,
ay + bx = 0.

Якщо a = 0, то 4by = 1, звiдки 2 · 4by = 2, тобто by = 2. Оскiльки
в цьому випадку b ̸= 0, то до елемента b в Z7 iснує обернений елемент
b−1. Тодi b−1by = b−12, тобто y = b−12. Iз другої рiвностi знаходимо x:
x = b−1 · 0 = 0. Отже, оберненим до елемента (0, b) є елемент (0, b−12).

Нехай a ̸= 0, тодi з першого рiвняння системи x = a−1(1− 4by), звiдси,
ay+ba−1(1−4by) = 0, значить, (a−4b2a−1)y+ba−1 = 0. Домноживши обидвi
частини даної рiвностi на a, матимемо: (a2−4b2)y+b = 0. Якщо a2−4b2 = 0
i b ̸= 0, то дане рiвняння розв’язкiв в Z7 не має. Але це можливо при a = 5
i b = 1. Таким чином, до елемента (5, 1) в M оберненого немає. Отже,
в кiльцi не для кожного ненульового елемента iснує обернений. Значить,
кiльце ⟨M ; ∗, ◦⟩ не є полем.

Розробка процедур. Вбудованих команд для перевiрки, чи є задана мно-
жина вiдносно певних операцiй кiльцем (полем), в Maple немає. Створимо
процедури для перевiрки, чи є операцiя operation замкненою (isClosed),
асоцiативною (isAssociative), комутативною (isCommutative) на мно-
жинi M , а також процедуру isDistributive для перевiрки, чи є операцiя
operation2 дистрибутивною вiдносно операцiї operation1.

Процедура isClosed

В ходi процедури для всiх i, j ∈ 1, t, де t – кiлькiсть елементiв множини
M (t = nops(M)), знаходимо результат операцiї:
> a:= operation(M[i],M[j]):
Якщо a є елементом множини M :
> member(a,M)
то збiльшуємо лiчильник s на 1:
> s:=s+1
В результатi, якщо s = t2, то операцiя – замкнена (результат – true).
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Процедура isClosed має наступний опис:

isClosed:=proc(M,operation)
local i,j,s,a, t;

s:=0;
t:=nops(M);
for i from 1 to t do

for j from 1 to t do
a:= operation(M[i],M[j]):
if member(a,M) then s:=s+1; end if;

end do;
end do;
evalb(s=t2̂)

end proc:

Процедура isClosed дозволяє також визначити, чи є операцiя operati-
on виконуваною на множинi M . У випадку, коли операцiя нездiйсненна для
елементiв множини M , з’являється повiдомлення на зразок наступного:
> isClosed(K,operation);

Error, (in operation) numeric exception: division by zero

(Помилка, в operation – дiлення на 0).
Однак у випадку, коли операцiя не є однозначною, Maple може не да-

ти правильної вiдповiдi. Це пов’язано з тим, що для багатозначних опе-
рацiй (наприклад, добування кореня n-го степеня з комплексного числа x:
root[n](x)) в Maple закладено результат, який задовольняє певнi додатковi
обмеження (результатом команди root є число e

1
n lnx: )

> root[3](-8.0);
1.000000000 + 1.732050807 I

Тому необхiдна окрема перевiрка, чи є задана операцiя однозначною, чи нi.
(Зауважимо, що в наведених варiантах завдань всi операцiї – однозначнi.)

Процедура isAssociative

Один iз варiантiв алгоритму для даної процедури – перевiрка для всiх
i, j, k ∈ 1, t, чи однаковими є результати

M [i] ∗ (M [j] ∗M [k]) i (M [i] ∗M [j]) ∗M [k]. (III.1)

Для цього аналогiчно до попередньої процедури потрiбно ввести лiчильник
s i використати цикли for:
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s:=0;
t:=nops(M);
for i from 1 to t do

for j from 1 to t do
for k from 1 to t do

if operation(operation(M[i],M[j]),M[k])=
operation(M[i],operation(M[j],M[k])) then
s:=s+1

end if;
end do;

end do;
end do;
evalb(s=t3̂)

Однак такий спосiб для множин M iз великою кiлькiсть елементiв за-
йматиме багато часу. Доцiльнiше у випадку, коли знайдено трiйку елемен-
тiв, для яких умова (III.1) не виконується, припинити перевiрку. Це можна
реалiзувати наступним чином: спочатку при j = k = 1 для всiх i ∈ 1, t пе-
ревiряємо умову (III.1), потiм збiльшуємо на 1 число k i знову перевiряємо
умову для всiх i ∈ 1, t, збiльшуємо на 1 число k i т.д. Коли k = t, збiльшу-
ємо на 1 число j i т.д. Якщо в результатi j = t i умова (III.1) виконується,
збiльшуємо на 1 число i (тобто i = t + 1), тодi операцiя – асоцiативна
на M . Якщо на якомусь кроцi умова (III.1) не виконується, то перевiрка
припиняється, тодi i < t+ 1 i операцiя не є асоцiативною на M .

isAssociative:=proc(M,operation)
local i,j,k,t;

t:=nops(M);
i:=1; j:=1; k:=1;
while (i<=t) and

operation(operation(M[i],M[j]),M[k])=
operation(M[i],operation(M[j],M[k ])) do

if k=t then
if j=t then i:=i+1; j:=1; k:=1; else j:=j+1; end if;

else k:=k+1;
end if;

end do;
evalb(i=t+1);

end proc:



180

Процедура isCommutative

Аналогiчно до процедури isAssociative:

isCommutative:=proc(M,operation)
local i,j,t;

t:=nops(M);
i:=1; j:=1;
while (i<=t and operation(M[i],M[j])=operation(M[j],M[i])) do

if j=t then i:=i+1; j:=1; else j:=j+1; end if;
end do;
evalb(i=t+1);

end proc:

Процедура isDistributive

Аналогiчно до процедури isAssociative, причому вiдбувається одноча-
сна перевiрка як лiвої, так i правої дистрибутивностi.

isDistributive:=proc(M,operation1,operation2)
local i,j,k,t;

t:=nops(M);
i:=1; j:=1;k:=1;
while (i<=t) and operation2(M[i],operation1(M[j],M[k]))=

operation1(operation2(M[i],M[j] ),operation2(M[i],M[k])) and
operation2(operation1(M[i],M[j]),M[k])=
operation1(operation2(M[i],M[k]),operation2(M[j],M[k])) do

if k=t then
if j=t then i:=i+1; j:=1; k:=1; else j:=j+1; end if;

else k:=k+1;
end if;

end do;
evalb(i=t+1);

end proc:

Тепер створимо процедуру Id(M,operation) для вiдшукання в множинi
M елемента, нейтрального вiдносно операцiї operation: перевiряємо, чи
виконуються умови: operation(M[i],M[j])=M[j] та operation(M[j],M[i])=M[j]
для всiх j ∈ 1, t. Якщо для всiх j ∈ 1, t умови виконується, то s = t i M [i] –
нейтральний вiдносно операцiї operation. Якщо ж числа i, для якого були
б справедливi данi умови при всiх j ∈ 1, t не iснує, результатом процедури
є false.
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Id:=proc(M,operation)
local i,j,s,t;

t:=nops(M);
i:=1;
while i<=t do s:=0;

for j from 1 to t do
if operation(M[i],M[j])=M[j] and operation(M[j],M[i])=M[j]

then s:=s+1;
end if;

end do;
if s=t then return(M[i]); break; end if;
i:=i+1;

end do;
return false;

end proc:

Зручно створити окрему процедуру Sym(a,M,operation) для пошуку
в M елемента, симетричного вiдносно операцiї operation до заданого еле-
мента a. Алгоритм роботи аналогiчний до алгоритму процедури Id: перевi-
ряємо, чи виконуються умови operation(a,M[j])=Id(M,operation) та operati-
on(M[j],a)=Id(M,operation).

Sym:=proc(a,M,operation)
local j,t;

t:=nops(M);
j:=1;
while j<=t do

if operation(a,M[j])=Id(M,operation) and
operation(M[j],a)=Id(M,operation) then

return(M[j]); print(M[j]); break;
else j:=j+1;
end if;

end do;
if j=t+1 then return false; end if;

end proc:

Наступна процедура перевiряє, чи для кожного iз елементiв M [i] iснує
симетричний елемент Sym(M[i],M,operation). Якщо для всiх елементiв iз M
Sym(M[i],M,operation)<>false, то лiчильник s набуде значення, рiвного t.
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hasSym:=proc(M,operation)
local i,s,t;

t:=nops(M);
s:=0;
for i from 1 to t do

if Sym(M[i],M,operation)<>false then s:=s+1; end if;
end do;
evalb(s=t);

end proc:
Розробленi процедури можна використати для створення процедури

isRing, яка визначатиме, чи є множина M кiльцем вiдносно операцiй
operation1 i operation2. Для того, щоб множина M була кiльцем вiд-
носно операцiй operation1 i operation2, необхiдно i достатньо, щоб умови
1)-8) виконувались одночасно (для цього при записi умов в межах умовно-
го оператора if вони поєднуються логiчним оператором and (i)).

isRing:=proc(M,operation1,operation2);
if isClosed(M,operation1) and isAssociative(M,operation1) and

Id(M,operation1)<>false and hasSym(M,operation1)<>false and
isCommutative(M,operation1) and isClosed(M,operation2) and
isAssociative(M,operation2) and
isDistributive(M,operation1,operation2) then return true

else return false;
end if;

end proc:

Спробуйте самостiйно розробити процедуру isField, яка визначатиме,
чи є множина M полем вiдносно операцiй operation1 i operation2!

Розв’язання в Maple. Задати впорядковану пару можна iз використанням
об’єктiв типу Matrix (матриця), Array (массив), Table (таблиця), List (спи-
сок). Maple швидше працює iз списками, нiж iз матрицями, тому задава-
тимемо множини впорядкованих пар як об’єкти типу List (див. §5 розд.I):
пару (a, b) записуємо у виглядi [a,b]. Для того, щоб вказати, що a i b мо-
жуть набувати значень вiд 0 до m− 1, використовуємо команду seq:
> M:={seq(seq([a,b],a=0..6),b=0..6)};

M := {[0, 0], [0, 1], [0, 2], [0, 3], [0, 4], [0, 5], [0, 6], [1, 0], [1, 1], [1, 2], [1, 3],
[1, 4], [1, 5], [1, 6], [2, 0], [2, 1], [2, 2], [2, 3], [2, 4], [2, 5], [2, 6], [3, 0], [3, 1],

[3, 2], [3, 3], [3, 4], [3, 5], [3, 6], [4, 0], [4, 1], [4, 2], [4, 3], [4, 4], [4, 5], [4, 6],

[5, 0], [5, 1], [5, 2], [5, 3], [5, 4], [5, 5], [5, 6], [6, 0], [6, 1], [6, 2], [6, 3], [6, 4],

[6, 5], [6, 6]}
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Операцiю ∗ задамо за допомогою функцiонального оператора (див. §4
розд.I.)): двом елементам X = [X[1], X[2]] i Y = [Y [1], Y [2]] постави-
мо у вiдповiднiсть результат операцiї X ∗ Y , тобто пару [X[1] + X[2]
mod m, [Y [1] + Y [2] mod m]:
> astra:=(X,Y)->[X[1]+Y[1] mod 7,X[2]+Y[2] mod 7];

Результат операцiї ∗ знаходимо наступним чином:
> astra([6,2],[3,4]);

[2, 6]

i аналогiчно для операцiї ◦:
> circ:=(X,Y)->[X[1]*Y[1]+4*X[2]*Y[2] mod 7,
X[1]*Y[2]+X[2]*Y[1] mod 7];

Тепер пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘);

with(atchlib):
i за допомогою створених процедур послiдовно перевiряємо, чи виконую-
ться умови 1)-8) означення кiльця.

Умова 1:
> isClosed(M,astra);

true

Операцiя ∗ є бiнарною алгебраїчною на M .
Умова 2:

> isAssociative(M,astra);
true

Операцiя ∗ є асоцiативною на M .
Умова 3:

> Id(M,astra);
[0, 0]

Нульовим (нейтральним вiдносно операцiї ∗) є елемент (0, 0).
Умова 4:

> hasSym(M,astra);
true

Для кожного елемента в M протилежний до нього (симетричний вiдно-
сно операцiї ∗) елемент iснує.

Умова 5:
> isCommutative(M,astra);

true
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Операцiя ∗ є комутативною на M .
Умова 6:

> isClosed(M,circ);
true

Операцiя ◦ є бiнарною алгебраїчною на M .
Умова 7:

> isAssociative(M,circ);
true

Операцiя ◦ є асоцiативною на M .
Умова 8:

> isDistributive(M,astra,circ);
true

Операцiя ◦ є дистрибутивною вiдносно операцiї ∗ на M .
Таким чином, ⟨K; ∗, ◦⟩ є кiльцем.
Тепер визначимо, чи це кiльце є комутативним i чи має воно одиничний

елемент:
> isCommutative(M,circ);

true

Операцiя ◦ є комутативною на M .
> Id(M,circ);

[1, 0]

Одиничним (нейтральним вiдносно операцiї ◦) є елемент (1, 0).
Отже, ⟨K; ∗, ◦⟩ – комутативне кiльце з одиницею.
Визначимо, чи є дослiджуване кiльце полем. Залишається перевiрити,

чи для кожного елемента, вiдмiнного вiд нульового, в M iснує обернений до
нього (симетричний вiдносно операцiї ◦) елемент. Для цього множину, до
якої застосовуємо процедуру hasSym, записуємо у виглядi рiзницi множин
M i {Id(M, astra)}):
> hasSym(M minus {Id(M,astra)},circ);

false

Умова не виконується: обернений елемент iснує не для всiх елементiв,
вiдмiнних вiд нульового. Отже, задана множина M є комутативним кiльцем
з одиницею, але не є полем.

Процедура isRing дає наступний результат:
> isRing(M,astra,circ);

true



185

Приклад 21.2. Визначити, чи утворює кiльце (поле) множина M пар
(a, b), де a, b ∈ Z8, вiдносно операцiй додавання ∗ i множення ◦, заданих
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, bd),

(a, b) ◦ (c, d) = (ad, bc).

Розв’язання. Оскiльки кiльце ⟨K; ∗, ◦⟩ таке, що M ⊂ K, пiдiбрати важко,
то використати критерiй пiдкiльця не маємо змоги. Тому перевiряємо, чи
виконуються умови 1)-8) означення кiльця.

1) Нехай (a, b), (c, d) – довiльнi два елементи iз M . Тодi a, b, c, d ∈ Z8 i
(a, b) ∗ (c, d) = (a + c, bd) ∈ M , оскiльки a + c ∈ Z8, bd ∈ Z8. Операцiя ∗
є замкненою на M . Крiм того, операцiя + виконувана i однозначна на Z8,
тому ∗ є бiнарною алгебраїчною на M .

2) Нехай (f, g) – довiльний елемент iз M . Маємо:

((a, b) ∗ (c, d)) ∗ (f, g) = (a+ c, bd) ∗ (f, g) = ((a+ c) + f, (bd)g) =

= (a+ (c+ f), b(dg)) = (a, b) ∗ (c+ f, dg) = (a, b) ∗ ((c, d) ∗ (f, g)) ,

тобто операцiя ∗ – асоцiативна на M .
3) В M нульовим елементом є елемент (0, 1), оскiльки для довiльного

елемента (a, b) ∈ M справедливо: (a, b)∗(0, 1) = (0, 1)∗(a, b) = (a+0, b·1) =
(a, b).

4) Припустимо, що (x, y) – протилежний елемент до елемента (a, b). Тодi
виконуються умови: (a, b) ∗ (x, y) = (0, 1), (x, y) ∗ (a, b) = (0, 1). З першої
умови маємо: (a + x, by) = (0, 1), звiдки a + x = 0, by = 1, тобто x –
протилежний до a в Z8, y – обернений до b в Z8. Оскiльки не для кожного
елемента в Z8 обернений iснує, то i протилежний до (a, b) в M iснуватиме
не завжди. Отже, ⟨M ; ∗, ◦⟩ не є кiльцем.

Розв’язання в Maple. Задаємо множину i операцiї:
> M:={seq(seq([a,b],a=0..7),b=0..7)}:
> astra:=(X,Y)->[X[1]+Y[1] mod 8,X[2]*Y[2] mod 8]:
> circ:=(X,Y)->[X[1]*Y[2] mod 8,X[2]*Y[1] mod 8]:

Тепер пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
i використовуємо процедури, створенi при розв’язаннi Прикладу 21.1.
> isClosed(M,astra);
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true

Операцiя ∗ є бiнарною алгебраїчною на M .
> isAssociative(M,astra);

true

Операцiя ∗ – асоцiативна на M .
> Id(M,astra);

[0, 1]

Нейтральним вiдносно операцiї ∗ є елемент (0, 1),
> hasSym(M,astra);

false

Не для кожного елемента в M iснує симетричний до нього вiдносно
операцiї ∗. Отже, ⟨M ; ∗, ◦⟩ не є кiльцем.
> isRing(M,astra,circ);

false

Приклад 21.3. Визначити, чи утворює кiльце (поле) множина M пар
(a, b), де a, b ∈ Z7, вiдносно операцiй додавання ∗ i множення ◦, заданих
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, 0).

Розв’язання. При розв’язаннi Прикладу 21.1 було показано, що операцiя
∗ є бiнарною алгебраїчною, асоцiативною, комутативною на множинi M ,
має нейтральний елемент i для кожного елемента в M iснує симетричний
вiдносно операцiї ∗. Розглянемо властивостi операцiї ◦ на M .

6) Нехай (a, b), (c, d) – довiльнi два елементи iз M , тодi a, b, c, d ∈ Z7.
Маємо: (a, b) ◦ (c, d) = (ac, 0) ∈ M , оскiльки ac ∈ Z7. Операцiя ◦ є замкне-
ною на M . Крiм того, елемент ac завжди iснує в Z7 i єдиний, отже, (ac, 0)
iснує i єдиний, тому ◦ є бiнарною алгебраїчною на M .

7) Покажемо, що операцiя ◦ – асоцiативна на M . Нехай (f, g) ∈ M .
Маємо: (

(a, b) ◦ (c, d)
)
◦ (f, g) = (ac, 0) ◦ (f, g) =

(
(ac)f, 0

)
;

(a, b) ◦
(
(c, d) ◦ (f, g)

)
= (a, b)⊙ (cf, 0) =

(
a(cf), 0

)
.

Оскiльки операцiя є асоцiативною на Z7, то (ac)f = a(cf), звiдки(
(a, b) ◦ (c, d)

)
◦ (f, g) = (a, b) ◦

(
(c, d) ◦ (f, g)

)
.
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8) Доведемо дистрибутивнiсть операцiї ◦ вiдносно ∗. Покажемо, що ви-
конується лiва дистрибутивнiсть:

(a, b) ◦
(
(c, d) ∗ (f, g)

)
= (a, b) ◦ (c+ f, d+ g) = =

(
a(c+ f), 0

)
;(

(a, b) ◦ (c, d)
)
∗
(
(a, b) ◦ (f, g)

)
= (ac, 0) ∗ (af, 0) = (ac+ af, 0).

Оскiльки на Z7 справедливо, що a(c+ f) = ac+ af , то ◦ – дистрибутивна
злiва вiдносно ∗ на M . Аналогiчно легко перевiрити праву дистрибутив-
нiсть.

Умови 1)-8) означення кiльця виконуються. Отже, множина M вiдносно
заданих операцiй ∗, ◦ є кiльцем.

Перевiримо, чи буде множина M полем вiдносно операцiй ∗ i ◦. Очеви-
дно, M мiстить не менше двох елементiв.

9) Оскiльки операцiя · комутативна на Z7, то

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, 0) = (ca, 0) = (c, d) ◦ (a, b).

Отже, операцiя ◦ комутативна на M .
10) Покажемо, що одиничного елемента в M не iснує. Дiйсно, нехай

(x, y) – одиничний елемент. Тодi для довiльного (a, b) ∈ M справедливо,
що:

(a, b) ◦ (x, y) = (a, b) i (x, y) ◦ (a, b) = (a, b).

З першої умови маємо: (ax, 0) = (a, b), тодi b = 0, що суперечить довiль-
ностi вибору (a, b). Отже, припущення невiрне, в M одиничного елемента
немає.

Таким чином, ⟨M ; ∗, ◦⟩ – комутативне кiльце без одиницi.
Розв’язання в Maple. Задаємо множину i операцiї:
> M:={seq(seq([a,b],a=0..6),b=0..6)}:
> astra:=(X,Y)->[X[1]+Y[1] mod 7,X[2]+Y[2] mod 7]:
> circ:=(X,Y)->[X[1]*Y[1] mod 7,0 mod 7]:

Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
i застосовуємо процедури, створенi при розв’язаннi Прикладу 21.1.
> isClosed(M,astra);

true

> isAssociative(M,astra);
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true

> Id(M,astra);
[0, 0]

> hasSym(M,astra);
true

> isCommutative(M,astra);
true

> isClosed(M,circ);
true

> isAssociative(M,circ);
true

> isDistributive(M,astra,circ);
true

> isCommutative(M,circ);
true

> Id(M,circ);
false

Таким чином, ⟨M ; ∗, ◦⟩ – комутативне кiльце без одиницi.
> isRing(M,astra,circ);

true

Завдання 21. Визначити, чи утворює кiльце (поле):

21.1. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z2, вiдносно операцiй ∗ i ◦, заданих на-
ступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, ab+ cd).

21.2. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z7, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ b, c− d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ab, cd).

21.3. множина трiйок (a, 0, b), де a, b, 0 ∈ Z5, вiдносно операцiй ∗ i ◦, заданих
наступним чином:

(a, 0, b) ∗ (c, 0, d) = (a+ c, 0, 2(b+ d)),

(a, 0, b) ◦ (c, 0, d) = (ac− bd, 0, abcd).
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21.4. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z10, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ , 0),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, bd).

21.5. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z4, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (bd− ac, ab+ cd).

21.6. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z13, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ d, bc),

(a, b) ◦ (c, d) = (a− d, 0).

21.7. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z5, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b− d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, b).

21.8. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z6, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a− c, 0),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, 0).

21.9. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z3, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a, b),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, bd).

21.10. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z8, вiдносно операцiй ∗ i ◦, заданих на-
ступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac− bd, 0).
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21.11. множина трiйок (a, b, c), де a, b, c ∈ Z5, вiдносно операцiй ∗ i ◦, заданих
наступним чином:

(a, b, c) ∗ (m,n, l) = (a+m, b+ n, c+ l),

(a, b, c) ◦ (m,n, l) = (0, 0, 0).

21.12. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z5, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (−ac, bd).

21.13. множина трiйок (0, a, b), де a, b ∈ Z10, вiдносно операцiй ∗ i ◦, заданих
наступним чином:

(0, a, b) ∗ (0, c, d) = (0, a+ c, b+ d),

(0, a, b) ◦ (0, c, d) = (0, ac, ab+ cd).

21.14. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z9, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, 3(b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, 3bd).

21.15. множина трiйок (a, 0, b), де a, b, 0 ∈ Z11, вiдносно операцiй ∗ i ◦, зада-
них наступним чином:

(a, 0, b) ∗ (c, 0, d) = (a+ c, 0, 2(b+ d)),

(a, 0, b) ◦ (c, 0, d) = (ac− bd, 0, abcd).

21.16. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z4, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (0, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (0, bd).

21.17. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z6, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ d, bc),

(a, b) ◦ (c, d) = (a− d, 0).
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21.18. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z3, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (bd− ac, ab+ cd).

21.19. множина трiйок (0, a, b), де a, b ∈ Z5, вiдносно операцiй ∗ i ◦, заданих
наступним чином:

(0, a, b) ∗ (0, c, d) = (0, a+ c, b+ d),

(0, a, b) ◦ (0, c, d) = (0, ac, ab+ cd).

21.20. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z10, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ b, c− d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ab, cd).

21.21. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z11, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ , 0),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, bd).

21.22. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z8, вiдносно операцiй ∗ i ◦, введених
наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (−ac, bd).

21.23. множина трiйок (a, 0, b), де a, bZ5, вiдносно операцiй ∗ i ◦, заданих
наступним чином:

(a, 0, b) ∗ (c, 0, d) = (a+ c, 0, b+ d),

(a, 0, b) ◦ (c, 0, d) = (0, bd− ac, ab+ cd).

21.24. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z3, вiдносно операцiй ∗ i ◦, заданих на-
ступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac− bd, 0).
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21.25. множина пар (a, b), де a, b ∈ Z6, вiдносно операцiй ∗ i ◦, заданих на-
ступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, 4(b+ d)),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac− bd, abcd).

2. Вiдношення подiльностi в комутативних кiльцях

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай кiльце ⟨K; +, ·⟩ – комутативне. Говорять, що елемент a кiльця K дiлиться на

елемент b цього ж кiльця (пишуть a
... b), якщо iснує елемент c ∈ K такий, що a = b · c.

В цьому випадку кажуть також, що b є дiльником a (пишуть b | a).
Говорять, що елемент a кiльця K не дiлиться на елемент b цього ж кiльця (пишуть

a
... b), якщо в кiльцi K не iснує елемента c такого, що a = b · c. В цьому випадку кажуть

також, що b не є дiльником a (пишуть b - a).
Елемент a кiльця K, для якого в K iснує обернений елемент, називається дiльником

одиницi кiльця K.
Нехай θ – нульовий елемент кiльця K. Елемент a ̸= θ кiльця K, для якого в K iснує

елемент b ̸= θ такий, що a ·b = θ або b ·a = θ, називається дiльником нуля кiльця K. У
випадку некомутативного кiльця розрiзняють поняття лiвого дiльника нуля i правого
дiльника нуля. Якщо a ̸= θ i b ̸= θ, але ab = θ, то a називається лiвим, а b – правим
дiльником нуля. Дiльник нуля кiльця K не може бути дiльником одиницi цього кiльця.

Нехай a, b, c, ai, bi, i ∈ 1, s – довiльнi елементи, ε – довiльний дiльник одиницi кому-
тативного кiльця K. Тодi:

1. Якщо a
... b, b

... c в K, то a
... c в K.

2. Якщо a
... c i b

... c в K, то (a± b)
... c в K.

3. Якщо a
... b в K, то ac

... b в K.
4. Якщо a1

... c, a2
... c, ..., as

... c в K, то (a1b1 ± a2b2 ± ...± asbs)
... c в K.

5. a
... ε, a

... aε.
6. Якщо a

... b в K, то a
... bε в K.

7. Кожний дiльник елемента aε є дiльником елемента a.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 22.1. В кiльцi ⟨K; ∗, ◦⟩, де K – множина пар (a, b), a, b ∈ Z7, а
операцiї додавання ∗ i множення ◦, заданi наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac+ 4bd, ad+ bc).

знайти всi дiльники нуля i, якщо є одиничний елемент, знайти всi дiльники
одиницi.
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Розв’язання. Знайдемо спочатку дiльники одиницi кiльця K. Одиничним
елементом цього кiльця є елемент (1, 0) (див. Приклад). Нехай (a, b) – до-
вiльний дiльник одиницi кiльця K. Тодi в K iснує елемент (x, y), обернений
до (a, b), тобто виконується умова: (a, b)◦(x, y) = (1, 0). Звiдси, ax+4by = 1,
ay + bx = 0. Якщо a = 0, то b ̸= 0 (оскiльки дiльник одиницi не може бути
нульовим елементом), тодi для b в Z7 iснує обернений елемент b−1. До-
множимо обидвi частини рiвностi 4by = 1 на 2, матимемо: by = 2, звiдси,
b−1by = b−1 · 2, отже, y = b−1 · 2 = 2b−1. Далi з рiвностi bx = 0 отримуємо:
x = b−1 · 0 = 0. Отже, для елемента (0, b) при b ̸= 0 оберненим елементом
повинен бути елемент (0, 2b−1. Такий елемент iснує завжди, отже, кожен
елемент (0, b), b ̸= 0, є дiльником одиницi в K.

Якщо b = 0, то ax = 1, ay = 0. Оскiльки в цьому випадку a ̸= 0, то до a
в Z7 iснує обернений елемент a−1, тодi x = a−1, y = 0. Отже, для елемента
(a, 0), де a ̸= 0, обернений елемент iснує.

Нехай a ̸= 0, b ̸= 0, тодi в Z7 iснує обернений до a елемент a−1,
значить, x = a−1(1 − 4by), звiдси, ay + ba−1(1 − 4by) = 0, значить,
(a − 4b2a−1)y + ba−1 = 0. Домноживши обидвi частини даної рiвностi на
a, матимемо: (a2 − 4b2)y + b = 0. Знайдемо умови, при яких рiвняння
(a2 − 4b2)y + b = 0 має розв’язки в Z7. Якщо a2 − 4b2 ̸= 0, то в Z7 до
елемента a2−4b2 iснує обернений елемент, тодi y = (a2−4b2)−1(−b). Нехай
a2 − 4b2 = 0, тодi 0y+ b = 0. Оскiльки b ̸= 0, то дане рiвняння розв’язкiв в
Z7 не має.

Таким чином, дiльниками одиницi в M є елементи: (0, b), де b ̸= 0; (a, 0),
де a ̸= 0; (a, b), де a2 − 4b2 ̸= 0.

Тепер знайдемо дiльники нуля в K. Нульовим елементом кiльця K є
елемент (0, 0). Нехай (a, b) – довiльний дiльник нуля в K. Тодi (a, b) ̸= (0, 0)
i в K iснує елемент (x, y) ̸= (0, 0) такий, що (a, b) ◦ (x, y) = (0, 0), звiдки
ax+ 4by = 0, ay + bx = 0. (Оскiльки задане кiльце комутативне, то умову
(x, y) ◦ (a, b) = (0, 0) розглядати не потрiбно).

Якщо a = 0, то b ̸= 0. Маємо: 4by = 0, bx = 0. Оскiльки в Z7 дiльникiв
нуля немає (Z7 є полем), то y = 0, x = 0, що неможливо, в силу вибору
(x, y). Якщо b = 0, то a ̸= 0, i аналогiчно приходимо до суперечностi.

Нехай a ̸= 0, b ̸= 0, тодi x = −a−1 · 4by, значить, ay − ba−1 · 4by = 0,
звiдки (a2 − 4b2)y = 0. Якщо a2 − 4b2 ̸= 0, то y = 0, звiдки x = 0, що
суперечить вибору (x, y). Нехай a2 − 4b2 = 0, тодi y – довiльний елемент
iз Z7. Отже, дiльником нуля в M є кожен елемент (a, b), де a ̸= 0, b ̸= 0,
a2 − 4b2 = 0 (наприклад, пара (5, 1)).
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Розробка процедур. Для створення процедури пошуку дiльникiв одиницi в
кiльцi K зручно використати команду Sym iз параметрами a,K,operation,
за допомогою якої знаходимо елемент, симетричний до a ∈ K вiдносно опе-
рацiї operation (див. Приклад 21.1). Якщо для елемента a ∈ K симетричний
вiдносно операцiї ◦ iснує, то a – дiльник одиницi в K. Множину дiльникiв
одиницi позначимо через A. На початку процедури A = ∅, знайдений в
процесi дiльник одиницi додається до множини A, для цього використову-
ємо оператор union.

divisorsId:=proc(K,operation2)
local i,A,t;

t:= nops(K); A:={};
for i from 1 to t do

if Sym(K[i],K,operation2)<>false
then A:=A union {K[i]}; end if;

end do;
return(A);

end proc:

Дiльники нуля знайдемо, перевiривши всi попарнi добутки елементiв
K[i] i K[j] iз K: якщо добуток K[i] ◦ K[j] дорiвнює нульовому елементу
кiльця K (тобто елемент Id(K, operation1)), причому K[i] ̸= Id, K[j] ̸= Id,
то K[i] є лiвим, а K[j] – правим дiльником нуля. Оскiльки дiльником нуля
є той елемент кiльця, який одночасно є i лiвим, i правим дiльником нуля,
то, знаючи множину A лiвих дiльникiв нуля i множину B правих дiльникiв
нуля, множину C дiльникiв нуля легко знайти як перетин множин A i B:
C = A ∩B.

divisorsZero:=proc(K,operation1,operation2)
local i,j,A,B,C,t;

t:=nops(K);
A:={}; B:={};
for i from 1 to t do

for j from 1 to t do
if (operation2(K[i],K[j])=Id(K,operation1) and

K[i]<>Id(K,operation1) and K[j]<>Id(K,operation1)) then
A:=A union {K[i]}; B:=B union {K[i]};

end if;
end do;

end do;
C:=A intersect B;
return(C);

end proc:
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Розв’язання в Maple. Задаємо кiльце (множину K i операцiї ∗, ◦):
> K:={seq(seq([a,b],a=0..6),b=0..6)}:
> astra:=(X,Y)->[X[1]+Y[1] mod 7,X[2]+Y[2] mod 7]:
> circ:=(X,Y)->[X[1]*Y[1]+4*X[2]*Y[2] mod 7,

X[1]*Y[2]+X[2]*Y[1] mod 7]:
Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:

> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
Знаходимо дiльники одиницi в K:

> divisorsId(K,circ);

{[0, 1], [0, 2], [0, 3], [0, 4], [0, 5], [0, 6], [1, 0], [1, 1], [1, 2], [1, 5], [1, 6], [2, 0], [2, 2],
[2, 3], [2, 4], [2, 5], [3, 0], [3, 1], [3, 3], [3, 4], [3, 6], [4, 0], [4, 1], [4, 3], [4, 4],

[4, 6], [5, 0], [5, 2], [5, 3], [5, 4], [5, 5], [6, 0], [6, 1], [6, 2], [6, 5], [6, 6]}
Тепер шукаємо дiльники нуля:

> divisorsZero(K,astra,circ);
{[1, 3], [1, 4], [2, 1], [2, 6], [3, 2], [3, 5], [4, 2], [4, 5], [5, 1], [5, 6], [6, 3], [6, 4]}

Приклад 22.2. В кiльцi ⟨K; ∗, ◦⟩ впорядкованих пар (a, b), де a, b ∈ Z7, в
якому операцiї ∗ i ◦ заданi наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (−ac, bd);

знайти всi дiльники нуля i, якщо є одиничний елемент, знайти всi дiльники
одиницi.

Розв’язання. Нульовий елемент цього кiльця (тобто елемент, нейтральний
вiдносно операцiї ∗) було знайдено при розв’язаннi Прикладу 22.1. Знайде-
мо дiльники нуля в K. Нехай (a, b) – довiльний дiльник нуля в K. Тодi
(a, b) ̸= (0, 0) i в K iснує елемент (m,n) ̸= (0, 0) такий, що

(a, b) ◦ (m,n) = (0, 0) або (m,n) ◦ (a, b) = (0, 0). (III.2)

Неважко показати, що операцiя ◦ – комутативна на K, тому достатньо
розглядати лише одну рiвнiсть. З першої рiвностi маємо: (−am, bn) = (0, 0),
тодi −am = 0, bn = 0. Можливi випадки: а) a ̸= 0; б) a = 0.

а) Нехай a ̸= 0. Тодi iз умови −am = 0 випливає, що m = 0 (оскiльки Z7

– поле i в Z7 дiльникiв нуля немає), значить, n ̸= 0. Але тодi b = 0. Отже, в
такому випадку дiльником нуля може бути лише елемент (a, 0). Навпаки,
для елемента (a, 0), де a ̸= 0, елемент (0, n), де n ̸= 0, який задовольняє
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умову (III.2), завжди iснує. Отже, елемент (a, 0), де a ̸= 0, є дiльником
нуля в K.

б) Нехай a = 0, тодi b ̸= 0. Для елемента (0, b) елемент (m, 0), де m ̸= 0,
який задовольняє умову (III.2), завжди iснує. Таким чином, дiльником нуля
в K є i кожен елемент (0, b), де b ̸= 0.

Отже, дiльниками нуля в K є елементи (a, 0), де a ̸= 0, (0, b), де b ̸= 0.
Iнших дiльникiв нуля в K немає.

Визначимо, чи має кiльце K одиничний елемент. Нехай (x, y) – одини-
чний елемент кiльця K. Тодi для довiльного (a, b) ∈ K справедливо, що
(a, b) ◦ (x, y) = (a, b). Маємо: (−ax, by) = (a, b), звiдси −ax = a, by = b.
В силу довiльностi a, b в Z7, x = −a−1a = −1 = 6, y = 1, отже, (6, 1) –
одиничний елемент кiльця K.

Знайдемо дiльники одиницi кiльця K. Нехай (a, b) – дiльник одиницi в
K, тодi в K iснує елемент (m,n) такий, що (a, b) ◦ (m,n) = (6, 1). Тодi
(−am, bn) = (6, 1), звiдси −am = 6, bn = 1. Перше рiвняння має в Z7

розв’язки тодi i лише тодi, коли a ̸= 0, друге – тодi i лише тодi, коли b ̸= 0,
а саме: m = a−1, n = b−1. Отже, дiльником одиницi є кожен елемент (a, b)
кiльця K, де a ̸= 0, b ̸= 0.

Зауваження 2. Як вiдомо, дiльник одиницi кiльця не може бути дiльником нуля. Тому,
знайшовши дiльники нуля кiльця K iз Прикладу 22.2, можна при пошуку дiльникiв
одиницi виключити елементи (a, 0), де a ̸= 0, (0, b), де b ̸= 0, а також нульовий елемент
(0, 0) iз розгляду (тобто шукати дiльники одиницi лише серед елементiв (a, b), a ̸= 0, b ̸=
0. Зауважимо, що в Прикладi 22.2 кожен елемент такого виду є дiльником одиницi, але в
загальному вмпадку це не так: в кiльцi можуть iснувати елементи, вiдмiннi вiд дiльникiв
нуля, нульового елемента i дiльникiв одиницi (елементарним прикладом такого кiльця
є кiльце Z цiлих чисел).

Розв’язання в Maple. Задаємо множину i операцiї:
> K:={seq(seq([a,b],a=0..6),b=0..6)}:
> astra:=(X,Y)->[(X[1]+Y[1]) mod 7,(X[2]+Y[2]) mod 7]:
> circ:=(X, Y) -> [(-X[1]*Y[1]) mod 7,(X[2]*Y[2]) mod 7]:

Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

Знаходимо дiльники одиницi в K:
> divisorsId(K,circ);

{[1, 1], [1, 2], [1, 3], [1, 4], [1, 5], [1, 6], [2, 1], [2, 2], [2, 3], [2, 4], [2, 5], [2, 6], [3, 1],
[3, 2], [3, 3], [3, 4], [3, 5], [3, 6], [4, 1], [4, 2], [4, 3], [4, 4], [4, 5], [4, 6], [5, 1],

[5, 2], [5, 3], [5, 4], [5, 5], [5, 6], [6, 1], [6, 2], [6, 3], [6, 4], [6, 5], [6, 6]}
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Тепер знаходимо дiльники нуля в K:
> divisorsZero(K,astra,circ);
{[0, 1], [0, 2], [0, 3], [0, 4], [0, 5], [0, 6], [1, 0], [2, 0], [3, 0], [4, 0], [5, 0], [6, 0]}

Приклад 22.3. В кiльцi ⟨K; ∗, ◦⟩ впорядкованих пар (a, b), де a, b ∈ Z8, в
якому операцiї ∗ i ◦ заданi наступним чином:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, bd);

знайти всi дiльники нуля i, якщо є одиничний елемент, знайти всi дiльники
одиницi.

Розв’язання. Нульовим елементом цього кiльця є елемент (0, 0). Дiйсно,
для довiльного (a, b) ∈ K справедливо, що (a, b) ∗ (0, 0) = (0, 0) ∗ (a, b) =
(a, b). Знайдемо дiльники нуля кiльця K. Нехай (a, b) – довiльний дiльник
нуля в K. Тодi (a, b) ̸= (0, 0) i в K iснує елемент (m,n) ̸= (0, 0) такий, що

(a, b) ◦ (m,n) = (0, 0) або (m,n) ◦ (a, b) = (0, 0). (III.3)

Неважко показати, що операцiя ◦ – комутативна на K, тому достатньо
розглядати лише одну рiвнiсть. З першої рiвностi маємо: (am, bn) = (0, 0),
тодi am = 0, bn = 0. Можливi випадки: а) a = 0, б) a ̸= 0. Розглянемо їх.

а) Нехай a = 0. Тодi b ̸= 0. Елемент (0, b) є дiльником нуля в K, оскiльки
завжди iснує елемент (m, 0), де m ̸= 0, який задовольняє умову (III.3).

б) Нехай a ̸= 0. Тодi iз умови am = 0 випливає, що або a i m – дiльники
нуля в Z8, або m = 0. Якщо a – дiльник нуля в Z8, то кожен елемент (m, 0),
де m – дiльник нуля в Z8, задовольняє умову (III.3). Отже, елемент (a, b),
де a – дiльник нуля в Z8, є дiльником нуля в K.

Якщо ж a не є дiльником нуля в Z8, то m = 0, а значить, n ̸= 0. Тодi b
i n – дiльники нуля в Z8. Отже, в цьому випадку дiльник нуля в K може
мати лише вигляд (a, b), де b – дiльник нуля в Z8. Оскiльки елемент (0, n),
де n – дiльник нуля в Z8, завжди iснує в K, то кожен елемент (a, b), де b –
дiльник нуля в Z8, є дiльником нуля в K.

Таким чином, дiльниками нуля кiльця K є: (0, b), де b ̸= 0; (a, 0), де
a ̸= 0; (a, b), де a або b – дiльник нуля в Z8. Iнших дiльникiв нуля в K
немає.

Одиничним елементом кiльця K є елемент (1, 1), оскiльки для довiль-
ного (a, b) ∈ K справедливо, що (a, b) ◦ (1, 1) = (1, 1) ◦ (a, b) = (a, b).
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Знайдемо дiльники одиницi кiльця K. Нехай (a, b) – дiльник одиницi
в K, тодi для деякого (m,n) ∈ K справедливо, що (a, b) ◦ (m,n) = (1, 1).
Звiдси, (am, bn) = (1, 1). Отже, a i b – дiльники одиницi в Z8. Таким чином,
дiльником одиницi є кожен елемент (a, b) кiльця K, де a, b ∈ {1, 3, 5}.
Розв’язання в Maple. Задаємо кiльце i операцiї:
> K:={seq(seq([a,b],a=0..7),b=0..7)}:
> astra:=(X,Y)->[(X[1]+Y[1]) mod 8,(X[2]+Y[2]) mod 8]:
> circ:=(X, Y) -> [(X[1]*Y[1]) mod 8,(X[2]*Y[2]) mod 8]:

Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

Знаходимо дiльники одиницi в K:
> divisorsId(K,circ);

{[1, 1], [1, 3], [1, 5], [1, 7], [3, 1], [3, 3], [3, 5], [3, 7], [5, 1], [5, 3], [5, 5], [5, 7], [7, 1],
[7, 3], [7, 5], [7, 7]}

i дiльники нуля:
> divisorsZero(K,astra,circ);

{[0, 1], [0, 2], [0, 3], [0, 4], [0, 5], [0, 6], [0, 7], [1, 0], [1, 2], [1, 4], [1, 6], [2, 0],
[2, 1], [2, 2], [2, 3], [2, 4], [2, 5], [2, 6], [2, 7], [3, 0], [3, 2], [3, 4], [3, 6], [4, 0],

[4, 1], [4, 2], [4, 3], [4, 4], [4, 5], [4, 6], [4, 7], [5, 0], [5, 2], [5, 4], [5, 6], [6, 0],

[6, 1], [6, 2], [6, 3], [6, 4], [6, 5], [6, 6], [6, 7], [7, 0], [7, 2], [7, 4], [7, 6]}

Завдання 22. В кiльцi ⟨K; ∗, ◦⟩ знайти всi дiльники нуля i, якщо є одини-
чний елемент, знайти всi дiльники одиницi, якщо:

22.1. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z5, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K

справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac, 2bd).

22.2. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z7, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K

справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac+ bd, ad+ bc).
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22.3. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z9, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (−ac,−bd).

22.4. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z6, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (0, 3bd).

22.5. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z5, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K

справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac+ 2bd, ad+ bc).

22.6. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z9, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (bd, 3bd).

22.7. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z3, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (−ac, 2bd).

22.8. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z7, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K

справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

22.9. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z5, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (bd, 2bd).
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22.10. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z8, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac+ bd, ad+ bc).

22.11. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z6, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (0, 0).

22.12. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z6, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K

справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (0, ac).

22.13. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z8, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (bd, 2bd).

22.14. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z10, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac− 6bd, ad+ bc).

22.15. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z5, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K

справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (−ac, 2bd).

22.16. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z8, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (0, 3bd).
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22.17. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z5, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac+ bd, ad+ bc).

22.18. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z6, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (bd, 3bd).

22.19. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z2, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K

справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

22.20. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z5, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac,−bd).

22.21. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z7, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac− 2bd, ad+ bc).

22.22. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z5, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K

справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (0, 2bd).

22.23. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z8, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (−ac, 2bd).
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22.24. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z6, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac+ 2bd, ad+ bc).

22.25. K – множина пар (a, b), де a, b ∈ Z3, i для довiльних (a, b), (c, d) ∈ K
справедливо:

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ◦ (c, d) = (0, 2ac).

Приклад 23.1. Визначити, чи дiлиться в кiльцi Z[
√
3]:

а) елемент 17− 10
√
3 на елемент 2−

√
3;

б) елемент 2 + 5
√
3 на елемент 1− 2

√
3.

Розв’язання. Спосiб I. а) За означенням елемент 2 −
√
3 дiлить елемент

17−10
√
3, якщо в Z[

√
3] знайдеться такий елемент x+y

√
3, що 17−10

√
3 =

(2−
√
3)(x+ y

√
3). Розкривши дужки в правiй частинi рiвностi, маємо:

17− 10
√
3 = (2x− 3y) + (2y − x)

√
3.

Враховуючи умову рiвностi двох чисел iз Z[
√
3], отримуємо систему:{

17 = 2x− 3y,
−10 = 2y − x.

Дана система рiвнянь має розв’язок в цiлих числах: x = 4, y = −3, тому
x+ y

√
3 = 4− 3

√
3 ∈ Z[

√
3], отже, (17− 10

√
3)

... (2−
√
3) в Z[

√
3].

б) Припустимо, що в кiльцi Z[
√
3] знайдеться такий елемент x + y

√
3,

що
2 + 5

√
3 = (1− 2

√
3)(x+ y

√
3). (III.4)

Тодi, розкривши дужки, маємо: 2 + 5
√
3 = (x− 6y) + (y − 2x)

√
3. Звiдси,{

2 = x− 6y,
15 = y − 2x.

Оскiльки дана система рiвнянь розв’язкiв в цiлих числах не має, то в
Z[
√
3] немає такого елемента x + y

√
3, який би задовольняв (III.4). Отже,

(2 + 5
√
3)

... (1− 2
√
3) в Z[

√
3].
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Спосiб II. Кiльце Z[
√
3] є пiдкiльцем поля R дiйсних чисел. Оскiльки в

полi кожний ненульовий елемент є дiльником будь-якого iншого елемента
цього поля (тобто операцiя дiлення на ненульовий елемент завжди здiй-
сненна), то в R знайдеться (причому єдине!) число z таке, що

17− 10
√
3 = (2−

√
3)z. (III.5)

Знайдемо це число:

z =
17− 10

√
3

2−
√
3

=

(
17− 10

√
3
) (

2 +
√
3
)(

2−
√
3
) (

2 +
√
3
) =

4− 3
√
3

4− 3
= 4− 3

√
3 ∈ Z[

√
3].

Таким чином, z ∈ Z[
√
3], значить, в Z[

√
3] виконується рiвнiсть (III.5),

отже, (17− 10
√
3)

... (2−
√
3) в Z[

√
3].

б) Аналогiчно отримуємо:

z =
2 + 5

√
3

1− 2
√
3
=

(
2 + 5

√
3
) (

1 + 2
√
3
)(

1− 2
√
3
) (

1 + 2
√
3
) = 32 + 9

√
3

−11
= −32

11
− 9

11

√
3 /∈ Z[

√
3].

Таким чином, в Z[
√
3] не iснує такого елемента z, що 2+5

√
3 = (1−2

√
3)z.

Це означає, що (2 + 5
√
3)

... (1− 2
√
3) в Z[

√
3].

Розв’язання в Maple. Використаємо спосiб II розв’язання: знайдемо частку
елементiв a i b в полi R. Щоб позбавитись вiд iррацiональностi в знаменни-
ку дробу z, використаємо команду rationalize(z). Для перетворення отри-
маного результату r iз добутку в суму застосуємо команду expand(r) (§6
розд.I).
> z:=(17-10*sqrt(3))/(2-sqrt(3));

z :=
17− 10

√
3

2−
√
3

> rationalize(z);
−(−17 + 10

√
3) (2 +

√
3)

> expand(%);

4− 3
√
3

Оскiльки одержана частка z належить до кiльця Z[
√
3], то

(17− 10
√
3)

... (2−
√
3) в Z[

√
3].

Аналогiчно,
> z:=(2+5*sqrt(3))/(1-2*sqrt(3));
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z :=
2 + 5

√
3

1− 2
√
3

> expand(rationalize(z));

−32

11
− 9

√
3

11
Оскiльки одержана частка z не належить до кiльця Z[

√
3], то

(2 + 5
√
3)

... (1− 2
√
3) в Z[

√
3].

Для перевiрки, чи належить отримана частка z до кiльця Z[
√
3] в

Maple можна (навiть не знаходячи самої частки), використати команду
patmatch(z,pattern), де pattern (англ. „шаблон, зразок”) – певна фор-
ма запису. Результатом цiєї команди є true, якщо вдається записати z у
виглядi pattern. Для задання pattern використовують змiннi, їхнiй тип за-
значається пiсля знаку :: (наприклад, запис x::realcons означає, що змiнна
x повинна мати тип realcons).

а) Задаємо числа:
> a:=17-10*sqrt(3):

b:=2-sqrt(3):
Далi знаходимо частку z i перевiряємо, чи можна її записати у виглядi

x+ y
√
3, де x, y ∈ Z:

> z:=expand(rationalize(a/b)):
patmatch(z,x::integer+y::integer*sqrt(3));

true

Отже, частка z належить до кiльця Z[
√
3], значить, (17− 10

√
3)

... (2−
√
3)

в Z[
√
3].

б) Аналогiчно:
> a:=2+5*sqrt(3):

b:=1-2*sqrt(3):
z:=expand(rationalize(a/b)):
patmatch(z,x::integer+y::integer*sqrt(3));

false

Отже, (2 + 5
√
3)

... (1− 2
√
3) в Z[

√
3].

Приклад 23.2. Визначити, чи дiлиться в кiльцi Z[ 3
√
2] елемент a =

21 + 14 3
√
2− 2 3

√
4 на елемент b = 4− 3

√
2;

Розв’язання. Спосiб I. Припустимо, що a
... b в кiльцi Z[ 3

√
2]. Тодi в Z[ 3

√
2]

iснує елемент x + y 3
√
2 + z 3

√
4, x, y, z ∈ Z, такий, що: 21 + 14 3

√
2 − 2 3

√
4 =
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(4− 3
√
2)(x+ y 3

√
2 + z 3

√
4). Розкриємо дужки в правiй частинi рiвностi:

21 + 14
3
√
2− 2

3
√
4 = (4x− 2z) + (−x+ 4y)

3
√
2 + (−y + 4z)

3
√
4.

В кiльцi Z[ 3
√
2] кожен елемент можна лише єдиним чином представити у

виглядi a+ b 3
√
2 + c 3

√
4, де a, b, c ∈ Z, тому остання рiвнiсть можлива лише

у випадку, коли: 
4x− 2z = 21,
−x+ 4y = 14,
−y + 4z = −2.

Єдиним розв’язком цiєї системи є: x = 174
31 , y = 152

31 , z = 45
62 , що суперечить

вибору x, y, z. Отже, припущення невiрне i a ... b в Z[ 3
√
2].

Спосiб II. Знайдемо частку елементiв a i b в полi R:

z =
21 + 14 3

√
2− 2 3

√
4

4− 3
√
2

.

Для цього домножимо чисельник i знаменник дробу на елемент
16 + 4 3

√
2 + 3

√
4:

z =
21 + 14 3

√
2− 2 3

√
4

4− 3
√
2

=
(21 + 14 3

√
2− 2 3

√
4)(16 + 4 3

√
2 + 3

√
4)

(4− 3
√
2)(16 + 4 3

√
2 + 3

√
4)

=

=
348 + 304 3

√
2 + 45 3

√
4

43 − 2
=

174

31
+

152

31
3
√
2 +

45

62
3
√
4.

Оскiльки частка z елементiв a i b до кiльця Z[ 3
√
2] не належить, то a

... b в
Z[ 3
√
2].

Розв’язання в Maple. Радикал 3
√
2 в Maple вводимо у форматi: root[3](2).

Все iнше аналогiчно до попереднього прикладу.
Знаходимо частку z i перевiряємо, чи можна її записати у виглядi

x+ y 3
√
2 + u 3

√
4, де x, y, u ∈ Z:

> a:=21+14*root[3](2)-2*root[3](4):
b:=4-root[3](2):

> z:=expand(rationalize(a/b)):
patmatch(z,x::integer+y::integer*root[3](2)+

u::integer*root[3](4));
false

Отже, частка z не належить до кiльця Z[ 3
√
2], значить, a ... b в Z[ 3

√
2].
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Завдання 23. Визначити, чи дiлиться:

23.1. а) елемент 21 + 14
√
3i на елемент 4−

√
3i;

б) елемент 22 + 3
√
3i на елемент 5 + 4

√
3i

в кiльцi Z[
√
3i].

23.2. а) елемент 40− 73i на елемент 11 + i;

б) елемент 75 + 40i на елемент 6− 7i

в кiльцi Z[i].

23.3. а) елемент −13 + 12
√
5 на елемент 8− 3

√
5;

б) елемент −3 +
√
5 на елемент 1− 2

√
5

в кiльцi Z[
√
5].

23.4. а) елемент 5− 3
√
3− 2 3

√
9 на елемент 1− 3

√
3;

б) елемент 6− 4 3
√
9 на елемент 2 + 3

√
3

в кiльцi Z[ 3
√
3].

23.5. а) елемент 15 + 7
√
3 на елемент 3 + 2

√
3;

б) елемент −6 + 5
√
3 на елемент 3 + 7

√
3

в кiльцi Z[
√
3].

23.6. а) елемент 91− 32
√
7 на елемент 7− 3

√
7;

б) елемент −165 +
√
7 на елемент 3− 8

√
7

в кiльцi Z[
√
7].

23.7. а) елемент −13− 11
√
11 на елемент 4− 3

√
11;

б) елемент −52 + 6
√
11 на елемент 5− 2

√
11

в кiльцi Z[
√
11].

23.8. а) елемент −5 + 4
√
2 на елемент 1 + 2

√
2;

б) елемент −47 + 9
√
2 на елемент 3 + 7

√
2

в кiльцi Z[
√
2].

23.9. а) елемент 30 + 16 3
√
7 + 9 3

√
49 на елемент 5 + 2 3

√
7;

б) елемент 13− 11 3
√
7 на елемент 3− 3

√
7

в кiльцi Z[ 3
√
7].
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23.10. а) елемент 41− 19
√
5i на елемент 3 +

√
5i;

б) елемент −134− 29
√
5i на елемент 2− 7

√
5i

в кiльцi Z[
√
5i].

23.11. а) елемент 11− 3
√
3 на елемент −14 +

√
3;

б) елемент −54 + 7
√
3 на елемент 2 + 5

√
3

в кiльцi Z[
√
3].

23.12. а) елемент 25− 5
√
11i на елемент 7 +

√
11i;

б) елемент 44− 5
√
11i на елемент 4− 3

√
11i

в кiльцi Z[
√
11i].

23.13. а) елемент −151 + 43
√
7 на елемент 5 + 7

√
7;

б) елемент −12− 10
√
7 на елемент 2− 3

√
7

в кiльцi Z[
√
7].

23.14. а) елемент 45− 10
√
5 на елемент 3−

√
5;

б) елемент −159 + 26
√
5 на елемент 8− 7

√
5

в кiльцi Z[
√
5].

23.15. а) елемент 19 + 2
√
2i на елемент 5 + 7

√
2i;

б) елемент 34 + 44
√
2i на елемент 6−

√
2i

в кiльцi Z[
√
2i].

23.16. а) елемент −25 + 3
√
3 на елемент 7− 5

√
3;

б) елемент 16 + 7
√
3 на елемент −5 + 4

√
3

в кiльцi Z[
√
3].

23.17. а) елемент 46 + 25
√
5i на елемент 4−

√
5i;

б) елемент 31 + 13
√
5i на елемент 2 + 5

√
5i

в кiльцi Z[
√
5i].

23.18. а) елемент 48 + 9
√
2 на елемент −3 + 7

√
2;

б) елемент 56 + 25
√
2 на елемент 3 + 5

√
2

в кiльцi Z[
√
2].
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23.19. а) елемент 9 + 19 3
√
5 + 4 3

√
25 на елемент 7− 3

√
5;

б) елемент 9− 2 3
√
5 + 8 3

√
25 на елемент 2 + 3 3

√
5

в кiльцi Z[ 3
√
5].

23.20. а) елемент 67 + 8
√
3i на елемент 2 + 7

√
3i;

б) елемент 98− 24
√
3i на елемент 3− 7

√
3i

в кiльцi Z[
√
3i].

23.21. а) елемент 93− 7
√
7i на елемент 5 + 4

√
7i;

б) елемент 29− 10
√
7i на елемент 2− 3

√
7i

в кiльцi Z[
√
7i].

23.22. а) елемент 47−
√
5 на елемент 11 + 3

√
5;

б) елемент −99− 2
√
5 на елемент 2 + 3

√
5

в кiльцi Z[
√
5].

23.23. а) елемент −45 +
√
11 на елемент 3 + 7

√
11;

б) елемент −269 + 5
√
11 на елемент 2 + 5

√
11

в кiльцi Z[
√
11].

23.24. а) елемент 22−
√
3 на елемент 4− 3

√
3;

б) елемент −55− 2
√
3 на елемент 4− 7

√
3

в кiльцi Z[
√
3].

23.25. а) елемент 51 + 9i на елемент 5− 8i;

б) елемент 20− 17i на елемент 2− 3i

в кiльцi Z[i].

3. Iдеали кiльця

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Означення (iдеалу). Пiдкiльце I кiльця ⟨K; ∗, ◦⟩ називається лiвим (вiдповiдно пра-
вим) iдеалом цього кiльця, якщо для будь-яких елементiв a ∈ I i x ∈ K добуток x ◦ a
(вiдповiдно a ◦ x) мiститься в I.
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Пiдмножина I кiльця K, яка є одночасно лiвим i правим iдеалом цього кiльця, назива-
ється двостороннiм iдеалом або просто iдеалом кiльця K. У комутативному кiльцi
кожен лiвий i правий iдеал є двостороннiм.

Одиничним iдеалом кiльця K називається кiльце K. Нульовим iдеалом кiльця
K називаєть нульове пiдкiльце.

Теорема (критерiй iдеалу). Непорожня пiдмножина I кiльця ⟨K; ∗, ◦⟩ є лiвим (вiдпо-
вiдно правим) iдеалом цього кiльця, якщо виконуються наступнi умови:

1) операцiя ∗ є замкненою на I;
2) для довiльного a ∈ I елемент, симетричний до нього вiдносно операцiї ∗ в K,

також належить до I;
3) для довiльного a ∈ I i довiльного x ∈ K справедливо, що x ◦ a ∈ I (вiдповiдно

a ◦ x ∈ I).

Означення (головного iдеалу). Нехай K – комутативне кiльце з одиницею, a – довiль-
ний елемент iз K. Iдеал ⟨a⟩ = aK = Ka = {xa|x ∈ K} називають головним iдеалом
кiльця K, породженим елементом a.

В кiльцi Z цiлих чисел всi iдеали головнi.
Нехай K – комутативне кiльце, a1, a2, ..., as ∈ K. Iдеал

⟨a1, a2, . . . , as⟩ = {a1x1 + a2x2 + . . .+ asxs|x1, x2, . . . , xs ∈ K}

називається iдеалом кiльця K, породженим елементами a1, a2, . . . , as; зокрема, ⟨a1, a2⟩ =
{a1x+ a2y|x, y ∈ K} – iдеал, породжений елементами a1, a2.

Операцiї над iдеалами:
Перерiзом iдеалiв I1 i I2 кiльця K називається множина I1 ∩ I2

df
= {a|a ∈ I1, a ∈ I2}

їхнiх спiльних елементiв.
Сумою iдеалiв I1 i I2 кiльця K називається множина I1 + I2

df
= {a+ b|a ∈ I1, b ∈ I2}.

Добутком iдеалiв I1 i I2 кiльця K називається множина I1I2
df
=

{a1b1 + a2b2 + ...+ asbs|s ∈ N, ai ∈ I1, bi ∈ I2, 1 6 i 6 s}.

Теорема. Перерiз I1∩ I2, сума I1+ I2 i добуток I1I2 iдеалiв I1 i I2 кiльця K є iдеалами
цього кiльця.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 24.1. Визначити, чи є iдеалом множина

T =

{(
a 0
b 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z7

}
в кiльцi K = M2(Z7) матриць 2-го порядку над полем Z7.
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Розв’язання. Оскiльки
(

0 0
0 0

)
∈ T , то T ̸= ∅. Далi T ⊆ K. Використаємо

критерiй iдеалу. Нехай A1 =

(
a1 0
b1 0

)
, A2 =

(
a2 0
b2 0

)
, a1, b1, a2, b2 ∈ Z7,

– довiльнi два елементи iз T . Тодi:

1) A1 + A2 =

(
a1 0
b1 0

)
+

(
a2 0
b2 0

)
=

(
a1 + a2 0
b1 + b2 0

)
∈ T ,

оскiльки a1 + a2 ∈ Z7, b1 + b2 ∈ Z7;

2) −A1 = −
(

a1 0
b1 0

)
=

(
−a1 0
−b1 0

)
∈ T ,

оскiльки −a1,−b1 ∈ Z7;

3) Нехай тепер A =

(
a 0
b 0

)
– довiльний елемент iз T , X =

(
x y
z t

)
–

довiльний елемент iз M2(Z7), x, y, z, t ∈ Z7. Тодi

XA =

(
x y
z t

)(
a 0
b 0

)
=

(
xa+ yb 0
za+ tb 0

)
∈ T,

оскiльки xa+ yb ∈ Z7, za+ tb ∈ Z7.

AX =

(
a 0
b 0

)(
x y
z t

)
=

(
ax ay
bx by

)
/∈ T при ay ̸= 0 i by ̸= 0.

Отже, T є лiвим i не є правим iдеалом кiльця M2(Z7).

Розробка процедур. Для того, щоб непорожня множина T була iдеалом
кiльця ⟨K; ∗, ◦⟩, необхiдно, щоб T була пiдмножиною множини K. Для
перевiрки, чи є множина A пiдмножиною множини B, використовують ко-
манду subset. Формат команди A subset B або ’subset’(A,B).

Для перевiрки умови 1) критерiю iдеалу використовуватимемо процеду-
ру isClosed iз Прикладу 21.1.

Для перевiрки умови 2) критерiю iдеалу створимо процедуру
belongsSym. При цьому задаватимемо безпосередньо правило пошуку си-
метричного елемента (в якостi параметра процедури). Зауважимо, що ви-
користання процедури Sym iз Прикладу 21.1 для пошуку симетричного
елемента в цьому випадку не є бажаним: воно призводить до досить гро-
мiздких тривалих обчислень.

В ходi процедури belongsSym для всiх елементiв T [i] множини T по-
слiдовно перевiряємо, чи належить елемент c, симетричний до T [i] в K
вiдносно операцiї operation1:
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> c:=symElement(T[i]);
до множини T :

> if member(c,T)=true
Якщо умова виконується, то переходимо до дослiдження наступного

елемента T [i] множини T , якщо ж не виконується, перевiрка закiнчується
(break). Якщо в результатi лiчильник s набув значення, рiвного t, то для
всiх елементiв T [i] iз T елемент, симетричний вiдносно операцiї operation1
в K, належить до T .

Код процедури наступний:

belongsSym:=proc(T,symElement)
local i,s,t,c;

t:=nops(T);
s:=0;
for i from 1 to t do

c:=symElement(T[i]);
if member(c,T)=true then s:=s+1; else break; end if;

end do;
evalb(s=t);

end proc:

Тепер створимо процедури для перевiрки умови 3) критерiю iдеалу. Про-
цедура belongsL дослiджуватиме добутки q = x ◦ a, де x = K[j], a = T [i].
Якщо добуток q належить до T :

> if member(q, T)=true
то розглядаємо наступну пару елементiв K[j] i T [i].

Код процедури наступний:

belongsL:=proc(T,K,operation2)
local i,j,s,t,m,q;

s:=0;
t:=nops(K); m:=nops(T);
for i from 1 to m do

for j from 1 to t do
q:=operation2(K[j],T[i]);
if member(q, T)=true then s:=s+1; else break; end if;

end do;
end do;
evalb(s=m*t);

end proc:

Аналогiчна процедура belongsR дослiджує добутки a ◦ x, де x = K[j],
a = T [i].
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belongsR:=proc(T,K,operation2)
local i,j,s,t,m,q;

s:=0;
t:=nops(K); m:=nops(T);
for i from 1 to m do

for j from 1 to t do
q:=operation2(T[i],K[j]);
if member(q, T)=true then s:=s+1; else break; end if;

end do;
end do;
evalb(s=m*t);

end proc:
На основi процедур isClosed, belongsSym, belongsL, belongsR можна

створити процедуру isIdeal для перевiрки, чи є задана множина T iдеалом
кiльця K iз операцiями operation1,operation2. Її код наступний:

isIdeal:=proc(T,K,operation1,symElement,operation2)
if (T subset K=true) and isClosed(T,operation1)=true and

belongsSym(T,symElement)=true then
if belongsL(T,K,operation2)=true and

belongsR(T,K,operation2)=true then return("ideal");
elif belongsL(T,K,operation2)=true and

belongsR(T,K,operation2)=false then return("livyi ideal");
elif belongsL(T,K,operation2)=true and

belongsR(T,K,operation2)=false then return("pravyi ideal");
else return false
end if;

else return false
end if;

end proc:

Розв’язання в Maple. Як було зазначено вище, Maple швидше оперує iз
об’єктами типу List, нiж iз об’єктами типу Matrix, тому множини матриць
(як i множини пар в Прикладi 21.1) також задаватимемо за допомогою
спискiв:
> K:={seq(seq(seq(seq([[x,y],[z,t]],x=0..6),y=0..6),

z=0..6),t=0..6)}:
Побачити всi елементи множини в звичному записi можна, ввiвши ко-

манду:
> map(matrix,K);

Щоб побачити лише i-тий елемент множини K, вводимо matrix(K[i]),
наприклад
> matrix(K[68]);
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0 1
2 4

]
Тепер задаємо операцiї додавання mplus i множення mmult матриць:

> mplus:=(A,B)->
[[A[1,1]+B[1,1] mod 7, A[1,2]+B[1,2] mod 7],
[A[2,1]+B[2,1] mod 7,A[2,2]+B[2,2] mod 7]]:

> mmult:=(A,B)->
[[A[1,1]*B[1,1]+A[1,2]*B[2,1] mod 7,
A[1,1]*B[1,2]+A[1,2]*B[2,2] mod 7],
[A[2,1]*B[1,1]+A[2,2]*B[2,1] mod 7,
A[2,1]*B[1,2]+A[2,2]*B[2,2] mod 7]]:
Далi задаємо множину T :

> T:={seq(seq([[a,0],[b,0]],a=0..6),b=0..6)}:
Перевiримо, чи виконується умова T ⊆ K:

> T subset K;
true

Отже, T ⊆ K. Тепер переходимо до перевiрки умов 1)-3) критерiю iдеалу.
Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:

> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
Умова 1):

> isClosed(T,mplus);
true

Отже, операцiя додавання матриць замкнена на на T .
Умова 2):
Спочатку задаємо правило пошуку симетричного вiдносно операцiї

mplus елемента. В кiльцi матриць протилежним елементом (симетричним

вiдносно операцiї додавання матриць) до матрицi
(

a11 a12
a21 a22

)
є матриця(

−a11 −a12
−a21 −a22

)
. Задаємо її:

> symElement:=A->
[[-A[1,1] mod 7,-A[1,2]] mod 7,
[-A[2,1] mod 7,-A[2,2] mod 7]]:
Застосовуємо процедуру belongsSym:

> belongsSym(T,symElement);
true
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Отже, для кожного елемента iз T елемент, протилежний до нього в K,
належить до T .

Умова 3):
> belongsL(T,K,mmult);

true

Отже, xa ∈ T для всiх x ∈ K, a ∈ T .
> belongsR(T,K,mmult);

false

Отже, iснує хоча б один добуток ax, де x ∈ K, a ∈ T , який не належить
до T .
> isIdeal(T,K,mplus,symElement,mmult);

”livyi ideal”

Таким чином, T є лiвим i не є правим iдеалом кiльця K.

Приклад 24.2. Визначити, чи є iдеалом множина

T =

{(
0 a
0 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z4

}

в кiльцi K =

{(
c d
0 c

)∣∣∣∣ c, d ∈ Zn

}
при: а) n = 4, б) n = 5.

Розв’язання. а) Маємо: I ̸= ∅ i T ⊆ K. Використаємо критерiй iдеалу.

Нехай A,B ∈ T , тодi A =

(
0 a

0 0

)
, B =

(
0 b

0 0

)
, де a, b ∈ Z4. Тодi:

1) A+B =

(
0 a
0 0

)
+

(
0 b
0 0

)
=

(
0 a+ b
0 0

)
∈ T ,

оскiльки a+ b ∈ Z4;

2) −A = −
(

0 a
0 0

)
=

(
0 −a
0 0

)
∈ T ,

оскiльки −a ∈ Z4;

3) Нехай тепер X – довiльний елемент iз K, тодi X =

(
c d
0 c

)
, де

x, y, z, t ∈ Z4. Тодi

XA =

(
c d
0 c

)(
0 a
0 0

)
=

(
0 ca
0 0

)
∈ T,
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оскiльки ca ∈ Z4.

AX =

(
0 a
0 0

)(
c d
0 c

)
=

(
0 ac
0 0

)
∈ T , оскiльки ca ∈ Z4.

Отже, T є iдеалом кiльця K.
б) В цьому випадку множина T не є пiдмножиною множини K, а зна-

чить, T не є iдеалом в K.

Розв’язання в Maple. Повторюємо хiд розв’язання Прикладу 24.1. Пiдклю-
чаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

а) Задаємо множину K i операцiї:
> K:={seq(seq([[c,d],[0,c]],c=0..3),d=0..3)}:
> mplus:=(A,B)->

[[A[1,1]+B[1,1] mod 4,A[1,2]+B[1,2] mod 4],
[A[2,1]+B[2,1] mod 4,A[2,2]+B[2,2] mod 4]]:

> mmult:=(A,B)->
[[A[1,1]*B[1,1]+A[1,2]*B[2,1] mod 4,
A[1,1]*B[1,2]+A[1,2]*B[2,2] mod 4],
[A[2,1]*B[1,1]+A[2,2]*B[2,1] mod 4,
A[2,1]*B[1,2]+A[2,2]*B[2,2] mod 4]]:
Далi задаємо множину T :

> T:={seq(seq([[0,a],[0,0]],a=0..3),b=0..3)}:
> T subset K;

true

Отже, T ⊆ K. Перевiряємо, чи виконуються умови 1)-3) критерiю iдеалу:
> isClosed(T,mplus);

true

Операцiя додавання матриць замкнена на T .
Задаємо протилежний елемент:

> symElement:=A-> [[-A[1,1] mod 4,-A[1,2]] mod 4,
[-A[2,1] mod 4,-A[2,2] mod 4]]:

> belongsSym(T,symElement);
true

Таким чином, для довiльного елемента iз T протилежний до нього елемент
в K належить до T .
> belongsL(T,K,mmult); belongsR(T,K,mmult);

true
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true

Добутки xa i ax належать до T для всiх x ∈ K, a ∈ T .
> isIdeal(T,K,mplus,symElement,mmult);

”ideal”

Таким чином, T є iдеалом кiльця K.
б) Кiльце K i операцiї, заданi на K, залишаються тi ж самi. Тому їх не

потрiбно вводити заново. Задаємо лише множину T :
> T:={seq(seq([[0,a],[0,0]],a=0..4),b=0..4)}:

Маємо:
> T subset K;

false

Отже, T * K, а значить, T не є iдеалом:
> isIdeal(T,K,mplus,symElement,mmult);

false

Приклад 24.3. Визначити, чи є iдеалом кiльця K = M3(Z7) множина

T =


 a 0 0

0 a 0
0 0 a

∣∣∣∣∣∣ a ∈ Z3


.
Розв’язання. а) Маємо: T ̸= ∅ i T ⊆ K. Використаємо критерiй iдеалу.

Нехай A,B ∈ I, тодi A =

 a 0 0
0 a 0
0 0 a

, B =

 b 0 0
0 b 0
0 0 b

, де a, b ∈ Z3. Тодi:

1) A+B =

 a 0 0
0 a 0
0 0 a

+

 b 0 0
0 b 0
0 0 b

 =

 a+ b 0 0
0 a+ b 0
0 0 a+ b

 ∈ T ,

оскiльки a+ b ∈ Z3;

2) −A = −

 a 0 0
0 a 0
0 0 a

 =

 −a 0 0
0 −a 0
0 0 −a

 ∈ T , оскiльки −a ∈ Z3;

3) Нехай тепер X – довiльний елемент iз K, тодi X =

 x1 x2 x3
x4 x5 x6
x7 x8 x9

,
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де xi ∈ Z3 для всiх i ∈ 1, 7. Тодi

XA =

 x1 x2 x3
x4 x5 x6
x7 x8 x9

 a 0 0
0 a 0
0 0 a

 =

 x1a x2a x3a

x4a x5a x6a
x7a x8a x9a

 /∈ T,

при xia ̸= 0, i ∈ {4, 7, 2, 8, 3, 6}.

AX =

 a 0 0
0 a 0
0 0 a

 x1 x2 x3
x4 x5 x6
x7 x8 x9

 =

 ax1 ax2 ax3
ax4 ax5 ax6
ax7 ax8 ax9

 /∈ T,

при axi ̸= 0, i ∈ {4, 7, 2, 8, 3, 6}.

Отже, T не є нi лiвим, нi правим iдеалом кiльця K.
Розв’язання в Maple. Задаємо множину K i операцiї додавання i множення
матриць безпосередньо:
> K:={seq(seq(seq(seq(seq(seq(seq(seq(seq(

[[x1,x2,x3],[x4,x5,x6],[x7,x8,x9]],x1=0..2),x2=0..2),x3=0..2),
x4=0..2),x5=0..2),x6=0..2), x7=0..2),x8=0..2),x9=0..2)}:

> mplus:=(A,B)->
[[A[1,1]+B[1,1] mod 3,A[1,2]+B[1,2] mod 3, A[1,3]+B[1,3] mod3],
[A[2,1]+B[2,1] mod 3,A[2,2]+B[2,2] mod 3,A[2,3]+B[2,3] mod 3],
[A[3,1]+B[3,1] mod 3,A[3,2]+B[3,2] mod 3,A[3,3]+B[3,3] mod 3]]:

> mmult:=(A,B)->
[[A[1,1]*B[1,1]+A[1,2]*B[2,1]+A[1,3]*B[3,1] mod 3,
A[1,1]*B[1,2]+A[1,2]*B[2,2]+A[1,3]*B[3,2] mod 3,
A[1,1]*B[1,3]+A[1,2]*B[2,3]+A[1,3]*B[3,3] mod 3],
[A[2,1]*B[1,1]+A[2,2]*B[2,1]+A[2,3]*B[3,1] mod 3,
A[2,1]*B[1,2]+A[2,2]*B[2,2]+A[2,3]*B[3,2] mod 3,
A[2,1]*B[1,3]+A[2,2]*B[2,3]+A[2,3]*B[3,3] mod 3],
[A[3,1]*B[1,1]+A[3,2]*B[2,1]+A[3,3]*B[3,2] mod 3,
A[3,1]*B[1,2]+A[3,2]*B[2,2]+A[3,3]*B[3,2] mod 3,
A[3,1]*B[1,3]+A[3,2]*B[2,3]+A[1,3]*B[3,3] mod 3]]:
Далi задаємо множину T :

> T:={seq([[a,0,0],[0,a,0],[0,0,a]],a=0..2)}:
Тепер застосовуємо алгоритм розв’язання Прикладiв 24.1. i 24.2.

> T subset K;
true

Отже, T ⊆ K. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
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> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> isClosed(T,mplus);

true
> symMatrix:=A->

[[-A[1,1] mod 3,-A[1,2] mod 3,-A[1,3] mod 3],
[-A[2,1] mod 3,-A[2,2] mod 3,-A[2,3] mod 3],
[-A[3,1] mod 3,-A[3,2] mod 3,-A[3,3] mod 3]]:

> belongsSym(T,K,mplus);
true

> belongsL(T,K,mmult); belongsR(T,K,mmult);
false

false

> isIdeal(T,K,mplus,mmult);
false

Отже, T не є нi лiвим, нi правим iдеалом кiльця K.

Завдання 24. Визначити, чи є iдеалом кiльця K множина T , якщо:

24.1. T =

{(
a 2b
3b a

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z7

}
;

K =

{(
c d
−d c

)∣∣∣∣ c, d ∈ Z7

}
.

24.2. T =


 a b c

0 a b
0 0 a

∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ Z3


K = M3(Z3) – кiльце квадратних матриць 3-го порядку над полем Z3.

24.3. T =

{(
a 0
0 b

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z5

}
;

K = M2(Z5) – кiльце квадратних матриць 2-го порядку над полем Z5.

24.4. T =

{(
2a b

−b a

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z7

}
;

K = M2(Z7) – кiльце квадратних матриць 2-го порядку над полем Z7.

24.5. T =

{(
a a

−a a

)∣∣∣∣ a ∈ Z6

}
;
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K =

{(
c d
−d c

)∣∣∣∣ c, d ∈ Z6

}
.

24.6. T =


 0 0 0

0 a 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣ a ∈ Z4

;

K = M3(Z4) – кiльце квадратних матриць 3-го порядку над кiльцем
Z4.

24.7. T =

{(
a 3b
4b a

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z7

}
;

K =

{(
c d

−d c

)∣∣∣∣ c, d ∈ Z7

}
.

24.8. T =

{(
a 2b
2b a

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z4

}
;

K = M2(Z4) – кiльце квадратних матриць 2-го порядку над кiльцем
Z4.

24.9. T =

{(
a b
0 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z8

}
;

K = M2(Z8) – кiльце квадратних матриць 2-го порядку над кiльцем
Z8.

24.10. T =

{(
a b
c d

)∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ Z∗
5

}
, де Z∗

5 – множина дiльникiв одиницi

кiльця Z5;

K = M2(Z5) – кiльце квадратних матриць 2-го порядку над полем Z5.

24.11. T =

{(
0 a
−a 0

)∣∣∣∣ a ∈ Z3

}
;

K =

{(
c d

−d c

)∣∣∣∣ c, d ∈ Z3

}
.

24.12. T =

{(
a 0
b 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z8

}
;

K = M2(Z8) – кiльце квадратних матриць 2-го порядку над кiльцем
Z8.
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24.13. T =


 0 a b

0 0 a
0 0 0

∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ Z3

;

K = M3(Z3) – квадратних матриць 3-го порядку над полем Z3.

24.14. T =

{(
0 4a
a b

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z7

}
;

K =

{(
c 4d
d c

)∣∣∣∣ c, d ∈ Z7

}
.

24.15. м T =

{(
0 0
a b

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z6

}
;

K = M2(Z6) – кiльце квадратних матриць 2-го порядку над кiльцем
Z6.

24.16. T =


 a b c

2b a 0
2c 0 a

∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ Z3


K = M3(Z3) – кiльце квадратних матриць 3-го порядку над полем Z3.

24.17. T =

{(
5a 5b
−5b 5a

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z7

}
;

K =

{(
c 4d
d c

)∣∣∣∣ c, d ∈ Z7

}
.

24.18. T =

{(
a a
a a

)∣∣∣∣ a ∈ Z8

}
;

K = M2(Z8) – кiльце квадратних матриць 2-го порядку над кiльцем
Z8.

24.19. T =


 0 a 0

0 b 0
0 c 0

∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ Z3


K = M3(Z3) – кiльце квадратних матриць 3-го порядку над полем Z3.

24.20. T =


 0 0 b

0 0 0
a 0 0

∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ Z2

;

K = M3(Z2) – кiльце квадратних матриць 3-го порядку над полем Z2.
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24.21. T =

{(
a 0
0 −a

)∣∣∣∣ a ∈ Z4

}
;

K =

{(
c d

d c

)∣∣∣∣ a ∈ Z4

}
.

24.22. T =

{(
0 0
a 0

)∣∣∣∣ a ∈ Z7

}
;

K = M2(Z7) кiльце квадратних матриць 2-го порядку над кiльцем Z7.

24.23. T =

{(
a 1
−1 a

)∣∣∣∣ a ∈ Z5

}
;

K =

{(
c d

−d c

)∣∣∣∣ a ∈ Z5

}
.

24.24. T =


 0 a 2b

0 0 2c
0 0 0

∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ Z4

;

K =


 0 m n

0 0 2s
0 0 0

∣∣∣∣∣∣m,n, s ∈ Z4

.

24.25. T =

{(
0 a
b 0

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z9

}
;

K = M2(Z9) кiльце квадратних матриць 3-го порядку над кiльцем Z9.

Приклад 25. У кiльцi Z цiлих чисел знайти iдеали:
а) ⟨6, 8⟩; б) ⟨−40, 60, 16⟩.

Розв’язання. а) Покажемо, що 2 (найбiльший спiльний дiльник чисел 6 i
8) належить до iдеалу ⟨6, 8⟩. За теоремою про лiнiйне представлення най-
бiльшого спiльного дiльника двох цiлих чисел iснують x0, y0 ∈ Z такi, що
6x0 + 8y0 = 2. Значить, 2 ∈ {6x+ 8y|x, y ∈ Z} = ⟨6, 8⟩. Тодi

⟨2⟩ ⊆ ⟨6, 8⟩. (III.6)

З iншого боку,

⟨6, 8⟩ = {6x + 8y|x, y ∈ Z} = {2(3x + 4y)|x, y ∈ Z} ⊆ {2k|k ∈ Z} = ⟨2⟩.
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Тобто
⟨6, 8⟩ ⊆ ⟨2⟩. (III.7)

Iз (III.6) i (III.7) випливає, що:

⟨6, 8⟩ = ⟨2⟩.

б) Покажемо, що 4 (найбiльший спiльний дiльник чисел −40, 60 i 16)
належить до iдеалу ⟨−40, 60, 16⟩. За властивiстю найбiльшого спiльного
дiльника кiлькох цiлих чисел (−40, 60, 16) =

(
(−40, 60), 16

)
. Введемо по-

значення. Нехай
(−40, 60) = d. (III.8)

Тодi
(d, 16) = 4. (III.9)

За теоремою про лiнiйне представлення найбiльшого спiльного дiльника
двох цiлих чисел iснують такi цiлi числа u i v, що −40u + 60v = d (див.
(III.8)), а також цiлi числа s i t такi, що ds+ 16t = 4 (див. (III.9)). Тодi

(−40u+ 60v)s+ 16t = 4.

Звiдси, −40us+60vs+16t = 4. Отже, 4 ∈ {−40x+60y+16z|x, y, z ∈ Z} =
⟨−40, 60, 16⟩, значить,

⟨4⟩ ⊆ ⟨−40, 60, 16⟩. (III.10)

З iншого боку,

⟨−40, 60, 16⟩ = {−40x+ 60y + 16z|x, y, z ∈ Z} =

= {4(−10x+ 15y + 4z)|x, y, z ∈ Z} ⊆ {4k|k ∈ Z} = ⟨4⟩.

Тобто
⟨−40, 60, 16⟩ ⊆ ⟨4⟩. (III.11)

Iз спiввiдношень (III.10) i (III.11) випливає, що

⟨−40, 60, 16⟩ = ⟨4⟩.

Розробка процедур. Мiркування, проведенi при розв’язаннi даного прикла-
ду, можна узагальнити: для довiльних двох цiлих чисел a i b справедливо,
що головний iдеал ⟨a, b⟩ кiльця Z породжується найбiльшим спiльним дiль-
ником d = (a, b) цих чисел: ⟨a, b⟩ = ⟨d⟩. Аналогiчно для довiльної кiлькостi
елементiв в Z: ⟨a1, a2, ..., an⟩ = ⟨d⟩, де d = (a1, a2, ..., an).
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Створимо процедуру genIdeal, яку можна буде застосовувати до до-
вiльної кiлькостi елементiв iз Z. Для цього елементи a1, a2, ..., an зада-
ватимемо як елементи послiдовностi seq(integer) (тобто процедура ма-
тиме один аргумент a типу seq(integer)). За означенням для n > 2
(a1, a2, ..., an) = (dn−1, an), де dn−1 = (a1, a2, ..., an) = (dn−1, an). При ре-
курентних спiввiдношеннях зручно використовувати цикл for.

Код процедури наступний:

genIdeal:=proc( a::seq(integer))
local d,i;

d := 0;
for i in a do d := igcd(d,i) end do;
return(d);

end proc:
На початку циклу локальнiй змiннiй d надано значення 0. В ходi вико-

нання циклу змiнна d поступово набуває значень a1, (a1, a2), (a1, a2, a3), ...
Цикл буде виконуватись, доки не буде вичерпано послiдовнiсть a.

Розв’язання в Maple. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
i застосовуємо команду genIdeal:
> genIdeal(6,8);

2

> genIdeal(-40,60,16);
4

Отже, ⟨6, 8⟩ = ⟨2⟩, ⟨−40, 60, 16⟩ = ⟨4⟩.
Завдання 25. У кiльцi Z цiлих чисел знайти iдеали:

25.1. а) ⟨−10, 15⟩; б) ⟨105, 12, 97⟩.

25.2. а) ⟨7, 12⟩; б) ⟨44,−64, 32⟩.

25.3. а) ⟨48,−50⟩; б) ⟨−8, 57, 14⟩.

25.4. а) ⟨−2, 15⟩; б) ⟨126, 99, 27⟩.

25.5. а) ⟨36, 54⟩; б) ⟨80,−32, 16⟩.

25.6. а) ⟨44, 98⟩; б) ⟨23, 46,−14⟩.

25.7. а) ⟨16,−27⟩; б) ⟨70, 42, 112⟩.

25.8. а) ⟨40, 64⟩; б) ⟨−34, 35, 36⟩.

25.9. а) ⟨123, 126⟩; б) ⟨7,−28, 22⟩.

25.10. а) ⟨15,−20⟩; б) ⟨14, 125, 163⟩.

25.11. а) ⟨12, 17⟩; б) ⟨154, 128,−16⟩.

25.12. а) ⟨−96, 98⟩; б) ⟨12, 18, 31⟩.

25.13. а) ⟨30, 14⟩; б) ⟨153, 161,−99⟩.

25.14. а) ⟨28, 70⟩; б) ⟨22, 44, 7⟩.

25.15. а) ⟨34,−3⟩; б) ⟨−49, 147, 63⟩.

25.16. а) ⟨75, 105⟩; б) ⟨−30, 5, 18⟩.
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25.17. а) ⟨−101, 57⟩; б) ⟨55, 11, 121⟩.

25.18. а) ⟨35, 18⟩; б) ⟨−93, 153, 62⟩.

25.19. а) ⟨−21, 28⟩; б) ⟨105, 63, 17⟩.

25.20. а) ⟨13, 24⟩; б) ⟨−145, 70, 35⟩.

25.21. а) ⟨36,−34⟩; б) ⟨215, 20, 210⟩.

25.22. а) ⟨−25, 10⟩; б) ⟨212, 88, 76⟩.

25.23. а) ⟨84, 24⟩; б) ⟨62,−31, 14⟩.

25.24. а) ⟨5, 32⟩; б) ⟨128, 1024, 256⟩.

25.25. а) ⟨42,−63⟩; б) ⟨−96, 92, 100⟩.

Приклад 26. В кiльцi Z цiлих чисел виконати дiї над його iдеалами:
а) ⟨6⟩+ ⟨8⟩; б) ⟨6⟩ ∩ ⟨8⟩; в) ⟨6⟩ · ⟨8⟩.

Розв’язання. а) За означенням суми двох iдеалiв

⟨6⟩+ ⟨8⟩ = {6k|k ∈ Z}+ {8s|s ∈ Z} = {6k + 8s|k, s ∈ Z} =

= {2(3k + 4s)|k, s ∈ Z} ⊆ {2m|∀m ∈ Z} = ⟨2⟩.

Тобто
⟨6⟩+ ⟨8⟩ ⊆ ⟨2⟩. (III.12)

З iншого боку, 2 = 6 · (−1) + 8 · 1 ∈ ⟨6⟩+ ⟨8⟩, а значить,

⟨2⟩ ⊆ ⟨6⟩+ ⟨8⟩. (III.13)

Iз спiввiдношень (III.12) i (III.13) випливає, що

⟨6⟩+ ⟨8⟩ = ⟨2⟩.

б) За означенням перерiзу двох iдеалiв

⟨6⟩ ∩ ⟨8⟩ = {6k|k ∈ Z} ∩ {8s|s ∈ Z} = ⟨[6, 8]⟩ = ⟨24⟩.

в) За означенням добутку двох iдеалiв

⟨6⟩ · ⟨8⟩ = {6k|k ∈ Z} · {8s|s ∈ Z} =

= {6k1 · 8s1 + 6k2 · 8s2 + . . .+ 6kn · 8sn|ki, sj ∈ Z, n ∈ N} =

= {48(k1·s1+k2·s2+. . .+kn·sn)|ki, sj ∈ Z, n ∈ N} ⊆ {48m|∀m ∈ Z} = ⟨48⟩.

Тобто
⟨6⟩ · ⟨8⟩ ⊆ ⟨48⟩. (III.14)

З iншого боку, 48 = 6 · 8 ∈ ⟨6⟩ · ⟨8⟩, а значить,

⟨48⟩ ⊆ ⟨6⟩ · ⟨8⟩. (III.15)

Iз спiввiдношень (III.14) i (III.15) випливає, що

⟨6⟩ · ⟨8⟩ = ⟨48⟩.
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Розробка процедур. Мiркування, проведенi при розв’язаннi даного прикла-
ду, можна узагальнити: для довiльних двох цiлих чисел a i b справедливо,
що:

1) сума двох iдеалiв ⟨a⟩ i ⟨b⟩ кiльця Z є головним iдеалом, породженим
найбiльшим спiльним дiльником d = (a, b) чисел a i b: ⟨a⟩+ ⟨b⟩ = ⟨d⟩;

2) перерiз двох iдеалiв ⟨a⟩ i ⟨b⟩ кiльця Z є головним iдеалом, породженим
найменшим спiльним кратним m = [a, b] чисел a i b: ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = ⟨m⟩;

3) добуток двох iдеалiв ⟨a⟩ i ⟨b⟩ кiльця Z є головним iдеалом, породже-
ним добутком g = ab чисел a i b: ⟨a⟩ · ⟨b⟩ = ⟨g⟩.

Вiдповiднi процедури addIdeals, capIdeals, prodIdeals мають вигляд:
а) сума iдеалiв:

addIdeals:=proc(a,b)
local d;

d:=igcd(a,b);
return(d);

end proc:

б) перетин iдеалiв:

capIdeals:=proc(a,b)
local m;

m:=ilcm(a,b);
return(m);

end proc:

в) добуток iдеалiв:

prodIdeals:=proc(a,b)
local g;

g:=a*b;
return(g);

end proc:
Вiдмiтимо, що данi процедури повертають елемент, який породжує вiд-

повiднi iдеали (сума, перетин, добуток заданих iдеалiв).

Розв’язання в Maple. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
i застосовуємо розробленi процедури.

а) Сума iдеалiв:
> addIdeals(6,8);

2

б) Перетин iдеалiв:
> capIdeals(6,8);
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24

в) Добуток iдеалiв:
> prodIdeals(6,8);

48

Отже, ⟨6⟩+ ⟨8⟩ = ⟨2⟩, ⟨6⟩ ∩ ⟨8⟩ = ⟨24⟩, ⟨6⟩ · ⟨8⟩ = ⟨48⟩.

Завдання 26. В кiльцi Z цiлих чисел виконати дiї над його iдеалами:

26.1. а) ⟨10⟩+ ⟨12⟩; б) ⟨10⟩ ∩ ⟨12⟩; в) ⟨10⟩ · ⟨12⟩.

26.2. а) ⟨19⟩+ ⟨14⟩; б) ⟨19⟩ ∩ ⟨14⟩; в) ⟨19⟩ · ⟨14⟩.

26.3. а) ⟨24⟩+ ⟨12⟩; б) ⟨24⟩ ∩ ⟨12⟩; в) ⟨24⟩ · ⟨12⟩.

26.4. а) ⟨36⟩+ ⟨48⟩; б) ⟨36⟩ ∩ ⟨48⟩; в) ⟨36⟩ · ⟨48⟩.

26.5. а) ⟨28⟩+ ⟨60⟩; б) ⟨28⟩ ∩ ⟨60⟩; в) ⟨28⟩ · ⟨60⟩.

26.6. а) ⟨20⟩+ ⟨27⟩; б) ⟨20⟩ ∩ ⟨27⟩; в) ⟨20⟩ · ⟨27⟩.

26.7. а) ⟨64⟩+ ⟨48⟩; б) ⟨64⟩ ∩ ⟨48⟩; в) ⟨64⟩ · ⟨48⟩.

26.8. а) ⟨16⟩+ ⟨18⟩; б) ⟨16⟩ ∩ ⟨18⟩; в) ⟨16⟩ · ⟨18⟩.

26.9. а) ⟨21⟩+ ⟨10⟩; б) ⟨21⟩ ∩ ⟨10⟩; в) ⟨21⟩ · ⟨10⟩.

26.10. а) ⟨12⟩+ ⟨36⟩; б) ⟨12⟩ ∩ ⟨36⟩; в) ⟨12⟩ · ⟨36⟩.

26.11. а) ⟨24⟩+ ⟨40⟩; б) ⟨24⟩ ∩ ⟨40⟩; в) ⟨24⟩ · ⟨40⟩.

26.12. а) ⟨63⟩+ ⟨27⟩; б) ⟨63⟩ ∩ ⟨27⟩; в) ⟨63⟩ · ⟨27⟩.

26.13. а) ⟨16⟩+ ⟨5⟩; б) ⟨16⟩ ∩ ⟨5⟩; в) ⟨16⟩ · ⟨5⟩.

26.14. а) ⟨35⟩+ ⟨14⟩; б) ⟨35⟩ ∩ ⟨14⟩; в) ⟨35⟩ · ⟨14⟩.

26.15. а) ⟨26⟩+ ⟨39⟩; б) ⟨26⟩ ∩ ⟨39⟩; в) ⟨26⟩ · ⟨39⟩.

26.16. а) ⟨20⟩+ ⟨22⟩; б) ⟨20⟩ ∩ ⟨22⟩; в) ⟨20⟩ · ⟨22⟩.

26.17. а) ⟨13⟩+ ⟨18⟩; б) ⟨13⟩ ∩ ⟨18⟩; в) ⟨13⟩ · ⟨18⟩.

26.18. а) ⟨6⟩+ ⟨24⟩; б) ⟨6⟩ ∩ ⟨24⟩; в) ⟨6⟩ · ⟨24⟩.
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26.19. а) ⟨33⟩+ ⟨22⟩; б) ⟨33⟩ ∩ ⟨22⟩; в) ⟨33⟩ · ⟨22⟩.

26.20. а) ⟨19⟩+ ⟨17⟩; б) ⟨19⟩ ∩ ⟨17⟩; в) ⟨19⟩ · ⟨17⟩.

26.21. а) ⟨30⟩+ ⟨46⟩; б) ⟨30⟩ ∩ ⟨46⟩; в) ⟨30⟩ · ⟨46⟩.

26.22. а) ⟨52⟩+ ⟨28⟩; б) ⟨52⟩ ∩ ⟨28⟩; в) ⟨52⟩ · ⟨28⟩.

26.23. а) ⟨27⟩+ ⟨9⟩; б) ⟨27⟩ ∩ ⟨9⟩; в) ⟨27⟩ · ⟨9⟩.

26.24. а) ⟨18⟩+ ⟨11⟩; б) ⟨18⟩ ∩ ⟨11⟩; в) ⟨18⟩ · ⟨11⟩.

26.25. а) ⟨14⟩+ ⟨16⟩; б) ⟨14⟩ ∩ ⟨16⟩; в) ⟨14⟩ · ⟨16⟩.

4. Фактор-кiльце

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай K – кiльце, I – його iдеал. Елемент a ∈ K називається конгруентним елементу b
цього кiльця за iдеалом I (або за модулем I), якщо (a− b) ∈ I. Пишуть:

a ≡ b(modI). (III.16)

Запис (III.16) називається конгруенцiєю.
Властивостi конгруенцiй за iдеалом I в кiльцi K:

1. Якщо a ≡ b (mod I), n ∈ Z, то na ≡ nb (mod I)
2. Якщо a1 ≡ b1 (mod I), a2 ≡ b2 (modI), то a1 ± a2 ≡ b1 ± b2 (modI).
3. Якщо a ≡ b (mod I), c – довiльний елемент iз K, то a+ c ≡ b+ c (mod I).
4. Якщо a1 ≡ b1 (modI), a2 ≡ b2 (modI), то a1a2 ≡ b1b2 (mod I).

Вiдношення конгруентностi, задане на елементах кiльця K, за iдеалом I цього кiль-
ця є вiдношенням еквiвалентностi. Клас еквiвалентностi, породжений елементом a, по-
значають символом a або K

(I)
a , тобто a = {x ∈ K|x ≡ a (modI)}, i називають класом

лишкiв кiльця K за iдеалом I iз представником a, а кожен елемент класу лишкiв –
просто лишком.

Нехай a – довiльний елемент, I – iдеал кiльця K. Тодi:

1◦. a = a+ I = {a+ h|h ∈ I}.
2◦. Якщо a ∈ I, то a+ I = I = a = 0, де 0 – нуль-елемент кiльця K.
3◦. Клас лишкiв a = a+ I є iдеалом кiльця K тодi i лише тодi, коли a ∈ I.
4◦. Якщо b ∈ a, то b = a.
5◦. Або a ∩ b = ∅, або a = b.
6◦. Об’єднання всiх рiзних класiв лишкiв кiльця K за iдеалом I рiвне K.
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У зв’язку iз властивiстю 1◦, наведене означення класу лишкiв кiльця за iдеалом рiвно-
сильне наступному: класом лишкiв кiльця K за iдеалом I iз представником a називає-
ться множина a+ I (або I + a) елементiв виду a+ h, де h ∈ I.

Множину всiх рiзних класiв лишкiв кiльця K за iдеалом I позначають K/I, тобто
K/I =

{
a, b, c, ...

}
. Вiдносно операцiй додавання i множення класiв лишкiв:

a+ b = a+ b, a · b = a · b

множина K/I утворює кiльце, яке називають фактор-кiльцем кiльця K за iдеалом I

(або за модулем I).

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 27.1. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨6⟩ кiльця Z за головним
iдеалом ⟨6⟩, породженим числом 6. Знайти дiльники нуля цього фактор-
кiльця i дiльники одиницi.

Розв’язання. Нехай a = a + ⟨6⟩ – довiльний клас лишкiв iз Z/⟨6⟩. В силу
теореми про дiлення з остачею, для цiлих чисел a i b iснує єдина пара цiлих
чисел q i r така, що a = 6q + r, де 0 6 r 6 5. Тодi

a = a+ ⟨6⟩ = 6q + r + ⟨6⟩ = r + ⟨6⟩ = r, де r = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Таким чином, маємо 6 рiзних класiв лишкiв кiльця Z цiлих чисел за iдеалом
⟨6⟩:

0 = 0 + ⟨6⟩ = {6k|k ∈ Z} = {0;±6;±12; . . .};

1 = 1 + ⟨6⟩ = {6k + 1|k ∈ Z} =

{
1, 7, 13, . . .
−5,−11,−17, . . .

}
;

2 = 2 + ⟨6⟩ = {6k + 2|k ∈ Z} =

{
2, 8, 14, . . .
−4,−10,−16, . . .

}
;

3 = 3 + ⟨6⟩ = {6k + 3|k ∈ Z} =

{
3, 9, 15, . . .
−3,−9,−15, . . .

}
;

4 = 4 + ⟨6⟩ = {6k + 4|k ∈ Z} =

{
4, 10, 16, . . .
−2,−8,−14, . . .

}
;

5 = 5 + ⟨6⟩ = {6k + 5|k ∈ Z} =

{
5, 11, 17, . . .
−1,−7,−13, . . .

}
,

тобто
Z/⟨6⟩ = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.
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Знайдемо дiльники нуля i дiльники одиницi.
Спосiб I (за допомогою таблицi Келi). Цей спосiб доцiльно використо-

вувати для фактор-кiлець iз невеликою кiлькiстю елементiв.
Таблицею Келi для бiнарної операцiї ∗ на n-елементнiй множинi G є

квадратна таблиця порядку (n + 1) × (n + 1). В її лiвому верхньому кутi
записують знак операцiї. В першому рядку i першому стовпцi записують
усi елементи даної множини (по 1 в клiтинку, причому зручно записувати
в однаковому порядку):

∗ a1 a2 ... an

a1

a2

a3

...

an

Решта клiтинок заповнюються в наступний спосiб: якщо рядок, в якому
знаходиться вибрана клiтинка вiдповiдає елементу ai, а стовпчик – елемен-
ту aj, то у вибрану клiтинку записують результат операцiї ai ∗ aj.

∗ a1 a2 ... aj ... an

a1

a2

...

ai ai ∗ aj
...

an

Складемо таблицю Келi для операцiї множення на множинi Z/⟨6⟩.
Оскiльки нульовий елемент не є дiльником нуля i не може бути оберне-
ним до жодного елемента, рядочок i стовпчик, що вiдповiдають 0, можемо
не писати.
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· 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5

2 2 4 0 2 4

3 3 0 3 0 3

4 4 2 0 4 2

5 5 4 3 2 1

(III.17)

(наприклад, 2 · 4 = 2 · 4 = 8 = 2).

Iз таблицi видно, що дiльниками нуля є елементи 2, 3, 4, оскiльки 2 ̸=
0, 3 ̸= 0, 4 ̸= 0, але 2 · 3 = 0 i 3 · 4 = 0.

Дiльником одиницi нульовий елемент не є. Дiльниками одиницi не є дiль-
ники нуля. Помiчаємо, що для 1 оберненим є 1, а оберненим до 5 є 5

(оскiльки 1 · 1 = 1, 5 · 5 = 1). Отже, дiльниками одиницi є 1, 5.
Спосiб II. З огляду на зауваження в прикладi 12, в Z6 клас K(6)

a при a ̸= 0

є дiльником нуля тодi i лише тодi, коли (a, 6) ̸= 1. Оскiльки K
(6)
a = a, то

дiльниками нуля фактор-кiльця Z/⟨6⟩ є елементи 2, 3, 4.
Вiдомо, що дiльник нуля не може бути дiльником одиницi. Значить,

дiльниками одиницi можуть бути лише 1 i 5. Знайдемо оберненi до них

елементи. Зрозумiло, що 1
−1

= 1. Нехай x – елемент, обернений до 5. Тодi
x · 5 = 1, значить, 5x = 1. Звiдси випливає, що 5x ≡ 1(mod 6 ). Розв’яз-

ком даної конгруенцiї є клас лишкiв 5. Отже, 5
−1

= 5. Таким чином, 1, 5
є дiльниками одиницi.

Спосiб III. Число m = 6 – складене: 6 = 2 · 3, тодi 2 · 3 = 6 = 0,
4 · 3 = 12 = 0. Отже, дiльниками нуля є: 2, 3, 4.

Зрозумiло, що 1
−1

= 1. Знайдемо елемент, обернений до 5. Оскiльки
(5, 6) = 1, то, в силу теореми про лiнiйне представлення НСД двох цiлих
чисел, iснують такi цiлi числа u i v, що 5u + 6v = 1. Знаходимо, що u =

−1, v = 1. Тодi 5 · (−1) + 6 · 1 = 1, звiдси 5 · (−1) + 6 · 1 = 1. Отже,
5 · − 1 + 6 · 1 = 1. Але 6 = 0, значить, 5 · − 1 = 1. Таким чином,

5
−1

= − 1 = 5. Отже, 1, 5 є дiльниками одиницi.
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Розробка процедур. Створимо процедуру cayleyTable, яка для заданих
множини G i операцiї operation будуватиме таблицю Келi. В якостi та-
блицi Келi виступатиме квадратна матриця порядку t (де t – кiлькiсть
елементiв множини G), кожен елемент M [i, j] якої є результатом операцiї
operation над елементами G[i] та G[j] множини G (I-ий рядочок i I-ий
стовпчик таблицi Келi не задаємо):

cayleyTable:=proc(G,operation)
local i,j,t,M;

t:=nops(G);
M:=Matrix(t);
for i from 1 to t do

for j from 1 to t do M[i,j]:=operation(G[i],G[j]); end do;
end do;
return(M);

end proc:

Розв’язання в Maple. Елементами фактор-кiльця Z/⟨m⟩, як було показано
в процесi розв’язування даного прикладу є класи лишкiв r, де r – остача
вiд дiлення цiлого числа на число m (тобто r ∈ {0, 1, ...,m−1}). Нехай FR
– фактор-кiльце Z/⟨m⟩:
> m:=6; FR:={$0..m-1};

m := 6

FR := {0, 1, 2, 3, 4, 5}
Для вiдшукання дiльникiв одиницi i дiльникiв нуля будуємо таблицю Ке-

лi за допомогою процедури cayleyTable. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:

> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
Оскiльки нульовий елемент 0 не є дiльником нуля i не може бути дiльни-

ком одиницi, рядочок i стовпчик, якi вiдповiдають 0, можемо не заносити
в таблицю. Тому в якостi аргумента G процедури cayleyTable можемо
взяти множину

> FR minus {0};
{1, 2, 3, 4, 5}

Задаємо операцiю operation (в даному випадку множення за модулем
m):

> mult:=(X,Y)->X*Y mod m:
i будуємо таблицю Келi:

> cayleyTable(FR minus {0},mult);
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1 2 3 4 5
2 4 0 2 4
3 0 3 0 3
4 2 0 4 2
5 4 3 2 1


Визначаємо елементи, якi в добутку дають 0. Нуль маємо на перетинi 2-го
рядочка i 3-го стовпчика, тому дiльниками нуля є G[2] i G[3]. Аналогiчно
дiльниками нуля є G[3] i G[2], G[3] i G[4], G[4] i G[3]. Оскiльки G[2] = 2,
G[3] = 3, G[4] = 4, то дiльниками нуля в Z/⟨m⟩ є елементи 2, 3, 4.

Визначаємо тепер, для яких елементiв G[i] знайдеться елемент G[j] та-
кий, що G[i] · G[j] = 1. Такими елементами є G[1] = 1, G[5] = 5. Отже,
дiльниками одиницi в Z/⟨m⟩ є 1, 5.
Зауваження. У випадку, коли матриця (яка репрезентує таблицю Келi) має
порядок бiльше нiж 10, на екран (за замовчуванням) виводиться результат,
на зразок наступного (фактор-кiльце Z/⟨12⟩):
> cayleyTable(FR minus {0},mult);

11 x 11 Matrix
Data Type : anything
Storage : rectangular
Order : Fortran_order


Для того, щоб в такому випадку побачити матрицю, необхiдно збiль-

шити значення параметра interface (вказавши потрiбну кiлькiсть рядкiв
таблицi):
> interface(rtablesize=11):
> cayleyTable(FR minus {0},mult);

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
3 6 9 0 3 6 9 0 3 6 9
4 8 0 4 8 0 4 8 0 4 8
5 10 3 8 1 6 11 4 9 2 7
6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6
7 2 9 4 11 6 1 8 3 10 5
8 4 0 8 4 0 8 4 0 8 4
9 6 3 0 9 6 3 0 9 6 3
10 8 6 4 2 0 10 8 6 4 2
11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
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Приклад 27.2. Побудувати фактор-кiльце 2Z/10Z кiльця 2Z (парних цi-
лих чисел) за iдеалом 10Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 10).

Розв’язання. Нехай K
(10)
a = a + 10Z – довiльний клас лишкiв iз 2Z/10Z.

Оскiльки a ∈ 2Z, то a = 2k, k ∈ Z. За теоремою про дiлення з остачею для
чисел k i 5 iснує єдина пара цiлих чисел q i r, що k = 5q + r, де 0 6 r 6 4.
Тодi

K(10)
a = a+ 10Z = 2k + 10Z = 2(5q + r) + 10Z =

= 10q + 2r + 10Z = 2r + 10Z = K
(10)
2r , де r = 0, 1, 2, 3, 4.

Таким чином, маємо 5 рiзних класiв лишкiв кiльця 2Z цiлих чисел за iде-
алом 10Z:

K
(10)
0 = 0 + 10Z = {10s|s ∈ Z};

K
(10)
2 = 2 + 10Z = {10s+ 2|s ∈ Z};

K
(10)
4 = 4 + 10Z = {10s+ 4|s ∈ Z};

K
(10)
6 = 6 + 10Z = {10s+ 6|s ∈ Z};

K
(10)
8 = 8 + 10Z = {10s+ 8|s ∈ Z},

тобто
2Z/10Z = {K(10)

0 , K
(10)
2 , K

(10)
4 , K

(10)
6 , K

(10)
8 }.

Розробка процедур. Провiвши загальнi мiркування при побудовi фактор-
кiльця nZ/mZ (де n|m), отримуємо, що:

nZ/mZ = {nr+mZ|r = 0, 1, 2, ...,
m

n
−1} = {K(m)

0 , K(m)
n , K

(m)
2n , ..., K

(m)
(mn −1)n}.

Створимо процедуру factorRingZ(n,m), результатом якої буде множи-
на M чисел 0, n, 2n, ..., (mn − 1)n (множина представникiв класiв лишкiв
фактор-кiльця nZ/mZ). Для цього використаємо цикл for. На початку ци-
клу M = ∅. В ходi виконання циклу до множини M поступово додаються
елементи – числа n, 2n, ..., (m− 1)n:

factorRingZ:=proc(n,m::integer)
local i,M:

M:={};
for i from 0 to (m/n-1) do M:=M union {i*n} end do;

end proc:
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Розв’язання в Maple. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
i застосовуємо розроблену процедуру:
> factorRingZ(2,10);

{0, 2, 4, 6, 8}

2Z/10Z = {K(10)
0 , K

(10)
2 , K

(10)
4 , K

(10)
6 , K

(10)
8 }.

Зауваження. Зрозумiло, що процедура factorRingZ не є унiверсальною для побудови
фактор-кiльця: вона може бути використана лише для побудови фактор-кiлець nZ/mZ.

Завдання 27.

27.1. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨8⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним iде-
алом ⟨8⟩, породженим числом 8. Знайти дiльники нуля цього фактор-
кiльця i елемент, обернений до елемента 3.

27.2. Побудувати фактор-кiльце 4Z/12Z кiльця 4Z цiлих чисел, кратних 4,
за iдеалом 12Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 12).

27.3. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨20⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним
iдеалом ⟨20⟩, породженим числом 20. Знайти дiльники нуля цього
фактор-кiльця i елемент, обернений до елемента 17.

27.4. Побудувати фактор-кiльце 3Z/18Z кiльця 3Z цiлих чисел, кратних 3,
за iдеалом 18Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 18).

27.5. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨12⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним
iдеалом ⟨12⟩, породженим числом 12. Знайти дiльники нуля цього
фактор-кiльця i елемент, обернений до елемента 7.

27.6. Побудувати фактор-кiльце 2Z/20Z кiльця 2Z цiлих чисел, кратних 2,
за iдеалом 20Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 20).

27.7. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨4⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним iде-
алом ⟨4⟩, породженим числом 4. Знайти дiльники нуля цього фактор-
кiльця i елемент, обернений до елемента 3.

27.8. Побудувати фактор-кiльце 5Z/25Z кiльця 5Z цiлих чисел, кратних 5,
за iдеалом 25Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 25).
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27.9. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨16⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним
iдеалом ⟨16⟩, породженим числом 16. Знайти дiльники нуля цього
фактор-кiльця i елемент, обернений до елемента 5.

27.10. Побудувати фактор-кiльце 3Z/24Z кiльця 3Z цiлих чисел, кратних 3,
за iдеалом 24Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 24).

27.11. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨30⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним
iдеалом ⟨30⟩, породженим числом 30. Знайти дiльники нуля цього
фактор-кiльця i елемент, обернений до елемента 19.

27.12. Побудувати фактор-кiльце 4Z/24Z кiльця 4Z цiлих чисел, кратних 4,
за iдеалом 24Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 24).

27.13. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨14⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним
iдеалом ⟨14⟩, породженим числом 14. Знайти дiльники нуля цього
фактор-кiльця i елемент, обернений до елемента 3.

27.14. Побудувати фактор-кiльце 3Z/15Z кiльця 3Z цiлих чисел, кратних 3,
за iдеалом 15Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 15).

27.15. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨18⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним
iдеалом ⟨18⟩, породженим числом 18. Знайти дiльники нуля цього
фактор-кiльця i елемент, обернений до елемента 5.

27.16. Побудувати фактор-кiльце 5Z/20Z кiльця 5Z цiлих чисел, кратних 5,
за iдеалом 20Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 20).

27.17. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨21⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним
iдеалом ⟨21⟩, породженим числом 21. Знайти дiльники нуля цього
фактор-кiльця i елемент, обернений до елемента 16.

27.18. Побудувати фактор-кiльце 2Z/10Z кiльця 2Z цiлих чисел, кратних 2,
за iдеалом 10Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 10).

27.19. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨15⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним
iдеалом ⟨15⟩, породженим числом 15. Знайти дiльники нуля цього
фактор-кiльця i елемент, обернений до елемента 4.

27.20. Побудувати фактор-кiльце 4Z/16Z кiльця 4Z цiлих чисел, кратних 4,
за iдеалом 16Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 16).
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27.21. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨24⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним
iдеалом ⟨24⟩, породженим числом 24. Знайти дiльники нуля цього
фактор-кiльця i елемент, обернений до елемента 5.

27.22. Побудувати фактор-кiльце 3Z/9Z кiльця 3Z цiлих чисел, кратних 3,
за iдеалом 9Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 9).

27.23. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨25⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним
iдеалом ⟨25⟩, породженим числом 25. Знайти дiльники нуля цього
фактор-кiльця i елемент, обернений до елемента 18.

27.24. Побудувати фактор-кiльце 2Z/12Z кiльця 2Z цiлих чисел, кратних 2,
за iдеалом 12Z (кiльцем цiлих чисел, кратних 12).

27.25. Побудувати фактор-кiльце Z/⟨10⟩ кiльця Z цiлих чисел за головним
iдеалом ⟨10⟩, породженим числом 10. Знайти дiльники нуля цього
фактор-кiльця i елемент, обернений до елемента 7.

5. Гомоморфiзми кiлець

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Кiльце ⟨K; ∗, ◦⟩ називається гомоморфним кiльцю ⟨K1;⊕,⊗⟩, якщо можна задати
вiдображення φ множини K на множину K1, при якому зберiгаються операцiї, тобто
якщо виконуються умови:

1) для довiльного a ∈ K елемент φ(a) = a1 iснує, належить до K1 i визначається
однозначно;

2) для довiльного b1 ∈ K1 iснує в K елемент b такий, що φ(b) = b1;
3) для довiльних a, b ∈ K справедливо:

φ(a ∗ b) = φ(a)⊕ φ(b);
φ(a ◦ b) = φ(a)⊗ φ(b).

Якщо кiльце K гомоморфне кiльцю K1, то пишуть: K ≃ K1.
Властивостi гомоморфiзму кiлець:

1. Якщо φ – гомоморфiзм кiльця K на кiльце K1, a ∈ K, то:

1) якщо 0 i 0′ – нулi кiлець K i K1 вiдповiдно, то φ(0) = 0′;
2) φ(−a) = −φ(a);
3) якщо e i e1 – одиницi кiлець K i K1 вiдповiдно, то φ(e) = e1;
4) якщо до елемента a ∈ K обернений елемент a−1 iснує i належить K, то

φ(a−1) = [φ(a)]−1.

2. Гомоморфний образ φ(K) кiльця K є кiльцем. Якщо K – комутативне, то φ(K)
також комутативне, якщо K – кiльце з одиницею, то φ(K) – також кiльце з оди-
ницею.
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Кiльце ⟨K; ∗, ◦⟩ називається iзоморфним кiльцю ⟨K1;⊕,⊗⟩, якщо можна задати
таке взаємно однозначне вiдображення φ кiльця K на K1, при якому зберiгаються опе-
рацiї кiльця K, тобто виконуються умови:

1) для довiльного a ∈ K елемент φ(a) = a1 iснує, належить до K1 i визначається
однозначно;

2) для довiльного b1 ∈ K1 iснує в K елемент b такий, що φ(b) = b1;
3) для довiльних a, b ∈ K справедливо:

φ(a ∗ b) = φ(a)⊕ φ(b);
φ(a ◦ b) = φ(a)⊗ φ(b).

4) для довiльних a, b ∈ K таких, що a ̸= b справедливо: φ(a) ̸= φ(b).

Таким чином, взаємно однозначний гомоморфiзм K на K1 є їхнiм iзоморфiзмом.
Якщо кiльце K iзоморфне кiльцю K1, то пишуть: K ∼= K1.
Поле P називається гомоморфним полю P1, якщо кiльце P гомоморфне кiльцю P1.

Поля P i P1 називаються iзоморфними, якщо вони iзоморфнi як кiльця.
Нехай φ – гомоморфiзм кiльця K в кiльце K ′. Множина H всiх елементiв кiльця K,

якi гомоморфiзмом φ вiдображаються в нуль-елемент 0′ кiльця K ′, називається ядром
гомоморфiзму φ i позначається: H = Kerφ. Ядро гомоморфiзму φ кiльця K в кiльце
K ′ є iдеалом кiльця K.

Теорема (основна теорема про гомоморфiзми кiлець). Якщо Kerφ – ядро гомоморфi-
зму φ кiльця K на кiльце K ′, то фактор-кiльце K/Kerφ iзоморфне кiльцю K ′.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 28.1. Нехай φ – вiдображення кiльця K пар (a, b), a, b ∈ Z7, в
якому операцiї додавання ∗ i множення ◦ задано наступним чином:

(a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2);

(a1, b1) ◦ (a2, b2) = (a1a2, b1b2),

на кiльце L = Z7 цiлих чисел, причому φ
(
(a, b)

)
= b. Визначити, чи є φ

гомоморфiзмом. Якщо так, знайти ядро Kerφ цього гомоморфiзму. Чи є φ
iзоморфiзмом?
Розв’язання. Очевидно, при вiдображеннi φ кожному елементу (a, b) кiльця
K вiдповiдає певний конкретний елемент b iз Z7, i, навпаки, для довiльного
елемента c ∈ Z7 в K знайдеться прообраз (наприклад, (0, c)), тобто умови
1) i 2) означення гомоморфiзму виконуються. Перевiримо, чи зберiгаються
операцiї додавання i множення (умова 3)).

Нехай (a1, b1) i (a2, b2) – довiльнi два елементи iз K. Знайдемо

φ
(
(a1, b1)∗(a2, b2)

)
=φ
(
(a1+a2, b1+b2)

)
=b1+b2=φ

(
(a1, b1)

)
+φ
(
(a2, b2)

)
;

φ
(
(a1, b1)◦(a2, b2)

)
= φ

(
(a1a2, b1b2)

)
= b1b2 = φ

(
(a1, b1)

)
·φ
(
(a2, b2)

)
.
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Операцiї додавання i множення при вiдображеннi φ зберiгаються, значить,
φ – гомоморфiзм кiльця K на кiльце Z. Знайдемо ядро цього гомоморфiзму.

За означенням ядро Kerφ гомоморфiзму – це множина всiх тих елеме-
нтiв (a, b) iз K, що вiдображаються в нульовий елемент кiльця Z7, тобто

φ
(
(a, b)

)
= 0.

В силу задання гомоморфiзму, φ
(
(a, b)

)
= b, значить, b = 0. Тодi Kerφ ={

(a, 0)|a ∈ Z7

}
.

Визначити, чи є φ iзоморфiзмом можна двома способами.
Спосiб I (за означенням): перевiримо, чи виконується умова 4) означе-

ння iзоморфiзму. Нехай (a1, b1), (a2, b2) ∈ K, причому (a1, b1) ̸= (a2, b2), i
нехай φ((a1, b1)) = φ((a2, b2)). Тодi, за заданням вiдображення φ, b1 = b2.
Таким чином, два пари (a,b1) i (a2, b2) матимуть однаковi образи, якщо їхнi
другi компоненти однаковi. Але в K iснують рiзнi елементи iз однакови-
ми другими компонентами, наприклад (0, 2) i (1, 2). Отже, гомоморфiзм φ
кiльця K на L не є iзоморфiзмом.

Спосiб II. Гомоморфiзм φ кiльця K на кiльце L є їхнiм iзоморфiзмом
тодi i лише тодi, коли ядро Kerφ цього гомоморфiзму складається лише
iз нульового елемента кiльця K. Оскiльки Kerφ ̸= {0}, то гомоморфiзм φ
кiльця K на L не є iзоморфiзмом.

Розробка процедур. Створимо процедури для перевiрки умов означення го-
моморфiзму.

Процедура existsIm для всiх елементiв K[i] кiльця K (i = 1, 2, ..., t –
кiлькiсть елементiв кiльця K) перевiряє, чи мiститься елемент φ(K[i]) в L.

existsIm:=proc(PHI,K,L)
local i,s,t;

t:=nops(K);
s:=0;
for i from 1 to t do

if member(PHI(K[i]),L)=true then s:=s+1; end if;
end do;
evalb(s=t);

end proc:

Зауважимо, що оскiльки правило φ задаватимемо як функцiю, то одноча-
сно здiйснюється також перевiрка, чи є образ φ(a) єдиним, i чи завжди
iснує. Якщо образ iснує не для кожного елемента iз K, то з’являється по-
передження на зразок наступного:

Error, (in PHI) numeric exception: division by zero
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(неможливiсть дiлення на 0).

Наступна процедура existsProim, навпаки, для всiх елементiв L[i] кiль-
ця L перевiряє, чи iснує в K елемент, образом якого є L[i]. При цьо-
му фiксується елемент L[i] (i ∈ 1, n, де n – кiлькiсть елементiв кiльця
L) i для всiх елементiв K[j] кiльця K, почергово перевiряється, чи ви-
конується умова φ(K[j]) = L[i]. Як тiльки елемент K[j], що задоволь-
няє дану умову, знайдено, перевiрка припиняється, лiчильник s збiль-
шується на 1, i переходимо до розгляду наступного елемента iз L. Пi-
сля закiнчення виконання циклiв перевiряється, чи збiгається кiлькiсть
s елементiв, для яких прообраз iснує, iз кiлькiстю t елементiв в L.

existsProim:=proc(PHI,K,L)
local i,j,s,t,n;

t:=nops(K);
n:=nops(L);
s:=0;
for i from 1 to n do

j:=1;
while j<=t do

if PHI(K[j])=L[i] then s:=s+1; break; else j:=j+1; end if;
end do;

end do;
evalb(s=n);

end proc:

Процедура savesOperation перевiряє, чи зберiгається при вiдображеннi
φ операцiя. Для зручностi операцiї кiльця K i L позначено через operationK
i operationL вiдповiдно. Дослiджуємо кожну пару елементiв K[i] i K[j] кiль-
ця K: якщо для елементiв K[i] i K[j] умова φ(operationK(K[i], K[j])) =
operationL(φ(K[i]), φ(K[j])) виконується, лiчильник s збiльшується на 1.
Операцiя зберiгається, якщо дана умова виконується для всiх пар елемен-
тiв K[i] i K[j] (i, j ∈ 1, t), тодi в результатi s = t2, де t – кiлькiсть елементiв
кiльця K.
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savesOperation:=proc(PHI,K,L,operationK,operationL)
local i,j,s,t;

t:=nops(K);
s:=0;
for i from 1 to t do

for j from 1 to t do
if PHI(operationK(K[i],K[j]))=operationL(PHI(K[i]),PHI(K[j]))

then s:=s+1; end if;
end do;

end do;
evalb(s=tˆ 2);

end proc:

На базi розроблених процедур створимо процедуру isHomomorphi-
sm, яка визначатиме, чи є вiдображення φ : K → L гомо-
морфiзмом. Така процедура перевiрятиме, чи виконуються одноча-
сно умови 1)-3) означення гомоморфiзму (тобто чи кожна iз проце-
дур existsIm, existsProim, savesOperation повертає значення true).

isHomomorphism:=proc(PHI,K,L,operationK1,operationK2,
operationL1,operationL2)

if existsIm(PHI,K,L)=true and existsProim(PHI,K,L)=true and
savesOperation(PHI,K,L,operationK1,operationL1)=true and
savesOperation(PHI,K,L,operationK2,operationL2)=true then
return(true);

else return(false);
end if;

end proc:

Для вiдшукання ядра гомоморфiзму φ створимо процедуру kerPHI, в
ходi якої для всiх елементiв K[i] кiльця K визначається, чи є образ φ(K[i])
нульовим елементом кiльця L:

> PHI(K[i])=Id(L,operationL1)

(Про процедуру Id див. Приклад 21.1). Якщо для елемента K[i] виконує-
ться дана умова, то елемент K[i] додається до множини Ker :

> Ker:=Ker union {K[i]};

Результатом процедури є множина Ker

Код процедури наступний:
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kerPHI:=proc(PHI,K,L,operationL1)
local i,t,Ker;

t:=nops(K);
Ker:={};
for i from 1 to t do

if PHI(K[i])=Id(L,operationL1) then Ker:=Ker union {K[i]}; end if;
end do;
return(Ker);

end proc:

Для перевiрки умови 4) означення iзоморфiзму створимо процедуру di-
ffIm, в ходi якої спочатку порiвнюємо образи елемента K[1] iз образами
елементiв K[2], K[3], ..., K[t], далi образ елемента K[2] iз образами еле-
ментiв K[3], K[4], ..., K[t], потiм образ елемента K[3] iз образами елементiв
K[4], K[5], ..., K[t] i т.д. Якщо образи елементiв K[i] i K[j] рiзнi (за такого
пiдходу i ̸= j), лiчильник s збiльшуємо на 1. Якщо для всiх пар елементiв
K[i] i K[j] справедливо, що φ(K[i]) ̸= φ(K[j]), то в результатi лiчильник
s повинен збiльшитись на (t− 1) + (t− 2) + ...+ 2 + 1 = (t−1)t

2 .

diffIm:=proc(PHI,K)
local i,j,s,t;

s:=0;
t:=nops(K);
for i from 1 to t do

for j from i+1 to t do
if PHI(K[i])<>PHI(K[j]) then s:=s+1; end if;

end do;
end do;
evalb(s=1/2*t*(t-1));

end proc:

На основi процедур isHomomorphism i diffIm можна розробити про-
цедуру isIsomorphism, яка перевiрятиме, чи є вiдображення φ : K → L
iзоморфiзмом:

isIsomorphism:=proc(PHI,K,L,operationK1,operationK2,
operationL1,operationL2)

if isHomomorphism(PHI,K,L,operationK1,operationK2,
operationL1,operationL2) =true and
diffIm(PHI,K,L)=true then return(true);

else return(false);
end if;

end proc:

Розв’язання в Maple. Задаємо множину K i операцiї ∗, ◦:



242

> K:={seq(seq([a,b],a=0..6),b=0..6)}:
> astra:=(X,Y)->[X[1]+Y[1] mod 7,X[2]+Y[2] mod 7]:
> circ:=(X,Y)->[X[1]*Y[1] mod 7,X[2]*Y[2] mod 7]:
та множину L i операцiї pl, ml (додавання i множення за модулем m):
> L:={seq(c,c=0..6)}:
> pl:=(C,D)->C+D mod 7:
> ml:=(C,D)->C*D mod 7:

Правило φ задаємо як функцiю: парi A = (A[1], A[2]) ставимо у вiдпо-
вiднiсть другу компоненту пари A[2]:
> PHI:=A -> A[2]:

Далi пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘);
> with(atchlib):
i перевiряємо, чи виконуються умови 1)-3) означення гомоморфiзму:
> existsIm(PHI,K,L);

true

Для кожного елемента a ∈ K образ φ(a) iснує i належить до K.
> existsProim(PHI,K,L);

true

Для кожного елемента iз L в K iснує прообраз.
> savesOperation(PHI,K,L,astra,pl);

true

Перша операцiя зберiгається.
> savesOperation(PHI,K,L,circ,ml);

true

Друга операцiя також зберiгається.
Таким чином, всi умови означення гомоморфiзму виконуються, зна-

чить,
> isHomomorphism(PHI,K,L,astra,circ,pl,ml);

true

φ – гомоморфiзм кiльця K на кiльце L.
Знаходимо Kerφ:

> kerPHI(PHI,K,L);
{[0, 0], [1, 0], [2, 0], [3, 0], [4, 0], [5, 0], [6, 0]}
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Таким чином, Kerφ =
{
(a, 0)|a ∈ Z7

}
.

Визначимо, чи виконується умова 4) означення iзоморфiзму:
> diffIm(PHI,K);

false

Умова 4) означення iзоморфiзму не виконується, значить, гомоморфiзм
кiльця K на кiльце L не є iзоморфiзмом:
> isIsomorphism(PHI,K,L,astra,circ,pl,ml);

false

Зауваження. Суму
n∑

i=m

f в Maple можна знайти за допомогою команди

sum(f,i=m..n).
> sum(i,i=1..t-1);

1

2
t2 − 1

2
t

Приклад 28.2. Довести, що кiльце K = {(m,n)|m,n ∈ Z5}, в якому
операцiї ∗ i ◦ заданi наступним чином: (m,n) ∗ (k, l) = (m + k, n + l),
(m,n) ◦ (k, l) = (mk + 4nl,ml + nk), iзоморфне кiльцю L матриць виду(

a b
4b a

)
, де a, b ∈ Z5.

Розв’язання. Довiльному елементу (m,n) ∈ K (де m,n ∈ Z5) поставимо у
вiдповiднiсть матрицю

A =

(
m n

4n m

)
.

Маємо:
1) Для довiльного (m,n) ∈ K справедливо, що образ φ((m,n)) iснує,

належить до L i єдиний.

2) Для довiльного елемента
(

a b
4b a

)
∈ L прообразом в кiльцi K є

елемент (a, b).
3) Покажемо, що зберiгаються операцiї. Нехай (m1, n1) i (m2, n2) – до-

вiльнi два елементи iз K. Тодi:

φ ((m1, n1) ∗ (m2, n2)) = φ ((m1 +m2, n1 + n2)) =

(
m1 +m2 n1 + n2

4 (n1 + n2) m1 +m2

)
=

=

(
m1 n1

4n1 m1

)
+

(
m2 n2

4n2 m2

)
= φ ((m1, n1)) + φ ((m2, n2)) ;
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φ ((m1, n1) ◦ (m2, n2)) = φ
(
(m1m2 + 4n1n2,m1n2 + n1m2)

)
=

=

(
m1m2 + 4n1n2 m1n2 + n1m2

4(m1n2 + n1m2) m1m2 + 4n1n2

)
;

φ ((m1, n1)) · φ ((m2, n2)) =

(
m1 n1

4n1 m1

)
·
(

m2 n2

4n2 m2

)
=

=

(
m1m2 + 4n1n2 m1n2 + n1m2

4m1n2 + 4n1m2 m1m2 + 4n1n2

)
;

Отже, φ ((m1, n1) ◦ (m2, n2)) = φ ((m1, n1)) · φ ((m2, n2)).
Таким чином, вiдображення φ зберiгає операцiї.
4) Нехай (m1, n1), (m2, n2) – довiльнi два елементи iз K такi, що

(m1, n1) ̸= (m2, n2). Тодi m1 ̸= m2 або n1 ̸= n2. Отже,

φ ((m1, n1)) =

(
m1 n1

4n1 m1

)
̸=
(

m2 n2

4n2 m2

)
= φ ((m2, n2)) .

За означенням, K
φ∼= L.

Розв’язання в Maple. Задаємо множину K i операцiї ∗, ◦:
> K:={seq(seq([a,b],a=0..4),b=0..4)}:
> astra:=(X,Y)->[X[1]+Y[1] mod 5,X[2]+Y[2] mod 5]:
> circ:=(X,Y)->[X[1]*Y[1]-X[2]*Y[2] mod 5,

X[1]*Y[2]+X[2]*Y[1] mod 5]:
i множину L та операцiї додавання i множення матриць mplus i mmult:
> L:={seq(seq([[a,b],[4*b mod 5,a]],a=0..4),b=0..4)}:
> mplus:=(A,B)->[[A[1,1]+B[1,1] mod 5,A[1,2]+B[1,2] mod 5],

[A[2,1]+B[2,1] mod 5,A[2,2]+B[2,2] mod 5]]:
> mmult:=(A,B)-> [[A[1,1]*B[1,1]+A[1,2]*B[2,1] mod 5,

A[1,1]*B[1,2]+A[1,2]*B[2,2] mod 5],
[A[2,1]*B[1,1]+A[2,2]*B[2,1] mod 5,
A[2,1]*B[1,2]+A[2,2]*B[2,2] mod 5]]:
Тепер задаємо вiдображення φ:

> PHI:=X -> [[X[1],X[2]],[4*X[2] mod 5,X[1]]];
PHI := X → [[X1, X2], [(4X2)mod 5, X1]]

Далi використовуємо процедури, створенi при розв’язаннi Прикладу
28.1. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘);
> with(atchlib):
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i перевiряємо, чи виконуються умови 1)-3) означення гомоморфiзму:
> existsIm(PHI,K,L);

true

> existsProim(PHI,K,L);
true

> savesOperation(PHI,K,L,astra,mplus);
true

> savesOperation(PHI,K,L,circ,mmult);
true

> diffIm(PHI,K);
true

Вiдображення φ : K → L задовольняє всi 4 умови означення iзоморфi-
зму. Отже, φ – iзоморфiзм кiльця K на кiльце L. Дiйсно,
> isIsomorphism(PHI,K,L,astra,circ,mplus,mmult);

true

Завдання 28.

28.1. Визначити, чи є гомоморфiзмом вiдображення φ : M2(Z5) → R кiльця
M2(Z5) квадратних матриць 2-го порядку над полем Z5 на поле Z5,
яке кожнiй матрицi iз M2(Z5) ставить у вiдповiднiсть її визначник.
Якщо так, знайти ядро цього гомоморфiзму. Чи є φ iзоморфiзмом?

28.2. Довести, що iзоморфними мiж собою є кiльця K = {(a, b)|a, b ∈ Z7} iз
операцiями, заданими наступним чином: (a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d),

(a, b)◦(c, d) = (ac+5bd, ad+bc) та кiльце L =

{(
x y
5y x

)∣∣∣∣ x, y ∈ Z7

}
.

28.3. Визначити, чи є гомоморфiзмом вiдображення φ : K → Z5 кiльця

K =

{(
a b
b a

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z5

}
на кiльце Z5, при якому φ

(( a b
b a

))
=

ab. Якщо так, знайти ядро цього гомоморфiзму. Чи є φ iзоморфiзмом?

28.4. Визначити, чи є гомоморфiзмом вiдображення φ : K → Z5 кiльця
K = {(a, b)|a, b ∈ Z8} iз операцiями, заданими наступним чином:
(a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d), (a, b) ◦ (c, d) = (0, 2ac) на кiльце Z8, при
якому φ

(
(a, b)

)
= a+ b. Якщо так, знайти ядро цього гомоморфiзму.

Чи є φ iзоморфiзмом?
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28.5. Довести, що поле ⟨P ; ∗, ◦⟩ i поле ⟨F ;⊕,⊙⟩ iзоморфнi, де:
P = {(a, b)|a, b ∈ Z7} iз операцiями: (a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d),
(a, b) ◦ (c, d) = (ac+ 3bd, ad+ bc);
F = {(x, y)|x, y ∈ Z7} iз операцiями: (x, y) ∗ (u, v) = (x + u, y + v),
(x, y) ◦ (u, v) = (xu+ 6yv, xv + yu);

28.6. Задати гомоморфiзм кiльця K =

{(
a b
b a

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z9

}
на кiльце L ={(

x 0
0 x

)∣∣∣∣x ∈ Z9

}
. Знайти ядро цього гомоморфiзму.

28.7. Довести, що iзоморфними мiж собою є кiльця K = {(a, b)|a, b ∈ Z3} iз
операцiями, заданими наступним чином: (a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d),

(a, b)◦(c, d) = (ac+2bd, ad+bc) та кiльце L =

{(
x y
2y x

)∣∣∣∣x, y ∈ Z3

}
.

28.8. Визначити, чи є гомоморфiзмом вiдображення φ : K → Z4 кiльця

дiагональних матриць K =

{(
a 0
0 b

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z4

}
на кiльце Z4, при

якому φ
(( a 0

0 b

))
= b. Якщо так, знайти ядро цього гомоморфiзму.

Чи є φ iзоморфiзмом?

28.9. Визначити, чи є гомоморфiзмом вiдображення φ : K → Z4 кiльця
K = {(a, b)|a, b ∈ Z4} iз операцiями, заданими наступним чином:
(a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d), (a, b) ◦ (c, d) = (3ac, bd) на кiльце Z4,
при якому φ

(
(a, b)

)
= a+ 2b. Якщо так, знайти ядро цього гомомор-

фiзму. Чи є φ iзоморфiзмом?

28.10. Довести, що кiльце матриць виду
{(

m 0
0 n

)∣∣∣∣m,n ∈ Z7

}
i кiльце

⟨L;⊕,⊙⟩ пар (a, b), a, b ∈ Z7, в якому операцiї додавання ⊕ i мно-
ження ⊙ задано наступним чином: (a, b) ⊕ (c, d) = (a + c, b + d);
(a, b)⊙ (c, d) = (ac, bd), iзоморфнi.

28.11. Нехай K = {(a, b, c)|a, b, c ∈ Z6} – кiльце вiдносно операцiй, за-
даних наступним чином: (a, b, c) ∗ (m,n, l) = (a + m, b + n, c + l),
(a, b, c)◦(m,n, l) = (am+bl+cn, an+bm+cl, al+bn+cm). Визначити,
чи є вiдображення φ((a, b, c)) = (a, c, b) гомоморфним вiдображенням
кiльця K на себе. Якщо так, знайти ядро цього гомоморфiзму. Чи є φ
iзоморфiзмом?
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28.12. Визначити, чи є гомоморфiзмом вiдображення φ : K → Z5 кiльця
K = {(a, b)|a, b ∈ Z5} iз операцiями, заданими наступним чином:
(a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d), (a, b) ◦ (c, d) = (2ac, bd) на кiльце Z5,
при якому φ

(
(a, b)

)
= a

b . Якщо так, знайти ядро цього гомоморфiзму.
Чи є φ iзоморфiзмом?

28.13. Довести, що iзоморфними мiж собою є кiльця K = {(a, b)|a, b ∈ Z4} iз
операцiями, заданими наступним чином: (a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d),

(a, b)◦(c, d) = (ac+2bd, ad+bc) та кiльце L =

{(
x 2y
y x

)∣∣∣∣ x, y ∈ Z4

}
.

28.14. Визначити, чи є гомоморфiзмом вiдображення φ : K → Z8 кiль-

ця K =

{(
a b

b a

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z8

}
на кiльце Z8 цiлих чисел, при якому

φ
(( a b

b a

))
= a+ b. Якщо так, знайти ядро цього гомоморфiзму. Чи

є φ iзоморфiзмом?

28.15. Задати гомоморфiзм φ кiльця M2(Z7) квадратних матриць 2-го по-
рядку над полем Z7 на поле Z7. Знайти ядро цього гомоморфiзму.

28.16. Довести, що кiльце матриць виду
{(

m n

3n m

)∣∣∣∣m,n ∈ Z9

}
i кiльце

⟨L;⊕,⊙⟩ впорядкованих пар (a, b), a, b ∈ Z9, в якому операцiї додава-
ння ⊕ i множення ⊙ задано наступним чином:

(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d); (a, b)⊙ (c, d)= (ac+ 3bd, ad+ bc),

iзоморфнi.

28.17. Визначити, чи є гомоморфiзмом вiдображення φ : K → Z9 кiльця
K = {(a, b)|a, b ∈ Z9} iз операцiями, заданими наступним чином:
(a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d), (a, b) ◦ (c, d) = (bd, 3bd) на кiльце Z9,
при якому φ

(
(a, b)

)
= 2ab. Якщо так, знайти ядро цього гомоморфi-

зму. Чи є φ iзоморфiзмом?

28.18. Довести, що iзоморфними мiж собою є кiльця K = {(a, b)|a, b ∈ Z2} iз
операцiями, заданими наступним чином: (a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d),

(a, b) ◦ (c, d) = (ac+ bd, ad+ bc) та кiльце L =

{(
x y

y x

)∣∣∣∣ x, y ∈ Z2

}
.
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28.19. Визначити, чи задає вiдображення φ((a, b)) = (a, 4b) iзоморфiзм кiль-
ця ⟨K; ∗, ◦⟩ на себе, де K = {(a, b)|a, b ∈ Z5} iз операцiями, задани-
ми наступним чином: (a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d), (a, b) ◦ (c, d) =
(ac+ 3bd, ad+ bc).

28.20. Визначити, чи є гомоморфiзмом вiдображення φ : K → Z6 кiльця K ={(
a b
b a

)∣∣∣∣ a, b ∈ Z6

}
на кiльце Z6, при якому φ

(( a b
b a

))
= a+5b.

Якщо так, знайти ядро цього гомоморфiзму. Чи є φ iзоморфiзмом?

28.21. Нехай K = {(a, b, c)|a, b, c ∈ Z6} – кiльце вiдносно операцiй, за-
даних наступним чином: (a, b, c) ∗ (m,n, l) = (a + m, b + n, c + l),
(a, b, c)◦(m,n, l) = (am+bl+cn, an+bm+cl, al+bn+cm). Визначити,
чи є вiдображення φ((a, b, c)) = (a, b, 0) iзоморфним вiдображенням
кiльця K на себе.

28.22. Визначити, чи є гомоморфiзмом вiдображення φ : K → Z5 кiльця
K = {(a, b)|a, b ∈ Z5} iз операцiями, заданими наступним чином:
(a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d), (a, b) ◦ (c, d) = (0, 0) на кiльце Z5, при
якому φ

(
(a, b)

)
= 0. Якщо так, знайти ядро цього гомоморфiзму. Чи

є φ iзоморфiзмом?

28.23. Довести, що кiльце матриць виду
{(

m n
5n m

)∣∣∣∣m,n ∈ Z7

}
i кiльце

⟨L;⊕,⊙⟩ впорядкованих пар (a, b), a, b ∈ Z7, в якому операцiї додава-
ння ⊕ i множення ⊙ задано наступним чином:

(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d); (a, b)⊙ (c, d)= (ac+ 5bd, ad+ bc),

iзоморфнi.

28.24. Задати гомоморфiзм φ кiльця K = {(a, b)|a, b ∈ Z5} вiдносно операцiй
(a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d), (a, b) ◦ (c, d) = (ac + 3bd, ad + bc) на

кiльце L матриць виду
{(

m 3n
n m

)∣∣∣∣m,n ∈ Z7

}
. Знайти ядро цього

гомоморфiзму.

28.25. Визначити, чи є гомоморфiзмом вiдображення φ : K → Z5 кiльця
K = {(a, b)|a, b ∈ Z5} iз операцiями, заданими наступним чином:
(a, b) ∗ (c, d) = (a + c, b + d), (a, b) ◦ (c, d) = (bd, 3bd) на кiльце Z5,
при якому φ

(
(a, b)

)
= −ab. Якщо так, знайти ядро цього гомоморфi-

зму. Чи є φ iзоморфiзмом?
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Приклад 29. Довести, що Z12/3Z12
∼= Z3.

Розв’язання. Маємо:

Z12 =
{
K

(12)
0 , K

(12)
1 , K

(12)
2 , . . . , K

(12)
11

}
, Z3 =

{
K

(3)
0 , K

(3)
1 , K

(3)
2

}
.

Задамо вiдображення φ : Z12 → Z3 наступним чином:

нехай φ(K(12)
a ) = K(3)

r , де r ≡ a (mod 3 ) , r = 0, 1, 2.

Очевидно, що φ – однозначне вiдображення Z12 на Z3. Покажемо, що збе-
рiгаються операцiї додавання i множення.

Нехай K
(12)
a , K

(12)
b – довiльнi два елементи iз Z12 i нехай a + b ≡

r1 (mod 3 ), ab ≡ r2 (mod 3 ), r1, r2 ∈ {0, 1, 2}. Тодi:

φ(K(12)
a +K

(12)
b ) = φ(K

(12)
a+b ) = K(3)

r1
= K

(3)
a+b = K(3)

a +K
(3)
b = φ(K(12)

a )+φ(K
(12)
b );

φ(K(12)
a ·K(12)

b ) = φ(K
(12)
ab ) = K(3)

r2
= K

(3)
ab = K(3)

a ·K(3)
b = φ(K(12)

a ) ·φ(K(12)
b ).

Таким чином, операцiї зберiгаються, значить, φ – гомоморфiзм кiльця Z12

на кiльце Z3. Ядром цього гомоморфiзму є множина таких класiв лишкiв
K

(12)
a ∈ Z12, що вiдображаються в нульовий елемент кiльця, тобто

φ(K(12)
a ) = K

(3)
0 .

В силу задання вiдображення φ, a ≡ 0 (mod 3 ), 0 6 a 6 11. Тодi a =

0, 3, 6, 9 i Kerφ =
{
K

(12)
0 , K

(12)
3 , K

(12)
6 , K

(12)
9

}
= 3Z12.

В силу основної теореми про гомоморфiзми кiлець, фактор-кiльце
Z12/3Z12 iзоморфне кiльцю Z3.
Розв’язання в Maple. Задаємо кiльця K = Z12 i L = Z3:
> K:={$0..11}:

plus1:=(A,B)->A+B mod 12:
mult1:=(A,B)->A*B mod 12:

> L:={$0..2}:
> plus2:=(X,Y)->X+Y mod 3:
> mult2:=(X,Y)->X*Y mod 3:

Тепер задаємо вiдображення φ : K → L:
> PHI:=X -> X mod 3:

Покажемо, що φ – гомоморфiзм кiльця K на кiльце L. Для цього викори-
стовуємо процедури, створенi при розв’язаннi Прикладу 28.1. Пiдключаємо
бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
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Маємо:
> existsIm(PHI,K,L);

true

> existsProim(PHI,K,L);
true

> savesOperation(PHI,K,L,plus1,plus2);
true

> savesOperation(PHI,K,L,mult1,mult2);
true

Отже, φ – гомоморфiзм кiльця K на кiльце L. Знайдемо ядро цього гомо-
морфiзму:
> kerPHI(PHI,K,L,plus1);

{0, 3, 6, 9}
Але {0, 3, 6, 9} = 3Z12. Тому, в силу основної теореми про гомоморфiзм
кiлець, Z12/3Z12

∼= 3Z3.

Завдання 29. Довести, що:

29.1. Z16/4Z16
∼= Z4.

29.2. Z10/5Z10
∼= Z5.

29.3. Z15/3Z15
∼= Z3.

29.4. Z8/4Z8
∼= Z4.

29.5. Z20/10Z20
∼= Z10.

29.6. Z6/2Z6
∼= Z2.

29.7. Z18/9Z18
∼= Z9.

29.8. Z12/4Z12
∼= Z4.

29.9. Z21/3Z21
∼= Z3.

29.10. Z14/7Z14
∼= Z7.

29.11. Z20/5Z20
∼= Z5.

29.12. Z16/2Z16
∼= Z2.

29.13. Z18/3Z18
∼= Z3.

29.14. Z12/2Z12
∼= Z2.

29.15. Z6/3Z6
∼= Z3.

29.16. Z14/2Z14
∼= Z2.

29.17. Z15/5Z15
∼= Z5.

29.18. Z21/7Z21
∼= Z7.

29.19. Z18/6Z18
∼= Z6.

29.20. Z8/2Z8
∼= Z2.

29.21. Z20/4Z20
∼= Z4.

29.22. Z12/6Z12
∼= Z6.

29.23. Z10/2Z10
∼= Z2.

29.24. Z16/8Z16
∼= Z8.

29.25. Z24/4Z24
∼= Z4.
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6. Кiльця, що є областями цiлiсностi

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Комутативне кiльце з одиницею без дiльникiв нуля називається областю цiлiсно-
стi. Елементи a i b областi цiлiсностi K називаються асоцiйованими в K (пишуть
a ∼ b), якщо a = bε, де ε – дiльник одиницi K.

Нехай K – область цiлiсностi. Тодi:

1◦. a ∼ b в K тодi i лише тодi, коли a
... b i b

... a в K (критерiй асоцiйованостi).
2◦. a ∼ b в K тодi i лише тодi, коли ⟨a⟩ = ⟨b⟩ в K.
3◦. ⟨a⟩ = K тодi i лише тодi, коли a|1 в K.

Елемент c областi цiлiсностi K називається спiльним дiльником елементiв a i b iз
K, якщо a

... c i b
... c в K. Найбiльшим спiльним дiльником елементiв a i b областi

цiлiсностi K називається такий спiльний дiльник цих елементiв, який дiлиться на будь-
який їхнiй спiльний дiльник. Якщо d – найбiльший спiльний дiльник елементiв a i b, то
пишуть: d ∼ (a, b).

Елементи a i b областi цiлiсностi K називаються взаємно простими (пишуть: (a, b) ∼
1), якщо вони не мають спiльних дiльникiв, вiдмiнних вiд дiльникiв одиницi.

Елемент g областi цiлiсностi K називається спiльним кратним елементiв a i b iз
K, якщо g

... a i g
... b в K. Найменшим спiльним кратним елементiв a i b областi

цiлiсностi K називається таке спiльне кратне цих елементiв, яке є дiльником будь-якого
їхнього спiльного кратного. Якщо m – найменше спiльне кратне елементiв a i b, то це
позначають так: m ∼ [a, b].

Нехай a, b – довiльнi елементи областi цiлiсностi K. Тодi:

1♭. Якщо d i d1 – найбiльшi спiльнi дiльники чисел a i b, то d = d1ε, де ε – дiльник
одиницi кiльця K.

2♭. Якщо d – найбiльший спiльний дiльник чисел a i b, а ε1, ε2, ..., εs, ... – дiльники
одиницi цього кiльця, то найбiльшими спiльними дiльниками елементiв a i b є
також елементи: dε1, dε2, ..., dεs, ... .

3♭. Якщо m i m1 – найменшi спiльнi кратнi елементiв a i b, то m = m1ε, де ε – дiльник
одиницi областi цiлiсностi K.

4♭. Якщо m = [a, b], ε1, ε2, ..., εs, ... – дiльники одиницi цього кiльця, то найменшими
спiльними кратними елементiв a i b є також елементи: mε1,mε2, ...,mεs, ... .

Нехай a – довiльний елемент, ε – довiльний дiльник одиницi областi цiлiсностi K.
Тодi завжди a

... ε i a
... aε. Дiльники елемента a в K, вiдмiннi вiд ε i aε, називаються

нетривiальними (або власними) дiльниками елемента a.
Елемент 0 ̸= a ∈ K, що не є дiльником одиницi, називається простим в K, якщо

вiн не має нетривiальних дiльникiв в K. Елемент 0 ̸= a ∈ K називається складеним
в K, якщо вiн має нетривiальнi дiльники. Елемент 0 ̸= a ∈ K є простим в K тодi i
лише тодi, коли запис a = b · c, де b, c ∈ K, можливий лише за умови, що хоча б один iз
спiвмножникiв b або c є дiльником одиницi кiльця K. Елемент 0 ̸= a ∈ K є складеним
в K, якщо a = b · c, де b, c – вiдмiннi вiд дiльникiв одиницi елементи iз K. Поняття
простоти та складеностi є вiдносним. Все залежить вiд того, до якої областi цiлiсностi
належить даний елемент.
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Область цiлiсностi, в якiй всi iдеали головнi, називається кiльцем головних iдеа-
лiв. Якщо K – кiльце головних iдеалiв, то для довiльних елементiв a, b ∈ K в K завжди
iснує найбiльший спiльний дiльник d елементiв a i b, причому d = au+ bv, де u, v ∈ K.

Область цiлiсностi K називається евклiдовим кiльцем, якщо можна задати пра-
вило Nr, яке кожному ненульовому елементу кiльця K ставить у вiдповiднiсть деяке
невiд’ємне цiле число так, що виконуються умови:

1) якщо a, b ∈ K\{0} i a
... b в K, то Nr(a) > Nr(b);

2) для будь-яких a, b iз K, b ̸= 0, iснують в K елементи q i r такi, що a = bq + r, де
або r = 0, або Nr(r) < Nr(b).

Число Nr(a) називається евклiдовою нормою елемента a.
В евклiдовому кiльцi K з евклiдовою нормою Nr(x) роздiлити елемент a на елемент

b ̸= 0 з остачею означає представити його у виглядi

a = bq + r, де q, r ∈ K i Nr(r) < Nr(b) або r = 0.

При цьому елементи q i r називаються вiдповiдно неповною часткою i остачею вiд дi-
лення a на b.

Теорема. Найбiльший спiльний дiльник двох ненульових елементiв a i b евклiдового
кiльця K асоцiйований з останньою, вiдмiнною вiд нуля, остачею алгоритму Евклiда.

Говорять, що елемент a областi цiлiсностi K володiє однозначним розкладом на
простi множники, якщо виконуються умови:

1) в K iснують простi елементи p1, p2, . . . , ps такi, що a = p1p2 . . . ps;
2) якщо a = q1q2 . . . qt – iнший розклад, в якому q1, q2, . . . , qt – простi елементи в K,

то s = t i, при вiдповiднiй нумерацiї, pi ∼ qi для i = 1, 2, ..., s.

Кiльце K називається факторiальним, якщо воно є областю цiлiсностi i всякий
вiдмiнний вiд нуля елемент, що не є дiльником одиницi, володiє однозначним розкладом
на простi множники.

Нехай a, b – довiльнi елементи факторiального кiльця K. Тодi:

1♭. Якщо a = pk11 pk22 ...pkss , де p1, p2, ..., ps – попарно не асоцiйованi простi елементи
кiльця K, ki ∈ N, 1 6 i 6 s, s ∈ N, то множина дiльникiв елемента a вичерпується
елементами d виду: d = εpl11 p

l2
2 ...p

ls
s , де 0 6 li 6 ki, 1 6 i 6 s, ε – дiльник одиницi

кiльця K.
2♭. Нехай a = ε1p

k1
1 pk22 . . . pkss , b = ε2p

l1
1 p

l2
2 . . . plss , де p1, p2, ..., ps – попарно не асоцiйованi

елементи кiльця K, ε1, ε2 – дiльники одиницi цього кiльця, k1, k2, ..., ks, l1, l2, ..., ls
– натуральнi числа або нуль, s ∈ N. Тодi

(a, b) ∼ pt11 p
t2
2 ...p

ts
s , де ti = min

16i6s
{ki, li},

[a, b] ∼ pm1
1 pm2

2 ...pms
s , де mi = max

16i6s
{ki, li}.

3♭. Якщо a, b – ненульовi елементи факторiального кiльця K, то

[a, b] ∼ ab

(a, b)
. (III.18)



253

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 30.1. Визначити, чи є асоцiйованими в областi цiлiсностi
Z[
√
2] =

{
a+ b

√
2|a, b ∈ Z

}
елементи 25− 17

√
2 i 7−

√
2.

Розв’язання. Перевiримо спочатку, чи дiлиться елемент 25− 17
√
2 на еле-

мент 7−
√
2:

25− 17
√
2

7−
√
2

=
(25− 17

√
2)(7 +

√
2)

(7−
√
2)(7 +

√
2)

=
141− 94

√
2

47
= 3− 2

√
2 ∈ Z[

√
2],

значить, в Z[
√
2] знайдеться елемент c = 3 − 2

√
2 такий, що 25 − 17

√
2 =

(7−
√
2) · c. Отже, (25− 17

√
2)

... (7−
√
2) в Z[

√
2].

Перевiримо тепер, чи дiлиться елемент 7−
√
2 на елемент 25− 17

√
2:

7−
√
2

25− 17
√
2
=

(7−
√
2)(25 + 17

√
2)

(25− 17
√
2)(25 + 17

√
2)

=
141 + 94

√
2

47
= 3 + 2

√
2 ∈ Z[

√
2].

Отже, (7−
√
2)

... (25− 17
√
2) в Z[

√
2].

В силу критерiю асоцiйованостi, (25− 17
√
2) ∼ (7−

√
2) в Z[

√
2].

Розробка процедур. Для створення процедури areAssociated, яка для за-
даних елементiв a i b визначатиме, чи виконується умова a ∼ b в K, ви-
користаємо команду patmatch (див. Приклад 23.1). В ходi процедури пе-
ревiряємо, чи виконується умова критерiю асоцiйованостi: a ... b i b ... a в K.
Кiльце K задаємо за допомогою шаблону pattern.

areAssociated:=proc(a,b,pattern)
local z1,z2;

z1:=expand(rationalize(a/b));
z2:=expand(rationalize(b/a));
patmatch(z1,pattern) and patmatch(z2,pattern);

end proc:

Розв’язання в Maple. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
i застосовуємо розроблену процедуру:
> areAssociated(25-17*sqrt(2),7-sqrt(2),

x::integer+y::integer*sqrt(2));
true

Отже, (25− 17
√
2) ∼ (7−

√
2) в Z[

√
2]
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Приклад 30.2. Визначити, чи є асоцiйованими в областi цiлiсностi Z[i] ={
a+ b

√
i|a, b ∈ Z

}
елементи 5 + 4i та −2 + 23i.

Розв’язання. Спосiб I. Перевiримо, чи дiлиться елемент 5 + 4i на елемент
2 + 23i в Z[i]:

5 + 4i

2 + 23i
=

(5 + 4i)(2− 23i)

(2 + 23i)(2− 23i)
=

82− 123i

533
=

82

533
− 123

533
i /∈ Z[i],

отже, (5 + 4i)
... (2 + 23i) в Z[i], значить, в силу означення, елементи 5 + 4i

та −2 + 23i не є асоцiйованими в Z[i].
Спосiб II. В силу 2◦, елементи 5 + 4i та −2 + 23i є асоцiйованими в Z[i]

тодi i лише тодi, коли виконується умова

5 + 4i = (−2 + 23i) · ε, (III.19)

де ε – дiльник одиницi кiльця Z[i]. Дiльниками одиницi кiльця Z[i] є лише
елементи 1,−1, i,−i. Безпосередньою перевiркою неважко переконатись,
що жоден iз цих елементiв не задовольняє рiвнiсть (III.19). Отже, елементи
5 + 4i та −2 + 23i не є асоцiйованими в Z[i].
Розв’язання в Maple. Використовуємо процедуру areAssociated, створе-
ну при розв’язаннi Прикладу 30.1. Зауважимо, що при заданнi шаблону
pattern використовуємо тип complex(integer) – цiле гаусове число.
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> areAssociated(5+4*I,2+23*I,x::complex(integer));

false

Завдання 30. Визначити, чи є асоцiйованими в областi цiлiсностi K еле-
менти a i b, якщо:

30.1. a = 50 + 29
√
3, b = 2 + 3

√
3, K = Z[

√
3].

30.2. a = 3− 7
√
5, b = 113 + 51

√
5, K = Z[

√
5].

30.3. a = 5 + 2i, b = 17 + i, K = Z[i].

30.4. a = −7 + 6
√
2, b = 70− 37

√
2, K = Z[

√
2].

30.5. a = 55 + 6
√
7, b = 4 + 3

√
7, K = Z[

√
7].

30.6. a = 25− 24
√
5, b = 15 + 2

√
5, K = Z[

√
5].
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30.7. a = 47 + 10
√
2, b = 11− 4

√
2, K = Z[

√
2].

30.8. a = −45− 59
√
3, b = 5− 7

√
3, K = Z[

√
3].

30.9. a = 12 + 7
√
5, b = 11− 2

√
5, K = Z[

√
5].

30.10. a = 3 + 5i, b = −5 + 3i, K = Z[i].

30.11. a = 9 + 11
√
2, b = 5 + 3

√
2, K = Z[

√
2]

30.12. a = 96− 29
√
11, b = 3− 2

√
11, K = Z[

√
11].

30.13. a = 3 + 7
√
3, b = 15− 11

√
3, K = Z[

√
3].

30.14. a = −17 + 9
√
5, b = 7− 3

√
5, K = Z[

√
5].

30.15. a = 6− 7i, b = 6 + 7i, K = Z[i].

30.16. a = 13− 9
√
2, b = 5 + 3

√
2, K = Z[

√
2]

30.17. a = 5 + 2
√
7, b = 82 + 31

√
7, K = Z[

√
7].

30.18. a = 46− 32
√
3, b = 2 + 9

√
3, K = Z[

√
3].

30.19. a = 6− 5
√
2, b = 18 + 13

√
2, K = Z[

√
2].

30.20. a = 13 + 4
√
5, b = 6− 5

√
5, K = Z[

√
5].

30.21. a = 2− i, b = 7 + 4i, K = Z[i].

30.22. a = 5 + 2
√
11, b = 29 + 4

√
11, K = Z[

√
11].

30.23. a = 84 + 17
√
2, b = 3 + 5

√
2, K = Z[

√
2].

30.24. a = 2− 5
√
5, b = 118− 53

√
5, K = Z[

√
5].

30.25. a = −31 + 18
√
3, b = 4 + 3

√
3, K = Z[

√
3].

Приклад 31.1. Визначити, чи виконується для елемента 2 +
√
3 кiльця

Z[
√
3] умова: ⟨2 +

√
3⟩ = Z[

√
3].

Розв’язання. Кiльце Z[
√
3] є комутативним кiльцем з одиницею 1+0

√
3 = 1,

елемент 2+
√
3 ∈ Z[

√
3]. Покажемо, що елемент 2+

√
3 є дiльником одиницi

кiльця Z[
√
3]. Дiйсно,

1

2 +
√
3
=

2−
√
3

(2 +
√
3)(2−

√
3)

=
2−

√
3

4− 3
= 2−

√
3 ∈ Z[

√
3]
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тобто 1
... (2+

√
3) в Z[

√
3]. Значить, 2+

√
3 = ε ∈ Z[

√
3]. В силу властивостi

3◦, ⟨2 +
√
3⟩ = ⟨ε⟩ = Z[

√
3].

Розв’язання в Maple. В силу властивостi 3◦, елемент a ∈ K задовольняє
умову ⟨a⟩ = K тодi i лише тодi, коли a|1 в K (тобто a ∼ 1 в K). Тому
для перевiрки заданої умови можна застосувати процедуру areAssociated,
створену при розв’язаннi Прикладу 30.1:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> areAssociated(2+sqrt(3),1,x::integer+y::integer*sqrt(3));

true

Отже, ⟨2 +
√
3⟩ = Z[

√
3].

Приклад 31.2. Визначити, чи один i той самий головний iдеал кiльця
Z[i] породжують елементи 5 + 2i i 2 − 5i (тобто чи виконується умова
⟨5 + 2i⟩ = ⟨2− 5i⟩ в Z[i]).

Розв’язання. Оскiльки 5 + 2i = (2 − 5i)(−i), −i = ε – дiльник одиницi
кiльця Z[i], то, в силу твердження 2◦,

5 + 2i ∼ (2− 5i).

Тодi за твердженням 1◦ ⟨5 + 2i⟩ = ⟨2− 5i⟩ в Z[i]).
Розв’язання в Maple. За твердженням 1◦, для елементiв a i b кiльця K
виконується умова ⟨a⟩ = ⟨b⟩ тодi i лише тодi, коли a ∼ b в K. Тому для
перевiрки заданої умови достатньо, як i у Прикладi 31.1, застосувати про-
цедуру areAssociated:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> areAssociated(5+2*I,2-5*I,x::complex(integer));

true

Отже, ⟨5 + 2i⟩ = ⟨2− 5i⟩ в Z[i].

Завдання 31. Визначити, чи виконуються умови:

31.1. а) ⟨9− 4
√
5⟩ = Z[

√
5];

б) ⟨5 + i⟩ = ⟨−1 + 4i⟩ в Z[i].

31.2. а) ⟨−10 +
√
101⟩ = Z[

√
101];

б) ⟨2− 3i⟩ = ⟨3 + i⟩ в Z[i].

31.3. а) ⟨−7 + 4
√
3⟩ = Z[

√
3];

б) ⟨1 + 4i⟩ = ⟨4− i⟩ в Z[i].

31.4. а) ⟨10− 2
√
11⟩ = Z[

√
11];

б) ⟨7− 2i⟩ = ⟨4 + 5i⟩ в Z[i].
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31.5. а) ⟨−16 +
√
257⟩ = Z[

√
257];

б) ⟨3 + 5i⟩ = ⟨−5 + 3i⟩ в Z[i].

31.6. а) ⟨−2 +
√
5⟩ = Z[

√
5];

б) ⟨2 + i⟩ = ⟨1− 2i⟩ в Z[i].

31.7. а) ⟨199 + 60
√
11⟩ = Z[

√
11];

б) ⟨7 + 3i⟩ = ⟨−3 + 7i⟩ в Z[i].

31.8. а) ⟨8 + 3
√
7⟩ = Z[

√
7];

б) ⟨5− 4i⟩ = ⟨4 + 5i⟩ в Z[i].

31.9. а) ⟨26− 15
√
3⟩ = Z[

√
3];

б) ⟨1− 6i⟩ = ⟨6 + i⟩ в Z[i].

31.10. а) ⟨2 +
√
5⟩ = Z[

√
5];

б) ⟨2 + 7i⟩ = ⟨7− 2i⟩ в Z[i].

31.11. а) ⟨−6 +
√
37⟩ = Z[

√
37];

б) ⟨5− 2i⟩ = ⟨2 + 5i⟩ в Z[i].

31.12. а) ⟨97 + 6
√
3⟩ = Z[

√
3];

б) ⟨3− 2i⟩ = ⟨−3 + 2i⟩ в Z[i].

31.13. а) ⟨8− 3
√
7⟩ = Z[

√
7];

б) ⟨1− 2i⟩ = ⟨2 + i⟩ в Z[i].

31.14. а) ⟨7− 4
√
3⟩ = Z[

√
3];

б) ⟨7− i⟩ = ⟨1− 7i⟩ в Z[i].

31.15. а) ⟨−14 +
√
195⟩ = Z[

√
195];

б) ⟨5 + 2i⟩ = ⟨2− 5i⟩ в Z[i].

31.16. а) ⟨9 + 4
√
5⟩ = Z[

√
5];

б) ⟨8− 3i⟩ = ⟨−3− 8i⟩ в Z[i].

31.17. а) ⟨10 + 3
√
11⟩ = Z[

√
11];

б) ⟨−1 + 3i⟩ = ⟨−3− i⟩ в Z[i].

31.18. а) ⟨26 + 15
√
3⟩ = Z[

√
3];

б) ⟨3− 7i⟩ = ⟨7 + 3i⟩ в Z[i].

31.19. а) ⟨2−
√
5⟩ = Z[

√
5];

б) ⟨6− 5i⟩ = ⟨−5 + 6i⟩ в Z[i].

31.20. а) ⟨−9 + 4
√
5⟩ = Z[

√
5];

б) ⟨1 + 4i⟩ = ⟨−4 + i⟩ в Z[i].

31.21. а) ⟨6 + 4
√
3⟩ = Z[

√
3];

б) ⟨−11 + 2i⟩ = ⟨2 + 11i⟩ в Z[i].

318.22. а) ⟨−10 + 3
√
11⟩ = Z[

√
11];

б) ⟨6− i⟩ = ⟨1 + 6i⟩ в Z[i].

31.23. а) ⟨38− 17
√
5⟩ = Z[

√
5];

б) ⟨3 + 8i⟩ = ⟨−8 + 3i⟩ в Z[i].

31.24. а) ⟨−8 + 3
√
7⟩ = Z[

√
7];

б) ⟨−2 + 9i⟩ = ⟨9 + 2i⟩ в Z[i].

31.25. а) ⟨−2−
√
3⟩ = Z[

√
3];

б) ⟨−1− 7i⟩ = ⟨7− i⟩ в Z[i].

Приклад 32.1. Визначити, простим чи складеним є число 13, якщо його
розглядати як: а) елемент кiльця Z цiлих чисел;
б) елемент кiльця Z[i] цiлих гаусових чисел.

Розв’язання. а) Число 13 не є дiльником одиницi кiльця Z цiлих чисел, i
його дiльниками є лише числа 1,−1, 13,−13, тобто цей елемент в Z має
лише тривiальнi дiльники. За означенням число 13 є простим в Z.
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б) Як вiдомо, дiльниками одиницi кiльця Z[i] цiлих гаусових чисел є:
i,−i, 1,−1. Оскiльки 13 = 22 + 32, то число 13 можна записати у виглядi:

13 = (2− 3i) (2 + 3i) ,

де числа 2 − 3i i 2 + 3i не є дiльниками одиницi кiльця Z[i]. Отже, число
13 є складеним елементом кiльця Z[i] цiлих гаусових чисел.
Розв’язання в Maple. Визначимо спочатку, чи є число 13 простим елемен-
том кiльця Z цiлих чисел:
> with(numtheory):

isprime(13);
true

Отже, 13 є простим в Z.
Для роботи з цiлими гаусовими числами в Maple створено спецiальний

пакет GaussInt. Визначимо, чи є число 13 простим елементом кiльця Z[i]:
> with(GaussInt):

GIprime(13);
false

В кiльцi Z[i] елемент 13 не є простим. Команда GIfactor(a) дозволяє
знайти один iз можливих розкладiв числа a ∈ Z[i] в добуток простих еле-
ментiв кiльця Z[i].
> GIfactor(13);

(−3− 2 I) (−3 + 2 I)

Приклад 32.2. Визначити, простим чи складеним в кiльцi Z[i] цiлих гау-
сових чисел є:

а) елемент 2 + i; б) елемент 5− 3i.

Розв’язання. а) Заданий елемент 2 + i не є дiльником одиницi в кiльцi
Z[i] (оскiльки, як вiдомо, в кiльцi Z[i] дiльниками одиницi є лише числа
1,−1, i,−i). Нехай

2 + i = (a+ bi)(c+ di), (III.20)

де a, b, c, d ∈ Z. Використаємо норму цiлого гаусового числа:

якщо z = a+ bi ∈ Z[i], то Nr(z) = |z|2 = a2 + b2.

Iз рiвностi (III.20) маємо: Nr(2 + i) = Nr
(
(a + bi)(c + di)

)
. Оскiльки

Nr(z1z2) = |z1z2|2 = |z1|2|z2|2 = Nr(z1)Nr(z2), то

Nr(2 + i) = Nr(a+ bi)Nr(c+ di),
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значить,
5 = (a2 + b2)(c2 + d2).

Для цiлих чисел a, b, c, d остання рiвнiсть можлива тодi i лише тодi, коли{
a2 + b2 = 5,
c2 + d2 = 1;

або навпаки:
{

a2 + b2 = 1,
c2 + d2 = 5.

Очевидно, достатньо розглянути лише одну iз даних систем. Iз другого
рiвняння першої системи випливає, що або c = ±1, d = 0, або c = 0,
d = ±1, звiдки

c+ di = ±1 + 0i = ±1, або c+ di = 0± 1i = ±i,

тобто c+di є дiльником одиницi. Це означає, що число 2+ i – просте в Z[i].
б) Очевидно, елемент 5−3i не є дiльником одиницi в Z[i]. Доведемо, що

вiн є складеним в Z[i]. Нехай

5− 3i = (a+ bi)(c+ di),

де a, b, c, d ∈ Z. Знайдемо норму вiд обох частин останньої рiвностi:
Nr(5 − 3i) = Nr

(
(a + bi)(c + di)

)
. Тодi Nr(5 − 3i) = Nr(a + bi)Nr(c + di),

звiдки
34 = (a2 + b2)(c2 + d2).

Легко бачити, що одним iз розв’язкiв останнього рiвняння є такий: a = 4,
b = −1, c = 1, d = 1. Тодi

5− 3i = (4− i)(1 + i),

де елементи 4− i, 1+ i не є дiльниками одиницi кiльця Z[i]. Отже, елемент
5− 3i є складеним в Z[i].
Розв’язання в Maple. Аналогiчно до попереднього прикладу:
> with(GaussInt):

GIprime(2+I);
true

Елемент 2 + i є простим в Z[i].
> GIprime(5-3*I);

false

Елемент 5 − 3i є складеним в Z[i]; один iз його розкладiв в добуток
простих в Z[i] елементiв має вигляд:
> GIfactor(5-3*I);

(1 + I) (1− 4 I)
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Приклад 32.3. Визначити, простим чи складеним в кiльцi Z[
√
3i] є еле-

мент 2 +
√
3i.

Розв’язання. Заданий елемент 2 +
√
3i не є дiльником одиницi в кiльцi

Z[
√
3i] (оскiльки, як вiдомо, в кiльцi Z[√pi], p – просте, дiльниками одиницi

є лише числа 1,−1). Нехай

2 +
√
3i = (a+ b

√
3i)(c+ d

√
3i).

де a, b, c, d ∈ Z. Тодi

|2 +
√
3i|2 = |(a+ b

√
3i)(c+ d

√
3i)|2,

тобто
|2 +

√
3i|2 = |a+ b

√
3i|2|c+ d

√
3i|2.

Звiдси,
7 = (a2 + 3b2)(c2 + 3d2).

Оскiльки a, b, c, d – цiлi числа, то остання рiвнiсть можлива лише у двох
випадках:

1)

{
a2 + 3b2 = 7,
c2 + 3d2 = 1;

або 2)

{
a2 + 3b2 = 1,
c2 + 3d2 = 7.

Iз другого рiвняння системи 1) випливає, що або c = 1, d = 0, або c = −1,
d = 0. Але тодi c+ d

√
3i = 1 + 0

√
3i = 1, або c+ d

√
3i = −1 + 0

√
3i = −1,

тобто c+d
√
3i є дiльником одиницi в Z[

√
3i]. Аналогiчно у другому випадку

елемент a + b
√
3i є дiльником одиницi. Це означає, що елемент 2 +

√
3i є

простим в Z[
√
3i].

Розв’язання в Maple. Команди для перевiрки на простоту елемента кiльця
Z[
√
3i] в Maple немає. Використаємо команду factorEQ(a,d) (iз пакету

numtheory), за допомогою якої можна знайти розклад елемента a ∈ Z[
√
d]

(де d ∈ Z) на простi множники. Вiдмiтимо, що Z[
√
di] = Z[

√
−d].

> with(numtheory):
factorEQ(2+sqrt(3)*I,-3);

(2 +
√
3 I)

Це означає, що елемент 2 +
√
3i є простим в Z[

√
3i].

Завдання 32. Визначити, простим чи складеним:

32.1. в кiльцi Z[i] є елемент 3 + 2i.
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32.2. є число 5, якщо його розглядати як: а) елемент кiльця Z цiлих чисел;
б) елемент кiльця Z[i] цiлих гаусових чисел.

32.3. в кiльцi Z[
√
5i] є елемент 3 + 2

√
5i.

32.4. в кiльцi Z[i] є елемент 4− i.

32.5. є число 19, якщо його розглядати як: а) елемент кiльця Z цiлих чисел;
б) елемент кiльця Z[i] цiлих гаусових чисел.

32.6. в кiльцi Z[
√
3i] є елемент 1 + 2

√
3i.

32.7. в кiльцi Z[i] є елемент 3 + 5i.

32.8. є число 3, якщо його розглядати як: а) елемент кiльця Z цiлих чисел;
б) елемент кiльця Z[i] цiлих гаусових чисел.

32.9. в кiльцi Z[
√
7i] є елемент 2 +

√
7i.

32.10. в кiльцi Z[i] є елемент 2− 3i.

32.11. в кiльцi Z[
√
3i] є елемент 11 + 3

√
3i.

32.12. є число 23, якщо його розглядати як: а) елемент кiльця Z цiлих чисел;
б) елемент кiльця Z[i] цiлих гаусових чисел.

32.13. в кiльцi Z[i] є елемент 3 + i.

32.14. в кiльцi Z[
√
5i] є елемент 3−

√
5i.

32.15. є число 7, якщо його розглядати як: а) елемент кiльця Z цiлих чисел;
б) елемент кiльця Z[i] цiлих гаусових чисел.

32.16. в кiльцi Z[i] є елемент 1 + 2i.

32.17. в кiльцi Z[
√
3i] є елемент 4− 3

√
3i.

32.18. є число 11, якщо його розглядати як: а) елемент кiльця Z цiлих чисел;
б) елемент кiльця Z[i] цiлих гаусових чисел.

32.19. в кiльцi Z[i] є елемент 4− 3i.

32.20. в кiльцi Z[
√
7i] є елемент 5− 2

√
7i.

32.21. є число 17, якщо його розглядати як: а) елемент кiльця Z цiлих чисел;
б) елемент кiльця Z[i] цiлих гаусових чисел.
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32.22. в кiльцi Z[i] є елемент 1− 3i.

32.23. в кiльцi Z[
√
5i] є елемент 3 +

√
5i.

32.24. є число 2, якщо його розглядати як: а) елемент кiльця Z цiлих чисел;
б) елемент кiльця Z[i] цiлих гаусових чисел.

32.25. в кiльцi Z[i] є елемент 5 + 4i.

Приклад 33. Знайти найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне
кратне цiлих гаусових чисел z1 = 7 + 24i та z2 = 22 + 19i.

Розв’язання. Кiльце Z[i] цiлих гаусових чисел є евклiдовим, причому однi-
єю iз можливих норм цiлого гаусового числа z = a + bi, a, b ∈ Z, є число
Nr(z) = a2 + b2. Оскiльки z1 ̸= 0 i z2 ̸= 0, то для знаходження найбiльших
спiльних дiльникiв чисел z1 i z2 можемо використати алгоритм Евклiда.
Маємо:

Nr(z1) = Nr(7 + 24i) = 72 + 242 = 625,

Nr(z2) = Nr(22 + 19i) = 222 + 192 = 845.

Оскiльки Nr(z2) > Nr(z1), то дiлимо з остачею z2 на z1. При цьому вико-
ристовуємо правило дiлення комплексних чисел, записаних в алгебраїчнiй
формi:

z2
z1

=
22 + 19i

7 + 24i
=

(22 + 19i) (7− 24i)

(7 + 24i) (7− 24i)
=

610− 395i

625
=

610

625
− 395

625
i.

Видiлимо цiлу частину дiйсної та уявної частин комплексного числа
610
625 − 395

625i таким чином, щоб в дробовiй частинi модулi дiйсної та уявної
частин не перевищували 1

2 (див. приклад 3 п.10 §3 Розд. 4 [1]):

z2
z1

=
610

625
− 395

625
i =

(
1− 15

625

)
−
(
1− 230

625

)
i = (1− i)+

(
− 15

625
+

230

625
i

)
,

де
∣∣∣∣− 15

625

∣∣∣∣ < 1

2
,

∣∣∣∣230625

∣∣∣∣ < 1

2
.

Тодi

z2 = z1(1− i) + z1

(
− 15

625
+

230

625
i

)
= z1(1− i) +

(7 + 24i) (−15 + 230i)

625
=

= z1(1− i) + (−9 + 2i).
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Оскiльки Nr(−9 + 2i) = 92 + 22 = 85 < 625 = Nr(z1), то q0 = 1 − i,
r1 = −9 + 2i – перша остача.

Дiлимо далi z1 на r1:

z1
r1

=
7 + 24i

−9 + 2i
=

(7 + 24i) (−9− 2i)

(−9 + 2i) (−9− 2i)
=

−15− 230i

85
= −15

85
− 230i

85
=

= −15

85
−
(
3− 25

85

)
i = −3i+

(
−15

85
+

25

85
i

)
, де

∣∣∣∣−13

65

∣∣∣∣ < 1

2
,

∣∣∣∣− 26

377

∣∣∣∣ < 1

2
.

Тодi

z1 = r1(−3i) + r1

(
−15

85
+

25

85
i

)
= r1(−3i) +

(−9 + 2i) (−15 + 25i)

85
=

= r1(−3i) + (1− 3i).

Оскiльки Nr(1− 3i) = 12 + 32 = 10 < 85 = Nr(r1), то q1 = −3i, r2 = 1− 3i
– друга остача.

Дiлимо далi r1 на r2:

r1
r2

=
−9 + 2i

1− 3i
=

(−9 + 2i) (1 + 3i)

(1− 3i) (1 + 3i)
=

−15− 25i

10
=

= −3

2
− 5

2
i = (−1− 2i) +

(
−1

2
− 1

2
i

)
.

Тодi

r1 = r2(−1− 2i) + r2

(
−1

2
− 1

2
i

)
= r2(−1− 2i) +

(1− 3i) (−1− i)

2
=

= r2(−1− 2i) + (−2 + i).

Оскiльки Nr(−2+i) = 22+12 = 5 < 10 = Nr(r2), то q2 = −1−2i, r3 = −2+i

– третя остача.
Дiлимо тепер r2 на r3:

r2
r3

=
1− 3i

−2 + i
=

(1− 3i) (−2− i)

(−2 + i) (−2− i)
=

−5 + 5i

5
= −1 + i ∈ Z[i].

Отже, r2
... r3, тодi r4 = 0, остання вiдмiнна вiд 0 остача алгоритму Евклi-

да: r3 = −2 + i. Отже, (z1, z2) ∼ −2 + i. Оскiльки дiльниками одиницi
в кiльцi Z[i] є елементи: 1,−1, i,−i, то найбiльшими спiльними дiльника-
ми цiлих гаусових чисел z1 = 7 + 24i i z2 = 22 + 19i є числа: d1 = −2 + i,
d2 = (−2+i)(−1) = 2−i, d3 = (−2+i)i = −1−2i, d4 = (−2+i)(−i) = 1+2i.
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Найменшi спiльнi кратнi чисел z1 i z2 знайдемо, використовуючи фор-
мулу (III.18). Маємо:

[z1, z2] ∼
z1z2

(z1, z2)
=

(7 + 24i)(22 + 19i)

−2 + i
=

−302 + 661i

−2 + i
=

=
(−302 + 661i)(−2− i)

(−2 + i)(−2− i)
=

1265− 1020i

5
= 253− 204i.

Таким чином,
[z1, z2] ∼ 253− 204i,

тобто найменшими спiльними кратними чисел z1 i z2 є: m1 = 253 − 204i,
m2 = −253 + 204i, m3 = 204 + 253i, m4 = −204− 253i.
Розв’язання в Maple. Один iз найбiльших спiльних дiльникiв двох цiлих
гаусових чисел a i b (а саме: той НСД d, який лежить в I чвертi, тобто
Re d > 0, Im d > 0) знайдемо за допомогою команди GIgcd(a,b) iз пакету
GaussInt.
> with(GaussInt):

GIgcd(7+24*I,22+19*I);
1 + 2 I

Отже, (z1, z2) ∼ 1 + 2i. Оскiльки дiльниками одиницi в кiльцi Z[i] є еле-
менти: 1,−1, i,−i, то найбiльшими спiльними дiльниками цiлих гаусових
чисел z1 = 7 + 24i i z2 = 22 + 19i є числа:
> (1+2*I)*1; (1+2*I)*(-1); (1+2*I)*I; (1+2*I)*(-I);

1 + 2 I

−1− 2 I

−2 + I

2− I

Для вiдшукання НСК двох цiлих гаусових чисел a, b використовується
команда GIlcm(a,b).
> GIlcm(7+24*I,22+19*I);

204 + 253 I

Таким чином, [z1, z2] ∼ 204+253i, тобто найменшими спiльними кратними
чисел z1 i z2 є:
> (204+253*I)*1; (204+253*I)*(-1); (204+253*I)*I;
(204+253*I)*(-I);

204 + 253 I

−204− 253 I

−253 + 204 I
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253− 204 I

При розв’язаннi даного завдання помилки зустрiчаються досить часто:
це пов’язано iз подекуди досить громiздкими обчисленнями. Тому доцiльно
у випадку виявленої помилки зробити покрокову перевiрку.

I. Визначаємо, яке з чисел має бiльшу норму, за допомогою команди
GInorm(z):
> with(GaussInt):

GInorm(7+24*I);
GInorm(22+19*I);

625

845

II. Число з бiльшою нормою позначаємо через z2, число з меншою нор-
мою – через z1.
> z2:=22+19*I;

z1:=7+24*I;
z2 := 22 + 19 I

z1 := 7 + 24 I

III. Перевiримо, чи правильно було знайдено послiдовнi неповнi частки
qi i остачi ri алгоритму Евклiда. Для їх вiдшукання використовуються ко-
манди GIquo i GIrem вiдповiдно:
> q1:=GIquo(z2,z1);

r1:=GIrem(z2,z1);
q1 := 1− I

r1 := −9 + 2 I
> q2:=GIquo(z1,r1);

r2:=GIrem(z1,r1);
q1 := −3 I

r2 := 1− 3 I
> q3:=GIquo(r1,r2);

r3:=GIrem(r1,r2);
q3 := −1− 2 I

r3 := −2 + I
> q4:=GIquo(r2,r3);

r4:=GIrem(r2,r3);
q4 := −1 + I

r4 := 0

Остання вiдмiнна вiд 0 остача алгоритму Евклiда r3 = −2 + i. Отже,
(z1, z2) ∼ −2 + i.
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Завдання 33. Знайти найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне
кратне цiлих гаусових чисел z1 i z2, якщо:

33.1. z1 = 180 + 104i;
z2 = −34 + 56i.

33.2. z1 = −7− 19i;
z2 = 7 + 9i.

33.3. z1 = 15 + 4i;
z2 = −12− 7i.

33.4. z1 = 53− 54i;
z2 = 10 + 45i.

33.5. z1 = 29− 24i;
z2 = 2 + 23i.

33.6. z1 = 13 + 13i;
z2 = 34− 12i.

33.7. z1 = −36 + 3i;
z2 = 24 + 27i.

33.8. z1 = 12 + i;
z2 = −61 + 36i.

33.9. z1 = 11 + 23i;
z2 = 17− 19i.

33.10. z1 = 9− 19i;
z2 = −13− 13i.

33.11. z1 = 18− i;
z2 = 10− 15i.

33.12. z1 = 153 + 155i;
z2 = −16 + 22i.

33.13. z1 = −7− 24i;
z2 = −46 + 3i.

33.14. z1 = 58 + 4i;
z2 = 23− 15i.

33.15. z1 = −10 + 3i;
z2 = 16 + 5i.

33.16. z1 = 33− 4i;
z2 = 5 + 12i.

33.17. z1 = 13 + 18i;
z2 = 31− 24i.

33.18. z1 = 31 + 33i;
z2 = −19 + 18i.

33.19. z1 = −17 + i;
z2 = 18 + 16i.

33.20. z1 = 14 + 52i;
z2 = 17 + 31i.

33.21. z1 = −43− i;
z2 = 185 + 37i.

33.22. z1 = −104 + 93i;
z2 = 221 + 60i.

33.23. z1 = 19 + 17i;
z2 = 47− 25i.

33.24. z1 = 7 + 4i;
z2 = 9− 4i.

33.25. z1 = 22− 7i;
z2 = −2− 23i.
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Роздiл IV

Многочлени вiд однiєї змiнної

1. Вiдношення подiльностi в кiльцi
многочленiв. Дiлення з остачею

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай K – комутативне кiльце з одиницею без дiльникiв нуля (область цiлiсностi),
K[x] – кiльце многочленiв вiд змiнної x над кiльцем K. Многочлен f(x) ∈ K[x] дiлиться

на g(x) ∈ K[x] (пишуть f(x)
... g(x)), якщо iснує многочлен s(x) ∈ K[x] такий, що f(x) =

g(x)·s(x). При цьому також кажуть, що g(x) є дiльником f(x) (пишуть g(x)|f(x)). Якщо
такого многочлена s(x) ∈ K[x] не iснує, то f(x) не дiлиться на g(x) в K[x] (пишуть

f(x)
... g(x)) або g(x) не є дiльником f(x) (пишуть g(x) - f(x)).

Вiдношення подiльностi многочленiв над областю цiлiсностi K має наступнi вла-
стивостi.

Нехай f(x), φ(x), g(x) – довiльнi многочлени iз K[x]. Тодi:

1◦. якщо f(x)
... φ(x), φ(x)

... g(x), то f(x)
... g(x);

2◦. якщо f(x)
... g(x), φ(x)

... g(x), то (f(x)± φ(x)
... g(x);

3◦. якщо f(x)
... g(x), то f(x) · φ(x) ... g(x);

4◦. φ(x)
... c, де 0 ̸= c ∈ K;

5◦. якщо f(x)
... g(x), то f(x)

... cg(x), де 0 ̸= c ∈ K;
6◦. якщо f(x)

... g(x) i g(x)
... f(x) то f(x) = c · g(x), де c ∈ K.

Нехай P – поле. Говорять, що многочлен f(x) ∈ P [x] дiлиться з остачею на многочлен
g(x) ̸= 0 з кiльця P [x], якщо в P [x] iснують многочлени s(x) i r(x) такi, що:

1) f(x) = g(x) · s(x) + r(x);
2) r(x) = 0 або deg r < deg g.

При цьому f(x) називають дiленим, g(x) – дiльником, s(x) – неповною часткою, r(x)
– остачею.

Роздiлити многочлен f(x) на многочлен g(x) з остачею означає записати його у
виглядi f(x) = g(x) · s(x) + r(x), де s(x) – неповна частка, r(x) – остача.
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Теорема (про дiлення з остачею). Для будь-яких многочленiв f(x) i g(x) ̸= 0 над
полем P завжди iснує, причому єдина, пара многочленiв s(x) i r(x) iз P [x] така, що
f(x) = g(x) · s(x) + r(x), де r(x) = 0 або deg r < deg g.

Кiльце P [x] многочленiв над полем P є евклiдовим, а значить, i кiльцем головних
iдеалiв.

Для знаходження частки i остачi вiд дiлення многочлена
f(x) = anx

n+an−1x
n−1+. . .+a1x+a0 на многочлен g(x) = bmx

n+bm−1x
m−1+. . .+b1x+b0

над полем P (а при певних умовах i над областю цiлiсностi K) застосовують рiзнi
методи: метод дiлення „кутом” (або „стовпчиком”), метод невизначених коефiцiєнтiв.

I. Метод дiлення многочлена на многочлен „кутом” (або „стовпчиком”). В
загальному випадку при дiленнi многочлена f(x) на многочлен g(x) (m 6 n) „кутом”
многочлени f(x) i g(x) записують в стандартному виглядi. Потiм старший член anx

n

многочлена f(x) дiлять на старший член bmx
m многочлена g(x) i отримують старший

член an
bm
xn−m частки s(x). Потiм дiльник g(x) множать на an

bm
xn−m i отриманий многочлен

an
bm
xn−m · g(x) вiднiмають вiд многочлена f(x). В результатi вiднiмання отримується

деякий многочлен f1(x), степiнь якого меньший за n: deg f1 = n1 < n.
Якщо n1 < m, то процес дiлення закiнчено, при цьому f1(x) = r(x) – остача. Якщо

n1 > m, то описаний процес дiлення повторюється для многочлена f1(x) i т.д. Процес
продовжується доти, поки степiнь отриманого на k-му кроцi многочлена fk(x) не стане
менший за степiнь дiльника g(x), тобто менший за m, або fk = 0. При цьому многочлен
fk(x) = r(x) – остача.

II. Метод невизначених коефiцiєнтiв. В силу теореми про дiлення з остачею,
для многочленiв f(x) i g(x) iснує єдина пара многочленiв s(x) i r(x) така, що f(x) =
g(x) ·s(x)+r(x), i, крiм того, стандартний вигляд кожного iз многочленiв – єдина. Тому
для знаходження s(x) i r(x) можна використати метод невизначених коефiцiєнтiв.

При цьому неповну частку шукають у виглядi

s(x) =
an
bm

xn−m + cn−2x
n−2 + . . .+ c1x+ c0, (IV.1)

а остачу
r(x) = dm−1x

m−1 + dm−2x
m−2 + . . .+ d1x+ d0, (IV.2)

де коефiцiєнти cn−2, . . . , c1, c0 i dm−1, dm−2, . . . , d1, d0 – невизначенi, зокрема, деякi або
всi iз коефiцiєнтiв dm−1, dm−2, . . . , d1, d0 можуть бути рiвнi нулю.

Записують тотожну рiвнiсть

anx
n + . . .+ a1x+ a0 = (bmx

n + . . .+ b1x+ b0)

(
an
bm

xn−m + . . .+ c1x+ c0

)
+

+ dm−1x
m−1 + . . .+ d1x+ d0. (IV.3)

Перемножуючи многочлени g(x) i s(x) i зводячи подiбнi члени в правiй части-
нi рiвностi (IV.3), записують многочлен n-го степеня в стандартному виглядi. При-
рiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях змiнної x цього многочлена i много-
члена f(x), отримують систему n рiвнянь, розв’язуючи яку, знаходять коефiцiєнти
cn−2, . . . , c1, c0, dm−1, . . . , d1, d0.

Рiвняння для знаходження даних коефiцiєнтiв можна також одержати, надаючи
певних значень змiннiй x.
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ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 34.1. Виконати дiлення з остачею многочлена

f(x) = 3x6 − 2x3 + 7x2 − 4

на многочлен
g(x) = 2x3 − x+ 7

в кiльцi Q[x]: а) методом дiлення „кутом”;
б) методом невизначених коефiцiєнтiв.

Розв’язання. а) Виконаємо дiлення „кутом”.

f(x) = 3x6 − 2x3 + 7x2 − 4 2x3 − x+ 7 = g(x)

3x6 − 3
2x

4 + 21
2 x

3 3
2x

3 + 3
4x− 25

4 = s(x)

3
2x

4 − 25
2 x

3 + 7x2 − 4

3
2x

4 − 3
4x

2 + 21
4 x

−25
2 x

3 + 31
4 x

2 − 21
4 x− 4

−25
2 x

3 + 25
4 x− 175

4

31
4 x

2 − 23
2 x+ 159

4 = r(x)

Таким чином, f(x) = g(x)
(
3
2x

3 + 3
4x− 25

4

)
+ 31

4 x
2 − 23

2 x+ 159
4 .

б) Використаємо метод невизначених коефiцiєнтiв. Оскiльки Q – поле,
deg f = 6, deg g = 3, то deg s = deg f − deg g = 3, deg r 6 2 або r(x) = 0.

Нехай s(x) = 3
2x

3 + c2x
2 + c1x + c0, r(x) = d2x

2 + d1x + d0. Отримуємо
тотожнiсть

3x6 − 2x3 + 7x2 − 4 =

=
(
2x3 − x+ 7

)(3
2
x3 + c2x

2 + c1x+ c0

)
+ d2x

2 + d1x+ d0.

Розкриваючи дужки i зводячи подiбнi доданки в правiй частинi останньої
рiвностi, отримуємо:

3x6 − 2x3 + 7x2 − 4 = 3x6 + 2c2x
5 +

(
2c1 −

3

2

)
x4 +

(
2c0 − c2 +

21

2

)
x3+

+ (7c2 − c1 + d2) x
2 + (7c1 − c0 + d1) x+ 7c0 + d0.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових степенях змiнної x:
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x5 0 = 2c2,
x4 0 = 2c1 − 3

2 ,
x3 −2 = 2c0 − c2 +

21
2 ,

x2 7 = 7c2 − c1 + d2,
x 0 = 7c1 − c0 + d1,
x0 −4 = 7c0 + d0.

Розв’язавши дану систему рiвнянь, маємо: c2 = 0, c1 = 3
4 , c0 = −25

4 , d2 = 31
4 ,

d1 = −23
2 , d0 = 159

4 . Таким чином, s(x) = 3
2x

3+ 3
4x−

25
4 , r(x) = 31

4 x
2− 23

2 x+
159
4 ,

тобто

f(x) = g(x)
(
3
2x

3 + 3
4x− 25

4

)
+ 31

4 x
2 − 23

2 x+ 159
4 .

Розробка процедур. Створимо процедури, якi дадуть змогу покроково
перевiрити розв’язання методом невизначених коефiцiєнтiв. Одна iз та-
ких процедур – generatePoly(n,c), яка генеруватиме многочлен f(x) =
anx

n + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0 з невизначеними коефiцiєнтами.

На початку циклу покладемо f = 0. В ходi виконання циклу
змiнна f поступово набуває значень a0, a0 + a1x, a0 + a1x + a2x

2,...,
a0 + a1x+ a2x

2 + ..+ anx
n:

generatePoly:=proc(n,c)
local f,i;

f:=0;
for i from 0 to n do f:=f+c[i]*xˆ i;

end do;
end proc:

Наприклад, щоб задати многочлен f(x) = a3x
3+a2x

2+a1x+a0, достатньо
буде викликати:
> f:=generatePoly(3,a);

f := a0 + a1 x+ a2 x
2 + a3 x

3

Тепер створимо процедуру mUndefCoeff(lp,rp), за допомогою якої мо-
жна буде знайти невизначенi коефiцiєнти в рiвностi lp = rp.

В данiй процедурi використовуються наступнi команди:
degree(f,x) – степiнь многочлена f(x);
coeff(f,x,k) – коефiцiєнт ak многочлена f при xk.
В ходi процедури: розкриваємо дужки i зводимо подiбнi доданки в за-

даних лiвiй lp i правiй rp частинах рiвностi
> elp:=expand(lp);

erp:=expand(rp);
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далi прирiвнюємо коефiцiєнти при вiдповiдних степенях змiнної x, отриму-
ємо рiвняння eq[i];
> eq[i]:=coeff(elp,x,i)=coeff(erp,x,i)
розв’язуємо отриману систему рiвнянь:
> solve({seq(eq[i],i=0..n)});

Код процедури наступний:

mUndefCoeff:=proc(lp,rp)
local i,n,elp,erp,eq;

n:=max(degree(lp),degree(rp));
elp:=expand(lp);
erp:=expand(rp);
for i from 0 to n do eq[i]:=coeff(elp,x,i)=coeff(erp,x,i) end do;
solve({seq(eq[i],i=0..n)});

end proc:

Розв’язання в Maple. а) Для знаходження неповної частки i остачi вiд дi-
лення многочлена f(x) на многочлен g(x) над числовим полем (полями Q,
R,C) застосовують команди quo(f, g, x) i rem(f, g, x) вiдповiдно.
> quo(3*x^6-2*x^3+7*x^2-4,2*x^3-x+7,x);

3

2
x3 +

3

4
x− 25

4
> rem(3*x^6-2*x^3+7*x^2-4,2*x^3-x+7,x);

159

4
+

31

4
x2 − 23

2
x

Отже, неповна частка вiд дiлення многочлена f(x) на многочлен g(x) до-
рiвнює s(x) = 3

2x
3 + 3

4x− 25
4 , а остача – r(x) = 31

4 x
2 − 23

2 x+ 159
4 .

б) Задаємо многочлени f(x) i g(x). Знаходимо їхнi степенi:
> f:=3*x^6-2*x^3+7*x^2-4:

g:=2*x^3-x+7:
n:=degree(f,x);
m:=degree(g,x);

n := 6

m := 3

Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
i генеруємо многочлени s(x) i r(x):
> s:=generatePoly(n-m,c);

s := c0 + c1 x+ c2 x
2 + c3 x

3

> r:=generatePoly(m-1,d);
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r := d0 + d1 x+ d2 x
2

Метод невизначених коефiцiєнтiв будемо застосовувати до рiвностi
f(x) = g(x) · s(x) + r(x). Окремо лiву, окремо праву частини даної рiв-
ностi заносимо аргументами процедури mUndefCoeff :
> mUndefCoeff(f,g*s+r);

{c0 =
−25

4
, c1 =

3

4
, c2 = 0, c3 =

3

2
, d0 =

159

4
, d1 =

−23

2
, d2 =

31

4
}

Отже, s(x) = −25
4 + 3

4x+ 3
2x

3, r(x) = 159
4 − −23

2 x+ 31
4 .

Приклад 34.2. Виконати дiлення з остачею многочлена

f(x) = (2i+ 3)x4 − (2 + i)x2 + 5x− 4 + i

на многочлен g(x) = (1 + 3i)x2 + i в кiльцi C[x].

Розв’язання. а) Виконуємо дiлення „кутом”.

f(x) = (2i+ 3)x4 − (2 + i)x2 + 5x− 4 + i (1 + 3i)x2 + i = g(x)

(2i+ 3)x4 +
(

7
10

+ 9
10
i
)
x2

(
9
10

− 7
10
i
)
x2 +

(
−21

25
+ 31

50
i
)
= s(x)(

−27
10

− 19
10
i
)
x2 + 5x− 4 + i(

−27
10

− 19
10
i
)
x2 +

(
−31

50
− 21

25
i
)

5x+
(
−169

50
+ 46

25
i
)

Таким чином, f(x) = g(x)
((

9
10 −

7
10i
)
x2 +

(
−21

25 +
31
50i
))
+5x+

(
−169

50 + 46
25i
)
.

б) Використаємо метод невизначених коефiцiєнтiв. Оскiльки C – поле,
deg f = 4, deg g = 2, то deg s = deg f − deg g = 2, deg r 6 1 або r(x) = 0.

Нехай s(x) =
(

9
10 −

7
10i
)
x2+c1x+c0, r(x) = d1x+d0. Отримуємо рiвнiсть

(2i+ 3)x4 − (2 + i)x2 + 5x− 4 + i =

=
(
(1 + 3i)x2 + i

)( 9

10
− 7

10
i

)
x2 + c1x+ c0 + d1x+ d0.

Розкривши дужки i звiвши подiбнi доданки в правiй частинi останньої рiв-
ностi, отримуємо:
(2i+ 3)x4 − (2 + i)x2 + 5x− 4 + i = (c2 + 3ic2)x

4 + (c1 + 3ic1)x
3+

+ (c0 + 3ic0 + c2i)x
2 + (c1i+ d1)x+ (c0i+ d0).

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових степенях змiнної x:
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x4 2i+ 3 = c2 + 3ic2,
x3 0 = c1 + 3ic1,
x2 −(2 + i) = c0 + 3ic0 + c2i,

x 5 = c1i+ d1,
x0 −4 + i = c0i+ d0.

Розв’язавши дану систему рiвнянь, маємо: c2 = 9
10 − 7

10i, c1 = 0,
c0 = −21

25 + 31
50i, d1 = 5, d0 = −169

50 + 46
25i. Таким чином, s(x) =(

9
10 −

7
10i
)
x2 +

(
−21

25 +
31
50i
)
, r(x) = 5x+

(
−169

50 + 46
25i
)
.

Розв’язання в Maple. Задаємо многочлени f(x) i g(x):
> f:=(2*I+3)*x^4-(2+I)*x^2+5*x-4+I:

g:=(1+3*I)*x^2+I:
i знаходимо неповну частку i остачу:
> quo(f,g,x);

−21

25
+

31

50
I + (

9

10
− 7

10
I) x2

> rem(f,g,x);

−169

50
+

46

25
I + 5 x

Перевiрку розв’язання пункту б) здiйснюємо також за алгоритмом iз
Прикладу 34.1.
> f:=(2*I+3)*x^4-(2+I)*x^2+5*x-4+I:

g:=(1+3*I)*x^2+I:
n:=degree(f,x):
m:=degree(g,x):

> s:=generatePoly(n-m,c);
s := c0 + c1 x+ c2 x

2

> r:=generatePoly(m-1,d);
r := d0 + d1 x

> mUndefCoeff(f,g*s+r);

{c0 =
−21

25
+

31

50
I, c1 = 0, c2 =

9

10
− 7

10
I, d0 =

−169

50
+

46

25
I, d1 = 5}

Приклад 34.3. Виконати дiлення з остачею многочлена

f(x) = 7x5 + 5x2 − 3x+ 4

на многочлен
g(x) = 3x2 − 2x+ 1
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в кiльцi Z11[x]: а) методом дiлення „кутом”;
б) методом невизначених коефiцiєнтiв.

Розв’язання. а) Використаємо метод дiлення „кутом”. Зауважимо, що кое-
фiцiєнти неповної частки s(x) можна шукати двома способами. Наприклад,
щоб знайти старший коефiцiєнт многочлена s(x) можна:

I: пiдiбрати коефiцiєнт, який би в добутку iз старшим коефiцiєнтом b2 =

3 многочлена g(x) давав би старший коефiцiєнт a5 = 7 многочлена f(x).
Таким елементом є 6, оскiльки 6 · 3 = 7;

II: знайти елемент b−1
2 , обернений до старшого коефiцiєнта b2 = 3 много-

члена g(x) в Z11: b−1
2 = 3

−1
= 4, тодi старший коефiцiєнт многочлена s(x)

дорiвнює добутку a5b
−1
2 = 7 · 4 = 6.

Решта коефiцiєнтiв многочлена s(x) шукаються аналогiчно:
c2 = 1 · b−1

2 = 4; c1 = 2 · b−1
2 = 2 · 4 = 8; c0 = 6 · b−1

2 = 6 · 4 = 2.

f(x) = 7x5 + 5x2 − 3x+ 4 3x2 − 2x+ 1 = g(x)

7x5 − x4 + 6x3 6x3 + 4x2 + 8x+ 2= s(x)

x4 − 6x3 + 5x2 − 3x+ 4

x4 − 8x3 + 4x2

2x3 + x2 − 3x+ 4

2x3 − 5x2 + 8x

6x2 + 4

6x2 − 4x+ 2

4x+ 2= r(x)

Оскiльки deg r < deg g, то r(x) – остача.
Таким чином, при дiленнi многочлена f(x) на многочлен g(x) одержали

неповну частку s(x) = 6x3 + 4x2 + 8x + 2 i остачу r(x) = 4x + 2. Отже,
f(x) = g(x) · (6x3 + 4x2 + 8x+ 2) + 4x+ 2.

б) Використаємо метод невизначених коефiцiєнтiв. Оскiльки Z11 – поле,
deg f = 5, deg g = 2, то deg s = 3, deg r 6 1 або r(x) = 0. Нехай s(x) =
c3x

3 + c2x
2 + c1x+ c0, r(x) = d1x+ d0. Отримуємо тотожнiсть

7x5 + 5x2 − 3x+ 4 =
(
3x2 − 2x+ 1

) (
c3x

3 + c2x
2 + c1x+ c0

)
+ d1x+ d0.
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Розкривши дужки i звiвши подiбнi доданки в правiй частинi останньої рiв-
ностi, отримуємо:
7x5 + 5x2 − 3x+ 4 = 3c3x

5 +
(
3c2 − 2c3

)
x4 +

(
3c1 − 2c2 + c3

)
x3+

+
(
3c0 − 2c1 + c2

)
x2 +

(
c1 − 2c0 + d1

)
x+ c0 + d0.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових степенях змiнної x:

x5 7 = 3c3,

x4 0 = 3c2 − 2c3,

x3 0 = 3c1 − 2c2 + c3,

x2 5 = 3c0 − 2c1 + c2,

x −3 = c1 − 2c0 + d1,

x0 4 = c0 + d0.

Розв’язавши отриману систему рiвнянь, маємо: c3 = 6, c2 = 4, c1 = 8,
c0 = 2, d1 = 4, d0 = 2. Таким чином, s(x) = 6x3+4x2+8x+2, r(x) = 4x+2,
тобто

f(x) = g(x)
(
6x3 + 4x2 + 8x+ 2

)
+ 4x+ 2.

Розв’язання в Maple. Для знаходження неповної частки i остачi вiд дiлення
многочлена f(x) на многочлен g(x) над скiнченним полем Zp, p – просте,
застосовують команди Quo(f, g, x) i Rem(f, g, x) вiдповiдно, додаючи
оператор mod p.
> Quo(7*x^5+5*x^2-3*x+4,3*x^2-2*x+1,x) mod 11;

6 x3 + 4 x2 + 8 x+ 2

> Rem(7*x^5+5*x^2-3*x+4,3*x^2-2*x+1,x) mod 11;
4x+ 2

Завдання 34. Виконати дiлення з остачею многочлена f(x) на многочлен
g(x): а) методом дiлення „кутом”;

б) методом невизначених коефiцiєнтiв.

34.1. f(x) = 3x7 − 7x6 − 6x5 + 10x4 − 6x3 + 6x2 + x на
g(x) = 3x2 − x+ 1 в кiльцi Q[x].

34.2. f(x) = x5 + 2x4 + ix3 + (1 + i)x2 + 2x на
g(x) = x2 + i в кiльцi C[x].
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34.3. f(x) = 4x6 + 3x5 − x4 − 2x3 − 2x2 + x− 1 на
g(x) = x2 + 1 в кiльцi Z5[x].

34.4. f(x) = 8x6 − 22x5 + 16x4 − 13x3 − 2x2 − 3x− 3 на
g(x) = 2x2 − 4x− 1 в кiльцi Z[x].

34.5. f(x) = x7 + 2x6 + x5 − 4x3 + 3x2 − 4x на
g(x) = x2 + 4x+ 2 в кiльцi Z7[x].

34.6. f(x) = x4 + (2 + i)x3 − (1− i)x− 1 на
g(x) = x3 − 1 + i в кiльцi C[x].

34.7. f(x) = x5 + 8
3x

4 + x3 + 11
2 x

2 + 1
3x+ 1 на

g(x) = x2 − 1
3x+ 2 в кiльцi Q[x].

34.8. f(x) = x5 + ix4 + 2x3 + 2 на
g(x) = x3 + ix2 + 1 в кiльцi C[x].

34.9. f(x) = x7 − x6 + x4 − x2 + 2 на
g(x) = 4x2 − x+ 3 в кiльцi Z5[x].

34.10. f(x) = 4x7 − 16x6 − 12x5 + 38x4 + 8x3 − 10x2 + 2x− 3 на
g(x) = 2x2 − 4 в кiльцi Q[x].

34.11. f(x) = 2x6 + 4x5 − x4 − 3x3 − x2 + x+ 6 на
g(x) = 5x2 + x+ 6 в кiльцi Z7[x].

34.12. f(x) = x4 − 2x3 + (1 + 2i)x2 + (3− 4i)x+ i на
g(x) = x2 + 2i в кiльцi C[x].

34.13. f(x) = 4x5 − 13x3 + 14x2 − 2x на
g(x) = 2x2 − 3x+ 1 в кiльцi Z[x].

34.14. f(x) = x7 − 2x5 + 3x4 − 2x3 + x2 − 2x на
g(x) = 4x2 + x+ 2 в кiльцi Z5[x].

34.15. f(x) = 2x7 − 5x6 + 5x5 + 2x4 − 6x3 + 7x на
g(x) = 2x2 − 3x+ 2 в кiльцi Z[x].

34.16. f(x) = x5 − x4 − x2 + x− 4 на
g(x) = 4x2 + 1 в кiльцi Z5[x].
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34.17. f(x) = 2x7 + x5 − 3x4 + 5x2 + x− 2 на
g(x) = 6x2 − x+ 2 в кiльцi Z7[x].

34.18. f(x) = 12x6 − 10x5 − 15x4 + 9x3 − 11x2 + 3x+ 12 на
g(x) = 3x2 − x− 5 в кiльцi Z[x].

34.19. f(x) = 3x7 − x6 + x5 + x4 − x3 + 4x2 + x− 4 на
g(x) = 4x2 − 2x+ 1 в кiльцi Z5[x].

34.20. f(x) = x4 − x3 + 2ix2 − ix+ 2− i на
g(x) = x2 + i в кiльцi C[x].

34.21. f(x) = 4x7 − 24x6 − 21x5 + 8x4 − 7x3 − 11x2 + 7x+ 2 на
g(x) = x2 − 6x+ 5 в кiльцi Z[x].

34.22. f(x) = x4 + 5x3 + 2 на
g(x) = 6x2 − x− 1 в кiльцi Z7[x].

34.23. f(x) = x5 + 2ix3 + 2− i на
g(x) = x3 − i в кiльцi C[x].

34.24. f(x) = x5 + 35
6 x

4 + 1
2x

3 + 8x2 + 1
2x− 1 на

g(x) = 2x2 − 1
3x+ 3 в кiльцi Q[x].

34.25. f(x) = 2x7 + 2x6 − 2x5 + 2x4 + x3 на
g(x) = 2x2 − 3x+ 2 в кiльцi Z7[x].

Приклад 35. Знайти остачу вiд дiлення многочлена f(x) = x2006 + x + 1
на многочлен g(x) = x2 − (1 + i)x+ i в кiльцi C[x].

Розв’язання. За теоремою про дiлення з остачею в кiльцi C[x] iснують такi
многочлени s(x) i r(x), що

x2006 + x+ 1 =
(
x2 − (1 + i)x+ i

)
s(x) + r(x), (IV.4)

причому або степiнь многочлена r(x) менше 2, або r(x) = 0. Це означає,
що многочлен r(x) можна записати у виглядi

r(x) = ax+ b,
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де a, b – невiдомi коефiцiєнти iз C. Пiдставляючи цей вираз у рiвнiсть (IV.4),
отримуємо:

x2006 + x+ 1 =
(
x2 − (1 + i)x+ i

)
s(x) + ax+ b. (IV.5)

Коренями многочлена g(x) є числа x = 1 i x = i. Пiдставляючи цi значення
в рiвнiсть (IV.5), маємо:{

3 = a+ b,
i = ai+ b

звiдки
{

a = 2 + i,
b = 1− i.

Отже, остача r(x) = (2 + i)x+ 1− i.
Розв’язання в Maple. Для вiдшукання остачi використовуємо, як i в При-
кладi 34.1, команду rem (в потрiбному форматi в залежностi вiд поля, над
яким задано многочлени):
> f:=x^(2006)+x+1:

g:=x^2-(1+I)*x+I:
> rem(f,g,x);

1− I + (2 + I) x

Завдання 35. Знайти остачу вiд дiлення:

35.1. f(x) = x2008 − 9x2006 + x1004 − 9x1002 + 3x2 − 2x+ 4 на
g(x) = x2 − 4x+ 3 в кiльцi R[x].

35.2. f(x) = x10 + x8 + x4 + x2 + 1 на
g(x) = x2 + 1 в кiльцi C[x].

35.3. f(x) = (x− 2)999 + (x− 1)99 + 1 на
g(x) = x2 − 3x+ 2 в кiльцi R[x].

35.4. f(x) = x40 + 2x37 − 4x18 + x3 − 2 на
g(x) = (x+ 3)(x+ 1) в кiльцi Z5[x].

35.5. f(x) = 2x99 − 3x24 + 4x2 − 1 на
g(x) = x2 − 1 в кiльцi R[x].

35.6. f(x) = x10 − x8 − 12x6 + x5 + 4x3 + 3x− 1 на
g(x) = x2 − 4 в кiльцi Z[x].

35.7. f(x) = x2001 + x201 + x21 + x+ 1 на
g(x) = x2 + 1 в кiльцi C[x].
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35.8. f(x) = (x+ 2)777 + (x+ 1)77 + 1 на
g(x) = x2 + 3x+ 2 в кiльцi R[x].

35.9. f(x) = x15 + 5x14 + x13 − 2x12 + x+ 6 на
g(x) = x2 − x+ 5 в кiльцi Z7[x].

35.10. f(x) = x2007 − 9x2005 + x1003 − 9x1001 + x2 − 3x+ 4 на
g(x) = x2 − 4x+ 3 в кiльцi R[x].

35.11. f(x) = x2009 − 2x2008 + x91 − 4x89 + x2 − x на
g(x) = x2 − x− 2 в кiльцi R[x].

35.12. f(x) = x81 + x27 + x9 + x3 + x+ 1 на
g(x) = x2 + 1 в кiльцi C[x].

35.13. f(x) = x2008 + x2007 + 1 на
g(x) = x2 − 1 в кiльцi Z[x].

35.14. f(x) = x504 − 9x502 + x2 − x− 1 на
g(x) = x2 − 2x− 3 в кiльцi R[x].

35.15. f(x) = x5 − 2x3 + x2 − 3x+ 2 на
g(x) = x2 − 4 в кiльцi Q[x].

35.16. f(x) = x100 − 16x98 + x50 − 4x49 + x2 − 3x+ 4 на
g(x) = x2 − 5x+ 4 в кiльцi R[x].

35.17. f(x) = x15 + 2x14 + x13 − 4x11 − 2x2 − 2x+ 2 на
g(x) = x2 + x− 2 в кiльцi Z7[x].

35.18. f(x) = x1999 − 2x1998 + x499 − 2x498 + x237 − 4x235 + x106 − 4x104 + x на
g(x) = x2 − x− 2 в кiльцi R[x].

35.19. f(x) = 2x64 − 5x36 − 3x27 + 7x15 + 2x6 − 3x4 + 8 на
g(x) = x3 − x в кiльцi R[x].

35.20. f(x) = x2007 + 5x2006 + x2005 + 5x2004 + x+ 6 на
g(x) = x2 + 6x+ 5 в кiльцi R[x].

35.21. f(x) = x12 + x11 + x10 − 4x9 + 3x2 − 2x− 2 на
g(x) = x2 − 4 в кiльцi Z5[x].

35.22. f(x) = x2008 − 6x2007 + x2006 − 6x2005 + x− 3 на
g(x) = x2 − 7x+ 6 в кiльцi R[x].
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35.23. f(x) = x19 − 2x18 + x11 + 5x10 + x9 + 3x7 + x6 − 4x4 + x на
g(x) = x2 − x− 2 в кiльцi Z7[x].

35.24. f(x) = −x2007 + 6x2006 − x1003 + 6x1002 + x− 6 на
g(x) = x2 − 5x− 6 в кiльцi R[x].

35.25. f(x) = x10 − x8 + x6 + x5 + x2 − 3x+ 4 на
g(x) = x2 + 4 в кiльцi Z5[x].

2. Дiлення многочлена на двочлен x− a.
Розклад многочлена за степенями двочлена x− a

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI
Нехай f(x) ∈ P [x], P – поле.

Теорема (Безу). Для будь-якого c ∈ P остача вiд дiлення многочлена f(x) на двочлен
x− c дорiвнює f(c). Зокрема, многочлен f(x) дiлиться на двочлен x− c тодi i тiльки
тодi, коли f(c) = 0.

Якщо f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0, то коефiцiєнти частки q(x) =
bn−1x

n−1 + . . . + b1x + b0 i остачу r вiд дiлення f(x) на x − c можна знайти за схемою
Горнера:

an an−1 an−2 . . . a1 a0
c an︸︷︷︸ bn−1c+ an−1︸ ︷︷ ︸ bn−2c+ an−2︸ ︷︷ ︸ . . . b1c+ a1︸ ︷︷ ︸ b0c+ a0︸ ︷︷ ︸

bn−1 bn−2 bn−3 . . . b0 r

тобто bn−1 = an,
bi = bi+1c+ ai+1 для всiх i = 0, 1, ..., n− 2. (IV.6)

r = b0c+ a0. (IV.7)

Запис многочлена f(x) у виглядi
f(x) = dn(x− c)n + dn−1(x− c)n−1 + . . .+ d1(x− c) + d0,

де dn, dn−1, . . . , d1, d0 ∈ P , називається розкладом многочлена f(x) за степенями дво-
члена x− c. Коефiцiєнти dn, dn−1, . . . , d1, d0 розкладу можна знайти в результатi послi-
довного дiлення f(x) на x− c, потiм здобутої першої частки на x− c i т.д.

an an−1 . . . a2 a1 a0

c . . . . . . . . . . . . . . . d0

c . . . . . . . . . . . . d1

c . . . . . . . . . d2

. . . . . . . . .

c dn
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ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 36. Остачi вiд дiлення многочлена f(x) з кiльця Q[x] на g1(x) =
x− 2 i g2(x) = x− 3 дорiвнюють вiдповiдно r1 = 1 i r2 = 2. Знайти остачу
вiд дiлення многочлена f(x) на многочлен g(x) = (x− 2)(x− 3).
Розв’язання. За теоремою Безу

f(2) = r1, f(3) = r2. (IV.8)

При дiленнi многочлена f(x) на многочлен g(x) = x2 − 5x + 6 отримаємо
деяку неповну частку s(x) i остачу r(x), причому deg r < deg g або r(x) = 0,
тобто r(x) = ax+ b, де a, b ∈ Q. Отже,

f(x) =
(
x2 − 5x+ 6

)
s(x) + ax+ b. (IV.9)

Пiдставимо в рiвнiсть (IV.9) значення x = 2 i x = 3 (коренi многочлена
g(x)). Маємо:{

f(2) = 2a+ b,
f(3) = 3a+ b;

або, з огляду на (IV.8),
{

1 = 2a+ b,
2 = 3a+ b,

звiдки
{

a = 1,
b = −1.

Тодi шукана остача вiд дiлення многочлена f(x) на мно-

гочлен g(x) дорiвнює r(x) = x− 1.

Розв’язання в Maple. Розв’язання задачi зводиться до системи лiнiйних

рiвнянь
{

r1 = ac1 + b,
r2 = ac2 + b;

, де c1, c2 – коренi многочлена f(x), яку розв’язуємо

в Maple:
> r1:=1: r2:=2: c1:=2: c2:=3:

solve({r1=a*c1+b,r2=a*c2+b},{a,b});
{a = 1, b = −1}

Отже, r(x) = x− 1.

Завдання 36. Остачi вiд дiлення многочлена f(x) з кiльця Q[x] на g1(x) =
x − c1 i g2(x) = x − c2 дорiвнюють вiдповiдно r1 i r2. Знайти остачу вiд
дiлення многочлена f(x) на многочлен g(x) = (x− c1)(x− c2), якщо:
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c1 c2 r1 r2
36.1. −5 3 −9 7
36.2. −3 1 2 3
36.3. −4 −5 0 2
36.4. −2 5 1 3
36.5. −2 2 1 2
36.6. 3 −1 1 0
36.7. 2 1 2 3
36.8. 1 −3 1 2
36.9. −3 −1 1 3

36.10. −1 2 0 1
36.11. 3 −5 0 1
36.12. 4 1 1 2
36.13. −1 −3 3 1

c1 c2 r1 r2
36.14. −1 −2 0 2
36.15. −2 −3 2 1
36.16. 2 −2 1 2
36.17. −3 3 1 2
36.18. −1 1 2 3
36.19. −4 3 2 3
36.20. −3 2 3 1
36.21. −4 −3 3 1
36.22. −3 −4 1 3
36.23. 3 −2 1 3
36.24. 1 3 2 4
36.25. 4 −3 1 2

Приклад 37.1. Роздiлити многочлен на двочлен, використовуючи схему
Горнера:

а) f(x) = x4 − 2x3 + x− 1 на x− 3 в кiльцi Q[x];
б) f(x) = 2x8 + 3x7 + x4 + 2x2 + 2 на x− 3 в кiльцi Z7[x];
в) f(x) = 3x4 − 5ix3 + 7x2 + ix− 21 на x− 2i в кiльцi C[x].

Розв’язання. а) Маємо: a4 = 1, a3 = −2, a2 = 0, a1 = 1, a0 = −1. Складемо
таблицю:

1 −2 0 1 −1

3 1︸︷︷︸ 1 · 3− 2︸ ︷︷ ︸ 1 · 3 + 0︸ ︷︷ ︸ 3 · 3 + 1︸ ︷︷ ︸ 3 · 10− 1︸ ︷︷ ︸
b3 = 1 b2 = 1 b1 = 3 b0 = 10 r = 29

Таким чином, неповна частка q(x) = x3 + x2 + 3x+ 10, а остача r = 29.
б) Маємо: a8 = 2, a7 = 3, a6 = 0, a5 = 0, a4 = 1, a3 = 0, a2 = 2, a1 = 0,

a0 = 2. Складемо таблицю:

2 3 0 0 1 0 2 0 2

3 b7 = 2 b6 = 2 b5 = 6 b4 = 4 b3 = 6 b2 = 4 b1 = 0 b0 = 0 r = 2

Отже, q(x) = 2x7 + 2x6 + 6x5 + 4x4 + 6x3 + 4x2, а остача r = 2.
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в) Маємо: a4 = 3, a3 = −5i, a2 = 7, a1 = i, a0 = −2. Складемо таблицю:

1 −2 0 1 −1

2i b3 = 3 b2 = i b1 = 5 b0 = 11i r = −24

Таким чином, неповна частка s i остача r вiд дiлення f на x−3 дорiвнюють
вiдповiдно s = 3x3 + ix2 + 5x+ 11i, r = −24.

Розв’язання в Maple. а) Нехай x− c – двочлен, на який потрiбно роздiлити
з остачею многочлен f(x). Задаємо многочлен f(x) i елемент c.

> f:=x^4-2*x^3+x-1: c:=3:
Нехай n – степiнь многочлена f(x):

> n:=degree(f,x):
Старший коефiцiєнт неповної частки s(x) вiд дiлення f(x) на x− 3 до-

рiвнює старшому коефiцiєнту многочлена f(x):

> b[n-1]:=coeff(f,x,n);
b3 := 1

решту коефiцiєнтiв bi многочлена s(x) знаходимо за формулою (IV.6):
> for i from n-2 by -1 to 0 do

b[i]:=b[i+1]*c+coeff(f,x,i+1);
end do;

b2 := 1

b1 := 3

b0 := 10

Многочлен-остачу r знаходимо за формулою (IV.7):

> r:=b[0]*с+coeff(f,x,0);
r := 29

Таким чином, неповна частка s(x) i остача r вiд дiлення f(x) на x − 3
дорiвнюють вiдповiдно s(x) = x3 + x2 + 3x+ 10, r = 29.

б) Над скiнченним полем змiнюється формат введення многочлена f(x),
i при пошуку коефiцiєнтiв bi додаємо оператор mod :

> f:=2*x^8+3*x^7-6*x^4+2*x^2-5 mod 7; c:=3;
f := 2 x8 + 3 x7 + x4 + 2 x2 + 2

c := 3

> n:=degree(f,x);
n := 8
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> b[n-1]:=coeff(f,x,n);
for i from n-2 by -1 to 0 do

b[i]:=b[i+1]*c+coeff(f,x,i+1) mod 7;
end do;
r:=b[0]*c+coeff(f,x,0) mod 7;

b7 := 2

b6 := 2

b5 := 6

b4 := 4

b3 := 6

b2 := 4

b1 := 0

b0 := 0

r := 2

Таким чином, неповна частка s(x) i остача r вiд дiлення f(x) на x − 3
дорiвнюють вiдповiдно s = 2x7 + 2x6 + 6x5 + 4x4 + 6x3 + 4x2, r = 2.

в) Для многочленiв з комплексними коефiцiєнтами розв’язання анало-
гiчне п.а):
> f:=3*x^4-5*I*x^3+7*x^2+I*x-2:

c:=2*I:

> n:=degree(f,x):
> b[n-1]:=coeff(f,x,n);

for i from n-2 by -1 to 0 do
b[i]:=b[i+1]*c+coeff(f,x,i+1);

end do;
b3 := 3

b2 := I

b1 := 5

b0 := 11 I

> r:=b[0]*c+coeff(f,x,0);
r := −24

Таким чином, неповна частка s(x) i остача r вiд дiлення f(x) на x − 3
дорiвнюють вiдповiдно s(x) = 3x3 + ix2 + 5x+ 11i, r = −24.

Приклад 37.2. Використовуючи схему Горнера, обчислити f(−2) i роз-
класти многочлен f(x) = x4 − 2x3 + 4x2 − 6x + 8 за степенями двочлена
x+ 2.
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Розв’язання. За теоремою Безу остача вiд дiлення многочлена f(x) на дво-
член x− c дорiвнює f(c). Знайдемо цю остачу, використовуючи схему Гор-
нера:

1 −2 4 −6 8

−2 1 −4 12 −30 68

Отже, f(−2) = 68.
Щоб знайти коефiцiєнти розкладу многочлена f(x) за степенями x+ 2,

треба за схемою Горнера спочатку роздiлити з остачею на x+2 многочлен
f(x), потiм першу неповну частку, другу неповну частку i т.д. Одержанi
при цьому остачi i є шуканими коефiцiєнтами. Продовжимо таблицю:

1 −2 4 −6 8

−2 1 −4 12 −30 68
−2 1 −6 24 −78

−2 1 −8 40
−2 1 −10

−2 1

Шуканий розклад многочлена f(x) має вигляд:

f(x) = (x+ 2)4 − 10(x+ 2)3 + 40(x+ 2)2 − 78(x+ 2) + 68.

Розробка процедур. Створимо процедуру HornerScheme для реалiзацiї
схеми Горнера. Задаємо таблицю T , що має n+2 рядки i n+2 стовпчики,ж
де n = deg f :
> T:= Array(1..n+2,1..n+2):

Клiтинку T [1, 1] залишаємо порожньою:
> T[1,1]:=“:

В клiтинках T [1, 2], T [1, 3], ..., T [1, n+ 2] записуємо коефiцiєнти много-
члена:
> for j from 2 to n+2 do T[1,j]:=coeff(f,x,n-j+2): end do:

Тепер заповнюємо другий рядок таблицi. В клiтинку T [2, 1] вмiщуємо
елемент c:
> T[2,1]:=c:
в клiтинку T [2, 2] зносимо старший коефiцiєнт многочлена:
> T[2,2]:=T[1,2]:
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Решту клiтинок другого рядка заповнюємо за формулами (IV.6) i
(IV.7):
> for j from 3 to n+2 do T[2,j]:=T[2,j-1]*c+T[1,j]; end do:

Третiй рядок таблицi заповнюємо аналогiчно з єдиною вiдмiннiстю:
останню клiтинку слiд залишити порожньою. Отже, в клiтинку T [3, 1] вмi-
щуємо елемент c, в клiтинку T [3, 2] зносимо старший коефiцiєнт многочле-
на, клiтинки T [3, 3], T [3, 4], ..., T [3, n+ 1] заповнюємо:
> T[3,1]:=c:

T[3,2]:=T[1,2]:

> for j from 3 to n+2 do T[3,j]:=T[3,j-1]*c+T[2,j]; end do:
клiтинка T [3, n+ 2] – порожня:
> T[3,n+2]:=“:
i т.д. аналогiчно.

Таким чином, в кожному рядку i (i ∈ 2, n+ 2) перша клiтинка T [i, 1]
заповнюється елементом c, а друга клiтинка T [i, 2] – старшим коефiцiєнтом
многочлена f(x):
> T[i,1]:=c; T[i,2]:=T[1,2];

З 3-го i до (n+4−i)-го стовпчика клiтинки заповнюємо (використовуючи
клiтинки попереднього рядка):
> for j from 3 to n+4-i do T[i,j]:=T[i,j-1]*c+T[i-1,j]; end do;
а стовпчики з (n+ 5− i)-го до (n+ 2)-го залишаємо порожнiми:
> for j from n+5-i to n+2 do T[i,j]:=“; end do:

Маємо наступну процедуру:

HornerScheme:=proc(f,c)
local n,T,j,i:

n:=degree(f,x):
T:= Array(1..n+2,1..n+2): T[1,1]:=“:
for j from 2 to n+2 do T[1,j]:=coeff(f,x,n-j+2): end do:
for i from 2 to n+2 do

T[i,1]:=c; T[i,2]:=T[1,2];
for j from 3 to n+4-i do T[i,j]:=T[i,j-1]*c+T[i-1,j]; end do;
for j from n+5-i to n+2 do T[i,j]:=“; end do:

end do;
return(T);

end proc:

Розв’язання в Maple. Для розкладу многочлена f(x) за степенями x − c
в Maple зручно використовувати вбудовану команду taylor(f, x=c), при
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цьому її бажано вводити у форматi taylor(f, x=c, k), де k = n+1 – число,
що на одиницю бiльше за степiнь многочлена.

> f:=x^4-2*x^3+4*x^2-6*x+8:

> taylor(f, x=-2,5);
68− 78 (x+ 2) + 40 (x+ 2)2 − 10 (x+ 2)3 + (x+ 2)4

Можна просто знайти коефiцiєнти bk розкладу многочлена f(x) за сте-
пенями x− c (за допомогою команди coeftayl(f, x=c, k)).

> coeftayl(f, x=-2, 0);
68

> coeftayl(f, x=-2, 1);
−78

> coeftayl(f, x=-2, 2);
40

> coeftayl(f, x=-2, 3);
−10

> coeftayl(f, x=-2, 4);
1

i самостiйно записати многочлен f(x).
Для перевiрки промiжних обчислень використовуємо розроблену проце-

дуру:

> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

> HornerScheme(x^4-2*x^3+4*x^2-6*x+8,-2);

1 −2 4 −6 8
−2 1 −4 12 −30 68
−2 1 −6 24 −78
−2 1 −8 40
−2 1 −10
−2 1



Приклад 37.3. Використовуючи схему Горнера, обчислити f(−2i) i роз-
класти многочлен f(x) = x4 + (2 + i)x3 − 2ix − (1 + i) iз кiльця C[x] за
степенями двочлена x+ 2i.
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Розв’язання. Використовуємо схему Горнера:

1 2 + i −2i 0 −(1 + i)

−2i 1 2− i −2− 4i −8 + 2i 3+15i
−2i 1 2− 3i −8− 8i −24 + 18i

−2i 1 2− 5i -18-12i
−2i 1 2− 7i

−2i 1

Шуканий розклад многочлена f(x) має вигляд:

f(x) = (x+2i)4+(2−7i)(x+2i)3+(−18−12i)(x+2i)2+(−24+18i)(x+2i)+3+15i.

Розв’язання в Maple. Спочатку обчислюємо значення f(−2i). Маємо:

> f:=x^4+(2+I)*x^3-2*I*x-(1+I):
coeftayl(f, x=-2*I, 0);

3 + 15 I

Таким чином, f(−2i) = 3 + 15i. Тепер за допомогою команди taylor роз-
кладаємо за степенями x+ 2i:

> taylor(f, x=-2*I);

3 + 15 I + (−24 + 18 I) (x+ 2 I) + (−18− 12 I) (x+ 2 I)2+
(2− 7 I) (x+ 2 I)3 + (x+ 2 I)4

Далi застосовуємо процедуру HornerScheme:

> HornerScheme(x^4+(2+I)*x^3-2*I*x-(1+I),-2*I);

1 2 + I 0 −2 I −1− I

−2 I 1 2− I −2− 4 I −8 + 2 I 3 + 15 I
−2 I 1 2− 3 I −8− 8 I −24 + 18 I
−2 I 1 2− 5 I −18− 12 I
−2 I 1 2− 7 I
−2 I 1



Приклад 37.4. Використовуючи схему Горнера, обчислити f(4) i розкла-
сти многочлен f(x) = x4+3x3−4x−5 iз кiльця Z7[x] за степенями двочлена
x− 4.
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Розв’язання. Використовуємо схему Горнера:

1 3 0 −4 −5

4 1 0 0 3 0

4 1 4 2 4

4 1 1 6

4 1 5

4 1

Шуканий розклад многочлена f(x) має вигляд:

f(x) = (x− 4)4 + 5(x− 4)3 + 6(x− 4)2 + 4(x− 4).

Розробка процедур. Для побудови схеми Горнера для многочленiв, за-
даних над скiнченними полями Zm, дещо модифiкуємо процедуру
HornerScheme, а саме, додамо параметр m:

HornerSchemeMod:=proc(f,c,m)
local n,T,j,i:

n:=degree(f,x):
T:= Array(1..n+2,1..n+2):
T[1,1]:=“:
for j from 2 to n+2 do T[1,j]:=coeff(f,x,n-j+2): end do:
for i from 2 to n+2 do

T[i,1]:=c;
T[i,2]:=T[1,2];
for j from 3 to n+4-i do

T[i,j]:=T[i,j-1]*c+T[i-1,j] mod m;
end do;
for j from n+5-i to n+2 do T[i,j]:=“; end do:

end do;
return(T);

end proc:

Розв’язання в Maple. Отриманий результат перевiряємо аналогiчно до по-
переднiх прикладiв 37.2-37.3, додаючи оператор mod m.
> f:=x^4+3*x^3-4*x-5:

coeftayl(f, x=4, 0) mod 7;
0

> taylor(f,x=4) mod 7;
4 (x− 4) + 6 (x− 4)2 + 5 (x− 4)3 + (x− 4)4
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Отже, f(4) = 0, розклад f(x) за степенями двочлена x− 4 має вигляд:

f = (x− 4)4 + 5(x− 4)3 + 6(x− 4)2 + 4(x− 4).

Для перевiрки промiжних обчислень використовуємо процедуру
HornerSchemeMod. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

Для заданого многочлена f(x), значень c = 4 i m = 7 матимемо:
> HornerSchemeMod(x^4+3*x^3-4*x-5,4,7);

1 3 0 −4 −5
4 1 0 0 3 0
4 1 4 2 4
4 1 1 6
4 1 5
4 1



Завдання 37. Використовуючи схему Горнера, обчислити f(a) i розкласти
многочлен f(x) за степенями x− a:

37.1. f(x) = x4 − 4ix3 − 7x2 + 6ix+ 2, a = i в C[x].

37.2. f(x) = x4 + x3 − 5x2 − 10x− 7, a = −1 в Q[x].

37.3. f(x) = 4x4 + 4x2 − 3x+ 3, a = 2 в Z5[x].

37.4. f(x) = −2x5 − 20x4 − 80x3 − 163x2 − 173x− 75, a = −2 в Q[x].

37.5. f(x) = x4 − 8ix3 − 25x2 + (36i+ 1)x+ 24− 2i, a = 2i в C[x].

37.6. f(x) = x5 − 5x4 + 9x3 − 7x2 + 4x− 4, a = 1 в Q[x].

37.7. f(x) = 4x4 − x3 + 3x2 − 1, a = 4 в Z7[x].

37.8. f(x) = x4 + 8x2 + 12ix− 1, a = −i в C[x].

37.9. f(x) = −x5 − 3x4 − x3 + 2x+ 4, a = 5 в Z7[x].

37.10. f(x) = x3 − (1− 3i)x2 − (4 + 2i)x+ 7− 2i, a = 1− i в C[x].

37.11. f(x) = x4 + 8x3 + 24x2 + 29x+ 12, a = −2 в Q[x].

37.12. f(x) = x5 − 4x4 + 2x2 − x2 + x− 4, a = 2 в Z5[x].
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37.13. f(x) = 2x5 − x4 + x3 − x2 + x− 4, a = 4 в Z5[x].

37.14. f(x) = 2x4 − 10x2 − 12x, a = −1 в Z[x].

37.15. f(x) = 2x4 + 8ix3 − 14x2 − 12ix+ 4 + i, a = −i в C[x].

37.16. f(x) = x5 + x− 5, a = −1 в Q[x].

37.17. f(x) = 2x4 − x3 + x2, a = 2 в Z3[x].

37.18. f(x) = −x4 + 3x3 − 4x2 − x+ 6, a = 6 в Z7[x].

37.19. f(x) = x5 + 5x4 + 10x3 + 9x2 + 4x− 2, a = −1 в Q[x].

37.20. f(x) = x3 + (5 + 3i)x2 + (10i+ 4)x+ 7i− 2, a = −1− i в C[x].

37.21. f(x) = x5 − 4x4 + 7x3 − 8x2 + 12x− 1, a = 1 в Q[x].

37.22. f(x) = 2x11 − 3x3 + 3x2 − 3x+ 8, a = 1 в Z5[x].

37.23. f(x) = 6x5 + 4x4 − x3 + 2x+ 4, a = 5 в Z7[x].

37.24. f(x) = −x5 − 5x4 + 8x2 + x+ 1, a = −1 в Q[x].

37.25. f(x) = x5 + 11x3 + 33x, a = i в C[x].

3. Незвiднi множники над полем. Розклад многочленiв на
незвiднi множники

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай f(x) ∈ P [x], P – поле. Многочлен f(x) називається незвiдним в P [x] (або над
полем P ), якщо вiн не є константою i не має в P [x] iнших дiльникiв, крiм констант i
многочленiв виду cf(x), де c ∈ P\{0}.

Многочлен f(x) називається звiдним в P [x] (над полем P ), якщо deg f > 1 i в кiльцi
P [x] iснують такi многочлени g(x), s(x), що f(x) = g(x)s(x), deg g > 1 i deg s > 1.

Теорема. Будь-який многочлен ненульового степеня над полем P можна подати у
виглядi добутку незвiдних многочленiв pk(x), 1 6 k 6 l, над полем P :

f(x) = p1(x)p2(x) . . . pl(x).

Такий розклад є єдиним з точнiстю до сталих множникiв i порядку нумерацiї много-
членiв pk(x).

Теорема. Многочлен першого степеня – незвiдний над будь-яким полем.
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Запис многочлена f(x) з кiльця P [x] у виглядi добутку

f(x) = [p1(x)]
k1 [p2(x)]

k2 . . . [pm(x)]
km ,

де p1(x), p2(x), ..., pm(x) – попарно взаємно простi i незвiднi над полем P многочлени,
називають канонiчним розкладом многочлена f(x) над полем P .

Теорема. Канонiчний розклад для будь-якого многочлена f(x) ненульового степеня
над полем P завжди iснує i єдиний з точнiстю до сталих множникiв та порядку
нумерацiї множникiв.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 38.1. Розкласти на незвiднi в кiльцях Q[x], R[x], C[x] множники
многочлени: а) f(x) = x3 − 3x− 2; б) g(x) = x4 − x2 − 2.

Розв’язання. а) Оскiльки

f(x) = x3−3x−2 = (x3+1)+(−3x−3) = (x+1)(x2−x+1)−3(x+1) =

= (x+ 1)(x2 − x− 2) = (x+ 1)(x− 2)(x+ 1) = (x− 2)(x+ 1)2,

то многочлен має два рiзнi незвiднi множники: f1(x) = x − 2 кратностi 1
i f2(x) = x + 1 кратностi 2. Цей же розклад многочлен f(x) матиме i в
кiльцях R[x], i C[x], оскiльки многочлени f1(x) i f2(x) першого степеня, i
тому незвiднi.

б) Розглянемо многочлен

g(x) = x4−x2−2 = x4−x2+
1

4
− 9

4
=

(
x2 − 1

2

)2

−
(
3

2

)2

= (x2−2)(x2+1).

Цей розклад є розкладом g(x) на незвiднi множники в кiльцi Q[x].
Дiйсно, припустимо, що многочлен g1(x) = x2− 2 є звiдним в Q[x]. Тодi

x2 − 2 = (ax+ b)(cx+ d),

де a, b, c, d ∈ Q, причому a ̸= 0, c ̸= 0. Покладемо x = − b
a , тодi

(
− b

a

)2−2 =

0, тобто
(
b
a

)2
= 2, що неможливо при b

a ∈ Q. Аналогiчно якщо припустимо,
що многочлен g2(x) = x2+1 є звiдним в кiльцi Q[x], то отримаємо розклад

x2 + 1 = (ax+ b)(cx+ d),

де a, b, c, d ∈ Q, причому a ̸= 0, c ̸= 0. Звiдки, поклавши x = − b
a , маємо:(

− b
a

)2
+1 = 0, тобто b2+ a2 = 0. Але тодi a = b = 0, що суперечить вибору

a.
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В кiльцi R[x] многочлен g1(x) = x2 − 2 є звiдним, а тому маємо iнший
розклад g(x) на незвiднi множники:

g(x) = (x−
√
2)(x+

√
2)(x2 + 1).

В свою чергу, в кiльцi C[x] многочлен g2(x) = x2 + 1 = (x+ i)(x− i), тому

g(x) = (x−
√
2)(x+

√
2)(x+ i)(x− i).

Розв’язання в Maple. Для розкладу многочлена f(x) ∈ P [x] на незвiднi
над P множники використовується команда factor(f,P). Параметр P –
необов’язковий, за замовчуванням (вiдсутностi параметра) здiйснюється
розклад над полем Q. Для розкладу над полем R замiсть P слiд зазначити
real, для розкладу над полем C – complex.

а) Розкладаємо многочлен f(x) послiдовно над полями Q, R, C.
> factor(x^3-3*x-2);

(x− 2) (x+ 1)2

> factor(x^3-3*x-2,real);
(x+ 1.)2 (x− 2.)

> factor(x^3-3*x-2,complex);
(x+ 1.)2 (x− 2.)

б) Для многочлена g(x) аналогiчно:
> factor(x^4-x^2-2);

(x2 − 2) (x2 + 1)

> factor(x^4-x^2-2,real);
(x+ 1.414213562) (x− 1.414213562) (x2 + 1.)

> factor(x^4-x^2-2,complex);
(x+ 1.414213562) (x+ 1. I) (x− 1. I) (x− 1.414213562)

Щоб одержати запис iррацiонального числа
√
2 = 1.414213562... в роз-

кладi над полем дiйсних чисел у виглядi
√
2 можна вказати поле P , над

яким необхiдно розкласти многочлен, як поле Q[
√
2] (при цьому зазначаємо

лише радикал
√
2):

> factor(x^4-x^2-2,sqrt(2));

−(x2 + 1) (x+
√
2) (−x+

√
2)

Щоб визначити, чи є многочлен незвiдним над деяким полем, можна ви-
користати команду irreduc(f,P). Результатом цiєї команди є: true – якщо
многочлен f – незвiдний над P ; false – якщо многочлен f – звiдний над P .
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В процесi розв’язання було доведено, що многочлени g1(x) = x2 − 2 i
g2(x) = x2 + 1 є незвiдними в кiльцi Q[x]. Дiйсно,

> g1:=x^2-2: irreduc(g1);
true

> g2:=x^2+1: irreduc(g2);
true

Далi над полем R многочлен g1(x) – звiдний, а g2(x) – незвiдний:

> irreduc(g1,real); irreduc(g2,real);
false

true

а над полем C обидва многочлени – звiднi:

> irreduc(g1,complex); irreduc(g2,complex);
false

false

Зауваження. Часто необхiдно розкласти многочлен на множники 1-го сте-
пеня. Такий розклад iснує для будь-якого многочлена степеня > 1 в його
полi розкладу. Вiдомо також, що поле C мiстить поле розкладу довiльно-
го многочлена степеня > 1 з числовими коефiцiєнтами, тому над полем
C кожний iз многочленiв степеня > 1 можна розкласти на множники 1-
го степеня. Це означає, що розклад на множники в кiльцi C[x] заданих
многочленiв можна знаходити за допомогою команди Split(f, x) iз пакету
PolynomialTools, результатом якої є розклад многочлена f(x) в добуток
множникiв 1-го степеня:
> with(PolynomialTools):

f:=x^4-x^2-2:
f1:=Split(f, x);

f1 := (RootOf(_Z 2 − 2) + x) (x− RootOf(_Z 2 + 1)) (RootOf(_Z 2 + 1) + x)

(x− RootOf(_Z 2 − 2))

Запис RootOf(_Z2 − 2) використовується для позначення числа, яке є
одним iз розв’язкiв рiвняння z2 − 2 = 0 (тобто для числа

√
2). Аналогiчно

запис RootOf(_Z2 + 1) – для позначення числа i. Подамо цю вiдповiдь у
радикалах:

> convert(f1, radical);
(x+

√
2) (x− I) (I + x) (x−

√
2)
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Приклад 38.2. Розкласти на незвiднi в кiльцi Z5[x] множники многочлен

f(x) = x5 + x3 + x2 + 1.

Розв’язання. Для розкладу многочлена f(x) на множники застосуємо спо-
сiб групування:

f(x) = x5 + x3 + x2 + 1 = x3(x2 + 1) + (x2 + 1) = (x2 + 1)(x3 + 1).

Далi використовуємо формули скороченого множення:

x2 + 1 = x2 − 4 = (x+ 2)(x− 2),

x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1).
Таким чином,

f(x) = (x+ 2)(x− 2)(x+ 1)(x2 − x+ 1).

Покажемо, що многочлен f1(x) = x2 − x + 1 – незвiдний в кiльцi Z5[x].
Припустимо супротивне. Нехай f1(x) є звiдним. Тодi його можна подати у
виглядi

f1(x) = (ax+ b)(cx+ d),

де a, b, c, d ∈ Z5[x], a ≠ 0, c ̸= 0. Тодi f1(−a −1b) = 0, проте

f1(0) = 1, f1(1) = 1, f1(2) = 3, f1(3) = 2, f1(4) = 3.

Отримана суперечнiсть показує, що припущення невiрне. Отже, f1(x) є
незвiдним в Z5[x], а шуканий розклад многочлена f(x) має вигляд

f(x) = (x+ 2)(x− 2)(x+ 1)(x2 − x+ 1).

Розв’язання в Maple. Для розкладу на незвiднi множники над скiнченними
полями Zp використовується команда factor у вiдповiдному форматi.

Маємо:
> Factor(x^5+x^3+x^2+1) mod 5;

(x2 + 4 x+ 1) (x+ 3) (x+ 2) (x+ 1)

Оскiльки в кiльцi Z5[x] справедливi рiвностi: x2 + 4x + 1 = x2 − x + 1,
x+3 = x− 2, то результат збiгається iз аналiтично отриманим розв’язком.
Зауваження. В Maple є можливiсть розкладати многочлен на множники не лише над
основними числовими полями Q,R,C, але й над полями виду P = Q(

√
d), де d – довiльне

рацiональне число. В такому випадку поле P характеризується параметрами: sqrt(d);
dˆ (1/2); root(d,2); surd(d,2). Наприклад, якщо потрiбно розкласти на множники
многочлен f = x2 − 3 над полем P = Q(

√
3), то матимемо:
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> f:=x^2-3;
f := x2 − 3

> factor(f,sqrt(3)); factor(f,3^(1/2));
factor(f,root(3,2)); factor(f,surd(3,2));

−(−x+
√
3) (x+

√
3)

−(−x+
√
3) (x+

√
3)

−(−x+
√
3) (x+

√
3)

−(−x+
√
3) (x+

√
3)

Над полем P = Q( 3
√
2) многочлен f – незвiдний:

> factor(f,2^(1/3)); factor(f,root(2,3)); factor(f,surd(2,3));
x2 − 3

x2 − 3

x2 − 3

Завдання 38. Розкласти на незвiднi множники многочлен:

38.1. f(x) = x2(x− 2)2 + 3x2 − 15x+ 18 в кiльцi Q[x].

38.2. f(x) = x4 + 11x2 + 100 в кiльцi R[x].

38.3. f(x) = (x+ 2)(x+ 4)(x+ 6)(x+ 8) + 7 в кiльцi Q[x].

38.4. f(x) = x6 − x2 в кiльцi Z5[x].

38.5. f(x) = (x2 + 3x− 1)2 + 4x(x2 + 3x− 1)− 12x2 в кiльцi Q[x].

38.6. f(x) = x9 − 1 в кiльцi Q[x].

38.7. f(x) = 2(x2 + 1)2 + 3x4 + 3x2 в кiльцi C[x].

38.8. f(x) = x4 − 7x2 + 81 в кiльцi R[x].

38.9. f(x) = (x+ 1)(x+ 3)(x+ 5)(x+ 7)− 7 в кiльцi Q[x].

38.10. f(x) = x4 + 4x− 7 в кiльцi Z11[x].

38.11. f(x) = x4 + 16 в кiльцi C[x].

38.12. f(x) = x12 − 1 в кiльцi Z5[x].

38.13. f(x) = 4(x2 + 2)2 + 3x3 + 6x в кiльцi R[x].

38.14. f(x) = 2x4 + 11x2 + 12 в кiльцi R[x].

38.15. f(x) = (x+ 2)(x+ 3)(x+ 4)(x+ 5)− 15 в кiльцi Q[x].
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38.16. f(x) = x6 − x2 в кiльцi Z17[x].

38.17. f(x) = x9 − x в кiльцi Z5[x].

38.18. f(x) = (x3 + 3x)2 + 5x4 + 15x в кiльцi Q[x].

38.19. f(x) = x(x− 3)(x+ 1)2 + 4x2 − 8x− 12 в кiльцi Q[x].

38.20. f(x) = x4 + 8x3 + 16x2 − 9 в кiльцi R[x].

38.21. f(x) = x4 − 2x2 + 2 в кiльцi Z5[x].

38.22. f(x) = x4 − 6x2 + 7 в кiльцi C[x].

38.23. f(x) = (2x2 − x+ 7)2 − 6x(2x2 − x+ 7) + 5x2 в кiльцi Q[x].

38.24. f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 5)(x− 6)− 21 в кiльцi R[x].

38.25. f(x) = x4 + 4 в кiльцi Z5[x].

4. Найбiльший спiльний дiльник та найменше спiльне кратне
многочленiв

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай f(x) i g(x) – многочлени над полем P . Якщо f(x) i g(x) дiляться на многочлен
d(x) з кiльця P [x], то d(x) називають їхнiм спiльним дiльником.

Найбiльшим спiльним дiльником многочленiв f(x) i g(x) над полем P , називається
такий їхнiй спiльний дiльник, який дiлиться на будь-який спiльний дiльник цих мно-
гочленiв, i позначається символом (f, g) або НСД(f, g). Найбiльший спiльний дiльник
заданих многочленiв визначається з точнiстю до сталого множника. Iз всiх найбiльших
спiльних дiльникiв многочленiв f(x) i g(x), як правило, вибирають той, у якого старший
коефiцiєнт рiвний 1.

Теорема. Для будь-яких двох многочленiв f(x) i g(x) з кiльця P [x] (з яких хоча б один
вiдмiнний вiд нуля) найбiльший спiльний дiльник iснує i асоцiйований iз останньою
вiдмiнною вiд 0 остачею алгоритму Евклiда.

Теорема (про лiнiйне представлення найбiльшого спiльного дiльника). Нехай d(x) ∼
(f, g), де f(x), g(x) ∈ P [x], P– поле, deg f = n, deg g = m, deg d = k. Тодi iснує, причому
єдина, пара многочленiв u(x) i v(x) таких, що

d(x) = f(x) · u(x) + g(x) · v(x),

де deg u 6 m− k − 1, (IV.10)
deg v 6 n− k − 1.
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Многочлени f(x) i g(x) з кiльця P [x] називаються взаємно простими, якщо кожен
їхнiй найбiльший спiльний дiльник є многочленом нульового степеня. При цьому пи-
шуть (f, g) ∼ 1.

Теорема. Многочлени f(x) i g(x) з кiльця P [x] є взаємно простими тодi i лише тодi,
коли iснують многочлени u(x), v(x) ∈ P [x] такi, що

1 = f(x) · u(x) + g(x) · v(x).

Спiльним кратним многочленiв f(x), g(x) з кiльця P [x] називають многочлен s(x) ∈
P [x] такий, що дiлиться i на f(x), i на g(x).

Найменшим спiльним кратним многочленiв f(x) i g(x) називається таке їхнє спiльне
кратне, на яке дiлиться кожне спiльне кратне цих многочленiв, i позначається [f, g] або
НСК(f, g).

Теорема. Для будь-яких вiдмiнних вiд нуля многочленiв f(x), g(x) ∈ P [x] найменше
спiльне кратне в P [x] iснує, причому

[f, g] ∼ f(x) · g(x)
(f, g)

.

Теорема. Нехай f(x), g(x) ∈ P [x],

f(x) = [p1(x)]
k1 [p2(x)]

k2 . . . [ps(x)]
ks ,

g(x) = [p1(x)]
t1 [p2(x)]

t2 . . . [ps(x)]
ts

– їхнi узагальненi канонiчнi розклади (ki > 0, ti > 0, i = 1, 2, ..., s). Тодi:

(f, g) ∼ [p1(x)]
r1 [p2(x)]

r2 . . . [ps(x)]
rs , де ri = min

16i6s
(ki, ti) ,

[f, g] ∼ [p1(x)]
m1 [p2(x)]

m2 . . . [ps(x)]
ms , де mi = max

16i6s
(ki, ti) .

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 39.1. Знайти найбiльший спiльний дiльник многочленiв:
а) f(x) = x4 − 2x3 + x− 2 i g(x) = 2x3 − 2x2 − 8 з кiльця Q[x];
б) f(x) = 2x4 + x3 + x2 + x− 1 i g(x) = 2x4 + x3 − x2 − 1 з кiльця Z5[x].

Розв’язання. а) Оскiльки найбiльший спiльний дiльник визначається з то-
чнiстю до сталого множника, то ми можемо множити дiлене i дiльник на
довiльне вiдмiнне вiд 0 число, причому не лише на початку деякого iз по-
слiдовних дiлень, а й в процесi самого дiлення. (При цьому неповнi частки
s1(x), s2(x), . . . змiнюються, проте вони нас не цiкавлять.)

Дiлимо многочлен f(x) на g(x), помноживши попередньо f(x) на 2.
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f(x) = x4 − 2x3 + x− 2 2x3 − 2x2 − 8 = g(x)
(* на 2) 2x4 − 4x3 + 2x− 4 x− 1

2x4 − 2x3 − 8x
−2x3 + 10x− 4
−2x3 + 2x2 + 8

−2x2 + 10x− 12
(÷ на -2) x2 − 5x+ 6

Таким чином, r1(x) ∼ x2 − 5x+ 6 в Q[x].
Далi дiлимо g(x) на многочлен, асоцiйований до r1(x):

g(x) = 2x3 − 2x2 − 8 x2 − 5x+ 6∼ r1(x)
(÷ на 2) x3 − x2 − 4 x+ 4

x3 − 5x2 + 6x
4x2 − 6x− 4

4x2 − 20x+ 24
14x− 28

(÷ на 14) x− 2

Отже, r2(x) ∼ x− 2.
Тепер дiлимо многочлен, асоцiйований до r1(x), на многочлен, асоцiйо-

ваний до r2(x):

r1(x) ∼ x2 − 5x+ 6 x− 2 ∼ r2(x)
x2 − 2x x− 3

−3x+ 6
−3x+ 6

0∼ r3(x)

Останньою вiдмiнною вiд 0 остачею є r2(x). Це означає, що (f, g) ∼ r2(x),
тобто (f, g) ∼ x− 2.

б) Найбiльший спiльний дiльник двох многочленiв, заданих над полем
P , визначається з точнiстю до константи (елемента, вiдмiнного вiд нульо-
вого елемента θ цього поля), тому в процесi дiлення дозволяється множити
дiлене i дiльник на довiльний елемент c ∈ P\{θ}, тобто на c ∈ {1, 2, 3, 4}.

Дiлимо многочлен f(x) на g(x):
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f(x) = 2x4 + x3 + x2 + x− 1 2x4 + x3 − x2 − 1 = g(x)

2x4 + x3 − x2 − 1 1

2x2 + x = r1(x)

Далi дiлимо g(x) на r1(x):

g(x) = 2x4 + x3 − x2 − 1 2x2 + x= r1(x)

2x4 + x3 x2 + 2

−x2 − 1

(замiнюємо коефiцiєнти) 4x2 + 4

4x2 + 2x

3x+ 4

(÷ на 3) x+ 3

Отже, r2(x) ∼ x+ 3.
Тепер дiлимо многочлен r1(x) на многочлен, асоцiйований до r2(x):

r1(x) = 2x2 + x x+ 3 ∼ r2(x)

2x2 + x 2x

0∼ r3(x)

Останньою вiдмiнною вiд 0 остачею є r2(x). Це означає, що (f, g) ∼ r2(x),
тобто (f, g) ∼ x+ 3.

Розв’язання в Maple. а) Для знаходження НСД двох многочленiв f(x) i
g(x) над числовими полями використовується команда gcd(f, g):
> f:=x^4-2*x^3+x-2: g:=2*x^3-2*x^2-8:
> gcd(f,g);

x− 2

б) У випадку скiнченного поля використовуємо формат Gcd(f, g) mod
m.
> f:=2*x^4+x^3+x^2+x-1 mod 5:

g:=2*x^4+x^3-x^2-1 mod 5:
> Gcd(f,g) mod 5;

x+ 3
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Звернiть увагу: у випадку використання команди в звичайному форматi,
отримуємо неправильний результат:
> gcd(f,g);

1

Приклад 39.2. Знайти найбiльший спiльний дiльник многочленiв
f(x) = x6 − x5 − 2x4 − 16x2 + 16x + 32 i g(x) = (x + 1)2(x2 − 4)(x − 2)2 з
кiльця Q[x].

Розв’язання. Для многочлена g(x) легко знайти канонiчний розклад в кiль-
цi Q[x]:

g(x) = (x+ 1)2(x2 − 4)(x− 2)2 = (x+ 1)2(x+ 2)(x− 2)(x− 2)2 =

= (x− 2)3(x+ 1)2(x+ 2).

Тому доцiльно знайти i канонiчний розклад многочлена f(x) в цьому кiль-
цi. Маємо:

f(x) = x6− x5− 2x4− 16x2+16x+32 = x4(x2− x− 2)− 16(x2− x− 2) =

= (x2 − x− 2)(x4 − 16) = (x− 2)2(x+ 1)(x+ 2)(x2 + 4).

За теоремою про знаходження найбiльшого спiльного дiльника много-
членiв, розкладених на незвiднi множники, маємо:

(f, g) ∼ (x− 2)2(x+ 1)(x+ 2).

Розв’язання в Maple. Знайдемо спочатку канонiчнi розклади многочленiв
f(x) i g(x), позначимо їх через f1 i g1 вiдповiдно:
> f:=x^6-x^5-2*x^4-16*x^2+16*x+32:

g:=(x+1)^2*(x^2-4)*(x-2)^2:
f1:=factor(f);
g1:=factor(g);

f1 := (x+ 2) (x+ 1) (x2 + 4) (x− 2)2

g1 := (x+ 1)2 (x− 2)3 (x+ 2)

Тепер знайдемо НСД многочленiв f1 i f2:
> gcd(f1,g1);

(x+ 2) (x+ 1) (x− 2)2

Зауваження. Якщо команду gcd застосувати безпосередньо до заданих многочленiв, а
не до їхнiх розкладiв f1 i f2, то результат (НСД цих многочленiв) не обов’язково буде
записано в канонiчному розкладi, що може викликати хибне припущення про те, що
одержана вiдповiдь не є правильною. Наприклад,
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> gcd(f,g);

(x+ 1) (−4 + x2) (x− 2)

Безпосередня перевiрка (розклад на множники за допомогою команди factor) пока-
зує, що одержана вiдповiдь правильна:
> factor((x+1)*(-4+x^2)*(x-2));

(x+ 2) (x+ 1) (x− 2)2

Завдання 39. Знайти найбiльший спiльний дiльник многочленiв f(x) i
g(x), використовуючи: а) алгоритм Евклiда,

б) канонiчний розклад многочленiв f(x) i g(x).

39.1. а) f(x) = x4 − 9x3 + 25x2 − 24x+ 16,

g(x) = 2x3 − x2 + x+ 1 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = x7 − x3,

g(x) = (x+ 2)2(2x+ 3) в кiльцi Z5[x].

39.2. а) f(x) = x4 − 4x3 + 4x2 − 5x− 2,

g(x) = x2 − x+ 2 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = (x+ 1)2(x2 + 1)(x2 + 5x+ 6)2,

g(x) = (x2 + 3x− 10)(x2 − 1) в кiльцi Z[x].

39.3. а) f(x) = x5 + 7x4 + 13x3 − x2 − 7x− 13,

g(x) = x4 + 8x3 + 23x2 + 34x+ 39 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = (x− 2)2(x2 − 1)(x2 + 1),

g(x) = (x+ i)2(x− 1) в кiльцi C[x].

39.4. а) f(x) = 2x4 + x3 + x2 + x− 1,

g(x) = 2x4 + x3 − x2 − 1 в кiльцi Z5[x];

б) f(x) = (x2 − 4x+ 5)2(x2 − 4x+ 3)2,

g(x) = (x3 − 1)2(x2 − 7x+ 12) в кiльцi Q[x].

39.5. а) f(x) = x3 + (3 + i)x2 + (4i− 1)x− i− 1,

g(x) = x3 + (3 + i)x2 + (2i− 1)x− i+ 1 в кiльцi C[x];
б) f(x) = x15 − 1,

g(x) = x9 − 1 в кiльцi Q[x].
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39.6. а) f(x) = x3 − x2 + 5x− 5,

g(x) = x4 + 2x3 + 2x− 1 в кiльцi R[x];

б) f(x) = (x2 + x+ 1)(x3 − 2),

g(x) = (x+ 2)3(x+ 1) в кiльцi Z3[x].

39.7. а) f(x) = x4 + x3 + 3x2 + x+ 2,

g(x) = x4 + x3 + 4x2 + x+ 3 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = (x2 − 1)(x− 2)3(x2 − 4x+ 3),

g(x) = (x2 − 5x+ 6)(x2 + 1) в кiльцi Z[x].

39.8. а) f(x) = x5 + x4 − 6x3 − x2 − x+ 6,

g(x) = x4 + 2x3 − 4x2 − 5x− 6 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = (x2 + 4)2(x2 − 3x+ 2),

g(x) = (x− 2i)2(x− i)3 в кiльцi C[x].

39.9. а) f(x) = x5 − 3x4 + 2x3 + 4x2 + x+ 2,

g(x) = 2x4 + 3x3 + 4x2 + 4x+ 3 в кiльцi Z5[x];

б) f(x) = (x+ 4)(x3 + 1)2(x2 − 9)2,

g(x) = (x2 + x− 12)2(x+ 1)2 в кiльцi Q[x].

39.10. а) f(x) = x3 + (1− 2i)x2 + 3ix− 2,

g(x) = x3 − ix2 + 3x− 2i в кiльцi C[x];
б) f(x) = x4 − 2x3 − 3x2 + 8x− 4,

g(x) = (x− 1)(x2 − 3x+ 2) в кiльцi Q[x].

39.11. а) f(x) = 3x5 + 5x4 − 16x3 − 65x2 − 5x− 6,

g(x) = 3x4 − 4x3 − x2 − x− 2 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = x10 − x7,

g(x) = (x2 + x+ 1)2(x2 + 1) в кiльцi Z5[x].

39.12. а) f(x) = x4 − x3 + x− 1,

g(x) = x4 − x3 + 3x2 − 2x+ 2 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = (x2 + 4)(x2 − 4)(x2 − 5x+ 6)2,

g(x) = (x2 − 3x+ 2)(x2 − 1) в кiльцi Z[x].
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39.13. а) f(x) = x4 − 6x3 + x2 + 24x+ 16,

g(x) = x5 − 8x4 + 16x3 + x2 − 8x+ 16 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = (x2 + x− 2)(x− 3)2,

g(x) = x5 − x в кiльцi Z5[x].

39.14. а) f(x) = x5 − 6x4 + 2x3 + 2x2 + x+ 2,

g(x) = 3x5 + 4x4 − 4x3 + 2x2 + 4x+ 1 в кiльцi Z7[x];

б) f(x) = (x+ 2)(x3 − 1)2(x2 + 2x− 3)2,

g(x) = (x− 1)(x2 + 5x+ 6)2 в кiльцi Q[x].

39.15. а) f(x) = x4 + ix3 + x+ 1,

g(x) = x5 + (1− i)x4 − ix3 − x2 + 1 в кiльцi C[x];
б) f(x) = x3 − 2x2 − x+ 2,

g(x) = (x2 − 5x+ 6)(x2 − 4) в кiльцi Q[x].

39.16. а) f(x) = x5 + 3x2 − x+ 3,

g(x) = x4 − x3 + 5x2 − x+ 4 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = (x2 + 2)2(x2 + 4)(2x− 1),

g(x) = x13 − x9 в кiльцi Z5[x].

39.17. а) f(x) = 2x3 − 3x2 + 3x− 1,

g(x) = 2x4 − x3 + 10x2 − 7x+ 1 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = (x2 + 4)2(x2 − 1)(x2 − 5x+ 6)3,

g(x) = (x2 − 4)2(x2 + 6) в кiльцi C[x].

39.18. а) f(x) = 2x3 + 3x2 − x− 1,

g(x) = x5 + x4 + 4x3 + 4x2 − 6x+ 1 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = (x3 − 8)2(x2 − 2x+ 1),

g(x) = x4 − 3x3 + 3x2 − 3x+ 2 в кiльцi Q[x].

39.19. а) f(x) = −2x3 + x2 − 4x− 2,

g(x) = x4 + x2 + 1 в кiльцi Z5[x];

б) f(x) = (x2 + x+ 1)(x2 − 6x− 7)(x− 2)3,

g(x) = (x2 − 9x+ 14)(x2 − 9) в кiльцi Z[x].
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39.20. а) f(x) = x3 + x2 − ix− i,

g(x) = x5 − 2ix3 + ix2 − x+ 1 в кiльцi C[x];
б) f(x) = x4 − 5x3 + 5x2 + 5x− 6,

g(x) = (x+ 1)2(x2 − 2x− 3)2 в кiльцi Q[x].

39.21. а) f(x) = x4 − 4x3 + 4x2 − 5x− 2,

g(x) = x3 + x+ 2 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = (x2 + 2)(x− 1)2,

g(x) = (x2 + x+ 1)2 в кiльцi Z3[x].

39.22. а) f(x) = x4 + 2x2 + 1,

g(x) = x5 − x3 + 2x2 − 2x+ 2 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = (x2 + 9)2(x2 − 4)(x− 2)2,

g(x) = (x2 + 3x+ 2)2(x− 3i) в кiльцi C[x].

39.23. а) f(x) = x4 + 7x3 + 19x2 + 23x+ 10 ,

g(x) = x4 + 7x3 + 18x2 + 22x+ 12 в кiльцi Q[x];

б) f(x) = (x2 − 9)(x2 − x+ 1)(x2 − 2x− 3)2,

g(x) = (x2 − 7x+ 10)2(x2 + x+ 1) в кiльцi Z[x].

39.24. а) f(x) = x4 − 3x3 − x− 4,

g(x) = x4 + 2x3 + 5x2 − 5x− 3 в кiльцi Z7[x];

б) f(x) = (x2 − 5x+ 6)2(x2 − 4),

g(x) = (x2 − 4x+ 6)2(x2 − 9) в кiльцi Q[x].

39.25. а) f(x) = 4x4 + 5x2 + 1,

g(x) = 16x3 + 22ix2 − 5x+ i в кiльцi C[x];
б) f(x) = x16 − 1,

g(x) = (x7 − 1)2 в кiльцi Q[x].

Приклад 40.1 Знайти лiнiйне представлення нормованого найбiльшого
спiльного дiльника d(x) многочленiв

f(x) = 4x4 − 2x3 − 16x2 + 5x+ 9 i g(x) = 2x3 − x2 − 5x+ 4
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над полем Q двома способами:
1) використовуючи алгоритм Евклiда;
2) методом невизначених коефiцiєнтiв.

Розв’язання. Знайти лiнiйне представлення найбiльшого спiльного дiльни-
ка d(x) многочленiв f(x) i g(x) над полем P означає знайти такi многочлени
u(x) i v(x) iз P [x], щоб виконувалась рiвнiсть

d(x) = f(x) · u(x) + g(x) · v(x). (IV.11)

1) Застосуємо алгоритм Евклiда до многочленiв f(x) i g(x). Зауважимо,
що тепер вже не можна змiнювати дiлене i дiльник (як в прикладi 39.1),
оскiльки неповнi частки s1(x), s2(x), . . . використовуються при вiдшуканнi
u(x) i v(x). Подiлимо многочлен f(x) на g(x):

f(x) = 4x4 − 2x3 − 16x2 + 5x+ 9 2x3 − x2 − 5x+ 4= g(x)
4x4 − 2x3 − 10x2 + 8x 2x = s1(x)

−6x2 − 3x+ 9= r1(x)

Далi дiлимо g(x) на r1(x):

g(x) = 2x3 − x2 − 5x+ 4 −6x2 − 3x+ 9 = r1(x)
2x3 + x2 − 3x −1

3x+ 1
3 = s2(x)

−2x2 − 2x+ 4
−2x2 − x+ 3

−x+ 1= r2(x) ̸= 0

Тепер дiлимо r1(x) на r2(x):

r1(x) =−6x2 − 3x+ 9 −x+ 1 = r2(x)
−6x2 + 6x 6x+ 9 = s3(x)

−9x+ 9
−9x+ 9

0= r3(x)

Отже, остання вiдмiнна вiд нуля остача r1(x) = −x+ 1. За найбiльший
спiльний дiльник приймемо нормований многочлен d(x) = −r2(x) = x− 1.

Знайдемо представлення d(x) через f(x) i g(x). Маємо систему рiвно-
стей: {

f(x)= g(x) · s1(x) + r1(x),

g(x) = r1(x)s2(x) + r2(x).
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Тодi

r1(x) = f(x)− g(x) · s1(x), (IV.12)
r2(x) = g(x)− r1(x) · s2(x). (IV.13)

r2(x)
з (IV.15)
= g(x)− r1(x)s2(x)

з (IV.14)
=

= g(x)−(f(x)− g(x) · s1(x)) s2(x) = f(x)·(−s2(x))+g(x) (1 + s1(x)s2(x)) =

= f(x)

(
1

3
x− 1

3

)
+ g(x)

(
1 + 2x

(
−1

3
x+

1

3

))
=

= f(x)

(
1

3
x− 1

3

)
+ g(x)

(
1− 2

3
x2 +

2

3
x

)
.

А значить, d(x) = −r2(x) = f(x)

(
−1

3
x+

1

3

)
︸ ︷︷ ︸

u(x)

+ g(x)

(
2

3
x2 − 2

3
x− 1

)
︸ ︷︷ ︸

v(x)

.

2) Подiлимо кожний iз многочленiв f(x) i g(x) на їхнiй найбiльший спiль-
ний дiльник d(x) = x−1 (див. п.1). Знайденi частки дорiвнюють вiдповiдно:
f1(x) = 4x3 +2x2 − 14x− 9 i g1(x) = 2x2 + x− 4, причому (f1, g1) ∼ 1. Для
многочленiв f1(x) i g1(x) використаємо теорему про лiнiйне представлення
найбiльшого спiльного дiльника. В нашому випадку n = 3, m = 2, k = 0.
Отже, для многочленiв f1(x) i g1(x) iснують многочлени u(x) i v(x) iз Q[x]
такi, що:

f1(x) · u(x) + g1(x) · v(x) = 1,

де {
deg u 6 1,

deg v 6 2.

Нехай

{
u(x) = ax+ b,

v(x) = cx2 + dx+m.
Тодi лiнiйне представлення (f1, g1) матиме вигляд

(4x3 + 2x2 − 14x− 9)(ax+ b) + (2x2 + x− 4)(cx2 + dx+m) = 1

або

(4a+ 2c)x4 + (4b+ 2a+ 2d+ c)x3 + (2b− 14a+ 2m+ d− 4c)x2+

+ (−9a− 14b+m− 4d)x+ (−9b− 4m) = 1.
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Прирiвнявши в останнiй рiвностi коефiцiєнти при однакових степенях
змiнної x, маємо: 

4a+ 2c = 0,
4b+ 2a+ 2d+ c = 0,
2b− 14a+ 2m+ d− 4c = 0,
−9a− 14b+m− 4d = 0,
−9b− 4m = 1.

Розв’язавши дану систему, отримуємо: a = −1
3 , b = 1

3 , c = 2
3 , d = −2

3 ,
m = −1. Отже, u(x) = −1

3x+ 1
3 , v(x) =

2
3x

2 − 2
3x− 1. Таким чином,

1 = f1(x)

(
−1

3
x+

1

3

)
+ g1(x)

(
2

3
x2 − 2

3
x− 1

)
.

Тодi

(f, g) = f(x)

(
−1

3
x+

1

3

)
+ g(x)

(
2

3
x2 − 2

3
x− 1

)
.

Розв’язання в Maple. Для знаходження лiнiйного представлення НСД двох
многочленiв f(x) i g(x) використовується розширена команда gcdex(f, g,
x ’u’,’v’).
> f:=4*x^4-2*x^3-16*x^2+5*x+9:

g:=2*x^3-x^2-5*x+4:
gcdex(f,g,x,’u’,’v’);

−1 + x

Отже, (f, g) ∼ x − 1. Побачити многочлени u(x) i v(x) можна, викли-
кавши їх:
> u;

1

3
− x

3
> v;

−1 +
2

3
x2 − 2

3
x

Для покрокової перевiрки способу 2 розв’язання використаємо процеду-
ру mUndefCoeff iз Прикладу 34.1.

Задаємо многочлени f(x) i g(x):
> f:=4*x^4-2*x^3-16*x^2+5*x+9:

g:=2*x^3-x^2-5*x+4;
Знаходимо найбiльший спiльний дiльник цих многочленiв:

> d:=gcd(f,g);
d := x− 1
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Далi знаходимо многочлени f1(x) i g1(x) та їхнi степенi:
> f1:=simplify(f/d); g1:=simplify(g/d);

f1 := 4x3 + 2 x2 − 14x− 9

g1 := 2x2 + x− 4

> n:=degree(f1,x); m:=degree(g1,x);
n := 3

m := 2

Генеруємо многочлени u(x) та v(x) (див. Приклад 34.1):
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> u:=generatePoly(m-1,a);

v:=generatePoly(n-1,b);
u := a0 + a1 x

v := b0 + b1 x+ b2 x
2

Застосовуємо метод невизначених коефiцiєнтiв до рiвностi f1u+g1v = 1:
> mUndefCoeff(f1*u+g1*v,1);

{a0 =
1

3
, a1 =

−1

3
, b0 = −1, b1 =

−2

3
, b2 =

2

3
}

Отже, u(x) = 1
3 −

1
3x, v(x) = −1− 2

3x+ 2
3x

2.

Приклад 40.2 Знайти лiнiйне представлення найбiльшого спiльного дiль-
ника d(x) многочленiв

f(x) = 2x4 + x3 + x2 + x− 1 i g(x) = 2x4 + x3 − x2 − 1

з кiльця Z5[x] двома способами:
1) використовуючи алгоритм Евклiда;
2) методом невизначених коефiцiєнтiв.

Розв’язання. 1) Пiд час застосування алгоритму Евклiда до многочленiв
f(x) i g(x) в Прикладi 39.1 дiленi i дiльники не змiнювались, випишемо
рiвностi: {

f(x)= g(x) · s1(x) + r1(x),

g(x) = r1(x)s2(x) + r2(x).

лише замiсть остачi r2(x) = −2x + 4 було взято асоцiйований нормований
многочлен d(x) = x+ 3 = 2r2(x). Знайдемо представлення d(x) через f(x)
i g(x). Маємо систему рiвностей:
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{
f(x)= g(x) · s1(x) + r1(x),

g(x) = r1(x)s2(x) + r2(x).

Тодi

r1(x) = f(x)− g(x) · s1(x), (IV.14)
r2(x) = g(x)− r1(x) · s2(x). (IV.15)

звiдки

r2(x)
з (IV.15)
= g(x)− r1(x)s2(x)

з (IV.14)
=

= g(x)−(f(x)− g(x) · s1(x)) s2(x) = f(x)·(−s2(x))+g(x) (1 + s1(x)s2(x)) =

= f(x)
(
−x2 − 2

)
+ g(x)(1 + 1 · (x2 + 2) =

= f(x)
(
4x2 − 2

)
+ g(x)(x2 + 3).

А значить,

d(x) = 2r2(x) = f(x)
(
3x2 − 4

)
+ g(x)(2x2 + 1) =

= f(x)
(
3x2 + 1

)
︸ ︷︷ ︸

u(x)

+ g(x)
(
2x2 + 1

)
︸ ︷︷ ︸

v(x)

.

2) Дiлимо кожний iз многочленiв f(x) i g(x) на їхнiй найбiльший спiль-
ний дiльник d(x) = x+3. Знайденi частки дорiвнюють вiдповiдно: f1(x) =
2x3 + x + 3 i g1(x) = 2x3 + 4x + 3, причому (f1, g1) ∼ 1. Для многочленiв
f1(x) i g1(x) використаємо теорему про лiнiйне представлення найбiльшого
спiльного дiльника. В даному випадку n = 3, m = 3, k = 0. Отже, для
многочленiв f1(x) i g1(x) iснують многочлени u(x) i v(x) iз Q[x] такi, що:

f1(x) · u(x) + g1(x) · v(x) = 1,

де {
deg u 6 2,

deg v 6 2.

Нехай

{
u(x) = ax2 + bx+ c,

v(x) = mx2 + nx+ p.
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Тодi лiнiйне представлення (f1, g1) матиме вигляд

(2x3 + x+ 3)(ax2 + bx+ c) + (2x3 + 4x+ 3)(mx2 + nx+ p) = 1

або

(2m+2a)x5 + (2n+2b)x4 + (2p+4m+2c+ a)x3 + (3m+3a+4n+ b)x2+

+ (4p+ 3n+ c+ 3b)x+ (3p+ 3c) = 1.

Прирiвнюючи в останнiй рiвностi коефiцiєнти при однакових степенях
змiнної x, маємо: 

2m+ 2a = 0,

2n+ 2b = 0,

2p+ 4m+ 2c+ a = 0,

3m+ 3a+ 4n+ b = 0,

4p+ 3n+ c+ 3b = 0.

3p+ 3c = 1.

Розв’язавши дану систему, отримаємо: a = 3, b = 0, c = 1, m = 2, n = 0,
p = 1. Отже, u(x) = 3x2 + 1, v(x) = 2x2 + 1. Таким чином,

1 = f1(x)
(
3x2 + 1

)
+ g1(x)

(
2x2 + 1

)
.

Тодi i
(f, g) = f(x)

(
3x2 + 1

)
+ g(x)

(
2x2 + 1

)
.

Розв’язання в Maple. Для пошуку лiнiйного представлення НСД много-
членiв f(x) i g(x), заданих над полем Zm, використовується аналогiчна
команда Gcdex(f, g, x ’u’,’v’) mod m.
> f:=2*x^4+x^3+x^2+x-1 mod 5:

g:=2*x^4+x^3-x^2-1 mod 5:
Gcdex(f,g,x,’u’,’v’) mod 5;

x+ 3

> u;v;

3x2 + 1

2x2 + 1
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Завдання 40. Знайти лiнiйне представлення найбiльшого спiльного дiль-
ника многочленiв f(x) i g(x) двома способами:

1) використовуючи алгоритм Евклiда;
2) методом невизначених коефiцiєнтiв, якщо:

40.1. f(x) = x5 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 2,

g(x) = x3 − 3x+ 2 в кiльцi Z5[x].

40.2. f(x) = x3 − 4x2 − 4x− 5,
g(x) = x3 − 6x2 − 6x− 7 в кiльцi Q[x].

40.3. f(x) = 3x5 − 2x4 − 2x3 + 4x2 − x− 2,
g(x) = x4 − x3 + x− 12 в кiльцi Q[x].

40.4. f(x) = x5 + (2i− 4)x4 − 8ix3 + x+ 2i,
g(x) = x4 + (2i− 3)x3 − 6ix2 + x+ 2i в кiльцi C[x].

40.5. f(x) = x5 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 2,

g(x) = x3 − 3x+ 2 в кiльцi Z7[x].

40.6. f(x) = x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1,
g(x) = x4 − 3x3 + 4x2 − 3x+ 3 в кiльцi Q[x].

40.7. f(x) = 3x5 − 2x4 − 13x3 + 8x2 + 7x+ 1,
g(x) = 3x3 − 2x2 + 2x+ 1 в кiльцi Q[x].

40.8. f(x) = 2x5 − 3x2 − 3x+ 2,

g(x) = 2x4 + 3x3 − 2x− 1 в кiльцi Z5[x].

40.9. f(x) = 6x4 − (3i+ 4)x3 + (2i+ 2)x2 + (4− i)x− 2i,
g(x) = 2x3 − (i+ 2)x2 + (2 + i)x− i в кiльцi C[x].

40.10. f(x) = x3 + x+ 1,
g(x) = x4 − x3 + x− 3 в кiльцi Q[x].

40.11. f(x) = x3 − 2x2 + 2x− 1,
g(x) = x3 − 8x2 + 8x− 7 в кiльцi Q[x].

40.12. f(x) = 3x5 + x4 + 2x3 + x2 + 3x+ 2,
g(x) = x4 + x2 + 1 в кiльцi Q[x].
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40.13. f(x) = 2x2 + 3,

g(x) = x4 + 2x3 − 3x2 + x+ 1 в кiльцi Z5[x].

40.14. f(x) = x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1,

g(x) = 2x3 + 4x2 + 6x в кiльцi R[x].

40.15. f(x) = x6 − 6x5 + 7x4 + 18x3 − 43x2 + 19x+ 6,

g(x) = x4 − 6x3 + 12x2 − 11x+ 6 в кiльцi Q[x].

40.16. f(x) = x5 − (i+ 1)x4 + ix3 + x2 − (i+ 3)x+ 3i,

g(x) = x4 − ix3 + x2 + (1− i)x− i в кiльцi C[x].

40.17. f(x) = 3x5 − 2x4 + 7x3 − 2x2 + 2x+ 4,

g(x) = x4 − x3 + 3x2 − 2x+ 2 в кiльцi Q[x].

40.18. f(x) = 3x6 + 3x4 − 2x3 + 3x2 − x+ 3,

g(x) = 3x5 + 2x4 + 3x− 3 в кiльцi Z5[x].

40.19. f(x) = x4 − ix3 + x2 − (i− 1)x− i,

g(x) = 2x4 + x3 + (6i+ 2)x2 + 3ix+ 6i в кiльцi C[x].

40.20. f(x) = x6 − 3x5 − 3x4 − 4x3 + x2 + x+ 1,

g(x) = x5 − 2x4 − 2x3 − 2x2 + x+ 1 в кiльцi Q[x].

40.21. f(x) = x4 + (i− 1)x3 + (2− i)x2 − (i− 1)x+ 1,

g(x) = x4 + (i+ 3)x3 + (3i+ 3)x2 + (3 + 2i)x+ 2 в кiльцi C[x].

40.22. f(x) = x4 − 6x3 + 9x2 + 4x− 12,

g(x) = x4 − 2x3 − 7x2 + 8x+ 12 в кiльцi Q[x].

40.23. f(x) = 4x5 − x4 + x3 − 2x2 + x− 2,

g(x) = 4x4 + 2x2 − x+ 1 в кiльцi Z5[x].

40.24. f(x) = x3 − 5x2 + x− 5,

g(x) = x3 + x2 + x+ 1 в кiльцi Q[x].

40.25. f(x) = x3 − 2x2 + 2x− 1,

g(x) = x4 − 4x3 + 7x2 − 6x+ 3 в кiльцi R[x].
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Приклад 41.1. Знайти найменше спiльне кратне многочленiв:
а) f(x) = x4 − 2x3 + x− 2 i g(x) = 2x3 − 2x2 − 8 з кiльця Q[x];
б) f(x) = 2x4 + x3 + x2 + x− 1 i g(x) = 2x4 + x3 − x2 − 1 з кiльця Z5[x].

Розв’язання. Для вiдшукання найменшого спiльного кратного даних мно-
гочленiв використаємо формулу:

[f, g] ∼ f(x) · g(x)
(f, g)

.

а) В прикладi 39.1 було показано, що (f, g) ∼ d(x), де d(x) = x−2, тому

[f, g] ∼ (x4 −2x3 +x−2)(2x3 −2x2 −8)

x− 2
=

(x−2)(x3 +1)(2x3 −2x2 −8)

x− 2
=

= (x3 + 1)(2x3 − 2x2 − 8) = 2x6 − 2x5 − 6x3 − 2x2 − 8.

Вiдповiдним нормованим НСК многочленiв f(x) i g(x) є многочлен

m(x) = x6 − x5 − x3 − x2 − 4.

б) НСД многочленiв f(x) i g(x) було знайдено в Прикладi 39.1: (f, g) ∼
x+ 3, тому

[f, g] ∼
(2x4 + x3 + x2 + x− 1)(2x4 + x3 − x2 − 1)

x+ 3
=

=
(x+ 3)(2x3 + x+ 3)(2x4 + x3 − x2 − 1)

x+ 3
= (2x3+x+3)(2x4+x3−x2−1) =

= 4x7 + 2x6 + 2x4 + 2x2 + 4x+ 2.

Нормованим НСК многочленiв f(x) i g(x) є многочлен

m(x) = x7+2·4
−1
x6+2·4

−1
x4+2·4

−1
x2+x+2·4

−1
= x7+3x6+3x4+3x2+x+3.

Розв’язання в Maple. Для знаходження НСК двох многочленiв f(x) i
g(x) використовується команда lcm(f,g) або (у випадку скiнченного по-
ля) Lcm(f, g) mod m.

а) Маємо:
> f:=x^4-2*x^3+x-2:g:=2*x^3-2*x^2-8:

lcm(f,g);
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(x3 + 1) (2x3 − 2x2 − 8)

Знайдемо стандартний вигляд одержаного многочлена, розкривши дуж-
ки в останнiй рiвностi:
> expand(%);

2x6 − 2x5 − 6x3 − 2x2 − 8

Отже, [f, g] ∼ 2x6 − 2x5 − 6x3 − 2x2 − 8.
б)

> f:=2*x^4+x^3+x^2+x-1 mod 5:
g:=2*x^4+x^3-x^2-1 mod 5:

> Lcm(f,g) mod 5;
3 + x+ 3 x2 + 3 x4 + 3 x6 + x7

Отже, [f, g] ∼ x7 + 3x6 + 3x4 + 3x2 + x+ 3.

Приклад 41.2. Знайти найменше спiльне кратне многочленiв

f(x) = x6 − x5 − 2x4 − 16x2 + 16x+ 32

i
g(x) = (x+ 1)2(x2 − 4)(x− 2)2

з кiльця Q[x].

Розв’язання. Як було показано при розв’язаннi Прикладу 39.2, многочлени
f(x) i g(x) в кiльцi Q[x] мають канонiчнi розклади:

f(x) = (x− 2)2(x+ 1)(x+ 2)(x2 + 4),

g(x) = (x− 2)3(x+ 1)2(x+ 2).

За теоремою про знаходження найменшого спiльного кратного многочле-
нiв, розкладених на незвiднi множники, маємо:

[f, g] ∼ (x− 2)3(x+ 1)2(x+ 2)(x2 + 4).

Розв’язання в Maple. Застосуємо той самий пiдхiд, що й при розв’язуваннi
Прикладу 39.2.
> f:=x^6-x^5-2*x^4-16*x^2+16*x+32;

f := x6 − x5 − 2 x4 − 16x2 + 16x+ 32

> g:=(x+1)^2*(x^2-4)*(x-2)^2;
g := (x+ 1)2 (x2 − 4) (x− 2)2
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> f1:=factor(f); g1:=factor(g);
f1 := (x+ 2) (x+ 1) (x2 + 4) (x− 2)2

g1 := (x+ 1)2 (x− 2)3 (x+ 2)

> lcm(f1,g1);
(x2 + 4) (x+ 1)2 (x− 2)3 (x+ 2)

Завдання 41. Знайти найменше спiльне кратне многочленiв f(x) i g(x) iз
завдання 39.

5. Формальна алгебраїчна похiдна многочлена. Кратнi коренi.
Вiдокремлення кратних множникiв многочлена

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a2x
2 + a1x+ a0 – деякий многочлен над полем

P .
Похiдною многочлена f(x) називають многочлен

f ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + . . .+ 2a2x+ a1.

Вважають, що похiдна многочлена нульового степеня i нуль-многочлена дорiвнює
нулю (нульовому многочлену). Якщо поле P має характеристику 0, то для кожного
многочлена f(x) з кiльця P [x] такого, що deg f > 1, виконується рiвнiсть deg f ′ =
deg f − 1.

Елемент a поля P називають коренем многочлена f(x) з кiльця P [x], якщо f(a) = 0.

Теорема. Для того, щоб елемент a поля P був коренем многочлена f(x) з кiльця P [x]
необхiдно i достатньо, щоб f(x) дiлився на x− a.

Розглядають також другу, третю, . . ., k-у похiднi вiд многочлена f(x), вiдповiдно
позначаючи їх f ′′(x), f ′′′(x), . . . , f (k)(x); при цьому f (k)(x) визначають як похiдну вiд
f (k−1)(x).

Елемент a називається коренем k-ї кратностi многочлена f(x) з кiльця P [x], якщо
f(x) дiлиться на (x − a)k i не дiлиться на (x − a)k+1. Коренi кратностi 1 називають
простими, а коренi, кратнiсть яких бiльша 1, – кратними.

Теорема (критерiй кореня k-ї кратностi). Для того, щоб елемент a поля P характе-
ристики 0 був коренем кратностi k для многочлена f(x) з кiльця P [x], необхiдно i
достатньо, щоб

f(a) = f ′(a) = . . . = f (k−1)(a) = 0 i f (k)(a) ̸= 0,

де f (i)(x) – i-а похiдна многочлена f(x).
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Теорема (про степiнь незвiдного множника в канонiчному розкладi многочлена). Якщо
незвiдний над полем P характеристики 0 множник p(x) входить до канонiчного роз-
кладу многочлена f(x) в степенi k > 2, то вiн входить до канонiчного розкладу по-
хiдної f ′(x) в степенi k − 1. Якщо незвiдний множник p(x) входить до канонiчного
розкладу многочлена f(x) в 1-му степенi, то вiн не входить до канонiчного розкладу
похiдної f ′(x).

Наслiдок. Многочлен f(x) не має кратних множникiв тодi i лише тодi, коли (f, f ′) =
1.

Позначимо через φ1(x) добуток всiх незвiдних множникiв першої кратностi много-
члена f(x), через φ2(x) – добуток всiх незвiдних множникiв 2-ої кратностi i т.д. Тодi

f(x) = φ1(x)[φ2(x)]
2 . . . [φm(x)]

m

або
f(x) = φ1φ

2
2φ

3
3 . . . φ

m
m. (IV.16)

Якщо многочлен не має множникiв кратностi k < m, то вважають, що φk = 1. Запис
многочлена у виглядi (IV.16) називається вiдокремленням кратних множникiв.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 42.1. Знайти кратнiсть кореня c = −1 многочлена

f(x) = x6 − 6x4 − 4x3 + 9x2 + 12x+ 4

з кiльця Q[x] двома способами:
1) за схемою Горнера;
2) використовуючи критерiй кратностi кореня.

Розв’язання. 1) Подiлимо f(x) послiдовно на x+1, використовуючи схему
Горнера (приклади 37.1, 37.2).

1 0 −6 −4 9 12 4
−1 1 −1 −5 1 8 4 0
−1 1 −2 −3 4 4 0
−1 1 −3 0 4 0
−1 1 −4 4 0
−1 1 −5 9

Як бачимо, многочлен f(x) дiлиться на (x + 1)4, але не дiлиться на
(x+ 1)5. Отже, кратнiсть кореня c = −1 дорiвнює 4.
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2) Перевiримо, чи є c = −1 коренем многочлена f(x). Оскiльки f(−1) =
0, то c = −1 є коренем.

Знайдемо послiдовно похiднi многочлена f(x) i їхнi значення при x = −1
(перше вiдмiнне вiд нуля iз знайдених значень вказуватиме на кратнiсть
кореня):

f ′(x) = 6x5 − 24x3 − 12x2 + 18x+ 12, f ′(−1) = 0;
f ′′(x) = 30x4 − 72x2 − 24x+ 18, f ′′(−1) = 0;
f ′′′(x) = 120x3 − 144x− 24, f ′′′(−1) = 0;
f IV (x) = 360x2 − 144, f IV (−1) = 216 ̸= 0.

Отже, c = −1 – корiнь многочлена f(x) кратностi 4.

Зауваження. Вимога ”P – поле характеристики 0” в умовi критерiю кореня
k-ої кратностi є суттєвою. Для полiв P скiнченної характеристики p кри-
терiй можна без застережень застосовувати лише до многочленiв, степiнь
яких < p.

Розробка процедур. Створимо процедуру rootMult(f,c) для вiдшукання
кратностi заданого кореня c многочлена f(x) з числовими коефiцiєнтами,
алгоритм якої базуватиметься на означеннi кратного кореня. В ходi про-
цедури знаходимо максимальний показник степеня k такий, що многочлен
f(x) дiлиться на (x − c)k (для цього дiлимо многочлен f(x) на (x − c)k,
k = 0, 1, 2, ..., доки це можливо, тобто доти, доки остача дорiвнюватиме
нулю: rem(f,(x-c)ˆ k,x)=0):

rootMult:=proc(f,c)
local k;

k:=0;
while rem(f,(x-c)ˆ k,x)=0 do k:=k+1; end do;
return(k-1);

end proc:
Зокрема, якщо в результатi отримуємо 0, то це означає, що c не є коренем

многочлена f(x).

Розв’язання в Maple. Спосiб I. Застосуємо створену процедуру rootMult
до заданого многочлена:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> f:=x^6-6*x^4-4*x^3+9*x^2+12*x+4:

rootMult(f,-1);
4

Отже, число −1 є коренем кратностi 4 многочлена f(x).
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Спосiб II.Найпростiший метод знаходження кратностi кореня в Maple –
використання команди roots. Дана команда для алгебраїчних полiв має
формат roots(f,x,P), де f(x) – заданий многочлен, P (необов’язковий па-
раметр) – поле, в якому шукають коренi многочлена f(x). В результатi
застосування команди отримуємо набiр [[c1, k1], ..., [cn, kn]] пар виду [ci,
ki], де ci – корiнь кратностi ki многочлена f(x). За вiдсутностi параметра
P здiйснюється пошук коренiв в полi, до якого належать коефiцiєнти мно-
гочлена. Наприклад, якщо всi коефiцiєнти є рацiональними числами, то
виводяться лише рацiональнi коренi.

Маємо:
> f:=x^6-6*x^4-4*x^3+9*x^2+12*x+4:
> roots(f);

[[2, 2], [−1, 4]]

Заданий многочлен має коренi: c1 = 2 кратностi 2 i c2 = −1 кратностi 4.

Приклад 42.2. Знайти кратнiсть кореня c = 6 многочлена

f(x) = x6 − 6x4 − 4x3 + 2x2 + 5x+ 4

з кiльця Z7[x].

Розв’язання. Дiлимо f(x) послiдовно на x− 6, використовуючи схему Гор-
нера.

1 0 −6 −4 2 5 4

6 1 6 2 1 1 4 0

6 1 5 4 4 4 0

6 1 4 0 4 0

6 1 3 4 0

6 1 2 2

Як бачимо, многочлен f(x) дiлиться на (x − 6)4, але не дiлиться на
(x− 6)5. Отже, кратнiсть кореня c = 6 дорiвнює 4.
Розробка процедур. Трохи модифiкуємо процедуру rootmult, створену при
розв’язуваннi попереднього прикладу, замiнивши команду rem на її моду-
лярний аналог Rem. Нова процедура RootMult вже буде мати 3 параме-
три.
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RootMult:=proc(f,c,m)
local k;

k:=0;
while Rem(f,(x-c)ˆ k,x) mod m =0 do k:=k+1; end do;
return(k-1);

end proc:

Розв’язання в Maple. Застосовуємо створену процедуру:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> f:=x^6-6*x^4-4*x^3+2*x^2+5*x+4 mod 7:
> RootMult(f,6,7);

4

Або в iнший спосiб: використовуємо команду roots у форматi Roots(f,
P) mod m.
> f:=x^6-6*x^4-4*x^3+2*x^2+5*x+4 mod 7:
> Roots(f) mod 7;

[[2, 2], [6, 4]]

Кратнiсть кореня c = 6 многочлена f(x) дорiвнює 4.

Завдання 42. Знайти кратнiсть кореня c многочлена f(x) двома способа-
ми (якщо це можливо, див. зауваження на С.318):

1) за схемою Горнера;
2) використовуючи критерiй кратностi кореня, якщо:

42.1. f(x) = x5 − x4 − 25x3 + 94x2 − 124x+ 56 з кiльця Q[x],
c = 2.

42.2. f(x) = x7 − 4x6 + 8x5 − 11x4 + 9x3 − 2x2 − 2x+ 1 з кiльця Q[x],
c = 1.

42.3. f(x) = x4 + (i− 3)x3 + (3− 3i)x2 + (3i− 1)x− i з кiльця C[x],
c = −i.

42.4. f(x) = x5 − 2x4 + 3x2 + 3x+ 3 з кiльця Z5[x],
c = 3.

42.5. f(x) = x5 − 11x4 + 42x3 − 54x2 − 27x+ 81 з кiльця Q[x],
c = 3.

42.6. f(x) = −x4 + 9x3 − 23x2 + 8x+ 16 з кiльця Q[x],
c = 4.
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42.7. f(x) = x7 + 4x5 + x3 + 4x2 + x+ 1 з кiльця Z7[x],
c = 6.

42.8. f(x) = x4 − (4 + 2i)x3 + (5 + 6i)x2 − (2 + 6i)x+ 2i з кiльця C[x],
c = 1 + i.

42.9. f(x) = x5 + 2x4 + 2x3 + 3x2 + 3x+ 1 з кiльця Q[x],
c = −1.

42.10. f(x) = x5 − 9x4 + 32x3 − 56x2 + 48x− 16 з кiльця Q[x],
c = 2.

42.11. f(x) = x7 + x6 + 2x5 + x4 + 2x3 + 2x2 + x+ 2 з кiльця Z5[x],
c = 2.

42.12. f(x) = x4 − (4i+ 2)x3 + (6i− 5)x2 + (6 + 2i)x− 2i з кiльця C[x],
c = i.

42.13. f(x) = x5 + 9x4 + 32x3 + 56x2 + 48x+ 16 з кiльця Q[x],
c = −2.

42.14. f(x) = −x5 − 2x4 − x3 + x2 + 2x+ 1 з кiльця Q[x],
c = −1.

42.15. f(x) = x6 − 6ix5 − 15x4 + 20ix3 + 15x2 − 6ix− 1 з кiльця C[x],
c = i.

42.16. f(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + 1 з кiльця Z3[x],
c = 1.

42.17. f(x) = x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 2 з кiльця Q[x],
c = −2.

42.18. f(x) = x5 + 5x4 + 10x3 + 10x2 + 5x+ 1 з кiльця Q[x],
c = −1.

42.19. f(x) = x5 − 3 з кiльця Z5[x],
c = 3.

42.20. f(x) = x5 − ix4 + 2x3 − 2ix2 + x− i з кiльця C[x],
c = i.

42.21. f(x) = x7 + 2x6 + x5 + 2x2 + 4x+ 2 з кiльця Z5[x],
c = 4.
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42.22. f(x) = x5 + 7x4 + 15x3 + 10x2 + 6x+ 9 з кiльця Q[x],
c = −3.

42.23. f(x) = x5 − 2x4 + 2x3 − 3x2 + 3x− 1 з кiльця Q[x],
c = 1.

42.24. f(x) = x4 − (4i+ 2)x3 + (6i− 5)x2 + (6 + 2i)x− 2i з кiльця C[x],
c = 1 + i.

42.25. f(x) = x4 − 2x3 + 2x− 1 з кiльця Q[x],
c = −1.

Приклад 43.1 Вiдокремити кратнi множники многочлена

f(x) = x5 + 2ix4 + 2x3 + 8ix2 − 7x− 2i.

Розв’язання. Вiдокремити кратнi множники многочлена f(x) означає по-
дати його у виглядi

f(x) = at1t
2
2t

3
3 . . . t

m
m, (IV.17)

де ti – добуток всiх незвiдних множникiв i-ї кратностi в канонiчному роз-
кладi над полем C при всiх i, 1 6 i 6 m, a – старший коефiцiєнт многочлена
f(x).

Схематично вiдшукання множникiв можна подати наступним чином:
I етап II етап III етап

f

q1 =
f
d1

d1 ∼ (f, f ′) t1 =
q1
q2

q2 =
d1
d2

d2 ∼ (d1, d
′
1) t2 =

q2
q3

q3 =
d2
d3

d3 ∼ (d2, d
′
2)

. . . . . . . . .
dm−2 ∼ (dm−3, d

′
m−3) tm−1 =

qm−1

qm

qm−1 =
dm−2

dm−1

dm−1 ∼ (dm−2, d
′
m−2) tm = qm

qm = dm−1

dm

dm ∼ (dm−1, d
′
m−1) ∼ 1
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I. Знайдемо спочатку многочлени di(x):
d1 ∼ (f, f ′) – це найбiльший спiльний дiльник многочленiв f(x) i f ′(x).
Застосуємо алгоритм Евклiда (як у прикладi 39.1).

f(x) = x5 + 2ix4 + 2x3 + 8ix2 − 7x− 2i 5x4 + 8ix3 + 6x2 + 16ix− 7 = f ′(x)
(* на 5) 5x5 + 10ix4 + 10x3 + 40ix2 − 35x− 10i x+ 2i

5x5 + 8ix4 + 6x3 + 16ix2 − 7x
2ix4 + 4x3 + 24ix2 − 28x− 10i

(* на 5) 10ix4 + 20x3 + 120ix2 − 140x− 50i
10ix4 − 16x3 + 12ix2 − 32x− 14i

36x3 + 108ix2 − 108x− 36i
(÷ на 36) x3 + 3ix2 − 3x− i ∼ r1(x)

f ′(x) = 5x4 + 8ix3 + 6x2 + 16ix− 7 x3 + 3ix2 − 3x− i ∼ r1(x)
5x4 + 15ix3 − 15x2 − 5ix 5x− 7i
−7ix3 + 21x2 + 21ix− 7
−7ix3 + 21x2 + 21ix− 7

0 ∼ r2(x)

Таким чином, d1 = x3 + 3ix2 − 3x− i = (x+ i)3,

d′1 = 3x2 + 6ix− 3 = 3(x+ i)2.

Далi d2 ∼ (d1, d
′
1), тобто d2 = (x+ i)2,

d′2 = 2(x+ i).

d3 ∼ (d2, d
′
2), наприклад, d3 = (x+ i),

d′3 = 1,

тому d4 ∼ (d3, d
′
3), звiдки d4 = 1.

II. Знаходимо многочлени qi(x):

q1 =
f

d1
=

x5 + 2ix4 + 2x3 + 8ix2 − 7x− 2i

x3 + 3ix2 − 3x− i
= x2 − ix+ 2,

q2 =
d1
d2

=
x3 + 3ix2 − 3x− i

(x+ i)2
=

(x+ i)3

(x+ i)2
= x+ i,

q3 =
d2
d3

=
(x+ i)2

x+ i
= x+ i,

q4 =
d3
d4

= x+ i.
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III. Тепер знаходимо множники ti(x):

t1 =
q1
q2

=
x2 − ix+ 2

x+ i
= x− 2i,

t2 =
q2
q3

=
x+ i

x+ i
= 1,

t3 =
q3
q4

=
x+ i

x+ i
= 1,

t4 = q4 = x+ i.

Отже, f(x) = t1t
2
2t

3
3t

4
4 = (x− 2i)(x+ i)4.

Розробка процедур. Для перевiрки промiжних обчислень створимо проце-
дуру isolFactors.

В ходi процедури спочатку знаходимо многочлени di(x) (i = 1, 2, ...,m):

> d[1]:=gcd(f,diff(f,x));
m:=1;
while d[m]<>1 do

d[m+1]:=gcd(d[m],diff(d[m],x));
m:=m+1;

end do;

В результатi виконання циклу отримуємо значення числа m (максимальної
кратностi множника многочлена f(x).

Далi знаходимо многочлени qi(x): q1(x) = f(x)
d1(x)

, qi(x) = di−1(x)
di(x)

, i =
2, ...,m.

> q[1]:=quo(f,d[1],x);
for i from 2 to m do q[i]:=quo(d[i-1],d[i],x); end do;

Нарештi знаходимо множники ti:

> for i from 1 to m-1 do t[i]:=quo(q[i],q[i+1],x); end do;
t[m]:=q[m];

Факторизацiю многочлена формуємо за допомогою циклу (при цьому
необхiдно ввести локальну змiнну f1):

> f1:=1;
for i from 1 to m-1 do f1:=f1*t[i]^i; end do;

Результати всiх промiжних дiй (знайденi многочлени di(x), qi(x), ti(x))
виводимо на екран командою print. Процедура матиме наступний код:
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isolFactors:=proc(f)
local d,m,q,i,t,f1;

d[1]:=gcd(f,diff(f,x));
m:=1;
while d[m]<>1 do d[m+1]:=gcd(d[m],diff(d[m],x)); m:=m+1; end do;
print(seq(d[i],i=1..m));
print(’m’=m);
q[1]:=quo(f,d[1],x);
for i from 2 to m do q[i]:=quo(d[i-1],d[i],x); end do;
print(seq(q[i],i=1..m));
for i from 1 to m-1 do t[i]:=quo(q[i],q[i+1],x); end do;
t[m]:=q[m];
print(seq(t[i],i=1..m));
f1:=lcoeff(f);
for i from 1 to m do f1:=f1*t[i]ˆ i: end do:
print(f1);

end proc:

Розв’язання в Maple. Для перевiрки лише остаточного результату можна
використати команду sqrfree(f), де f – заданий многочлен. Результат
[a,[[t[i],k[i],[t[j],k[j],...,[t[l],k[l]]] слiд iнтерпретувати як f(x) = atkii t

kj
j ...t

kl
l (тоб-

то Maple iгнорує множники ti(x) = 1 запису (IV.17)).
> f:=x^5+2*I*x^4+2*x^3+8*I*x^2-7*x-2*I:
> sqrfree(f);

[1, [[x− 2 I, 1], [I + x, 4]]]

Це означає, що f(x) = t1t
4
4 = (x− 2i)(x+ i)4.

Для покрокової перевiрки використовуємо розроблену процедуру
isolFactors. Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
Маємо:
> isolFactors(x^5+2*I*x^4+2*x^3+8*I*x^2-7*x-2*I);

x3 + 3 I x2 − 3x− I, x2 + 2 I x− 1, x+ I, 1

m = 4

2 + x2 − x I, x+ I, x+ I, x+ I

−2 I + x, 1, 1, x+ I

(−2 I + x) (x+ I)4

Перший рядок отриманого результату мiстить послiдовнiсть многочле-
нiв di(x), максимальна кратнiсть множника m = 4, в третьому рядку наве-
дено послiдовнiсть многочленiв qi(x), а в четвертому – послiдовнiсть мно-
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гочленiв ti(x). В останньому рядку – результат: вiдокремлення кратних
множникiв многочлена f(x).

Приклад 43.2. Вiдокремити кратнi множники многочлена: f(x) :=
x6 − x5 − x4 + 5x3 − 7x2 + 5x− 2.

Розв’язання.
I. Знаходимо спочатку многочлени di(x). Маємо: d1 ∼ (f, f ′), де f ′(x) =

6x5−5x4−x4+15x2−14x+5. За допомогою алгоритму Евклiда послiдовно
знаходимо: d1 = x2 − x + 1. Далi d′1 = 2x − 1, тодi d2 = 1. Таким чином,
заданий многочлен має множники лише кратностi не вище m = 2.

II. Знаходимо многочлени qi(x):

q1 =
f

d1
=

x6 − x5 − x4 + 5x3 − 7x2 + 5x− 2

x2 − x+ 1
= x4 − 2x2 + 3x− 2,

q2 =
d1
d2

=
x2 − x+ 1

1
= x2 − x+ 1.

III. Тепер знаходимо множники ti(x):

t1 =
q1
q2

=
x4 − 2x2 + 3x− 2

x2 − x+ 1
= x2 + x− 2,

t2 = q2 = x2 − x+ 1.

Отже, f(x) = t1t
2
2 = (x2 + x− 2)(x2 − x+ 1)2.

Розв’язання в Maple. Перевiрка остаточного результату:
> f:=x^6-x^5-x^4+5*x^3-7*x^2+5*x-2:

> sqrfree(f);
[1, [[x2 + x− 2, 1], [x2 − x+ 1, 2]]]

Перевiрка промiжних обчислень:
> isolFactors(x^6-x^5-x^4+5*x^3-7*x^2+5*x-2);

x2 − x+ 1, 1

m = 2

x4 − 2 x2 + 3 x− 2, x2 − x+ 1

x2 + x− 2, x2 − x+ 1

(x2 + x− 2) (x2 − x+ 1)2
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Завдання 43. Вiдокремити кратнi множники многочлена

43.1. f(x) = x5 + 3ix4 + 6x3 + 10ix2 + 21x− 9i.

43.2. f(x) = x5 − x4 − 5x3 + x2 + 8x+ 4.

43.3. f(x) = x5 + 3x4 + 5x3 + 5x2 + 3x+ 1.

43.4. f(x) = x4 − 4(2 + i)x3 + 6(3 + 4i)x2 − (8 + 44)ix− 7 + 24i.

43.5. f(x) = x6 + 14x5 + 80x4 + 238x3 + 387x2 + 324x+ 108.

43.6. f(x) = x5 + 3x4 + 7x3 + 9x2 + 8x+ 4.

43.7. f(x) = x5 − 5x4 + (6− i)x3 + (4 + 6i)x2 − (8 + 12i)x+ 8i.

43.8. f(x) = x6 + 14ix5 − 80x4 − 238ix3 + 387x2 + 324ix− 108.

43.9. f(x) = x5 − 4ix4 − x3 − 10ix2 − 4x− 8i.

43.10. f(x) = x6 − x5 − x4 + 5x3 − 7x2 + 5x− 2.

43.11. f(x) = x6 − 14x5 + 80x4 − 238x3 + 387x2 − 324x+ 108.

43.12. f(x) = x5 − 4ix4 − x3 − 10ix2 − 4x− 8i.

43.13. f(x) = x5 + (i+ 2)x4 + (3 + 4i)x3 + 5ix2 + (4i− 2)x− 2.

43.14. f(x) = x4 + 5x3 + 9x2 + 8x+ 4.

43.15. f(x) = x6 + (1+ i)x5 + (5+ i)x4 + (5+ i)x3 + (8+ i)x2 + 4(2− i)x− 4i.

43.16. f(x) = x6 + 10x5 + 41x4 + 88x3 + 104x2 + 64x+ 16.

43.17. f(x) = x6+9x5+(32− i)x4+(56−8i)x3+24(2− i)x2+16(1−2i)x−16i.

43.18. f(x) = x5 − 7x4 + 20x3 − 32x2 + 32x− 16.

43.19. f(x) = x5 − ix4 + 5x3 − ix2 + 8x+ 4i.

43.20. f(x) = x6 − 14ix5 − 80x4 + 238ix3 + 387x2 − 324ix− 108.

43.21. f(x) = x5 − (2− 9i)x4 − (26+ 18i)x3 + (54− 18i)x2 − 27(1− 2i)x− 27i.

43.22. f(x) = x5 − 3x4 + 5x3 − 5x2 + 3x− 1.

43.23. f(x) = x5 + 4x4 + x3 − 10x2 − 4x+ 8.

43.24. f(x) = x5 + ix4 + 2x3 + 2ix2 + x+ i.

43.25. f(x) = x4 − 3x3 + (3− i)x2 + (2i− 1)x− i.
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Роздiл V

Многочлени вiд багатьох змiнних

1. Симетричнi многочлени

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Многочлен f(x1, x2, . . . , xn) з кiльця P [x1, x2, . . . , xn] називають симетричним вiдносно
змiнних x1, x2, . . . , xn, якщо при будь-якiй пiдстановцi змiнних x1, x2, . . . , xn отримуємо
той самий многочлен. Симетричнi многочлени

σ1 = x1 + x2 + . . .+ xn,

σ2 = x1x2 + x1x3 + . . .+ xn−1xn,

. . . . . . . . . . . .

σn = x1x2 . . . xn

називають елементарними симетричними многочленами.

Теорема. Будь-який симетричний многочлен f(x1, x2, . . . , xn) вiд n змiнних над полем
P можна подати (причому єдиним чином) у виглядi многочлена вiд елементарних си-
метричних многочленiв σ1, σ2, . . . , σn цих змiнних, коефiцiєнти якого належать тому
самому полю P .

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 44. Виразити через елементарнi симетричнi многочлени много-
член

f(x1, x2, x3) = x1x2(2x
2
1 − x1x2 + 2x22) + x1x3(2x

2
1 − x1x3 + 2x23)+

+ x2x3(2x
2
2 − x2x3 + 2x23) + 5x21 + 5x22 + 5x23 − x1 − x2 − x3.

Розв’язання. Розкриємо дужки i запишемо даний многочлен як суму одно-
рiдних многочленiв: f(x1, x2, x3) = h4(x1, x2, x3) + 5h2(x1, x2, x3)− σ1, де

h4(x1, x2, x3) = 2x31x2−x21x
2
2+2x1x

3
2+2x31x3−x21x

2
3+2x1x

3
3+2x32x3−x22x

2
3+2x2x

3
3,
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h2(x1, x2, x3) = x21 + x22 + x23
четвертого i другого степенiв вiдповiдно. Розв’яжемо дану задачу для ко-
жного однорiдного симетричного многочлена окремо.

Щоб виразити многочлен h4(x1, x2, x3) через елементарнi симетричнi
многочлени, використаємо метод невизначених коефiцiєнтiв. Вищим чле-
ном многочлена h4(x1, x2, x3) є 2x31x2. Складемо таблицю:

Система показникiв Вищий член Вiдповiдний добуток
вищого члена елементарних
x1 x2 x3 симетричних многочленiв
3 1 0 2x31x2 2σ3−1

1 σ1−0
2 σ0

3 = 2σ2
1σ2

2 2 0 ax21x
2
2 aσ2−2

1 σ1−0
2 σ0

3 = aσ2
2

2 1 1 bx21x2x3 bσ2−1
1 σ1−1

2 σ1
3 = bσ1σ3

Отже, справедливе представлення

h4(x1, x2, x3) = 2σ2
1σ2 + aσ2

2 + bσ1σ3,

де a, b – невизначенi коефiцiєнти. Для вiдшукання коефiцiєнтiв a i b доста-
тньо надати змiнним x1, x2, x3 деяких конкретних значень. Надамо споча-
тку значень x1 = x2 = 1, x3 = 0, а потiм x1 = x2 = 1, x3 = −1 i заповнимо
наступну таблицю:

x1 x2 x3 σ1 σ2 σ3 h4(x1, x2, x3)
= x1 + x2 + x3 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = x1x2x3 = 2σ2

1σ2 + aσ2
2 + bσ1σ3

1 1 0 2 1 0 3 = 8 + a
1 1 −1 1 −1 −1 −7 = −2 + a− b

Маємо систему рiвнянь:
{

3 = 8 + a,
−7 = −2 + a− b,

розв’язками якої є{
a = −5,
b = 0.

Отже, h4(x1, x2, x3) = 2σ2
1σ2 − 5σ2

2.

Щоб виразити многочлен h2(x1, x2, x3) через елементарнi симетричнi
многочлени, використаємо формули скороченого множення. Оскiльки

(x1 + x2 + x3)
2 = x21 + x22 + x23 + 2(x1x2 + x1x3 + x2x3),

то

φ2(x1, x2, x3) = x21+x22+x23 = (x1+x2+x3)
2−2(x1x2+x1x3+x2x3) = σ2

1−2σ2.

Отже,

f(x1, x2, x3) = h4(x1, x2, x3) + 5h2(x1, x2, x3)− σ1 =

= 2σ2
1σ2 − 5σ2

2 + 5(σ2
1 − 2σ2)− σ1 = 2σ2

1σ2 + 5σ2
1 − 5σ2

2 − σ1 − 10σ2.
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Розробка процедур. Створимо процедуру asHomogenSum, за допомогою
якої знаходитимемо однорiднi компоненти многочлена f(x). В ходi проце-
дури отримуємо:

1) множину M всiх членiв многочлена f(x):
> M:={op(f)};

2) множину Nj всiх членiв степеня j, j ∈ 0, n, де n = deg f ;
> N[j]:={}:

for i from 1 to nops(M) do
if degree(M[i])=j then N[j]:=N[j] union {M[i]}; end if;

end do;
3) многочлен hj(x) (однорiдну компоненту степеня j) як суму всiх членiв

степеня j.
> h[j]:=sum(N[j][k],k=1..nops(N[j]));

Код процедури наступний:

asHomogenSum:=proc(f)
local n,i,j,M,N;
global h;

M:={op(f)};
n:=degree(f);
for j from 0 to n do

N[j]:={}:
for i from 1 to nops(M) do

if degree(M[i])=j then N[j]:=N[j] union {M[i]}; end if;
end do;
h[j]:=sum(N[j][k],k=1..nops(N[j]));
print(h[j],odnoridna_komponenta_stepenya=j);

end do;
end proc:

Тепер створимо процедуру для пошуку представлення однорiдного си-
метричного многочлена f(x) через елементарнi симетричнi многочлени.
Зауважимо, що обмежимось лише випадком 3-х змiнних (щоб не ускла-
днювати викладки).

Перш за все знаходимо вищий член многочлена f(x). Для цього впоряд-
куємо члени многочлена f(x) лексикографiчно:
> f1:=sort(f, order=plex(x1,x2,x3), descending):

Член, який стоїть першим злiва, є вищим членом lterm:
> lterm:=op(1,f1);

Знаходимо систему показникiв вищого члена (m!,m2,m3): m1 – це пока-
зник степеня змiнних x1 вищого члена lterm:
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> m1:=degree(lterm,x1):

Аналогiчно

> m2:=degree(lterm,x2): m3:=degree(lterm,x3):

Шукаємо всi можливi набори показникiв (i, j, k). Для таких наборiв по-
виннi виконуватись умови:

1) показники i, j, k утворюють незростаючу послiдовнiсть: i > j > k;
2) сума показникiв однакова i дорiвнює степеню многочлена f(x):

i+ j + k = n;
3) важливо, що вищий член многочлена f(x) (якому вiдповiдає набiр

(m1,m2,m3)), має бути вищим за будь-який iнший знайдений вищий член,
який вiдповiдає набору (i, j, k), тобто якщо вищий член має набiр пока-
зникiв (m1,m2,m3), то для набору показникiв (i,j,k) вищого члена мно-
гочлена g (вiдповiдного добутку елементарних симетричних многочленiв)
має бути справедливо: або m1 > i, або m1 = i, m2 > j, або m1 = i, m2 = j,
m3 > k.

Використовуючи цi факти, знаходимо всi можливi системи показникiв.
Для цього перебираємо всi набори (i, j, k), i ∈ 0,m1, j ∈ 0, i, k ∈ 0, j,
i вибираємо серед них тi, для яких виконуються умови 2) i 3). Ввiвши
лiчильник s для кiлькостi таких наборiв, отримуємо:
> s:=0;

for i from 0 to m1 do
for j from 0 to i do

for k from 0 to j do
if i+j+k=degree(f) and
(m1>i or (m1=i and m2>j) or (m1=i and m2=j and m3>=k))
then

s:=s+1; sp[s]:=[i,j,k]; print(sp[s]);
end if;

end do;
end do;

end do;

Тепер кожному набору sp[i] спiвставимо добуток елементарних симетри-
чних многочленiв:
> for i from 1 to s do

k1:=sp[i][1]; k2:=sp[i][2]; k3:=sp[i][3];
dob[i]:=sigma1^(k1-k2)*sigma2^(k2-k3)*sigma3^k3;

end do;

Тодi f(x) можна подати у виглядi суми:
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> suma:=tcoeff(lterm)*dob[1];
for i from 2 to s do suma:=suma+a[i-1]*dob[i]; end do;
print(suma);
Далi будуємо таблицю. Невизначених коефiцiєнтiв s− 1, тому рядкiв в

таблицi s. А стовпцiв 7 (для значень змiнних x1, x2, x3, значень елементар-
них симетричних многочленiв σ1, σ2, σ3 i стовпець для рiвнянь):
> M:=Matrix(s,7);
Поступово заповнюємо клiтинки таблицi. Перший рядок:
> M[1,1]:=x1: M[1,2]:=x2: M[1,3]:=x3:

M[1,4]:=sigma1: M[1,5]:=sigma2: M[1,6]:=sigma3: M[1,7]:=eq:
Тепер заповнюватимемо рядки з 2-го по s-ий. За алгоритмом необхiдно
надати довiльних значень c1, c2, c3 змiнним x1, x2, x3. Щоб уникнути при
цьому в останньому стовпцi рiвняння виду 0 = 0 (яке може утворитись у
випадку, коли в кожному доданку суми suma є симетричний многочлен σi,
значення якого дорiвнює 0), надамо фiксованих значень змiнним x1, x2, x3
так, щоб всi σi були вiдмiннi вiд 0. А саме:

нехай в 2-му рядку c1 = 1, c2 = 1, c3 = 1;
в 3-му рядку c1 = 2, c2 = 1, c3 = 1;
в i-му рядку c1 = i− 1, c2 = 1, c3 = 1;
в s-му рядку c1 = s− 1, c2 = 1, c3 = 1.

Тодi i-ий рядок буде заповнено наступним чином: c1 = i − 1, c2 = 1,
c3 = 1, σ1 = i + 1, σ2 = 2i − 1, σ3 = i − 1. В останнiй стовпець заносимо
результат пiдстановки даних значень в рiвнiсть f=suma. Маємо:
> for i from 2 to s do

M[i,1]:=i-1: M[i,2]:=1: M[i,3]:=1:
M[i,4]:=i+1: M[i,5]:=2*i-1: M[i,6]:=i-1:
M[i,7]:=subs({x1=M[i,1],x2=M[i,2],x3=M[i,3]},f)=

subs({sigma1=M[i,4],sigma2=M[i,5],sigma3=M[i,6]},suma);
end do;
Виводимо таблицю на екран:

> print(M):
Далi розв’язуємо систему рiвнянь iз останнього рядка таблицi. Щоб по-

тiм можна було використовувати значення коефiцiєнтiв a1, a2, ..., додаємо
команду assign (див. §6 розд.I):
> assign(solve({seq(M[i,7],i=2..s)}));

Знаючи коефiцiєнти a1, a2, ..., знаходимо представлення многочлена f(x)
через елементарнi симетричнi многочлени (на жаль, просто пiдставити зна-
йденi значення у вираз suma не вдається):
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> decomp:=tcoeff(lterm)*dob[s];
for i from s-1 by -1 to 1 do

decomp:=decomp+a[i]*dob[i];
end do;
print(decomp);

Таким чином, маємо наступний код процедури:

ElSymDecomp:=proc(f)
local i,f1,lterm,m1,m2,m3,s,j,k,sp,k1,k2,k3,dob,suma,a,decomp,M;

f1:=sort(f, order=plex(x1,x2,x3), descending):
lterm:=op(1,f1);
m1:=degree(lterm,x1): m2:=degree(lterm,x2): m3:=degree(lterm,x3):
s:=0;
for i from 0 to m1 do

for j from 0 to i do
for k from 0 to j do

if i+j+k=degree(f) and
(m1>i or (m1=i and m2>j) or (m1=i and m2=j and m3>=k))
then s:=s+1; sp[s]:=[i,j,k]; print(sp[s]);

end if;
end do;

end do;
end do;
for i from 1 to s do

k1:=sp[i][1]; k2:=sp[i][2]; k3:=sp[i][3];
dob[i]:=sigma1ˆ (k1-k2)*sigma2ˆ (k2-k3)*sigma3ˆ k3;

end do;
suma:=tcoeff(lterm)*dob[s];
for i from s-1 by -1 to 1 do suma:=suma+a[i]*dob[i]; end do;
print(suma);
M:=Matrix(s,7);
M[1,1]:=x1: M[1,2]:=x2: M[1,3]:=x3:
M[1,4]:=sigma1: M[1,5]:=sigma2: M[1,6]:=sigma3: M[1,7]:=eq:
for i from 2 to s do

M[i,1]:=i-1: M[i,2]:=1: M[i,3]:=1:
M[i,4]:=i+1: M[i,5]:=2*i-1: M[i,6]:=i-1:
M[i,7]:=subs({x1=M[i,1],x2=M[i,2],x3=M[i,3]},f)=

subs( {sigma1=M[i,4],sigma2=M[i,5],sigma3=M[i,6]},suma);
end do;
print(M):
assign(solve({seq(M[i,7],i=2..s)}));
decomp:=tcoeff(lterm)*dob[s];
for i from s-1 by -1 to 1 do decomp:=decomp+a[i]*dob[i]; end do;
print(decomp);

end proc:
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Розв’язання в Maple. Задаємо многочлен f(x):
> f:=x1*x2*(2*x1^2-x1*x2+2*x2^2)+x1*x3*(2*x1^2-x1*x3+2*x3^2)+x2

*x3*(2*x2^2-x2*x3+2*x3^2)+5*x1^2+5*x2^2+5*x3^2-x1-x2-x3:
Запишемо многочлен f(x) в стандартному виглядi:

> f1:=expand(f);

f1 := 2 x1 3 x2 − x1 2 x2 2 + 2 x1 x2 3 + 2 x1 3 x3 − x1 2 x3 2 + 2 x1 x3 3 + 2 x2 3 x3

−x2 2 x3 2 + 2 x2 x3 3 + 5 x1 2 + 5 x2 2 + 5 x3 2 − x1 − x2 − x3
Знайдемо однорiднi компоненти многочлена f(x):

> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> asHomogenSum(f1);

0, odnoridna_komponenta_stepenya = 0

−x1 − x2 − x3 , odnoridna_komponenta_stepenya = 1

5 x1 2 + 5 x2 2 + 5 x3 2, odnoridna_komponenta_stepenya = 2

0, odnoridna_komponenta_stepenya = 3

2 x1 x2 3 + 2 x1 x3 3 − x1 2 x2 2 − x1 2 x3 2 + 2 x1 3 x2 + 2 x1 3 x3 + 2 x2 x3 3

−x2 2 x3 2 + 2 x2 3 x3 , odnoridna_komponenta_stepenya = 4
Таким чином, f(x) можна розкласти в суму однорiдних многочленiв

степенiв 4, 2 i 1. Кожний iз цих многочленiв виразимо через елементарнi
симетричнi многочлени окремо.

Для однорiдної компоненти 4-го степеня матимемо:
> ElSymDecomp(2*x1*x2^3+2*x1*x3^3-x1^2*x2^2-x1^2*x3^2+2*x1^3*x2+2*x1^3*

x3+2*x2*x3^3-x2^2*x3^2+2*x2^3*x3);
[2, 1, 1]

[2, 2, 0]

[3, 1, 0]

2 σ12 σ2 + a2 σ2
2 + a1 σ1σ3 x1 x2 x3 σ1 σ2 σ3 eq

1 1 1 3 3 1 9 = 54 + 9 a2 + 3 a1
2 1 1 4 5 2 35 = 160 + 25 a2 + 8 a1


2 σ12 σ2− 5σ22

Отже, однорiдна компонента 4-го степеня має представлення 2σ2
1σ2 − 5σ2

2.
Для однорiдної компоненти 2-го степеня отримуємо:

> ElSymDecomp(5*x1^2+5*x2^2+5*x3^2);
[1, 1, 0]

[2, 0, 0]
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5σ12 + a1 σ2[
x1 x2 x3 σ1 σ2 σ3 eq
1 1 1 3 3 1 15 = 45 + 3 a1

]
5 σ12 − 10σ2

Тобто однорiдна компонента 2-го степеня має представлення 5σ2
1−10σ2.

Однорiдну компоненту 1-го степеня в Maple перевiряти не має смислу.
Отримуємо наступне представлення многочлена f(x):
> expand(2*sigma1^2*sigma2-5*sigma2^2+5*sigma1^2-10*sigma2-sigma1);

2 σ12 σ2− 5σ22 + 5 σ12 − 10σ2− σ1

Завдання 44. Виразити через елементарнi симетричнi многочлени много-
член:

44.1. f(x1, x2, x3) = 3x41 + 3x42 + 3x43 − 2x1 − 2x2 − 2x3.

44.2. f(x1, x2, x3) = x21x2+x22x3+x21x3+x1x
2
2+x1x

2
3+x2x

2
3−5x1x2−5x2x3−5x1x3.

44.3. f(x1, x2, x3) = (x1 + x2 − 2x3)(x2 + x3 − 2x1)(x1 + x3 − 2x2).

44.4. f(x1, x2, x3) = (x1 − x2)
2(x2 − x3)

2(x1 − x3)
2.

44.5. f(x1, x2, x3) = (x1x2 + x3)(x1x3 + x2)(x2x3 + x1).

44.6. f(x1, x2, x3) = x41 + x42 + x43 + 3x1x2 + 3x2x3 + 3x1x3.

44.7. f(x1, x2, x3) = x31x
2
2 + x32x

2
3 + x31x

2
3 + x21x

3
2 + x21x

3
3 + x22x

3
3 + 2x1x2x3.

44.8. f(x1, x2, x3) = (x21 + 2 + x22)(x
2
2 + 2 + x23)(x

2
1 + 2 + x23).

44.9. f(x1, x2, x3) = (x1 − x2)
4 + (x2 − x3)

4 + (x1 − x3)
4.

44.10. f(x1, x2, x3) = (x21 + x22)(x
2
2 + x23)(x

2
1 + x23).

44.11. f(x1, x2, x3) = (x1 − x2)
4 + (x2 − x3)

4 + (x1 − x3)
4.

44.12. f(x1, x2, x3) = x21(x2 + 1 + x3) + x22(x1 + 1 + x3) + x23(x1 + 1 + x2).

44.13. f(x1, x2, x3) = x41x2 + x42x3 + x41x3 + x1x
4
2 + x1x

4
3 + x2x

4
3.

44.14. f(x1, x2, x3) = (x21 + 2x2x3)(x
2
2 + 2x1x3)(x

2
3 + 2x1x2).

44.15. f(x1, x2, x3) = x41 + x42 + x43 − 2x1x2x3 + 3x1x2 + 3x2x3 + 3x1x3.

44.16. f(x1, x2, x3) = (x1 + 2x2x3)(x2 + 2x1x3)(x3 + 2x1x2).
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44.17. f(x1, x2, x3) = (x1 + 3 + x2)(x1 + 3 + x3)(x2 + 3 + x3).

44.18. f(x1, x2, x3) = x31 + 3x21x
2
2 + x32 + 3x22x

2
3 + x33 + 3x21x

2
3.

44.19. f(x1, x2, x3) = x41 + x42 + x43 + 2(x21 − x22)(x
2
2 − x23)(x

2
1 − x23).

44.20. f(x1, x2, x3) = (x1 + x2)
4 + (x2 + x3)

4 + (x1 + x3)
4.

44.21. f(x1, x2, x3) = (x21 − x2x3)(x
2
2 − x1x3)(x

2
3 − x1x2).

44.22. f(x1, x2, x3) = (2x1 − x2 − x3)(2x2 − x3 − x1)(2x3 − x1 − x2).

44.23. f(x1, x2, x3) = x21x
2
2 + x22x

2
3 + x21x

2
3 + 3x1 + 3x2 + 3x3.

44.24. f(x1, x2, x3) = (1 + x21x
2
2)(1 + x21x

2
3)(1 + x22x

2
3).

44.25. f(x1, x2, x3) = (x21 + x2 + x3)(x
2
2 + x1 + x3)(x

2
3 + x1 + x2).

2. Розклад многочленiв вiд багатьох змiнних
в добуток незвiдних множникiв

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Означення подiльностi многочленiв, властивостi подiльностi, поняття звiдного та незвi-
дного многочлена у кiльцi P [x1, x2, . . . , xn] залишаються такими самими, що й в кiльцi
P [x].

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 45.1. Розкласти на незвiднi над полем Q множники многочлен

f(x, y, z) = x2(y − z)2 − y2(z − x)2 + z2(x− y)2,

використовуючи теорему Безу i метод невизначених коефiцiєнтiв;

Розв’язання. Будемо розглядати многочлен f(x, y, z) як многочлен вiд
змiнної z над областю цiлiсностi Q[x, y]. Знайдемо значення цього мно-
гочлена i при z = y:

при z = 0: f(x, y, 0) = x2(y − 0)2 − y2(0− x)2 + 0(x− y)2 =

= x2y2 − y2x2 + 0 = 0,

i при z = y: f(x, y, y) = x2(y − y)2 − y2(y − x)2 + y2(x− y)2 = 0.
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Це означає, що f(x, y, z) дiлиться на двочлени z − 0︸ ︷︷ ︸
z

i z − y.

Тепер розглядатимемо многочлен f(x, y, z) як многочлен вiд змiнної x
над областю цiлiсностi Q[y, z]. Знайдемо його значення

при x = 0: f(0, y, z) = 0− y2z2 + z2y2 = 0.

Отже, заданий многочлен дiлиться на x− 0︸ ︷︷ ︸
x

.

Враховуючи те, що многочлени z, z − y, x попарно взаємно простi, то
f(x, y, z) дiлиться i на їхнiй добуток xz(z − y).

Оскiльки многочлен f(x, y, z) – однорiдний 4-го степеня, а многочлен
xz(z−y) має степiнь 3, то частка вiд дiлення f(x, y, z) на xz(z−y) є однорi-
дним многочленом вiд змiнних x, y, z 1-го степеня. Знайдемо цей многочлен
методом невизначених коефiцiєнтiв. Маємо:

x2(y − z)2 − y2(z − x)2 + z2(x− y)2 = xz(z − y)(ax+ by + cz),

де a, b, c ∈ Q. Або

−2x2yz+2x2z2+2xy2z−2xyz2 = ax2z2−ax2yz+bxyz2−bxy2z+cxz3−cxyz2.

Прирiвнюємо коефiцiєнти при вiдповiдних членах:

x2yz −2 = −a,
x2z2 2 = a,
xy2z 2 = −b,
xyz2 −2 = b− c,
xz3 0 = c.

Маємо: a = 2, b = −2, c = 0.
Отже, шуканий розклад многочлена f(x, y, z) має вигляд:

f(x, y, z) = xz(z − y)(2x− 2y) = 2xz(z − y)(x− y).

Розв’язання в Maple. Як i у випадку многочленiв вiд однiєї змiнної, для
розкладу многочлена f(x) на множники над числовим полем P використо-
вується команда factor(f, P). Якщо другий аргумент P не задано, здiй-
снюється розклад многочлена f(x) над полем, до якого належать його ко-
ефiцiєнти.
> f:=x^2*(y-z)^2-y^2*(z-x)^2+z^2*(x-y)^2:
> factor(f);

−2 x z (y − z) (x− y)
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Приклад 45.2. Розкласти на незвiднi над полем Q множники многочлен

f(x, y) = x3 − 2x2y − x4y2 + 3x3y3 − x2y4 − 2xy2 + y3.

Розв’язання. Виразимо многочлен f(x, y) через елементарнi симетричнi
многочлени: σ1 = x + y, σ2 = xy. Для цього запишемо його як суму одно-
рiдних многочленiв:

f(x, y) = h1(x, y) + h2(x, y),

де h1(x, y) = x3 − 2x2y − 2xy2 + y3,

h2(x, y) = −x4y2 + 3x3y3 − x2y4

– многочлени 3-го i 6-го степенiв вiдповiдно.
Виразимо спочатку многочлен h1(x, y) через елементарнi симетричнi

многочлени σ1 i σ2 (це легко зробити, використовуючи формули скороче-
ного множення):

h1(x, y) = x3 − 2x2y − 2xy2 + y3 = (x3 + y3)− 2xy(x+ y) =

= (x+ y)(x2 − xy + y2)− 2xy(x+ y) = (x+ y)(x2 + y2 − 3xy) =

= (x+ y)
(
(x+ y)2 − 5xy

)
= (x+ y)3 − 5xy(x+ y) = σ3

1 − 5σ2σ1.

Аналогiчно

h2(x, y) = −x4y2 + 3x3y3 − x2y4 = −x2y2(x2 − 3xy + y2) =

= −x2y2
(
(x+ y)2 − 5xy

)
= −x2y2(x+ y)2 + 5x3y3 = −σ2

1σ
2
2 + 5σ3

2.

Таким чином,

f(x, y) = h1(x, y) + h2(x, y) = (σ3
1 − 5σ2σ1) + (−σ2

1σ
2
2 + 5σ3

2) =

= σ1(σ
2
1 − 5σ2)− σ2

2(σ
2
1 − 5σ2) = (σ2

1 − 5σ2)(σ1 − σ2
2).

Враховуючи, що σ1 = x+ y, σ2 = xy, маємо:

f(x, y) = (x2 − 3xy + y2)(x+ y − x2y2).

Розв’язання в Maple. Маємо:
> f:=x^3-2*x^2*y-x^4*y^2+3*x^3*y^3-x^2*y^4-2*x*y^2+y^3:
> factor(f);

−(x2 y2 − x− y) (x2 − 3x y + y2)
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Завдання 45. Розкласти многочлен на незвiднi над полем Q множники:
а) використовуючи теорему Безу i метод невизначених коефiцiєнтiв;
б) виражаючи многочлен через елементарнi симетричнi многочлени.

45.1. а) f(x, y, z) = (x+ y)(x− y)3 + (y + z)(y − z)3 + (z + x)(z − x)3;

б) f(x, y) = 3x5 + 17x4y + 36x3y2 − 12x3y − 12xy3 + 36x2y3 + 17xy4+

+3y5 − 32x2y2.

45.2. а) f(x, y, z) = x2y2(x− y) + y2z2(y − z) + z2x2(z − x);

б) f(x, y) = 2x3 − 8x2y − x4y2 + 5x3y3 − x2y4 − 8xy2 + 2y3.

45.3. а) f(x, y, z) = yz(y3 − z3) + zx(z3 − x3) + xy(x3 − y3);

б) f(x, y) = 2x4+5x3y+6x2y2+10x3+15x2y+15xy2+2y4+10y3+5xy3.

45.4. а) f(x, y, z) = z3(x− y)3 + x3(y − z)3 + y3(z − x)3;

б) f(x, y) = 2x3 + 4x3y + 8x2y2 + 2y3 + 4xy3 − 3x2 − 6xy − 3y2.

45.5. а) f(x, y, z) = (x2 − y2)3 + (y2 − z2)3 + (z2 − x2)3;

б) f(x, y) = 2x4 + 3x3y − x2y2 − x2 + 3xy3 + xy + 2y4 − y2.

45.6. а) f(x, y, z) = (x− y)5 + (y − z)5 + (z − x)5;

б) f(x, y) = x5 + 4x4y + 7x3y2 + 7x2y3 + 4xy4 + y5 + 3x2 + 3xy + 3y2.

45.7. а) f(x, y, z) = z(x2 − y2)2 − x(y2 − z2)2 + y(z2 − x2)2;

б) f(x, y) = 2x5y2+6x4y3+6x3y4−6x3y2+2x2y5−6x2y3−x2−2xy−y2+3.

45.8. а) f(x, y, z) = x4(y − z) + y4(z − x) + z4(x− y);

б) f(x, y) = 3x3 − 15x2y − x4y2 + 6x3y3 − x2y4 − 15xy2 + 3y3.

45.9. а) f(x, y, z) = xy(x2 − y2)− yz(y2 − z2) + zx(z2 − x2);

б) f(x, y) = x4 − 2x2y2 − 3x3 + 3x2y + 3xy2 + y4 − 3y3.

45.10. а) f(x, y, z) = z2(x2 − y2)2 − x2(y2 − z2)2 + y2(z2 − x2)2;

б) f(x, y) = 2x4y+3x3y2+10x3+15x2y+3x2y3+15xy2+2xy4+10y3.

45.11. а) f(x, y, z) = x2(y − z)3 + y2(z − x)3 + z2(x− y)3;

б) f(x, y) = 2x3−4x2y+4x3y−4xy2+8x2y2+2y3+4xy3−5x2−10xy−5y2.

45.12. а) f(x, y, z) = xy2z(x2 − z2) + yz2x(y2 − x2) + zx2y(z2 − y2);

б) f(x, y) = x4 + 2x3y − 6x2y2 − x2 + 2xy3 + 2xy + y4 − y2.
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45.13. а) f(x, y, z) = x(y4 − z4) + y(z4 − x4) + z(x4 − y4);

б) f(x, y) = 2x5+9x4y+17x3y2+17x2y3+9xy4+2y5−2x2−3xy−2y2.

45.14. а) f(x, y, z) = x(y − z)3 + y(z − x)3 + z(x− y)3;

б) f(x, y) = 3x4y+9x3y2+x4y3− 6x3y− 12x2y2+x3y4+9x2y3+3xy4−
−2x3y3 − 6xy3.

45.15. а) f(x, y, z) = (x− y)(x+ y)3 + (y − z)(y + z)3 + (z − x)(z + x)3;

б) f(x, y) = x4 + x3y − 3x3 + xy3 + y4 − 3y3.

45.16. а) f(x, y, z) = x3y3(x− y) + y3z3(y − z) + z3x3(z − x);

б) f(x, y) = x4 + x3y + 3x3 + xy3 + y4 + 3y3.

45.17. а) f(x, y, z) = x3(y − z) + y3(z − x) + z3(x− y);

б) f(x, y) = 2x3−9x2y+6x3y−9xy2+12x2y2+2y3+6xy3−5x2−10xy−5y2.

45.18. а) f(x, y, z) = x2y2(x2 − y2) + y2z2(y2 − z2) + z2x2(z2 − x2);

б) f(x, y) = x4 + 9x3y + 22x2y2 + 9xy3 + y4.

45.19. а) f(x, y, z) = x3(y2 − z2) + y3(z2 − x2) + z3(x2 − y2);

б) f(x, y) = 2x4y + 5x3y2 + 5x2y3 + 2xy4 − 2x2 − 3xy − 2y2.

45.20. а) f(x, y, z) = x(y4 − z4)− y(z4 − x4) + z(x4 − y4);

б) f(x, y) = 3x4 + 23x3y + 50x2y2 + 23xy3 + 3y4.

45.21. а) f(x, y, z) = yz(y2 − z2) + zx(z2 − x2) + xy(x2 − y2);

б) f(x, y) = x4 + 2x3y + 2x2y2 + 4x3 + 4x2y + 2xy3 + y4 + 4xy2 + 4y3.

45.22. а) f(x, y, z) = z2(x+ y)2 − y2(z + x)2 + x2(y + z)3;

б) f(x, y) = 2x3 + 7x2y + 6x3y + 7xy2 + 15x2y2 + 2y3 + 6xy3.

45.23. а) f(x, y, z) = (x+ y + z)5 − x5 − y5 − z5;

б) f(x, y) = 2x4y + 3x3y2 − 2x3 − 3x2y + 3x2y3 − 3xy2 + 2xy4 − 2y3.

45.24. а) f(x, y, z) = z(x2 − y2)2 + x(y2 − z2)2 + y(z2 − x2)2;

б) f(x, y) = 3x5+20x4y+45x3y2+6x3y+22x2y2+6xy3+45x2y3+20xy4+3y5.

45.25. а) f(x, y, z) = x3(y2 − z2)− y3(z2 − x2) + z3(x2 − y2);
б) f(x, y) = x5 + 4x3y2 + 3x4y + 4x2y3 + 3xy4 + y5 + 3x3y + 3xy3.
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3. Застосування симетричних многочленiв
до розв’язування задач з елементарної математики

Приклад 46.1. Знайти дiйснi розв’язки рiвняння

4
√
629− x+ 4

√
77 + x = 8.

Розв’язання. Зробимо замiну: нехай

4
√
629− x = u,
4
√
77 + x = v. (V.1)

Тодi матимемо систему рiвнянь:{
u+ v = 8,
u4 + v4 = 706.

(V.2)

Позначимо u + v = σ1, uv = σ2 i виразимо u4 + v4 через елементарнi
симетричнi многочлени σ1 i σ2. Маємо:

u4+v4 = (u4+2u2v2+v4)−2u2v2 = (u2+v2)2−2(uv)2 = [(u+v)2−2uv]2−
− 2(uv)2 = (σ2

1 − 2σ)2 − 2σ2
2 = σ4

1 − 4σ2
1σ2 +4σ2

2 − 2σ2
2 = σ4

1 − 4σ2
1σ2 +2σ2

2.

Система (V.2) набуде вигляду{
σ1 = 8,
σ4
1 − 4σ2

1σ2 + 2σ2
2 = 706,

звiдки або
{

σ1 = 8,
σ2 = 113;

або
{

σ1 = 8,
σ2 = 15.

Повертаючись до змiнних u i v, маємо:{
u+ v = 8,
uv = 113;

або
{

u+ v = 8,
uv = 15.

Неважко показати, що перша система рiвнянь дiйсних розв’язкiв не має, а
розв’язками другої є {

u1 = 3,
v1 = 5;

i
{

u2 = 5,
v2 = 3.

Iз урахуванням (V.1) знаходимо вiдповiднi значення x. Маємо:

4
√
629− x = 3 або 4

√
629− x = 5,
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звiдки
x = 548 або x = 4.

Зауваження. На практицi дуже часто зустрiчаються симетричнi многочле-
ни виду

Sk = xk1 + xk1 + . . .+ xkn,

тобто суми k-тих степенiв змiнних. Їх називають степеневими сумами. Не-
важко показати, що справедливi наступнi спiввiдношення:

S2 = x21 + x22 + . . .+ x2n = σ2
1 − 2σ2,

S3 = x31 + x32 + . . .+ x3n = σ3
1 − 3σ1σ2 + 3σ3.

(V.3)

Аналогiчно можна виразити через елементарнi симетричнi многочлени сте-
пеневi суми S4, S5 i т.д.

Розв’язання в Maple. Система Maple може розв’язувати алгебраїчнi рiвня-
ння, нерiвностi та їхнi системи як в аналiтичному, так i в чисельному вигля-
дi. По-перше, зауважимо, що два вирази, якi поєднанi знаком рiвностi (=),
є самостiйним типом даних Maple - рiвняння (equation). Над рiвняннями
можна здiйснювати перетворення, використовуючи звичайнi арифметичнi
дiї, якi виконуються окремо для лiвої i правої частин рiвняння.

Для розв’язування рiвняння eq з одним невiдомим x використовується
команда solve(eq, x) (див. §6 розд.I). При цьому радикали виду n

√
g вводи-

мо у форматi (g)∧(1/n), для квадратних коренiв можна використовувати
формат sqrt(g).
> solve((629-x)^(1/4)+(77+x)^(1/4)=8,x);

4, 548

Зауваження. В окремих випадках Maple не дає точного розв’язку, навiть якщо вiн iснує,
або подає розв’язки за допомогою RootOfs (див. Приклад 38.1). Тодi можна знайти
наближений розв’язок i в такий спосiб перевiрити отриманий аналiтично розв’язок.
Для цього один iз коефiцiєнтiв задаємо як число типу float (записуємо iз „плаваючою
крапкою”).

Приклад 46.2. Знайти дiйснi розв’язки системи рiвнянь:

а)
{

x2y + xy2 = 6,
xy + x+ y = 5;

б)


x− y + z = 4,
x2 + y2 + z2 = 14,
x3 − y3 + z3 = 34.
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Розв’язання. а) Лiва частина кожного iз рiвнянь заданої системи є симе-
тричним многочленом вiд змiнних x, y. Виразимо кожну з них через еле-
ментарнi симетричнi многочлени σ1 = x+ y, σ2 = xy:

x2y + xy2 = xy(x+ y) = σ2σ1; xy + x+ y = σ2 + σ1.

Тодi
{

σ2σ1 = 6,
σ2 + σ1 = 5.

Значення змiнних σ1 i σ2 є коренями многочлена

u2 − 5u + 6, значить, σ1 = 3, σ2 = 2 або навпаки. Розглянемо данi ви-
падки.

Випадок 1: σ1 = 3, σ2 = 2. Маємо:
{

x+ y = 3,
xy = 2;

звiдси x = 1, y = 2 або

x = 2, y = 1.

Випадок 2: σ1 = 2, σ2 = 3. Маємо:
{

x+ y = 2,
xy = 3;

звiдси значення x, y є

коренями многочлена v2 − 2v + 3 (який дiйсних коренiв не має).
Отже, задана система рiвнянь має лише два дiйсних розв’язки: (1; 2) i

(2; 1).
б) Введемо замiну: нехай

t = −y.

Маємо: 
x+ t+ z = 4,
x2 + t2 + z2 = 14,
x3 + t3 + z3 = 34.

(V.4)

Лiва частина кожного iз рiвнянь системи (V.4) є симетричним много-
членом вiд змiнних x, t, z. Нехай

σ1 = x+ t+ z,
σ2 = xt+ xz + tz,
σ3 = xtz.

Тодi, використовуючи формули (V.3), систему рiвнянь (V.4) можна запи-
сати у виглядi 

σ1 = 4,
σ2
1 − 2σ2 = 14,

σ3
1 − 3σ1σ2 + 3σ3 = 34,

звiдки 
σ1 = 4,
σ2 = 1,
σ3 = −6;

або


x+ t+ z = 4,
xt+ xz + tz = 1,
xtz = −6.



344

Значення змiнних x, t, z є коренями нормованого многочлена 3-го сте-
пеня: u3 − 4u2 + u + 6. Знаходимо коренi даного многочлена: u1 = −1,
u2 = 2, u3 = 3. Отже, одним iз розв’язкiв системи рiвнянь (V.4) є (−1, 2, 3).
Усi iншi розв’язки, зважаючи на те, що система (V.4) симетрична, можна
дiстати перестановкою чисел −1, 2, 3. Таким чином,

(x; t; z) ∈ {(−1; 2; 3), (−1; 3; 2), (2;−1; 3), (2; 3;−1), (3;−1; 2), (3; 2;−1)}.

Враховуючи те, що y = −t, отримаємо наступнi розв’язки заданої си-
стеми:

(x; y; z) ∈ {(−1;−2; 3), (−1;−3; 2), (2; 1; 3), (2;−3;−1), (3; 1; 2), (3;−2;−1)} .

Розв’язання в Maple. При розв’язуваннi систем рiвнянь використовується
формат solve({eq1, eq2,...,eqn}, {x1,x2,...,xk}), де eq1, eq2,...,eqn – рiв-
няння системи, x1,x2,...,xk – невiдомi (див. §6 розд.I).

а)
> solve({x^2*y+x*y^2=6,x*y+x+y=5},{x,y});

{x = 2, y = 1}, {x = 1, y = 2},
{x = −RootOf(_Z 2 − 2_Z + 3) + 2, y = RootOf(_Z 2 − 2_Z + 3)}

Квадратний тричлен z2 − 2z + 3 дiйсних коренiв не має, тому
RootOf(_Z 2 − 2_Z + 3) /∈ R, а значить, дiйсних розв’язкiв даної системи
є лише два: (2, 1), (1, 2).

б)
> solve({x-y+z=4, x^2+y^2+z^2=14,x^3-y^3+z^3=34}, {x,y,z});

{x = 3, y = 1, z = 2}, {x = 2, y = 1, z = 3}, {x = 2, y = −3, z = −1},
{x = −1, y = −3, z = 2}, {x = 3, y = −2, z = −1}, {x = −1, y = −2, z = 3}

Завдання 46. Знайти дiйснi розв’язки: а) рiвняння;
б) системи рiвнянь.

46.1. a) 4
√√

x+ 71 = 2 + 4
√
11−

√
x;

б)


x+ y − z = 9,
x2 + y2 + z2 = 41,
x3 + y3 − z3 = 189.

46.2. a) x11−x
x+1 (x+ 11−x

x+1 ) = 30;
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б)
{

(x
√
y + y

√
x)(x+ y) = 390,

x
√
x+ y

√
y = 35.

46.3. 15.3 a) x+ 3
√
28− x3 − x 3

√
28− x3 = 1;

б)
{

(x2 + y2)(x+ y) = 15xy,
(x4 + y4)(x2 + y2) = 85x2y2.

46.4. a) 4
√
x+ 26 + 4

√
6− x = 3

√
2;

б)


xy − yz − xz = 11,
x3 + y3 − z3 = 36,
xyz = −6.

46.5. a) x 3
√
35− x3(x+ 3

√
35− x3) = 30;

б)
{

x3 + x3y3 + y3 = 17,
x+ xy + y = 5.

46.6. a) 7
√

4 + 3
√
x+ 7− 7

√
9− 3

√
28− x = 0;

б)
{

x2 + y2 − x− y = 2,
x4 + y4 + x+ y − 2(x3 + y3) = 4.

46.7. a) 5

√
1
2 +

√
x+ 5

√
1
2 −

√
x = 1;

б)


x− y − z = 2,
x2 + y2 + z2 = 6,
x3 − y3 − z3 = 8.

46.8. a) (x+ 10+x
2x−1)x

10+x
2x−1 = 48;

б)
{

x3 + x3y3 + y3 = 17,
x+ xy + y = 0.

46.9. a) x+
√
5− x2 + x

√
5− x2 = −1;

б)


x− y + z = 1,
xy + yz − zx = 4,
x3 − y3 + z3 = 1.

46.10. a)
√

20+x
x +

√
20−x
x =

√
6;
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б)


1
x +

1
y +

1
z = 13

3 ,

x+ y + z = 13
3 ,

xyz = 1.

46.11. a) 21
√

11 + 3
√
15 + x2 − 21

√
16− 3

√
50− x2 = 0;

б)
{

x3 + y3 − 2x2 + xy − 2y2 = 35,
x2y + xy2 − x− y = 15.

46.12. a)
√
37− 4x2 + 2x+ 11 = 6x

√
37− 4x2;

б)
{

x2 − xy + y2 = 19,
x4 + x2y2 + y4 = 931.

46.13. a) 4
√
97− x+ 4

√
x− 15 = 4;

б)


x+ y − z = 1,
x2 + y2 + z2 = 3,
x3 + y3 − z3 = 1.

46.14. a) (x+ 2 + 3
√
9− x3)x 3

√
9− x3 = 10;

б)
{

x2 + xy + y2 = 4,
(x+ xy + y)(x3 + y3) = 16.

46.15. a) x+ 3
√
126− x3 + 1 = 7x 3

√
126− x3;

б)
{

x+ y = 7 +
√
xy,

x2 + y2 = 9xy + 1.

46.16. a) 3
√
10−

√
x− 1 + 3

√
6 +

√
x− 1 = 4;

б)


x− y + z = 6,
x2 + y2 + z2 = 14,
x3 − y3 + z3 = 36.

46.17. a) 3(x+ 4
√
97− x4) = 5x 4

√
97− x4 + 3;

б)
{

x7y − xy7 = 126,
x− y + 2xy = 5.

46.18. a) 18
√

11 + 4
√
76− 3x− 18

√
16− 4

√
21 + 3x = 0;
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б)
{

(x2 + 1)(y2 + 1) = 10,
(x+ y)(xy − 1) = 3.

46.19. a) 3
√

5 +
√
x+ 2 = 4− 3

√
23−

√
x+ 2;

б)


1
x +

1
y +

1
z = 1,

x2 + y2 + z2 = 41,
yz + zx+ xy = 20.

46.20. a) xx+1
8−x(

x+1
8−x + x) = 70;

б)
{

xy3 + x3y = 78,
(x+ y)(x2 + y2) = 65.

46.21. a) x 4
√
82− x4 + 2(x+ 4

√
82− x4) = 11;

б)
{

x4 + 6x2y2 + y4 = 136,
x3y + xy3 = 30.

46.22. a) 3
√

24 +
√
x− 3

√
5 +

√
x = 1;

б)


x+ y − z = 1,
x2 + y2 + z2 = 1,
x3 + y3 − z3 = 1.

46.23. a) 3
√
35− x3 + 2x 3

√
35− x3 + x = 17;

б)


x− y + z = 9,
x2 + y2 + z2 = 35,
xyz = −15.

46.24. a) 24

√
17 + 4

√
3
√
x− 2− 24

√
20− 4

√
19− 3

√
x = 0;

б)
{

x+ xy + y = 14,
(x2 + y2)(x3 + y3) = 1440.

46.25. a) 4
√
18 + 5x+ 4

√
64− 5x = 4;

б)


1
x +

1
y −

1
z = 7

2 ,

x+ y − z = 7
2 ,

xyz = −1.
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4. Спiльнi коренi многочленiв вiд багатьох змiнних

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Коренем многочлена f ∈ P [x1, x1, ..., xn], де P – поле, називають впорядкований набiр
(c1, c2, ..., cn) елементiв поля P , такий, що f(c1, c2, ..., cn) = 0.

Многочлен f ∈ P [x1, x1, ..., xn], n > 2, взагалi кажучи, може мати i безлiч коренiв. То-
му задача пошуку коренiв многочлена вiд n > 2 змiнних (на вiдмiну вiд випадку n = 1)
є невизначеною. Водночас, задача пошуку спiльних коренiв двох (кiлькох) многочленiв
має достатньо широке практичне застосування. Розглянемо дану задачу спочатку для
випадку n = 1.

I. Пошук спiльних коренiв двох многочленiв вiд однiєї змiнної. Нехай P [x]
– кiльце многочленiв вiд однiєї змiнної x над полем P , F – деяке розширення поля P .
Говорять, що елемент c ∈ F є спiльним коренем двох многочленiв f(x) i g(x) iз кiльця
P [x], якщо c є коренем як многочлена f(x), так i многочлена g(x). Для знаходження
всiх спiльних коренiв многочленiв f(x) i g(x), застосовують наступнi способи.

Спосiб I (за допомогою алгоритму Евклiда): елемент c ∈ F є спiльним коренем
многочленiв f(x) i g(x) тодi i лише тодi, коли c є коренем многочлена d(x) ∼ (f, g).

Спосiб II (за допомогою результанта). Результантом многочленiв

f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0, n > 1,

g(x) = bmx
m + . . .+ b1x+ b0, m > 1,

називається визначник

R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an−1 an−2 ... . . . a1 a0 0 0 ... 0 0
0 an an−1 ... . . . a2 a1 a0 0 ... 0 0
0 0 an ... . . . a3 a2 a1 a0 ... 0 0
. . . . . . . . . ... . . . . . . . . . . . . . . . ... . . . . . .
0 0 0 ... an an−1 an−2 an−3 . . . ... a1 a0
bm bm−1 bm−2 ... b1 b0 0 0 . . . ... 0 0
0 bm bm−1 ... b2 b1 b0 0 . . . ... 0 0
0 0 bm ... b3 b2 b1 b0 . . . ... 0 0
. . . . . . . . . ... . . . . . . . . . . . . . . . ... . . . . . .
0 0 0 ... 0 bm bm−1 bm−2 bm−3 ... b1 b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

q

m

y
q

n

y

порядку m + n. В цьому визначнику першi m рядкiв заповнюються iз зсувом на один
крок коефiцiєнтами многочлена f(x), а решта n рядкiв – коефiцiєнтами многочлена
g(x). Елементи визначника, розташованi нижче за an i bm та елементи, що знаходяться
вище за a0 i b0, всi дорiвнюють 0. Вiдмiтимо також, що на головнiй дiагоналi m елементiв
an i n елементiв bm.

Теорема. Многочлени

f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0, an ̸= 0, n > 1

g(x) = bmx
m + . . .+ b1x+ b0, bm ̸= 0,m > 1,

iз кiльця P [x], P – поле, мають спiльний корiнь (можливо, в деякому розширеннi поля
P ) тодi i лише тодi, коли їхнiй результант R(f, g) дорiвнює 0.
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Якщо вiд умов an ̸= 0, bm ̸= 0 вiдмовитись, то рiвнiсть нулю результанта R(f, g)
залишається необхiдною умовою того, щоб многочлени мали спiльний корiнь. Тому
для розв’язання задачi пошуку параметрiв λ, при яких многочлени f(x) i g(x) мають
спiльний корiнь, необхiдно:
1) Знайти всi значення параметра λ, при яких результант R(f, g) рiвний 0.
2) Для кожного iз значень λ обчислити коефiцiєнти an i bm; при цьому:

- якщо хоча б один iз коефiцiєнтiв an або bm – вiдмiнний вiд 0, то f(x) i g(x)
мають спiльний корiнь;

- якщо an = bm = 0, то потрiбна додаткова безпосередня перевiрка.

II. Пошук спiльних коренiв двох многочленiв вiд багатьох змiнних. Не-
хай P [x1, x2, ..., xn] – кiльце многочленiв вiд n змiнних x1, x2, ..., xn над полем P , F –
деяке розширення поля P . Говорять, що впорядкований набiр (c1, c2, ..., cn) елементiв
c1, c2, ..., cn ∈ F є спiльним коренем многочленiв f1, f2,..., fk iз кiльця P [x1, x2, ..., xn],
якщо (c1, c2, ..., cn) є коренем кожного iз многочленiв fi (i ∈ 1, k). Тому задача пошу-
ку спiльних коренiв многочленiв f1, f2,..., fk – еквiвалентна задачi пошуку розв’язкiв
системи рiвнянь: 

f1(x1, x2, ..., xn) = 0,
f2(x1, x2, ..., xn) = 0,

. . . . . .
fk(x1, x2, ..., xn) = 0.

У випадку многочленiв fi степеня > 2 побудувати загальну теорiю достатньо важко.
Для часткового випадку двох многочленiв довiльного степеня вiд двох змiнних вико-
ристовують метод виключення змiнної.

Алгоритм методу виключення змiнної
Нехай f(x, y) i g(x, y) – многочлени вiд двох змiнних x i y над полем P .
1) Розглядаємо кожен iз многочленiв f(x, y) i g(x, y) як многочлен вiд однiєї змiн-

ної (для цього впорядковуємо кожен iз многочленiв f(x, y) i g(x, y) за степенями цiєї
змiнної). Нехай цiєю змiнною вибрано x. Тодi матимемо:

F (x) = an(y)x
n + an−1(y)x

n−1 . . .+ a1(y)x+ a0(y),

G(x) = bm(y)x
m + bm−1(y)x

m−1 . . .+ b1(y)x+ b0(y),

де ai(y), bj(y) ∈ P [y] (i = 0, 1, ..., n, j = 0, 1, ...,m), причому an(y) i bm(y) не є нуль-
многочленами.

Слiд зауважити, що змiнну, за степенями якої впорядковуємо многочлени f(x, y) i
g(x, y) бажано вибирати в такий спосiб, щоб старший коефiцiєнт кожного iз многочленiв
F (x) i G(x) був константою.

2) Знаходимо результант R(y):

R(y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an(y) an−1(y) an−2(y) ... . . . a1(y) a0(y) 0 ... 0 0
0 an(y) an−1(y) ... . . . a2(y) a1(y) a0(y) ... 0 0
. . . . . . . . . ... . . . . . . . . . . . . ... . . . . . .
0 0 0 ... an(y) an−1(y) an−2(y) an−3(y) ... a1(y) a0(y)

bm(y) bm−1(y) bm−2(y) ... b1(y) b0(y) 0 0 ... 0 0
0 bm(y) bm−1(y) ... b2(y) b1(y) b0(y) 0 ... 0 0
. . . . . . . . . ... . . . . . . . . . . . . ... . . . . . .
0 0 0 ... 0 bm(y) bm−1(y) bm−2(y) ... b1(y) b0(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



350

побудований для F (x) i G(x) за тим же принципом, що результант. В розгорнутiй формi
цей визначник є деяким многочленом вiд змiнної y.

3) Знаходимо всi коренi y0 многочлена R(y).
4) Для кожного iз коренiв y0 розглядаємо вiдповiднi многочлени F (0)(x) = f(x, y0) i

G(0)(x) = g(x, y0) вiд однiєї змiнної x i шукаємо їхнi спiльнi коренi. Це можна зробити
наступним чином:

1 спосiб: знайти коренi кожного iз многочленiв F 0(x) i G0(x) окремо, серед них
вибрати спiльнi;

2 спосiб: знайти коренi найбiльшого спiльного дiльника многочленiв F (0)(x) i G(0)(x).
5) Записуємо всi спiльнi коренi (x0, y0) многочленiв f(x, y) i g(x, y).
При цьому можливi випадки:
Випадок 1. Многочлен R(y) не є нуль-многочленом. Тодi кiлькiсть його коренiв скiн-

ченна. Нехай y0 – деякий iз коренiв.
Якщо вiдповiднi цьому кореню y0 многочлени F (0)(x) i G(0)(x) – обидва нульовi,

тодi довiльний елемент c ∈ P є їхнiм спiльним коренем, а значить, кожна пара (c, y0)
є спiльним коренем многочленiв f(x, y) i g(x, y). Отже, в цьому випадку, многочлени
f(x, y) i g(x, y) мають безлiч спiльних коренiв.

Якщо ж iз вiдповiдних кореню y0 многочленiв F (0)(x) i G(0)(x) принаймнi один – вiд-
мiнний вiд нуль-многочлена, то кiлькiсть спiльних коренiв многочленiв F (0)(x) i G(0)(x)
– скiнченна, а отже, i кiлькiсть спiльних коренiв многочленiв f(x, y) i g(x, y) також
скiнченна.

Випадок 2. Многочлен R(y) є нуль-многочленом. Кiлькiсть його коренiв y0 нескiн-
ченна.

Якщо y0 не є коренем многочленiв an(y) i bm(y) (а таких iснує нескiнченна кiлькiсть),
то за твердженням 2 обов’язково знайдеться такий елемент x0, що (x0, y0) – спiльний
корiнь многочленiв f(x, y) i g(x, y).

Елементiв y0, якi є коренями многочленiв an(y) i bm(y) – скiнченна кiлькiсть. Для
кожного iз них питання про те, чи знайдеться вiдповiдний йому спiльний корiнь много-
членiв f(x, y) i g(x, y) зводиться до питання про iснування спiльних коренiв вiдповiдних
многочленiв F (0)(x) i G(0)(x).

Отже, в цьому випадку кiлькiсть розв’язкiв системи – нескiнченна, проте потребу-
ють перевiрки тi коренi y0 многочлена R(y), що одночасно є i коренями многочленiв
an(y) i bm(y).

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 47. Визначити, при яких значеннях a мають спiльний корiнь
многочлени f(x) = ax2 − 3x− 4 i g(x) = a(a− 1)x3 + x2 − ax− 2 з кiльця
R[x].

Розв’язання. Вiдповiдно до алгоритму (див. теоретичнi вiдомостi I), не-
обхiдно спочатку знайти всi значення параметра a, при яких результант
R(f, g) многочленiв f(x) i g(x) рiвний 0. Маємо:
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R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a −3 −4 0 0
0 a −3 −4 0
0 0 a −3 −4

a(a− 1) 1 −a −2 0
0 a(a− 1) 1 −a −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −36a4 + 70a3 − 38a2 + 4a.

Рiвнiсть R(f, g) = 0 можлива лише у наступних випадках: a1 = 0, a2 =
1, a3,4 = 17

36 ±
√
145
36 .

При a ∈ {17
36+

√
145
36 , 1736−

√
145
36 } коефiцiєнти a2 i b3 многочленiв f(x) i g(x) –

обидва вiдмiннi вiд 0, тому многочлени f(x) i g(x) мають спiльний корiнь.
При a = 1 коефiцiєнт a2 многочлена f(x) вiдмiнний вiд 0, а значить, i в

цьому випадку многочлени f(x) i g(x) мають спiльний корiнь.
При a = 0 коефiцiєнти a2 i b3 многочленiв f(x) i g(x) – обидва рiвнi 0. Це

означає, що в цьому випадку многочлени f(x) i g(x) можуть як мати спiльнi
коренi, так i не мати. Потрiбна додаткова перевiрка. Маємо: f(x) = −3x−4,
g(x) = x2 − 2. Легко бачити, що многочлени f(x) i g(x) спiльних коренiв
не мають.

Отже, многочлени f(x) i g(x) мають спiльнi коренi лише при a ∈
{1, 1736 ±

√
145
36 }.

Розв’язання в Maple. Для пошуку результанта двох многочленiв f(x) i g(x)
використовується команда resultant(f,g,x):
> f:=a*x^2-3*x-4: g:=a*(a-1)*x^3+x^2-a*x-2:
> R:=resultant(f, g, x);

R := −36 a4 + 70 a3 − 38 a2 + 4 a

Знайдемо коренi результанта R:
> s:=solve(R,a);

s := 0, 1,
17

36
+

√
145

36
,
17

36
−

√
145

36
Далi задаємо коефiцiєнти cf i cg многочленiв f(x) i g(x)

> cf:=lcoeff(f,x);
cf := a

> cg:=lcoeff(g,x);
cg := a (a− 1)

i для кожного iз 4-х знайдених значень a, при яких R = 0, обчислюємо
коефiцiєнти cf i cg; якщо хоча б один iз цих коефiцiєнтiв вiдмiнний вiд 0,
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то число a – шукане, якщо ж обидва коефiцiєнти дорiвнюють 0, то потрiбна
додаткова перевiрка:
> for i from 1 to 4 do

if subs({a=s[i]},cf)<>0 or subs({a=s[i]},cg)<>0 then
print(s[i],"maut spilnyi korin")

else print(s[i],"potribna perevirka")
end if;

end do;
0, ”potribna perevirka”

1, ”maut spilnyi korin”

17

36
+

√
145

36
, ”maut spilnyi korin”

17

36
−

√
145

36
, ”maut spilnyi korin”

Як бачимо, при a ∈ {1, 1736 ±
√
145
36 } многочлени f(x) i g(x) мають спiльний

корiнь, при a = 0 потрiбна перевiрка.

При a = 0 розв’язуємо систему рiвнянь
{

f(x) = 0,
g(x) = 0.

Маємо:
> solve({subs({a=0},l), subs({a=0},g)},x);
Дана система розв’язкiв не має, отже, многочлени f(x) i g(x) спiльних
коренiв при a = 0 не мають.

Завдання 47. Визначити, при яких значеннях a мають спiльний корiнь
многочлени f(x) i g(x) з кiльця R[x], якщо:

47.1. f(x) = (a− 4)x3 − 4x+ 1,
g(x) = (a− 4)x+ 4.

47.2. f(x) = x3 + ax2 − 20,
g(x) = x3 + ax− 14.

47.3. f(x) = ax3 + 2x+ 3,
g(x) = ax2 + 2ax− 3.

47.4. f(x) = (a− 1)x3 − a,
g(x) = (a− 1)x2 − a.

47.5. f(x) = x3 + 2ax− 2,
g(x) = x2 − 2a.

47.6. f(x) = (2a− 1)x2 + x+ 3,
g(x) = (2a− 1)x2 − 2.

47.7. f(x) = x3 + (a+ 1)x− 2a,
g(x) = x2 + 3a.

47.8. f(x) = ax3 − 4x+ 1,
g(x) = (2a− 1)x2 − 2.

47.9. f(x) = (a+ 1)x3 + 1,
g(x) = (a+ 1)x− 4.

47.10. f(x) = x3 − ax+ 2,
g(x) = x2 + ax+ 2.
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47.11. f(x) = x2 + ax,
g(x) = x3 + (3a− 1)x− 4a.

47.12. f(x) = (a− 1)x2 − a,
g(x) = (a− 1)x−a.

47.13. f(x) = ax2 + 5x+ 2,
g(x) = ax3 − 2x− 1.

47.14. f(x) = x3 − 4x2 + (a− 5)x− 5a,
g(x) = ax2 − (7 + a)x+ 7a.

47.15. f(x) = (a− 1)x2 + 5x− 3,
g(x) = (a− 1)x2 − 2.

47.16. f(x) = x2 − 2ax,
g(x) = x3 + 2ax− 2a.

47.17. f(x) = x3 + (2a+ 1)x− a,
g(x) = x2 + a.

47.18. f(x) = (a+ 1)x2 + 1,
g(x) = (a+ 1)x2 − 4.

47.19. f(x) = ax3 + 2x+ 3,
g(x) = ax2 + 4x− 3.

47.20. f(x) = x3 + ax+ 1,
g(x) = x2 + ax+ 1.

47.21. f(x) = (a− 1)x2 + 3x− 2,
g(x) = (a− 1)x2 − 4.

47.22. f(x) = x3 + 5x+ 3a,
g(x) = x2 − 2ax− 5.

47.23. f(x) = (a− 1)x3 + x+ 3,
g(x) = (a− 1)x2 − 2.

47.24. f(x) = ax3 + 2x+ 3a,
g(x) = ax2 − 1.

47.25. f(x) = (a+ 1)x2 + 3ax− 2,
g(x) = (a+ 1)x2 − 4.

Приклад 48.1. Знайти спiльнi коренi многочленiв

f(x, y) = x2 − xy + x− y,
g(x, y) = x2y + x2 − 2y

iз кiльця R[x, y], розглядаючи їх як многочлени вiд змiнної x над кiльцем
R[y].
Розв’язання. Розкладаючи данi многочлени за степенями змiнної x, одер-
жимо многочлени

F (x) = x2 + (1− y)x− y,

G(x) = (y + 1)x2 − 2y,

з коефiцiєнтами iз кiльця R[y].
Знайдемо результант R(y):

R(y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1− y −y 0
0 1 1− y −y

y + 1 0 −2y 0
0 y + 1 0 −2y

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −y4 + 3y2 − 2y = −y(y − 1)2(y + 2).
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Многочлен R(y) не є нуль-многочленом, тому маємо випадок 1). Кореня-
ми многочлена R(y) є 0, 1,−2. Оскiльки жоден iз цих коренiв не є коренем
многочленiв a2(y) = 1 i b2(y) = y + 1, то кожному iз них вiдповiдатиме
принаймнi один спiльний корiнь многочленiв f(x, y) i g(x, y).

При y0 = 0 многочлени F (0) i G(0) мають вигляд: F (0) = x2+x, G(0) = x2;
їхнiм спiльним коренем є лише x0 = 0. Отже, одним iз спiльних коренiв
многочленiв f(x, y) i g(x, y) є (0, 0).

При y0 = 1 маємо: F 0(x) = x2−1, G0(x) = 2x2−2. Цi многочлени мають
два спiльнi коренi x0 = 1 i x0 = −1. Одержали ще два спiльних коренiв
многочленiв f(x, y) i g(x, y): (1, 1), (−1, 1).

При y0 = −2 маємо: F 0(x) = x2 + 3x + 2, G0(x) = −x2 + 4. Спiльним
коренем є x0 = −2. Тодi спiльним коренем многочленiв f(x, y) i g(x, y) буде
(−2,−2).

Таким чином, спiльними коренями многочленiв f(x, y) i g(x, y) є: (0, 0),
(1, 1), (−1, 1) i (−2,−2).

Розв’язання в Maple. Для перевiрки остаточного результату достатньо

розв’язати в систему рiвнянь
{

x2 − xy + x− y = 0,
x2y + x2 − 2y = 0.

> solve({x^2-x*y+x-y,x^2*y+x^2-2*y},{x,y});
{x = −1, y = 1}, {x = 0, y = 0}, {x = −2, y = −2}, {x = 1, y = 1}
Покрокову перевiрку здiйснюємо, виконуючи всi дiї в Maple. Для зада-

них многочленiв f(x) i g(x) знаходимо результант R(y):
> f:=x^2-x*y+x-y: g:=x^2*y+x^2-2*y:
> Ry:=resultant(f,g,x);

Ry := −y4 + 3 y2 − 2 y

та його коренi:
> solve(Ry=0);

0, −2, 1, 1

Для кожного iз коренiв результанта знаходимо спiльнi коренi многочле-
нiв f(x) i g(x). Нехай y0 = 0:
> #y0=0

Знаходимо вiдповiднi многочлени F (0) i G(0):
> f0:=subs({y=0},f); g0:=subs({y=0},g);

f0 := x2 + x

g0 := x2

> solve({f0,g0},x);
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{x = 0}
Спiльним коренем многочленiв F (0) i G(0) є x0 = 0. Тодi заданi много-

члени f(x) i g(x) мають спiльний корiнь (0, 0).
Далi аналогiчно при y0 = −2 i y0 = 1 отримуємо:

> #y0=-2
f0:=subs({y=-2},f); g0:=subs({y=-2},g);
solve({f0,g0},x);

f0 := x2 + 3 x+ 2

g0 := −x2 + 4

{x = −2}
Спiльним коренем многочленiв f i g є (−2,−2).
> #y0=1

f0:=subs({y=1},f); g0:=subs({y=1},g);
solve({f0,g0},x);

f0 := x2 − 1

g0 := 2 x2 − 2

{x = 1}, {x = −1}
Спiльними коренями многочленiв f i g є також (1, 1), (−1, 1).

Приклад 48.2. Знайти спiльнi коренi многочленiв

f(x, y) = (y − 1)x2 + 2x− 1 i
g(x, y) = (y − 1)x2 + 4

в полi R дiйсних чисел.

Розв’язання. Знайдемо результант R(y):

R(y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y − 1 2 −1 0
0 y − 1 2 −1

y − 1 0 4 0
0 y − 1 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (y − 1)(25y − 9).

Коренями многочлена R(y) є: 1 i 9
25 .

Оскiльки корiнь y0 = 9
25 не є коренем многочленiв a2(y) = y − 1 i

b2(y) = y−1, то йому вiдповiдатиме принаймнi один спiльний корiнь много-
членiв f(x, y) i g(x, y). Цей корiнь знаходимо як i в попередньому прикладi,
розглядаючи вiдповiднi многочлени F (0) = −16

25x
2+2x−1 i G(0) = −16

25x
2+4.

Їхнiм спiльним коренем є x0 = 5
2 . Тодi спiльним коренем многочленiв f(x, y)

i g(x, y) є: (52 ,
9
25).
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Корiнь y0 = 1 многочлена R(y) є також i коренем многочленiв a2(y) =
y − 1 i b2(y) = y − 1, тому вiдповiдний йому спiльний корiнь (або коренi)
многочленiв f(x, y) i g(x, y) може як iснувати, так i не iснувати. Вiдповiднi
цьому кореню многочлени F (0) i G(0) мають вигляд F (0) = 2x− 1, G(0) = 4.
Жоден iз цих многочленiв не є нульовим (достатньо було б, щоб хоча б один
iз цих многочленiв був ненульовий), тому кiлькiсть їхнiх спiльних коренiв
(якщо вони iснують), а значить, i спiльних коренiв многочленiв f(x, y) i
g(x, y) – скiнченна. Оскiльки многочлен G(0) взагалi коренiв не має, то це
означає, що i вiдповiдного кореню y0 = 1 спiльного кореня многочленiв
f(x, y) i g(x, y) немає.
Зауваження. Зауважимо, що в цьому випадку зручнiше було б розглядати f(x, y) i
g(x, y) як многочлени вiд змiнної y i шукати вiдповiдний многочлен R(x) (це був би
визначник 2-го порядку).

Розв’язання в Maple. Перевiряємо отриману вiдповiдь:
> solve({(y-1)*x^2+2*x-1,(y-1)*x^2+4},{x,y});

{x =
5

2
, y =

9

25
}

Покрокова перевiрка:
> f:=(y-1)*x^2+2*x-1: g:=(y-1)*x^2+4:
> Ry:=resultant(f,g,x);

Ry := 25 y2 − 34 y + 9

> solve(Ry=0);

1,
9

25
> #y0=1

f0:=subs({y=1},f); g0:=subs({y=1},g); solve({f0,g0},x);
f0 := −1 + 2 x

g0 := 4

Многочлени F (0) i G(0) спiльних коренiв не мають.
> #y0=9/25

f0:=subs({y=9/25},f); g0:=subs({y=9/25},g); solve({f0,g0},x);

f0 := −16

25
x2 + 2 x− 1

g0 := −16x2

25
+ 4

{x =
5

2
}

Таким чином, многочлени f i g мають лише один спiльний корiнь: (52 ,
9
25)
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Приклад 48.3. Знайти спiльнi коренi многочленiв

f(x, y) = x2y2 + 4y i g(x, y) = x2y3 − 2y

в полi C .

Розв’язання. Знайдемо результант R(y):

R(y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y2 0 4y 0
0 y2 0 4y
y3 0 −2y 0
0 y3 0 −2y

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4y6(2y + 1)2.

Коренями многочлена R(y) є: 0 i −1
2 .

Оскiльки корiнь y0 = −1
2 не є коренем многочленiв a2(y) = y2 i b2(y) =

y3, то за твердженням 2 йому вiдповiдатиме принаймнi один спiльний ко-
рiнь многочленiв f(x, y) i g(x, y). Маємо: F 0(x) = 1

4x
2−2, G0(x) = −1

8x
2+1,

звiдки x0 = ±
√
8. Тодi спiльний корiнь многочленiв f(x, y) i g(x, y) будуть:

(
√
8,−1

2) i (−
√
8,−1

2).
Корiнь y0 = 0 многочлена R(y) є також i коренем многочленiв a2(y) = y2

i b2(y) = y3, тому вiдповiднi йому спiльнi коренi многочленiв f(x, y) i g(x, y)
можуть як iснувати, так i не iснувати. Вiдповiднi цьому кореню многочлени
F (0) i G(0) є нуль-многочленами, тому будь-який елемент x0 ∈ C, буде їхнiм
спiльним коренем. Це означає, що спiльними коренями многочленiв f(x, y)
i g(x, y) є кожен впорядкований набiр виду (x0, 0) для всiх x0 ∈ C.

Таким чином, спiльнi коренi многочленiв f(x, y) i g(x, y): (
√
8,−1

2),
(−

√
8,−1

2), (x0, 0) для всiх x0 ∈ C.

Розв’язання в Maple. Перевiрка промiжних обчислень:
> f:=x^2*y^2+4*y: g:=x^2*y^3-2*y:
> Ry:=resultant(f,g,x);

Ry := y4 (−4 y2 − 2 y)2

> solve(Ry=0);

0, 0, 0, 0, 0, 0,
−1

2
,
−1

2
> #y0=0

f0:=subs({y=0},f); g0:=subs({y=0},g); solve({f0,g0},x);
f0 := 0

g0 := 0

{x = x}
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Отже, спiльними коренями многочленiв f i g є (x, 0), де x ∈ R.
> #y0=-1/2

f0:=subs({y=-1/2},f); g0:=subs({y=-1/2},g); solve({f0,g0},x);

f0 :=
x2

4
− 2

g0 := −x2

8
+ 1

{x = 2RootOf(_Z 2 − 2, label = _L8 )}
Оскiльки RootOf(_Z 2− 2) = ±

√
2, то спiльними коренями многочленiв

f i g є також (±2
√
2,−1

2).

Зауваження. При пошуку коренiв результанта R(y) (або R(x)) можна порекомендувати
використання теоретичного матерiалу §5 розд.VI.

Завдання 48. Знайти спiльнi коренi многочленiв f(x) i g(x) з кiльця R[x],
якщо:

48.1. f(x, y) = 30x2 + 36xy + 11y2 − 24x− 14y,
g(x, y) = 19x2 + 28xy + 10y2 − 10x− 8y.

48.2. f(x, y) = x3 − 2x2y − 4xy2 + 2y3 + 6x2 + 12xy − 16x− 8y,
g(x, y) = −3x3−4x2y−3xy2+4y3+2x2+24xy−10y2−12x−16y+40.

48.3. f(x, y) = 2x2 + 3xy − 2y2 − 6x+ 3y,
g(x, y) = 3x2 + 7xy + 2y2 − 7x+ y − 6.

48.4. f(x, y) = −2x2 + 4xy + 3y2 + 24x+ 6y − 24,
g(x, y) = 11x2 + 20xy + 8y2 − 6x− 12y − 8.

48.5. f(x, y) = 2y2 + 2(x− 4)y + 12,
g(x, y) = −12y2 − 12y(x− 4)− 12x2 + 48x− 72.

48.6. f(x, y) = x2 − 3xy + 2y2 + x− y,
g(x, y) = 2x2 − 3x+ x3 − 2xy + 3y − x2y.

48.7. f(x, y) = 4x2 − 7xy + y2 + 13x− 2y − 3,
g(x, y) = 9x2 − 14xy + y2 + 28x− 4y − 5.

48.8. f(x, y) = 13x2 + 10xy + 2y2 − 4x− 2y + 1,
g(x, y) = −x2 + 2xy + y2 − 8x− 4y − 1.

48.9. f(x, y) = 2x3 − 4x2y − 2xy2 − 12xy + 8x+ y3 + 6y2 − 16y,
g(x, y) = 4x3 − 3x2y+10x2 − 4xy2 − 24xy+16x− 3y3 +2y2 − 12y+40.
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48.10. f(x, y) = x2 − 6xy − 16y2 − 9x+ 12y + 18,
g(x, y) = 12x2 + 23xy − 2y2 − 32x+ 11y − 12.

48.11. f(x, y) = x2 − 7xy + 4y2 − 11x+ 28y + 24,
g(x, y) = x2 − 14xy + 9y2 − 20x+ 60y + 51.

48.12. f(x, y) = 8x2 + 2xy + 20y2 + 5x− 41y + 24− 3x3 − 3y3,
g(x, y) = x2 + 5xy − 7y2 − 16x+ 2y + 3 + 2x3 + 2y3.

48.13. f(x, y) = x2 + y2 − x− 3y,
g(x, y) = x2 − 6xy − y2 + 11x+ 7y − 12.

48.14. f(x, y) = x2 − 7xy + 10y2 + x− 5y,
g(x, y) = 3x2 − 4x+ x3 − 15xy + 20y − 5x2y.

48.15. f(x, y) = x3 − 4x2 + 6x− 3xy2 + 4y2 − 4,
g(x, y) = −3x2y + 8xy + y3 − 6y.

48.16. f(x, y) = 16x2 + 4x+ 12x3 − 4xy − y − 3x2y,
g(x, y) = 12x2 − 7xy + y2 + 8x− 2y.

48.17. f(x, y) = 5x2 − 6xy + 5y2 − 16,
g(x, y) = x2 − xy + 2y2 − x− y − 4.

48.18. f(x, y) = 6x2 − 7xy + 9x+ 2y2 − 5y + 3,
g(x, y) = 4x2 − y2 + 2y − 1.

48.19. f(x, y) = x4 − 6x2y2 + y4 + 6x3 − 12xy2 + 13x2 − 6y2 + 14x+ 6,
g(x, y) = x3 − xy2 + 5x2 − y2 + 7x+ 3.

48.20. f(x, y) = 12x2 − 7xy + 11x+ y2 − 3y + 2,
g(x, y) = 28x2 + 11x− 7xy − y + 1.

48.21. f(x, y) = x2 + xy − x+ y,
g(x, y) = x2y + x2 + 2y.

48.22. f(x, y) = 19x2 − 27xy + 22y2 + 3x+ 3y − 68,
g(x, y) = −12x2 + 27xy − 21y2 − 9x− 9y + 60.

48.23. f(x, y) = x2 − 2y2 + 2xy − 1,
g(x, y) = 2x2 + y2 − xy − x+ 2y − 3.

48.24. f(x, y) = x2 + xy − 4x+ y2 − 2y + 3,
g(x, y) = x3 − 5x2 + xy + 7x+ y3 − y2 − 5y − 3.

48.25. f(x, y) = x2y + 3xy + 2y + 3,
g(x, y) = 2xy − 2x+ 2y + 3.
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Роздiл VI

Многочлени над числовими полями

1. Многочлени над полем C комплексних чисел

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Теорема. Нехай f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . . + a1z + a0 ∈ C[z], n > 1. Тодi f(z) має
хоча б один комплексний корiнь.

Тому незвiдними над полем C є тiльки многочлени першого степеня, а кожен много-
член n-го степеня над полем C єдиним чином розкладається над цим полем в добуток
лiнiйних множникiв:

f(z) = an(z − z1)(z − z2) . . . (z − zn),

де z1, z2, . . . , zn – коренi многочлена f(z). Отже, поле C є алгебраїчно замкненим, i для
коренiв многочлена f(z) у полi C справедливi формули Вiєта:

z1 + z2 + . . .+ zn = −an−1

an
,

z1z2 + z1z3 + . . .+ zn−1zn =
an−2

an
,

. . . . . . . . . .

z1z2 . . . zn = (−1)n
a0
an

.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 49. Знайти суму квадратiв S2 i суму кубiв S3 коренiв многочлена

f(x) = x4 − 3x2 + 2x+ 3. (VI.1)

Розв’язання. Нехай x1, x2, x3, x4 – коренi многочлена f(x). Використаємо
формули (V.3):

S2 = σ2
1 − 2σ2,

S3 = σ3
1 − 3σ1σ2 + 3σ3.
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За теоремою Вiєта для коренiв многочлена f(x) справедливi спiввiдноше-
ння:

x1 + x2 + x3 + x4 = 0,
x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4 = −3,
x1x2x3 + x1x3x4 + x1x2x4 + x2x3x4 = −2,
x1x2x3x4 = 3;

тобто


σ1 = 0,
σ2 = −3,
σ3 = −2,
σ4 = 3;

а тому
S2 = 6,
S3 = −6.

Розробка процедур. Створимо процедури rootsSquares i rootsCubes для
пошуку квадратiв i кубiв коренiв многочлена вiдповiдно.

Нехай n = deg f . Знаходимо значення елементарних симетричних мно-
гочленiв σ1, σ2, σ3 в точцi (c1, c2, ..., cn) (використовуючи теорему Вiєта):
> for i from 1 to t do

sigma[i]:=(-1)^i*coeff(f,x,n-i)/coeff(f,x,n); end do;
(при t = 2 або t = 3 вiдповiдно) i обчислюємо суми квадратiв i кубiв коренiв
(використовуючи формули (V.3)):
> s2:=sigma[1]^2-2*sigma[2];

s3:=sigma[1]^3-3*sigma[1]*sigma[2]+3*sigma[3];
Коди процедур наступнi:

rootsSquares:=proc(f)
local i,s2,n,sigma;

n:=degree(f);
for i from 1 to 2 do

sigma[i]:=(-1)ˆ i*coeff(f,x,n-i)/coeff(f,x,n);
end do;
s2:=sigma[1]ˆ 2-2*sigma[2];

end proc:

rootsCubes:=proc(f)
local i,s3,n,sigma;

n:=degree(f);
for i from 1 to 3 do

sigma[i]:=(-1)ˆ i*coeff(f,x,n-i)/coeff(f,x,n);
end do;
s3:=sigma[1]ˆ 3-3*sigma[1]*sigma[2]+3*sigma[3];

end proc:

Розв’язання в Maple. Використовуємо створенi процедури:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
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Сума квадратiв коренiв:
> rootsSquares(x^4-3*x^2+2*x+3);

6

Сума кубiв коренiв:
> rootsCubes(x^4-3*x^2+2*x+3);

−6

Завдання 49. Знайти суму квадратiв i суму кубiв коренiв многочлена
f(x), якщо:

45.1. f(x) = x5 − x4 + 3x2 + x− 1.

49.2. f(x) = x5 + x4 − 2x3 − x2 − 1.

49.3. f(x) = x5 − x4 + x3 − x2 − 2.

49.4. f(x) = x5 − 3x3 + x2 − 1.

49.5. f(x) = x5 − x3 + 2x2 + x− 1.

49.6. f(x) = x5 − x4 − x2 − 1.

49.7. f(x) = x5 + x4 + x2 − 1.

49.8. f(x) = x5 − x4 + 2x3 − x+ 1.

49.9. f(x) = x5 + x3 + 2x− 1.

49.10. f(x) = x5 − x3 − x2 − 3.

49.11. f(x) = x5 + x4 − 2x3 + x.

49.12. f(x) = x5 − 2x4 + 3x3 − 2.

49.13. f(x) = x5 − x4 + 2x2 − x− 1.

49.14. f(x) = x5 + x3 − 2x2 + 3.

49.15. f(x) = x5 − 3x2 + 2x− 5.

49.16. f(x) = x5 − x4 + 3x3 − 2x2 + 4.

49.17. f(x) = x5 + x4 + x3 − 1.

49.18. f(x) = x5 − x3 + x2 − 2.

49.19. f(x) = x5 + 2x4 − 2x3 + 2x− 1.

49.20. f(x) = x5 − 4x4 − 3x2 + 1.

49.21. f(x) = x5 + 3x3 + x2 + 2x− 1.

49.22. f(x) = x5 − x3 + x2 − x− 1.

49.23. f(x) = x5 + x4 − 3x2 + 2x+ 1.

49.24. f(x) = x5 − x4 + x+ 3.

49.25. f(x) = x5 − x4 + x3 + 2x− 1.

Приклад 50. Знайти нормованi многочлени g1(x) i g2(x), коренями яких
є вiдповiдно квадрати i куби коренiв многочлена f(x) = x3 − 6x2 + 5x+ 1
з кiльця Q[x].

Розв’язання. Нехай x1, x2, x3 – коренi многочлена f(x). Тодi, за теоремою
Вiєта, σ1 = x1+x2+x3 = 6, σ2 = x1x2+x1x3+x2x3 = 5, σ3 = x1x2x3 = −1.
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Коренями многочлена g1(x) є: x21, x
2
2, x

2
3, коренями многочлена g2(x):

x31, x
3
2, x

3
3. Нехай g1(x) = x3 + a2x

2 + a1x+ a0. Тодi, за теоремою Вiєта,

x21 + x22 + x23 = −a2,

x21x
2
2 + x21x

2
3 + x22x

2
3 = a1,

x21x
2
2x

2
3 = −a0.

Звiдси

a2 = −(x21 + x22 + x23) = −(σ2
1 − 2σ2) = −(62 − 2 · 5) = −26,

a1 = x21x
2
2 + x21x

2
3 + x22x

2
3 = (x1x2)

2 + (x1x3)
2 + (x2x3)

2 =

= (x1x2 + x1x3 + x2x3)
2 − 2(x1x2x1x3 + x1x2x2x3 + x1x3x2x3) =

= σ2
2 − 2σ3σ1 = 52 − 2 · (−1) · 6 = 37,

a0 = −x21x
2
2x

2
3 = −(x1x2x3)

2 = −σ2
3 = −1,

тобто g1(x) = x3 − 26x2 + 37x− 1.
Аналогiчно для многочлена g2(x) = x3 + b2x

2 + b1x+ b0 одержимо:

b2 =−(x31 + x32 + x33)=−(σ3
1 − 3σ1σ2 + 3σ3)=−(63− 3 · 6 · 5 + 3(−1))=−123,

b1 = x31x
3
2 + x31x

3
3 + x32x

3
3 = (x1x2)

3 + (x1x3)
3 + (x2x3)

3 =

= (x1x2 + x1x3 + x2x3)
3 − 3(x1x2 + x1x3 + x2x3)·

·(x1x2x1x3 + x1x2x2x3 + x1x3x2x3) + 3(x1x2x1x3x2x3) =

= σ3
2 − 3σ2σ3σ1 + 3σ2

3 = 53 − 3 · 5 · (−1) · 6 + 3 · (−1)2 = 218,

b0 = −x31x
3
2x

3
3 = −σ3

3 = −(−1)3 = 1.

Отже, g2(x) = x3 − 123x2 + 218x+ 1.
Розв’язання в Maple. Знаходимо значення елементарних симетричних мно-
гочленiв σ1, σ2, σ3 вiд коренiв многочлена f(x):
> f:=x^3-6*x^2+5*x+1:
> n:=degree(f);

n := 3
> for i from 1 to n do

sigma[i]:=(-1)^i*coeff(f,x,n-i)/coeff(f,x,n);
end do;

σ1 := 6

σ2 := 5

σ3 := −1

Далi обчислюємо коефiцiєнти шуканого многочлена g1(x):
> a2:=-(sigma[1]^2-2*sigma[2]);



364

a2 := −26

> a1:=(sigma[2]^2-2*sigma[3]*sigma[1]);
a1 := 37

> a0:=-sigma[3]^2;
a0 := −1

Отже,
> g1:=x^3+a2*x^2+a1*x+a0;

g1 := x3 − 26x2 + 37x− 1

Аналогiчно для многочлена g2(x):
> b2:=-(sigma[1]^3-3*sigma[1]*sigma[2]+3*sigma[3]);

b2 := −123

> b1:=sigma[2]^3-3*sigma[2]*sigma[3]*sigma[1]+3*sigma[3]^2;
b1 := 218

> b0:=-sigma[3]^3;
b0 := 1

> g2:=x^3+b2*x^2+b1*x+b0;
g2 := x3 − 123 x2 + 218 x+ 1

Завдання 50. Знайти нормованi многочлени g1(x) i g2(x), коренями яких
є вiдповiдно квадрати i куби коренiв многочлена f(x) з кiльця Q[x], якщо:

50.1. f(x) = x3 − 2x2 + 4.

50.2. f(x) = x3 + 7x2 − 2x+ 1.

50.3. f(x) = x3 ++3x− 5.

50.4. f(x) = x3 + 4x2 + 7x− 3.

50.5. f(x) = x3 − 2x2 + x+ 4.

50.6. f(x) = x3 + 4x− 4.

50.7. f(x) = x3 + x2 − 3x+ 5.

50.8. f(x) = x3 − 6x2 + 3.

50.9. f(x) = x3 + 2x2 − 7x+ 4.

50.10. f(x) = x3 − 7x+ 5.

50.11. f(x) = x3 + 11x2 − 2x+ 6.

50.12. f(x) = x3 + 13x2 − 2.

50.13. f(x) = x3 + 7x2 − 11x+ 8.

50.14. f(x) = x3 + x2 − 13.

50.15. f(x) = x3 − 4x2 + 2x− 11.

50.16. f(x) = x3 + 2x2 − 5x+ 11.

50.17. f(x) = x3 − 5x2 + 6x+ 10.

50.18. f(x) = x3 + 9x2 − 4x+ 1.

50.19. f(x) = x3 − 3x2 + 7x− 2.

50.20. f(x) = x3 + 11x2 − 3.
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50.21. f(x) = x3 − 14x+ 12.

50.22. f(x) = x3 + 3x2 − 2x+ 5.

50.23. f(x) = x3 − x2 + 5x− 7.

50.24. f(x) = x3 + 2x2 − 5x+ 3.

50.25. f(x) = x3 − 6x2 + 4x− 3.

Приклад 51.1. Розв’язати рiвняння: x3 − 3x2 − 10x + a = 0, якщо його
коренi x1, x2 задовольняють умову

2x1 + x2 = 1. (VI.2)

Розв’язання. Для коренiв многочлена f(x) = x3−3x2−10x+a справедливi
формули Вiєта: 

x1 + x2 + x3 = 3,
x1x2 + x1x3 + x2x3 = −10,
x1x2x3 = −a.

(VI.3)

Iз умови (VI.2) знайдемо
x2 = 1− 2x1

i пiдставимо в перше рiвняння системи (VI.3):

x1 + (1− 2x1) + x3 = 3,

звiдки
x3 = 2 + x1.

Пiдставимо тепер вирази для x2 i x3 в друге рiвняння системи (VI.3):

x1(1− 2x1) + x1(2 + x1) + (1− 2x1)(2 + x1) = −10,

x21 = 4.

звiдки

x1 = 2 або x1 = −2.

Тодi розв’язками системи рiвнянь (VI.3), а отже, i заданого рiвняння, є
x1 = 2,
x2 = −3,
x3 = 4;

або


x1 = −2,
x2 = 5,
x3 = 0;

при a = 24 i a = 0 вiдповiдно.
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Розв’язання в Maple. Задаємо многочлен:
> f:=x^3-3*x^2-10*x+a:
Далi розв’язуємо систему рiвнянь, до системи (VI.3) додаючи ще спiввiд-
ношення (VI.2)):
> solve({x1+x2+x3=3,x1*x2+x1*x3+x2*x3=-10,x1*x2*x3=-a,

2*x1+x2=1},{x1,x2,x3,a});
{a = 24, x1 = 2, x2 = −3, x3 = 4}, {a = 0, x1 = −2, x2 = 5, x3 = 0}
Таким чином, при a = 24 задане рiвняння має розв’язки x1 = 2, x2 =

−3, x3 = 4; при a = 0: x1 = −2, x2 = 5, x3 = 0.

Приклад 51.2. Розв’язати рiвняння: x3 − 20x2 + ax + b = 0 i знайти
коефiцiєнти a, b ∈ C, якщо його розв’язки x1, x2, x3 задовольняють умову
x1 : x2 : x3 = 2 : 3 : 5.

Розв’язання. Для коренiв f(x) = x3 − 20x2 + ax + b справедливi формули
Вiєта: 

x1 + x2 + x3 = 20,
x1x2 + x1x3 + x2x3 = a,
x1x2x3 = −b.

(VI.4)

Нехай k – коефiцiєнт пропорцiйностi, тодi x1 = 2k, x2 = 3k, x3 = 5k.
Пiдставивши x1, x2, x3 в систему (VI.4), отримаємо:

2k + 3k + 5k = 20,
2k · 3k + 2k · 5k + 3k · 5k = a,
2k · 3k · 5k = −b,

тобто


10k = 20,
31k2 = a,
30k3 = −b.

Iз першого рiвняння знаходимо k = 2, тодi a = 31 · 22 = 124, b = −30 · 23 =
−240. Тепер знаходимо розв’язки рiвняння: x1 = 2 · 2 = 4, x2 = 3 · 2 = 6,
x1 = 5 · 2 = 10.

Розв’язання в Maple. Розв’язання аналогiчне до попереднього прикладу.
Лише спiввiдношення для коренiв рiвняння слiд буде переписати у виглядi:
x1 = 1k, x2 = 2k, x3 = 4k, де k – коефiцiєнт пропорцiйностi. Маємо:
> f:=x^3-20*x^2+a*x+b:
> solve({x1+x2+x3=20,x1*x2+x1*x3+x2*x3=a,x1*x2*x3=-b,

x1=2*k, x2=3*k,x3=5*k},{x1,x2,x3,a,b,k});
{a = 124, b = −240, k = 2, x1 = 4, x2 = 6, x3 = 10}

Отже, задане рiвняння має розв’язки x1 = 4, x2 = 6, x3 = 10, при цьому
a = 124, b = −240 .
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Приклад 51.3. Знайти нормований многочлен 3-го степеня, коренi якого

x1, x2, x3 задовольняють умови


1
x1

+ 1
x2

+ 1
x3

= 1,
1

x1x2
+ 1

x1x3
+ 1

x2x3
= 11

6 ,

x1x2x3 = 6.

Розв’язання. Зрозумiло, що xi ̸= 0, i = 1, 2, 3. Домножимо обидвi ча-
стини першого i другого рiвнянь на добуток x1x2x3. Отримаємо систему:

x2x3 + x1x3 + x1x2 = x1x2x3,
x3 + x2 + x3 =

11
6 x1x2x3,

x1x2x3 = 6;
звiдки


x2x3 + x1x3 + x1x2 = 6,
x3 + x2 + x3 = 11,
x1x2x3 = 6.

За теоремою Вiєта, x1, x2, x3 є коренями многочлена f(x) =
x3 − 6x2 + 11x− 6.

Розв’язання в Maple. За допомогою Maple можна розв’язати систему рiв-
нянь:
> solve({1/x1+1/x2+1/x3=11/6,1/(x1*x2)+1/(x1*x3)+1/(x2*x3)=1,

x1*x2*x3=6}, {x1,x2,x3});

{x1 = 3, x2 = 2, x3 = 1}, {x1 = 2, x2 = 3, x3 = 1}, {x1 = 3, x2 = 1, x3 = 2},
{x1 = 1, x2 = 3, x3 = 2}, {x1 = 2, x2 = 1, x3 = 3}, {x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3}
i знайти коренi шуканого многочлена f(x): x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3:
> x1:=1: x2:=2: x3:=3:

Знаходимо коефiцiєнти шуканого многочлена f :
> a2:=-(x1+x2+x3); a1:=x1*x2+x1*x3+x2*x3; a0:=-x1*x2*x3;

a2 := −6

a1 := 11

a0 := −6

> f:=x^3+a2*x^2+a1*x+a0;
f := x3 − 6x2 + 11x− 6

Завдання 51.

51.1. Розв’язати рiвняння: x3+4
√
2x2+2x+a = 0, якщо один iз його коренiв

бiльше вiд iншого на
√
2.

51.2. Розв’язати рiвняння: x3− 12x2+43x− 52 = 0, якщо його коренi утво-
рюють арифметичну прогресiю.

51.3. Розв’язати рiвняння: 4x3 − 20x2 + x + a = 0, якщо його коренi x1, x2
задовольняють умову 3x1 + x2 = −2.



368

51.4. Розв’язати рiвняння: x3−20x2+ax+ b = 0, якщо його коренi x1, x2, x3
задовольняють умову x1 : x2 : x3 = 2 : 3 : 5.

51.5. Один iз коренiв многочлена f(x) = x3 − 7x + a дорiвнює подвоєному
другому. Знайти f(x) i його коренi.

51.6. Розв’язати рiвняння: x3 + (3i + 2)x2 + 2(3i + 2)x + 8 = 0, якщо його
коренi утворюють геометричну прогресiю.

51.7. Розв’язати рiвняння: x3 − 17x2 + ax+ b = 0, якщо його другий корiнь
на 1 бiльший за перший, а третiй – вдвiчi бiльший за перший.

51.8. Розв’язати рiвняння: x3+(4
√
2− 1)x2+(2−

√
2)2x− 6 = 0, якщо його

коренi x1, x2 задовольняють умову 5x1 − 2x2 =
√
2.

51.9. Розв’язати рiвняння: x3 + 3
√
3x2 + a = 0, якщо два його коренi спiв-

падають.

51.10. Розв’язати рiвняння: x3 − 3
√
3x2 + 7x −

√
3 = 0, якщо його коренi

утворюють арифметичну прогресiю.

51.11. Знайти нормований многочлен 3-го степеня, коренi якого x1, x2, x3 за-

довольняють умови


1
x1

+ 1
x2

+ 1
x3

= 1,
1

x1x2
+ 1

x1x3
+ 1

x2x3
= 11

36 ,

x1x2x3 = 36.

51.12. Розв’язати рiвняння: x3+(1− 3
√
3)x2− 3

√
3x+6x+6 = 0, якщо його

коренi x1, x2 задовольняють умову 6x1 − x2 = 4
√
3.

51.13. Розв’язати рiвняння: x3 − 2(2 +
√
3i)x2 + 4

√
3(2i−

√
3)x+ 24

√
3i = 0,

якщо його коренi утворюють геометричну прогресiю.

51.14. Розв’язати рiвняння: x3 + ax − 30 = 0, якщо його коренi x1, x2 задо-
вольняють умову x1x2 = 6.

51.15. Розв’язати рiвняння: x3 − i
√
3x2 + 12x + a = 0, якщо два його коренi

комплексно спряженi.

51.16. Розв’язати рiвняння: x3−9ix2−14x+a = 0, якщо його коренi x1, x2, x3
задовольняють умову x1 − 2x2 = x3.

51.17. Розв’язати рiвняння: x3−8ix2−19x+a = 0, якщо його коренi x1, x2, x3
задовольняють умову x1 : x2 : x3 = 1 : 3 : 4.
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51.18. Розв’язати рiвняння: x3 − 31ix2 − 155x + 125i = 0, якщо його коренi
утворюють геометричну прогресiю.

51.19. Один iз коренiв многочлена f(x) = x3 − 13x2 + 33x + a дорiвнює по-
троєному другому. Знайти f(x) i його коренi.

51.20. Розв’язати рiвняння: x3−2
√
2x2−10x+a = 0, якщо його коренi x1, x2

задовольняють умову x1 − 2x2 = 5
√
2.

51.21. Розв’язати рiвняння: x3 − 4x2 − 47x + a = 0, якщо його коренi x1, x2
задовольняють умову 2x1 + x2 = −4.

51.22. Розв’язати рiвняння: x3 − 9
√
2x2 + 52x− 48

√
2 = 0, якщо його коренi

утворюють арифметичну прогресiю.

51.23. Розв’язати рiвняння: x3− x2+ ax− 36 = 0, якщо його коренi x1, x2, x3
задовольняють умову x1x2 = x3.

51.24. Розв’язати рiвняння: x3 + (2− 3i)x2 − (6i+ 8)x+ a = 0, якщо один iз
його коренiв бiльший вiд другого на 6.

51.25. Знайти многочлен 3-го степеня зi старшим коефiцiєнтом рiвним 2, ко-

ренi якого x1, x2, x3 задовольняють умови


1
x1

+ 1
x2

+ 1
x3

= −1
6 ,

x21 + x22 + x23 = 14,
x1x2x3 = −6.

2. Многочлени над полем R дiйсних чисел

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Теорема. Нехай f(z) = anz
n+an−1z

n−1+. . .+a1z+a0 ∈ R[z]. Якщо комплексне число z0
є коренем многочлена f(z), то спряжене комплексне число z0 також є коренем цього
многочлена. Крiм того, якщо комплексне число z0 є коренем k-ї кратностi многочлена
f(z), то спряжене комплексне число z0 також є коренем тiєї самої кратностi.

Кожен многочлен з дiйсними коефiцiєнтами, степiнь якого бiльше 2, є звiдним над
полем R. Кожен многочлен з дiйсними коефiцiєнтами єдиним чином розкладається над
полем R в добуток лiнiйних множникiв i незвiдних над R квадратних тричленiв:

f(z) = an(z − z0)
k1 . . . (z − zl)

kl(z2 + pl+1z + gl+1)
kl+1 . . . (z2 + pmz + gm)

km .
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ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 52. Розв’язати рiвняння: x4 − 5x3 + 18x2 − 34x + 20 = 0, якщо
x1 = 1 + 3i.

Розв’язання. Задане рiвняння має дiйснi коефiцiєнти, тому число 1 − 3i
також є його коренем. Тодi многочлен f(x) = x4 − 5x3 + 18x2 − 34x + 20
дiлиться на двочлени x− (1 + 3i) i x− (1− 3i), якi є взаємно простими, а
отже, дiлиться i на їхнiй добуток (x− (1 + 3i)) (x− (1− 3i)) = x2−2x+10.
Виконаємо дiлення „кутом”:

x4 − 5x3 + 18x2 − 34x+ 20 x2 − 2x+ 10
x4 − 2x3 + 10x2 x2 − 3x+ 2

−3x3 + 8x2 − 34x+ 20
−3x3 + 6x2 − 30x

2x2 − 4x+ 20
2x2 − 4x+ 20

0

Таким чином, f(x) =
(
x2 − 2x+ 10

)
(x2−3x+2). Щоб знайти решту коре-

нiв заданого рiвняння, розв’яжемо рiвняння: x2−3x+2 = 0. Маємо: x = 2,
x = 1. Отже, коренi заданого рiвняння:

x1 = 1 + 3i, x2 = 1− 3i, x3 = 2, x4 = 1.

Розв’язання в Maple. Для перевiрки достатньо розв’язати рiвняння:
> solve(x^4-5*x^3+18*x^2-34*x+20=0,x);

1, 2, 1 + 3 I, 1− 3 I

Завдання 52. Розв’язати рiвняння:

52.1. x4 + 5x3 + 6x2 + 10x− 100 = 0,
якщо x1 = −1 + 3i.

52.2. x4 + 2x3 − 25x2 + 64x− 42 = 0,
якщо x1 = 2 +

√
2i.

52.3. x4 + 3x2 − 6x+ 10 = 0,
якщо x1 = 1− i.

52.4. x4 + (2
√
3− 2)x3 + (9− 4

√
3)x2 + (10

√
3− 8)x+ 20 = 0,

якщо x1 = −
√
3− i.
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52.5. x4 − 10x3 + 45x2 − 98x+ 98 = 0,
якщо x1 = 3 +

√
5i.

52.6. x4 + 5x3 − 5x2 − 35x+ 34 = 0,
якщо x1 = −4 + i.

52.7. x4 + 4x3 + 16x2 + 24x+ 20 = 0,
якщо x1 = −1− i.

52.8. x4 − 2x3 − 12x2 + 32x− 64 = 0,
якщо x1 = 1 +

√
3i.

52.9. x4 + (2
√
5− 4)x3 + (11− 8

√
5)x2 − (24 + 10

√
5)x+ 30 = 0,

якщо x1 = 2− i.

52.10. x4 − x2 − 6
√
3x+ 28 = 0,

якщо x1 = −
√
3 + 2i.

52.11. x4 − 5x3 − 2x2 + 14x− 20 = 0,
якщо x1 = 1 + i.

52.12. x4 − 2
√
2x3 − 6x2 + 18

√
2x− 27 = 0,

якщо x1 =
√
2 + i.

52.13. x4 + 2x3 + 2x2 + 10x+ 25 = 0,
якщо x1 = 1− 2i.

52.14. x4 − 11x3 + 50x2 − 134x+ 220 = 0,
якщо x1 = 1− 3i.

52.15. x4 + (2
√
3 + 2)x3 + (9 + 4

√
3)x2 + (8 + 10

√
3)x+ 20 = 0,

якщо x1 = −1 + 2i.

52.16. x4 − 2x3 + x2 + 6x+ 14 = 0,
якщо x1 = 2 +

√
3i.

52.17. x4 + (8− 2
√
3)x3 + (21− 16

√
3)x2 + (32− 34

√
3)x+ 68 = 0,

якщо x1 =
√
3 + i.

52.18. x4 − 4x3 − 17x2 − 26x− 14 = 0,
якщо x1 = −1 + i.

52.19. x4 − 4x3 + 31x2 − 54x+ 26 = 0,
якщо x1 = 1 + 5i.
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52.20. x4 − 4x2 − 8x+ 35 = 0,
якщо x1 = −2 +

√
3i.

52.21. x4 − (3
√
3 + 2)x3 + (11− 6

√
3)x2 − (12 + 15

√
3)x+ 30 = 0,

якщо x1 = 1 + 2i.

52.22. x4 + 6x3 + 23x2 + 50x+ 50 = 0,
якщо x1 = −2 + i.

52.23. x4 − 6x3 + 17x2 − 22x+ 14 = 0,
якщо x1 = 2 +

√
3i.

52.24. x4 − 2
√
5x3 − 3x2 + 18

√
5x− 54 = 0,

якщо x1 =
√
5− i.

52.25. x4 − 2x3 − 10x2 + 6x+ 45 = 0,
якщо x1 = −2 + i.

Приклад 53. Знайти нормований многочлен найменшого степеня, який
має корiнь c1 = 2 + i кратностi k1 = 4 i простий корiнь c2 = 5, якщо
коефiцiєнти цього многочлена:

а) довiльнi комплекснi числа;
б) дiйснi числа.

Розв’язання. а) Над полем C кожен многочлен розкладається повнiстю,
тому, знаючи коренi ci многочлена f(x), найпростiше шукати його у виглядi
f(x) = a(x− c1)

k1(x− c2)
k2...(x− cn)

kn, де a – старший коефiцiєнт. Маємо:

f(x) = (x− (2 + i))4(x− 5) =

= x5+(−13−4i)x4+(58+44i)x3+(−98−164i)x2+(33+244i)x+35−120i.

б) Нехай g(x) – шуканий многочлен. Не всi коефiцiєнти многочлена f(x)
iз п.а) є дiйсними, тому g(x) ̸= f(x). Як вiдомо, якщо комплексне число z0 є
коренем (кратностi k) многочлена з дiйсними коефiцiєнтами, то i спряжене
до нього число z0 також є коренем (тiєї самої кратностi). Отже, многочлен
g(x) має також корiнь 2 − i, кратнiсть якого дорiвнює 4. Розклад много-
члена g(x) на незвiднi над C множники матиме вигляд

g(x) = (x− 5)(x− (2 + i))4(x− (2− i))4.

Над полем R матимемо розклад: g(x) = (x− 5)(x2 − 4x+ 5)4, тобто

g(x) = x9 − 21x8 + 196 x7 − 1076 x6 + 3846x5−
− 9310x4 + 15300x3 − 16500x2 + 10625x− 3125.
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Розробка процедур. Створимо процедуру mindegPoly, яка за заданою мно-
жиною M коренiв знаходитиме нормований многочлен f(x) в залежностi
вiд того, якими є коефiцiєнти цього многочлена: дiйсними чи довiльними
комплексними числами. Особливостi даної процедури:

1) параметр P може набувати значень лише R або C, в iншому випадку
з’являється повiдомлення про помилку:

> if P<>C and P<>R then error "wrong field" end if;

2) заданий параметр M (для множини коренiв многочлена) в ходi про-
цедури змiнювати не можна, тому вводимо локальний параметр M1:

> M1:=M;

3) якщо шуканий многочлен f(x) повинен мати дiйснi коефiцiєнти, то
потрiбно, щоб разом iз кожним коренем c /∈ R множина M мiстила i
комплексно-спряжене до нього число c:

> if P=R then for i from 1 to nops(M) do
c:=M[i,1]; k:=M[i,2];
if not type(c,realcons) then

M1:=M1 union {[conjugate(c),k]}
end if;

end do; end if;

4) на початку циклу покладемо f(x) = 1; поступово в процесi циклу до
f(x) дописуємо множники (x− c)k:

> f:=1;
for i from 1 to nops(M1) do

c:=M1[i,1]; k:=M1[i,2]; f:=f*(x-c)^k;
end do;

Зауважимо, що множину M коренiв многочлена необхiдно задавати у ви-
глядi M = {[c1, k1], [c2, k2], ..., [cs, ks]}, де ci – коренi, ki – їхнi кратностi
вiдповiдно.

Маємо наступний код даної процедури:
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mindegPoly:=proc(M,P)
local i,c,f,k,M1;

if P<>C and P<>R then error "wrong field" end if;
M1:=M;
if P=R then

for i from 1 to nops(M) do
c:=M[i,1]; k:=M[i,2];
if not type(c,realcons) then

M1:=M1 union {[conjugate(c),k]}
end if;

end do;
end if;
f:=1;
for i from 1 to nops(M1) do

c:=M1[i,1]; k:=M1[i,2]; f:=f*(x-c)ˆ k;
end do;
return(f);

end proc:

Розв’язання в Maple. Використовуємо створену процедуру. Пiдключаємо
бiблiотеку atchlib:

> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

Задаємо множину M коренiв шуканого многочлена:

> M:={[2+I,4],[5,1]};
M := {[5, 1], [2 + I, 4]}

Нормований многочлен найменшого степеня над полем C має вигляд:

> mindegPoly(M,C);
(x− 5) (x− 2− I)4

Над полем R маємо iнший многочлен:

> mindegPoly(M,R);
(x− 5) (x− 2 + I)4 (x− 2− I)4

Завдання 49. Знайти нормований многочлен найменшого степеня, якщо
коефiцiєнти цього многочлена:

а) довiльнi комплекснi числа; б) дiйснi числа;
i вiн має такi коренi:
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Коренi
простi подвiйнi потрiйнi

53.1. − 1 −4i та 2

53.2. 1 та
√
2 − −i та 2i

53.3. −5 та − i 2i та 3 −
53.4. 2 та 3 − 1 та i
53.5. 1 та 2i 2 −i
53.6. 3− i 1 та 2 0
53.7. 2i 3i −
53.8. −

√
2 2i

53.9. 4 та − 3i − i
53.10. −2 та 1 − 1 + i

53.11.
√
5i 2 та 3 −2i

53.12. 1 та − 2i 5
53.13. −2 − 2i
53.14. − − 2 та 3i

53.15. − −2i 1 +
√
2

53.16. 1 +
√
3i 0 3

53.17. 1 та 2 − −4i

53.18. −4
√
2i

√
3

53.19. 1 та 4i − 2
53.20. − − 2 та 3i
53.21. − 2 −3i
53.22. −5 та 0 i та − 2 −
53.23. −i − 2 та 3i

53.24.
√
3 1 + i −2

53.25. − 2i та − 3i 0

3. Рiвняння 3-го i 4-го степенiв

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI
Нехай x3+a2x

2+a1x+a0 = 0 – рiвняння третього степеня з комплексними коефiцiєнтами.
За допомогою пiдстановки x = y − a2

3
зведемо його до вигляду

x3 + px+ q = 0. (VI.5)

Число D = q2

4
+ p3

27
називають дискримiнантом рiвняння (VI.5). Коренi цього рiвняння

знаходять за формулою

x = 3

√
−q

2
+
√
D + 3

√
−q

2
−
√
D,
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яка називається формулою Кардано.
Якщо u1 = 3

√
− q

2
+
√
D i v1 = 3

√
− q

2
−
√
D є тими значеннями кубiчних коренiв,

при яких x1 = u1 + v1 є коренем рiвняння (VI.5), то решту коренiв цього рiвняння
обчислюють наступним чином:

x2 = −1

2
(u1 + v1) +

i
√
3

2
(u1 − v1),

x3 = −1

2
(u1 + v1)−

i
√
3

2
(u1 − v1).

Числа u1, v1 знаходять iз умови u1v1 = −p
3
.

Якщо коефiцiєнти p i q рiвняння (VI.5) є дiйсними числами, то:
а) при D > 0 рiвняння має один дiйсний i два комплекснi спряженi коренi;
б) при D = 0 рiвняння має три дiйснi коренi, два з яких рiвнi мiж собою;
в) при D < 0 рiвняння має три дiйснi рiзнi коренi.

Для розв’язування рiвняння 4-го степеня з комплексними коефiцiєнтами використо-
вують метод Феррарi, який буде проiлюстровано на прикладi 54.2.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 54.1 Розв’язати рiвняння: x3 + 3x2 − 3x− 14 = 0.

Розв’язання. Зведемо задане рiвняння до неповного кубiчного рiвняння
y3 + py + q = 0, де p, q ∈ R. Застосуємо пiдстановку

x = y − a2
3

= y − 1.

Для цього розкладемо многочлен f(x) = x3 + 3x2 − 3x − 14 за степенями
двочлена x+ 1. Маємо:

1 3 −3 −14

−1 1 2 −5 -9
−1 1 1 −6

−1 1 0
−1 1

Отже, лiву частину рiвняння можна записати у виглядi
(x + 1)3 − 6(x + 1)2 − 9. Значить, пiсля пiдстановки отримаємо рiв-
няння:

y3 − 6y − 9 = 0. (VI.6)

(Звичайно, можна i безпосередньо пiдставляти вираз y − 1 замiсть змiнної
x, однак такий пiдхiд – громiздкiший).
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Розв’язки такого рiвняння знаходять за формулами Кардано. Обчисли-
мо дискримiнант рiвняння (VI.6):

D =
q2

4
+

p3

27
=

81

4
− 216

27
=

49

4
.

Оскiльки всi коефiцiєнти рiвняння дiйснi i D > 0, то рiвняння (VI.6) має
один дiйсний i 2 комплекснi спряженi коренi.

Обчислимо u0:

u0 =
3

√
−q

2
+
√
D =

3

√
−−9

2
+

√
49

4
=

3
√
8 = 2.

Тодi
v0 = − p

3u0
= − −6

3 · 2
= 1.

За формулами Кардано маємо наступнi коренi рiвняння (VI.6):

y0 = u0 + v0 = 3,

y1 = −1

2
(u0 + v0) +

i
√
3

2
(u0 − v0) = −3

2
+

i
√
3

2
,

y2 = −1

2
(u0 + v0)−

i
√
3

2
(u0 − v0) = −3

2
− i

√
3

2
.

Тодi коренi заданого рiвняння:

x0 = y0 − 1 = 2,

x1 = y1 − 1 = −5

2
+

i
√
3

2
,

x2 = y2 − 1 = −5

2
− i

√
3

2
.

Розробка процедур. Для перевiрки правильностi одержаного результату до-
статньо застосувати команду solve. Для покрокової перевiрки створимо
процедуру solvingCubicR, за допомогою якої можна буде дослiджувати i
розв’язувати кубiчне рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами.

В ходi процедури:
1) Здiйснюємо перевiрку:
а) чи має задане рiвняння степiнь 3:

> if degree(f)<>3 then error "wrong degree"; end if;
б) чи є коефiцiєнти рiвняння дiйсними числами:
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> M:=coeffs(f);
for i from 1 to 4 do
if not type(M[i],realcons) then error "wrong coefficients";
end if;
end do;

якщо якась iз даних умов не виконується, з’являється попередження про
помилку.

2) Зводимо задане рiвняння до неповного кубiчного. Для цього:
а) вводимо змiнну f1 = f (це необхiдно для того, щоб можна було при-

своювати змiннiй f1 новi значення):
> f1:=f;

б) якщо старший коефiцiєнт a3 = lcoeff(f, x) заданого рiвняння вiдмiн-
ний вiд 1, то дiлимо обидвi частини на a3:
> if lcoeff(f1,x)<>1 then f1:=f1/lcoeff(f1,x); print(f1);

end if;
в) виконуємо пiдстановку x = y − a2

3 (зауважимо, що якщо коефiцiєнт
при x2 заданого рiвняння рiвний 0, то така пiдстановка лише змiнить змiнну
x на змiнну y). Результат пiсля перетворення виводимо на екран:
> s:=subs({x=y-coeff(f1,x,2)/3},f1);

f1:=expand(s); print(f1);
3) Далi розв’язуємо неповне кубiчне рiвняння y3 + py + q = 0 за фор-

мулами Кардано. Спочатку за допомогою дискримiнанта D дослiджуємо,
якими є розв’язки (дiйсними чи нi):
> p:=coeff(f1,y,1):

q:=coeff(f1,y,0):
D:=q^2/4+p^3/27;
print(’D’= D);
if D>0 then print("1Diysnyi 2Complexnospryajeni")
elif D=0 then print("3Diysni hocha b 2 odnakovi")
else print("3Diysni rizni");
end if;

а потiм знаходимо цi розв’язки:
> u0:=simplify((-q/2+sqrt(D))^(1/3));

print(’u0’=u0);
v0:=-p/(3*u0); print(’v0’=v0);
y[1]:=u0+v0;
y[2]:=-1/2*(u0+v0)+I*sqrt(3)/2*(u0-v0);
y[3]:=-1/2*(u0+v0)-I*sqrt(3)/2*(u0-v0);
print(’y[1]’=y[1],’y[2]’=y[2],’y[3]’=y[3]);
for i from 1 to 3 do x[i]:=y[i]-coeff(f,x,2)/3; end do;
print(’x[1]’=x[1],’x[2]’=x[2],’x[3]’=x[3]);
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Отже, процедура матиме наступний код:

solvingCubicR:=proc(f,x)
local i,M,f1,s,p,q,D,u0,v0,y;

if degree(f)<>3 then error "wrong degree"; end if;
M:=coeffs(f);
for i from 1 to 4 do

if not type(M[i],realcons) then error "wrong coefficients";
end if;

end do;
f1:=f;
if lcoeff(f1,x)<>1 then f1:=f1/lcoeff(f1,x); print(f1); end if;
s:=subs({x=y-coeff(f1,x,2)/3},f1);
f1:=expand(s); print(f1);
p:=coeff(f1,y,1):
q:=coeff(f1,y,0):
D:=qˆ 2/4+pˆ 3/27;
print(’D’= D);
if D>0 then print("1Diysnyi 2Complexnospryajeni")
elif D=0 then print("3Diysni hocha b 2 odnakovi")
else print("3Diysni rizni");
end if;
u0:=simplify((-q/2+sqrt(D))ˆ (1/3)); print(’u0’=u0);
v0:=-p/(3*u0); print(’v0’=v0);
y[1]:=u0+v0;
y[2]:=-1/2*(u0+v0)+I*sqrt(3)/2*(u0-v0);
y[3]:=-1/2*(u0+v0)-I*sqrt(3)/2*(u0-v0);
print(’y[1]’=y[1],’y[2]’=y[2],’y[3]’=y[3]);
for i from 1 to 3 do x[i]:=y[i]-coeff(f,x,2)/3; end do;
print(’x[1]’=x[1],’x[2]’=x[2],’x[3]’=x[3]);

end proc:

Розв’язання в Maple. Для перевiрки правильностi одержаного результату
достатньо використати команду solve:
> solve(x^3+3*x^2-3*x-14=0,x);

2, −5

2
+

1

2
I
√
3, −5

2
− 1

2
I
√
3

Для перевiрки промiжних обчислень застосуємо створену процедуру:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

> solvingCubicR(x^3+3*x^2-3*x-14,x);
y3 − 6 y − 9

D =
49

4
”1Diysnyi 2Complexnospryajeni”
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u0 = 2

v0 = 1

y1 = 3, y2 = −3

2
+

1

2
I
√
3, y3 = −3

2
− 1

2
I
√
3

x1 = 2, x2 = −5

2
+

1

2
I
√
3, x3 = −5

2
− 1

2
I
√
3

Приклад 54.2 Розв’язати рiвняння: x4 + 8x3 + 22x2 + 29x+ 12 = 0.

Розв’язання. Зведемо задане рiвняння до неповного рiвняння 4-го степеня
y4 + py2 + qy + r = 0, де p, q, r ∈ R. Застосуємо пiдстановку

x = y − a3
4

= y − 2.

Для цього розкладемо многочлен f(x) = x4 + 8x3 + 22x2 + 29x + 12 за
степенями двочлена x+ 2. Маємо:

1 8 22 29 12

−2 1 6 10 9 -6
−2 1 4 2 5

−2 1 2 -2
−2 1 0
−2 1

Пiсля пiдстановки отримаємо рiвняння:

y4 − 2y2 + 5y − 6 = 0. (VI.7)

Застосуємо метод Феррарi. Залишимо в лiвiй частинi рiвняння доданок
y4, а решту доданкiв перенесемо в праву частину:

y4 = 2y2 − 5y + 6.

Додамо до обох частин даної рiвностi вираз y2t+ t2

4 iз допомiжною змiнною
t (в такий спосiб лiва частина буде повним квадратом):

y4 + 2y2
t

2
+

t2

4
= (t+ 2)y2 − 5y +

(
t2

4
+ 6

)
.

або

(y2 +
t

2
)2 = (t+ 2)y2 − 5y +

(
t2

4
+ 6

)
. (VI.8)
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Коефiцiєнти многочлена (t + 2)y2 − 5y +
(
t2

4 + 6
)

вiд змiнної y самi
є многочленами вiд змiнної t. Пiдберемо значення змiнної t так, щоб i в
правiй частинi рiвняння теж був повний квадрат. Для цього необхiдно,
щоб дискримiнант D квадратного (вiдносно y) тричлена в правiй частинi
дорiвнював 0. Матимемо:

D = 25− 4(t+ 2)

(
t2

4
+ 6

)
= −t3 − 2t2 − 24t− 23.

Значення t, при яких D = 0, можна знайти за формулами Кардано (див.
Приклад 54.1), але зручнiше, якщо це вдається, пiдбирати їх усно. Помiча-
ємо, що одним iз розв’язкiв рiвняння D = 0 є число t = −1. Пiдставляємо
це значення в рiвнiсть (VI.8). Отримаємо:(

y2 − 1

2

)2

= y2 − 5y +
25

4
,

тобто (
y2 − 1

2

)2

=

(
y − 5

2

)2

,

звiдки (
y2 − 1

2

)2

−
(
y − 5

2

)2

= 0.

Розкладемо лiву частину за формулою рiзницi квадратiв:(
(y2 − 1

2
)− (y − 5

2
)

)(
(y2 − 1

2
) + (y − 5

2
)

)
= 0,

тобто
(y2 − y + 2)(y2 + y − 3) = 0,

звiдки
y2 − y + 2 = 0 або y2 + y − 3 = 0.

Розв’язуючи цi квадратнi рiвняння, знаходимо 4 розв’язки рiвняння
(VI.7):

y1,2 = −1

2
±

√
13

2
, y3,4 =

1

2
±

√
7

2
i.

Тодi

x1,2 = −5

2
±

√
13

2
, x3,4 = −3

2
±

√
7

2
i.
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Розробка процедур. Для перевiрки правильностi отриманої вiдповiдi доста-
тньо використати команду solve. Для покрокової перевiрки створимо про-
цедуру solvingQuartic(f,x) розв’язування рiвняння f(x) = 0 4-го степеня
з довiльними комплексними коефiцiєнтами. В її основу покладемо метод
Феррарi. Початок даної процедури (зведення до неповного рiвняння 4-го
степеня y4 + py2 + qy+ r = 0) аналогiчний до процедури iз Прикладу 54.1.
Далi:

1) вiдокремлюємо в лiвiй частинi доданок y4, решту доданкiв переносимо
в праву частину рiвняння:

> print(isolate(f1,y^4));

2) позначаємо лiву частину рiвняння (VI.8) через lp, а праву через rp:

> lp:=(y^2+t/2)^2;
rp:=(t-p)*y^2-q*y+(t^2/4-r);
print(lp=rp);

3) знаходимо резольвенту D та її коренi t0:

> D:=-t^3+p*t^2+4*r*t+(q^2-4*p*r); print(’D’=D);
t0:=solve(D,t); print("koreni resolventy"=t0);

4) пiдставляємо замiсть t окремо в лiву частину, окремо в праву ча-
стинурiвностi lp=rp один iз коренiв резольвенти t0[1], тодi обидвi частини
рiвняння є повними квадратами: (y2 + t/2)2 = (Ay +B)2:

> lps:=subs({t=t0[1]},lp);
rps:=subs({t=t0[1]},rp);

5) вводимо в розгляд квадратнi рiвняння eq1 := (y2 + t/2) − (Ay + B)
та eq1 := (y2 + t/2) + (Ay + B), розв’язки yi яких є розв’язками рiвняння
y4 + py2 + qy + r = 0; потiм знаходимо вiдповiднi xi:

> eq1:=psqrt(lps)-psqrt(rps);
eq2:=psqrt(lps)+psqrt(rps);
y[1]:=solve(eq1)[1];
y[2]:=solve(eq1)[2];
y[3]:=solve(eq2)[1];
y[4]:=solve(eq2)[2];
print(’y[1]’=y[1],’y[2]’=y[2],’y[3]’=y[3],’y[4]’=y[4]);
for i from 1 to 4 do x[i]:=y[i]-coeff(f,x,3)/4; end do;
print(’x[1]’=x[1],’x[2]’=x[2],’x[3]’=x[3],’x[4]’=x[4]);

Процедура матиме наступний код:
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solvingQuartic:=proc(f,x)
local i,r,f1,D,t0,s,p,lp,rp,lps,rps,q,eq1,eq2,y;

if degree(f)<>4 then error "wrong degree"; end if;
f1:=f;
if lcoeff(f1,x)<>1 then f1:=f1/lcoeff(f1,x); print(f1); end if;
s:=subs({x=y-coeff(f1,x,3)/4},f1);
f1:=expand(s); print(f1);
p:=coeff(f1,y,2):
q:=coeff(f1,y,1):
r:=coeff(f1,y,0):
print(isolate(f1,yˆ 4)); lp:=(yˆ 2+t/2)ˆ 2;
rp:=(t-p)*yˆ 2-q*y+(tˆ 2/4-r); print(lp=rp);
D:=-tˆ 3+p*tˆ 2+4*r*t+(qˆ 2-4*p*r); print(’D’=D);
t0:=solve(D,t); print("koreni resolventy-t0);
lps:=subs({t=t0[1]},lp);
rps:=subs({t=t0[1]},rp);
eq1:=psqrt(lps)-psqrt(rps);
eq2:=psqrt(lps)+psqrt(rps);
y[1]:=solve(eq1)[1];
y[2]:=solve(eq1)[2];
y[3]:=solve(eq2)[1];
y[4]:=solve(eq2)[2];
print(’y[1]’=y[1],’y[2]’=y[2],’y[3]’=y[3],’y[4]’=y[4]);
for i from 1 to 4 do x[i]:=y[i]-coeff(f,x,3)/4; end do;
print(’x[1]’=x[1],’x[2]’=x[2],’x[3]’=x[3],’x[4]’=x[4]);

end proc:

Розв’язання в Maple. Для перевiрки правильностi отриманої вiдповiдi ви-
користовуємо команду solve:

> solve(x^4+8*x^3+22*x^2+29*x+12);
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Для перевiрки промiжних перетворень використовуємо створену проце-
дуру:

> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

> solvingQuartic(x^4+8*x^3+22*x^2+29*x+12,x);
y4 − 2 y2 + 5 y − 6

y4 = 2 y2 − 5 y + 6

(y2 +
t

2
)2 = (t+ 2) y2 − 5 y +

t2

4
+ 6

D = −t3 − 2 t2 − 24 t− 23
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”koreni resolventy” = (−1, −1
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Завдання 54. Розв’язати рiвняння:

54.1. а) x3 + 6x2 + 3x− 38 = 0;

б) x4 − 4x3 + 7x2 + 2x− 21 = 0.

54.2. а) x3 − 12x2 + 33x− 8 = 0;

б) x4 − 8x3 + 19x2 − 2x− 30 = 0.

54.3. а) x3 + 9x2 + 24x+ 16 = 0;

б) x4 + 4x3 + x2 − 12x− 12 = 0.

54.4. а) x3 + 12x2 + 42x+ 44 = 0;

б) x4 − 8x3 + 22x2 − 27x+ 12 = 0.

54.5. а) x3 − 6x2 + 18x− 13 = 0;

б) x4 + 8x3 + 22x2 + 19x− 8 = 0.

54.6. а) x3 − 9x2 + 15x− 7 = 0;

б) x4 − 4x3 + 3x2 + 12x− 18 = 0.

54.7. а) x3 − 3x2 + 12x+ 16 = 0;

б) x4 − 4x3 + 3x2 + 8x− 10 = 0.

54.8. а) x3 + 3x2 − 12x− 18 = 0;

б) x4 − 8x3 + 25x2 − 44x+ 21 = 0.

54.9. а) x3 − 6x2 + 32 = 0;

б) x4 + 4x3 − x2 − 28x− 32 = 0.

54.10. а) x3 + 3x2 − 6x− 36 = 0;

б) x4 − 4x3 − 4x2 + 7x− 2 = 0.
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54.11. а) x3 − 15x2 + 57x− 70 = 0;
б) x4 + 4x3 + 4x2 − 16x− 32 = 0.

54.12. а) x3 − 12x2 + 42x− 36 = 0;
б) x4 − 4x3 + 7x2 − 12 = 0.

54.13. а) x3 − 9x2 + 36x− 28 = 0;
б) x4 + 8x3 + 22x2 + 36x+ 24 = 0.

54.14. а) x3 − 3x2 − 24x− 28 = 0;
б) x4 − 8x3 + 25x2 − 42x+ 24 = 0.

54.15. а) x3 − 9x2 + 33x− 38 = 0;
б) x4 + 4x3 + 4x2 − 12x− 21 = 0.

54.16. а) x3 − 6x2 − 3x+ 44 = 0;
б) x4 − 4x3 − x2 + 28x− 32 = 0.

54.17. а) x3 + 12x2 + 30x− 43 = 0;
б) x4 − 8x3 + 22x2 − 8x− 39 = 0.

54.18. а) x3 + 6x2 − 32 = 0;
б) x4 + 8x3 + 22x2 + 27x+ 12 = 0.

54.19. а) x3 − 9x2 + 12x+ 14 = 0;
б) x4 + 4x3 + x2 − 16x− 20 = 0.

54.20. x3 − 6x2 + 3x− 18 = 0;
б) x4 − 8x3 + 16x2 + 9x− 36 = 0.

54.21. а) x3 − 12x2 + 33x+ 18 = 0;
б) x4 − 8x3 + 14x2 + 17x− 44 = 0.

54.22. а) x3 − 15x2 + 48x− 44 = 0;
б) x4 − 4x3 + x2 + 12x− 12 = 0.

54.23. а) x3 − 6x2 + 6x+ 8 = 0;
б) x4 + 8x3 + 21x2 + 14x− 10 = 0.

54.24. а) x3 − 9x2 + 24x− 20 = 0;
б) x4 − 8x3 + 21x2 − 30x+ 18 = 0.
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54.25. а) x3 − 12x2 + 57x− 74 = 0;

б) x4 + 4x3 − 2x2 − 21x− 18 = 0.

Приклад 55. Знайти графiчно дiйснi коренi рiвняння:
а) 4x3 + 24x2 + 41 + 15 = 0;
б) 2x3 + 3x2 − 1 = 0;
в) x3 + 3x2 + x− 1 = 0.

Розв’язання. а) Подiлимо обидвi частини заданого рiвняння на старший
коефiцiєнт: x3+6x2+10, 25x+3, 75 = 0. Для того, щоб зробити рiвним нулю
коефiцiєнт при x2, виконуємо пiдстановку x = y − a2

3 = y − 2. Одержимо
рiвняння: y3 − 1, 75y − 0, 75 = 0 або

y3 = 1, 75y + 0, 75. (VI.9)

Введемо в розгляд функцiї z = y3 i z = 1, 75y + 0, 75, графiки яких в
системi координат Y OZ зображено на рисунку 11.

C(1,5;3,375)

A(-1;-1)

B(-0,5;-0,125)

Рис.11
Графiки цих функцiй перетинаються в точках A,B i C з абсцисами

y ≈ −1, y ≈ −0, 5 i y ≈ 1, 5 вiдповiдно. При таких значеннях y вирази y3 i
1, 75y+0, 75 набувають рiвних значень, тобто числа −1, −0, 5 i 1, 5 – коренi
(можливо, наближенi) рiвняння (VI.9). Пiдставивши y1 = −1, y2 = −0, 5 i
y3 = 1, 5 у дане рiвняння, переконуємось, що −1, −0, 5 i 1, 5 – точнi коренi.
Тодi x1 = −3, x2 = −2, 5, x3 = −0.5.

б) Подiлимо обидвi частини заданого рiвняння на 2: x3+1, 5x2−0, 5 = 0
i введемо замiну x = y − 0, 5. Одержимо рiвняння: y3 − 0, 75y − 0, 25 = 0
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або

y3 = 0, 75y + 0, 25. (VI.10)

Графiки функцiй z = y3 i z = 0, 75y + 0, 25 зображено на рисунку 2.

Розв’язками рiвняння (VI.10) є абсциси точок A i B. При цьому то-
чка A(−0, 5;−0, 125) – точка дотику кубiчної параболи z = y3 i прямої
z = 0, 75y + 0, 25, тому її абсциса y ≈ −0, 5 є подвiйним коренем рiв-
няння (VI.9), точка B(1; 1) – точка перетину графiкiв, тому її абсциса
y ≈ 1 є простим коренем. Безпосередня перевiрка показує, що значення
y1 = y2 = −0, 5, y3 = 1 є точними коренями. Тодi x1 = x2 = −1, x3 = 0, 5.

A(-0,5;-0,125)

B(1;1)

Рис.12

в) Пiдстановкою x = y − 1 зводимо задане рiвняння до виду

y3 − 2y − 4 = 0

або

y3 = 2y + 4. (VI.11)

Графiки функцiй z = y3 i z = 2y + 4 зображено на рис.13.



A(2;8)

Рис.13
Кубiчна парабола z = y3 i пряма z = 2y+4 перетинаються лише в однiй

точцi. Отже, рiвняння має лише один дiйсний корiнь y ≈ 2. Перевiрка
показує, що цей корiнь є точним. Отже, y = 2, тодi x = 1.
Розв’язання в Maple. Для побудови графiкiв функцiй в Maple використо-
вується команда plot({f1, f2,...}, h, v, options), де f1, f2, ... - функцiї,
графiки яких будуються, h – горизонтальний промiжок, v - вертикальний
промiжок, options - будь-який iз необов’язкових параметрiв (назви осей,
колiр, шрифт, масштаб, товщина лiнiй тощо)
> plot({y^3, 1.75*y+0.75}, y=-1.5..2);
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> plot({y^3, 0.75*y+0.25}, y=-1..1.5);
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y

.

> plot({y^3, 2*y+4}, y=-3..2.5);

–20

–10

10

–3 –2 –1 1 2
y

.

Для збiльшення масштабу (i уточнення координат точок перетину), змi-
ни iнших параметрiв побудови можна використовувати команди контекс-
тного меню (викликається натисненням правої кнопки мишi).
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Завдання 55. Знайти графiчно дiйснi коренi рiвняння:

55.1. 4x3 − 24x2 + 35x− 12 = 0.

55.2. 8x3 + 60x2 + 126x+ 81 = 0.

55.3. 2x3 − 24x2 + 95x− 125 = 0.

55.4. 4x3 + 12x2 − x− 3 = 0.

55.5. 4x3 + 36x2 + 105x+ 100 = 0.

55.6. 3x3 + 4x2 − 5x− 2 = 0.

55.7. 8x3 − 12x2 − 50x− 21 = 0.

55.8. 2x3 − 15x2 + 24x+ 16 = 0.

55.9. 2x3 − 18x2 + 51x− 55 = 0.

55.10. 4x3 − 36x2 + 89x− 66 = 0.

55.11. 8x3 − 36x2 + 30x+ 25 = 0.

55.12. 4x3 − 12x2 + 9x− 27 = 0.

55.13. 2x3 + x2 − 5x+ 2 = 0.

55.14. 2x3 + 3x2 − 3x− 2 = 0.

55.15. 2x3 + x2 − 2x− 1 = 0.

55.16. 2x3 + 5x2 + 4x+ 1 = 0.

55.17. 4x3 + 36x2 + 81x+ 54 = 0.

55.18. 4x3 + 24x2 + 29x+ 9 = 0.

55.19. 8x3 + 12x2 − 18x− 27 = 0.

55.20. 8x3 + 60x2 + 130x+ 99 = 0.

55.21. 8x3 − 12x2 − 18x+ 27 = 0.

55.22. 2x3 + 15x2 + 36x+ 27 = 0.

55.23. 4x3 + 8x2 + 5x+ 1 = 0.

55.24. 2x3 + 9x2 + 10x+ 3 = 0.

55.25. 2x3 − 3x2 − 12x− 7 = 0.

4. Вiдокремлення дiйсних коренiв многочлена

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай f(z) = anz
n+an−1z

n−1+ . . .+a1z+a0 – многочлен з комплексними коефiцiєнтами,
A = max{|an−1|, . . . , |a1|, |a0|} i N0 = 1+ A

|an| . Тодi всi коренi многочлена f(z) лежатимуть
всерединi круга з центром у початку координат i радiусом N0. Якщо многочлен f(z)
має дiйснi коренi, то вони знаходяться в iнтервалi (−N0;N0).

Одним iз методiв знаходження верхньої межi додатних коренiв многочлена з дiй-
сними коефiцiєнтами є метод Ньютона. В основi цього методу лежить той факт, що
коли при x = M многочлен f(x) має додатне значення, а всi його похiднi невiд’ємнi,
то число M є верхньою межею додатних коренiв многочлена. Пiдiбрати таке число M
безпосередньо часто буває досить непросто. Оскiльки знак многочлена i його похiдних
в точцi x = M спiвпадає iз знаком вiдповiдних коефiцiєнтiв Тейлора при розкладi за
степенями x−M , на практицi для вiдшукання верхньої межi додатних дiйсних коренiв
зручно використовувати схеми Горнера.
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an an−1 . . . a2 a1 a0

M . . . . . . . . . . . . . . . f(M)
M . . . . . . . . . . . . f ′(M)

M . . . . . . . . . f ′′(M)
2!

. . . . . . . . .

M fn(M)
n!

Якщо M0,M1,M2,M3 – верхнi межi додатних коренiв многочленiв f(x), ynf
(

1
y

)
,

f(−y) i ynf
(
− 1

y

)
з дiйсними коефiцiєнтами вiдповiдно, то додатнi коренi многочлена

f(x) знаходяться в промiжку
(

1
M1

;M0

)
, а вiд’ємнi – в промiжку

(
−M2;− 1

M3

)
.

Нехай c1, c2, . . . , cm – деяка впорядкована послiдовнiсть дiйсних чисел. Кiлькiсть пар
сусiднiх чисел цiєї послiдовностi, якi мають протилежнi знаки, називають кiлькiстю
змiн знакiв даної послiдовностi.

Правило Декарта: число додатних коренiв многочлена з дiйсними коефiцiєнтами
дорiвнює або на парне число менше кiлькостi змiн знакiв у послiдовностi його коефi-
цiєнтiв.

Це правило за допомогою замiни x = −y можна застосувати для оцiнки кiлькостi
вiд’ємних коренiв многочлена f(x).

Задача вiдокремлення дiйсних коренiв полягає в знаходженнi тих iнтервалiв, у ко-
жному з яких лежить тiльки один (можливо, кратний) корiнь. Вiдокремити коренi
многочлена f(x), який не має кратних коренiв, можна методом Штурма. При цьому
для многочлена будують насамперед ряд Штурма:

f(x), f ′(x), F1(x), F2(x), . . . , Fm−1(x), Fm.

Щоб знайти многочлени Fi(x), 1 6 i 6 m, застосовують алгоритм, аналогiчний алгори-
тму Евклiда:

f(x) = f ′(x)Φ1(x)− F1(x),

f ′(x) = F1(x)Φ2(x)− F2(x),

F1(x) = F2(x)Φ3(x)− F3(x),

. . . . . . . . . .

Fm−2(x) = Fm−1(x)Φm(x)− Fm,

Fm−1(x) = FmΦm+1(x).

Вiдмiннiсть цього алгоритму вiд алгоритму Евклiда полягає тiльки в тому, що всi остачi
rk(x) беруть iз протилежними знаками, тобто Fk(x) = −rk(x).

Пiсля цього застосовують теорему:

Теорема (Штурма). Якщо a i b – довiльнi дiйснi числа, якi не є коренями многочлена
f(x) в iнтервалi (a; b), то число p рiзних дiйсних коренiв многочлена f(x) в iнтервалi
(a; b) дорiвнює p = s(a) − s(b), де s(a) i s(b) – кiлькiсть змiн знакiв у рядi Штурма
вiдповiдно при x = a i x = b.
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ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 56. Знайти межi додатних i вiд’ємних дiйсних коренiв много-
члена

f(x) = 3x5 + 2x4 − x2 − 4x− 3.

Розв’язання. Знайдемо промiжок, в якому мiстяться дiйснi коренi мно-
гочлена f(x) (якщо вони iснують). В даному випадку маємо: an = 3,
A = max{2, 0, 1, 4, 3} = 4. Тодi N0 = 1 + 4

3 = 21
3 . Отже, якщо многочлен

має дiйснi коренi коренi, то вони знаходяться в iнтервалi
(
−21

3 ; 2
1
3

)
. Для

бiльш точної оцiнки верхньої межi додатних дiйсних коренiв застосуємо
метод Ньютона.

Перевiримо число 1:

3 2 0 −1 −4 −3

1 3 5 5 4 0 −3 = f(1)

Оскiльки f(1) = −3 < 0, то спроба виявилась невдалою. Перевiримо число
1,2:

3 2 0 −1 −4 −3

1, 2 3 5, 6 6, 72 7, 064 4, 4768 2, 3722

Оскiльки рядочок таблицi складається виключно iз додатних
чисел, то вiдпадає необхiднiсть в обчисленнi наступних рядочкiв,
якi будуть складатись лише iз додатних чисел, зокрема, числа
f ′(1, 2), f ′′(1, 2), f ′′′(1, 2), f IV (1, 2), fV (1, 2) будуть додатнi. Отже, мо-
жна прийняти число M0 = 1, 2 за верхню межу додатних дiйсних коренiв:
M+ = M0 = 1, 2.

Щоб знайти нижню межу додатних дiйсних коренiв многочлена f(x)

зробимо замiну x = 1
y . Тодi f

(
1
y

)
= 3

y5 + 2
y4 − 1

y2 − 4
y − 3. Розглянемо

многочлен g1(y) = −y5f
(
1
y

)
= 3y5 + 4y4 + y3 − 2y − 3. Зауважимо, що

ми беремо −y5f
(
1
y

)
замiсть y5f

(
1
y

)
тому, що для застосування методу

Ньютона старший коефiцiєнт має бути додатним. На коренi многочлена ця
змiна знаку, зрозумiло, жодним чином не впливає. Перевiримо число 1:

3 4 1 0 −2 −3

1 3 7 8 8 6 3
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Таким чином, за верхню межу додатних дiйсних коренiв многочлена
g1(y) можна взяти M1 = 1. Тодi число m+ = 1

M1
= 1 буде нижньою межею

додатних дiйсних коренiв многочлена f(x).
Для вiдшукання нижньої межi вiд’ємних дiйсних коренiв многочлена

розглянемо многочлен g2(y) = −f(−y) = 3y5−2y4+y2−4y+3. Випробуємо
число 1.

3 −2 0 1 −4 3

1 3 1 1 2 −2 1

1 3 4 5 7 5

Отже, верхня межа додатних дiйсних коренiв многочлена g2(y) дорiвнює
M2 = 1; тодi для нижньої межi вiд’ємних коренiв многочлена f(x) маємо:
M− = −M2 = −1.

Зробимо тепер замiну x = −1
y i розглянемо многочлен g3(y) =

−y5f
(
−1

y

)
= 3y5 − 4y4 + y3 − 2y + 3. Випробуємо число 1:

3 −4 1 0 −2 3

1 3 −1 0 0 −2 1

1 3 2 2 2 0

Отже, для оцiнки верхньої межi додатних дiйсних коренiв многочлена
g3(y) можна взяти число M3 = 1. Тодi нижня межа вiд’ємних дiйсних
коренiв многочлена f(x) дорiвнює m− = − 1

M3
= −1. Разом iз знайденим

вище результатом M− = −1 це означає, що заданий многочлен f(x) зовсiм
не має вiд’ємних дiйсних коренiв.

Таким чином, додатнi коренi многочлена f(x) (якщо вони iснують) роз-
мiщенi в iнтервалi (1; 1, 2), а вiд’ємних коренiв даний многочлен не має.
Розв’язання в Maple. В Maple для вiдокремлення коренiв дiйсних коре-
нiв многочлена f(x) з дiйсними коефiцiєнтами використовується команда
realroot(f, d). Iнтервали-вiдповiдi подаються у виглядi [a, b]. Довжина
кожного з iнтервалiв не перевищує значення необов’язкового параметру d
(який має бути додатним числом). Якщо параметр d не зазначено, то пiд-
бирається найбiльш зручне значення для кожного iз iнтервалiв. При цьому
пiд записом [a, a] розумiється окрема точка, запис [a, b], де a < b, означає
iнтервал (a, b). Робота команди realroot грунтується на правилi Декар-
та, тому, зрозумiло, що одержану вiдповiдь можна використовувати для
порiвняння iз аналiтично отриманою лише наближено.

Використаємо команду realroot, не зазначаючи довжини iнтервала d:
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> realroot(3*x^5+2*x^4-x^2-4*x-3);
[[0, 2]]

Довжину iнтервала, в якому мiститься дiйсний корiнь заданого много-
члена, можна зменшити, додаючи другий аргумент d команди realroot
(наприклад, d = 0, 5):
> realroot(3*x^5+2*x^4-x^2-4*x-3,0.5);

[[1,
3

2
]]

або ще менше:
> realroot(3*x^5+2*x^4-x^2-4*x-3,0.2);

[[
9

8
,
5

4
]]

Порiвнюючи даний результат iз результатом, одержаним аналiтично ме-
тодом Ньютона, отримуємо точнiшу оцiнку: корiнь належить до iнтервалу
(1, 125; 1, 2).

Завдання 56. Знайти межi додатних i вiд’ємних дiйсних коренiв много-
члена:

56.1. 3x5 − 5x4 − 7x3 − 4x2 − 2x+ 14 = 0.

56.2. 8x4 − 7x3 + x2 − 4x− 1 = 0.

56.3. 3x5 + x4 − 5x3 + 7x2 − 4x+ 9 = 0.

56.4. −x5 + 5x4 − 2x3 + 4x2 − 1 = 0.

56.5. 4x5 − 3x4 + 10x3 + 7x2 − 2x+ 3 = 0.

56.6. 9x5 − 3x3 + 7 = 0.

56.7. 3x5 − 4x4 − 7x3 + 2x2 + 6x+ 1 = 0.

56.8. 7x5 + 2x4 + x2 − 3x+ 8 = 0.

56.9. x4 − x3 − 5x2 − 14x+ 10 = 0.

56.10. −2x4 + 4x3 − x2 − 4x+ 5 = 0.

56.11. 2x5 − 9x4 + 13x3 + x2 − x+ 1 = 0.

56.12. 7x5 + 4x4 + 3x3 − x2 − 7x+ 2 = 0.

56.13. 252x4 + 66x3 − 60x2 − 11x+ 3 = 0.
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56.14. 7x5 − 4x4 − 5x3 + 14x2 − 5x− 8 = 0.

56.15. 7x5 − 3x3 + 5x2 − 2x− 10 = 0.

56.16. 3x4 − 7x3 + 2x2 − 4x− 7 = 0.

56.17. x5 − 7x4 + 10x3 + 3x2 − 2x− 7 = 0.

56.18. 735x4 − 196x3 − 211x2 + 4x+ 4 = 0.

56.19. x5 + 3x4 + 8x3 − 5x2 − 5x+ 3 = 0.

56.20. −4x5 + 5x3 − 13x2 − 4x+ 5 = 0.

56.21. 4x5 + 11x4 − 8x2 − 6x+ 7 = 0.

56.22. 5x5 + 11x4 − 3x3 − x2 − x− 5 = 0.

56.23. 3x4 − 2x3 − 4x2 − 4x+ 1 = 0.

56.24. 6x5 − 2x4 + 7x3 + 5x2 − x+ 7 = 0.

56.25. 9x4 + 9x3 − x2 − 66x+ 40 = 0.

Приклад 57.1. Вiдокремити дiйснi коренi многочлена

f(x) = 8x5 − 10x− 3.

Розв’язання. Застосуємо метод Штурма до многочлена f(x). Зауважимо,
що в процесi дiлення дозволяється, на вiдмiну вiд алгоритму Евклiда, мно-
жити або дiлити лише на довiльнi додатнi числа, оскiльки знаки остач
вiдiграють в методi Штурма основну роль.

Оскiльки f ′(x) = 40x4 − 10 = 10(4x4 − 1), то можна прийняти F0(x) =
4x4 − 1. Подiлимо f(x) на F0(x):

f(x) = 8x5 − 10x− 3 4x4 − 1 = F0(x)
8x5 − 2x 2x

−8x− 3

Остача r1(x) = −8x − 3, тому можна взяти F1(x) = −r1(x) = 8x + 3.
Далi дiлимо F0(x) на F1(x):
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F0(x) = 4x4 − 1 8x+ 3 = F1(x)
(* на 2) 8x4 − 2 x3 − 3x2 + 9x− 27

8x4 + 3x3

−3x3 − 2
(* на 8) −24x3 − 16

−24x3 − 9x2

9x2 − 16
(* на 8) 72x2 − 128

72x2 + 27x
−27x− 128

(* на 8) −216x− 1024
−216x− 81

−943

Оскiльки −r2(x) = 943, то можна взяти F2(x) = 1.
Таким чином, ряд Штурма для многочлена f(x) має наступний вигляд:

f(x) = 8x5 − 10x− 3,

F0(x) = 4x4 − 1,

F1(x) = 8x+ 3, (VI.12)
F2(x) = 1.

Остання функцiя ряду Штурма F2(x) є сталою, значить, многочлен f(x)
не має кратних множникiв, тобто всi його коренi – рiзнi. В такому випад-
ку за допомогою теореми Штурма можна знайти кiлькiсть всiх дiйсних
коренiв многочлена. Для цього визначимо знаки многочленiв ряду (VI.12)
при x = −∞ i x = ∞; при цьому, зрозумiло, достатньо дивитись лише на
знаки старших коефiцiєнтiв i на степенi многочленiв. Одержимо наступну
таблицю:

f(x) F0(x) F1(x) F2(x) Число змiн знакiв s(x)

−∞ − + − + 3

∞ + + + + 0

При переходi вiд −∞ до ∞ ряд Штурма втрачає s(−∞)−s(∞) = 3−0 = 3
змiни знаку, тому, вiдповiдно до теореми Штурма, многочлен має рiвно 3
дiйснi коренi.

Для вiдокремлення цих коренiв (знаходження таких iнтервалiв, у ко-
жному з яких лежить точно один дiйсний корiнь) визначимо спочатку
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межi дiйсних коренiв многочлена f(x). Маємо: A = max{10, 3} = 10,
N0 = 1 + 10

8 = 2, 25. Отже, дiйснi коренi цього многочлена розташованi
в iнтервалi (−2, 25; 2, 25).

Продовжимо попередню таблицю. Зауважимо, що число змiн знакiв в
точках x = −2, 25 i x = 2, 25 визначати не потрiбно: поза межами iнтервалу
(−2, 25; 2, 25) многочлен f(x) не має дiйсних коренiв, тому s(−2, 25) =
s(−∞) = 3, s(2, 25) = s(∞) = 0.

f(x) F0(x) F1(x) F2(x) s(x)

−2, 25 3
−2 − + − + 3
−1 − + − + 3
0 − − + + 1
1 − + + + 1
2 + + + + 0

2, 25 0

] 2 коренi

] 1 корiнь

Таким чином, ряд Штурма многочлена f(x) втрачає двi змiни знаку
при переходi вiд −1 до 0 i одну змiну знаку – вiд 1 до 2. Тому два коренi
цього многочлена належать до iнтервалу (−1; 0), а один – до iнтервалу
(1; 2). Для уточнення розташування вiд’ємних коренiв в даному випадку
достатньо обчислити f(−0, 5) = 1, 75 > 0. Оскiльки f(1) < 0 i f(0) < 0,
то можна одразу зробити висновок (без використання ряду Штурма), що
коренi лежать по одному в iнтервалах (−1;−0, 5) i (−0, 5; 0).

Отже, коренi x1, x2, x3 многочлена f(x) розмiщенi наступним чином:
x1 ∈ (−1;−0, 5), x2 ∈ (−0, 5; 0), x3 ∈ (1; 2).

Зауваження 1. Часто доцiльно, щоб зменшити число спроб, визначити знаки функцiй
Штурма в точках, якi приблизно є серединами вже дослiджених промiжкiв. Так, у роз-
глянутому вище прикладi спочатку з’ясувати, що на промiжку (−2, 5; 0) мiстяться два
коренi, а на промiжку (0; 2, 5) – один. Для вiдокремлення вiд’ємних коренiв обчислю-
ємо значення функцiй ряду Штурма в точцi x = −1 i робимо висновок, що обидва цi
коренi належать iнтервалу (−1; 0). Подiл цього iнтервалу навпiл точкою x = −0, 5 вiд-
окремлює коренi. Щоб уточнити розташування додатного кореня, визначаємо f(1) < 0.
Оскiльки f(2, 5) > 0, то цей корiнь лежить в правiй частинi iнтервалу (0; 2, 5), а саме
мiж 1 i 2,5 i т.д.

Розв’язання в Maple. Для вiдшукання функцiй ряду Штурма для много-
члена f(x) використовується команда sturmseq(f, x). Вiдмiтимо, що всi
функцiї ряду Штурма в Maple мають старший коефiцiєнт 1 або −1, то-
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му одержаний результат повинен збiгатись (якщо всi коренi – простi) з
точнiстю до сталого додатного множника (нагадаємо, що для спрощення
обчислень в процесi дiлення з остачею дозволяється множити/дiлити на
додатнi числа). Маємо:
> s := sturmseq(8*x^5-10*x-3, x);

s := [x5 − 5

4
x− 3

8
, x4 − 1

4
, x+

3

8
, 1]

Для знаходження числа змiн знакiв на промiжку (a, b] iснує команда
sturm(s, x, a, b), де s – послiдовнiсть функцiй ряду Штурма, знайдена
вище.
> sturm(s,x,-2.25,-2);

0

> sturm(s,x,-2,-1);
0

> sturm(s,x,-1,0);
2

> sturm(s,x,0,1);
0

> sturm(s,x,1,2);
1

> sturm(s,x,2,2.25);
0

Робимо висновок, що на пiвiнтервалi (−1, 0] є 2 коренi, а на пiвiнтервалi
(1, 2] лише 1 корiнь.

Приклад 57.2. Вiдокремити дiйснi коренi многочлена

f(x) = 27x5 − 45x4 + 21x3 + 366x2 − 246x+ 41.

Розв’язання. Неважко перевiрити, що рядом Штурма для многочлена f(x)
буде ряд

f(x) = 27x5 − 45x4 + 21x3 + 366x2 − 246x+ 41,

F0(x) = 45x4 − 60x3 + 21x2 + 244x− 82,

F1(x) = 18x3 − 1119x2 + 740x− 123, (VI.13)
F2(x) = −2020227x2 + 1343882x− 223491,

F3(x) = −3x+ 1.
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Остання функцiя F3(x) ряду Штурма не є сталою. Це означає, що много-
член f(x) має кратнi коренi i, застосовуючи теорему Штурма, ми знайдемо
не число всiх його дiйсних коренiв, а число рiзних дiйсних коренiв цього
многочлена без урахування їхньої кратностi.

Знайдемо число s(x) змiн знакiв в рядi Штурма при x = −∞ i x = ∞.

f(x) F0(x) F1(x) F2(x) F3(x) s(x)

−∞ − + − − + 3

∞ + + + − − 1

Таким чином, многочлен f(x) має s(−∞) − s(∞) = 3 − 1 = 2 рiзнi
дiйснi коренi. Визначимо iнтервал, в якому мiстяться цi коренi. Маємо:
A = max{45, 21, 366, 246, 41} = 366, N0 = 1 + 366

27 = 145
9 . Отже, коренi

многочлена f(x) належать iнтервалу
(
−145

9 , 14
5
9

)
.

Щоб зменшити число спроб (див. Зауваження 1), подiлимо даний iн-
тервал на двi рiвнi частини. Зауважимо, що s(−145

9) = s(−∞) = 3 i
s(145

9) = s(∞) = 1. Маємо:

f(x) F0(x) F1(x) F2(x) F3(x) s(x)

−145
9 3

0 + − − − + 2

145
9 1

] 1 корiнь

] 1 корiнь

Оскiльки s(−145
9)− s(0) = 3− 2 = 1 i s(0)− s(145

9) = 2− 1 = 1, то один
iз коренiв многочлена вiд’ємний i належить iнтервалу

(
−145

9 , 0
)
; а ще один

– додатний i мiститься в iнтервалi
(
0, 145

9

)
.

Уточнимо мiсце вiд’ємного кореня x1. Оскiльки f(−145
9) < 0, f(0) > 0,

то цей корiнь має непарну кратнiсть, а значить, достатньо враховувати ли-
ше знаки значень функцiї f(x) (не обчислюючи значення iнших функцiй
ряду Штурма) на кiнцях шуканого промiжку. Розiб’ємо iнтервал

(
−145

9 , 0
)

на два iнтервали
(
−145

9 ,−8
)

i (−8, 0). Оскiльки f(−8) = −1054375 < 0,
а f(0) > 0, подальшого дослiдження потребує iнтервал (−8, 0). Знову
розбиваємо одержаний iнтервал на двi частини точкою x = −4 i обчи-
слюємо значення f(−4) = −3361 < 0 – наступний дослiджуваний iн-
тервал (−4, 0). Продовжуючи мiркування далi, маємо: f(−2) = 245 > 0,
f(−3) = −6700 < 0. Це означає, що x1 ∈ (−3,−2).

Уточнимо тепер мiсце додатного кореня x2. Оскiльки в точках x = 0 i
x = 145

9 многочлен f(x) набуває однакових за знаком значень, то x2 має
парну кратнiсть, а значить, використати лише функцiю f(x) для подаль-
шого дослiдження, як це було зроблено для вiд’ємного кореня, не вдасться.
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Використаємо загальний метод: знайдемо значення функцiй ряду Штурма
при x = 1:

f(x) F0(x) F1(x) F2(x) F3(x) s(x)

0 + − − − + 2

1 + + − − − 1

145
9 1

] 1 корiнь

Значення s(x) зменшується при переходi вiд 0 до 1, тому корiнь x2 нале-
жить iнтервалу (0; 1).

Отже, коренi x1, x2 многочлена f(x) розмiщенi наступним чином:
x1 ∈ (−3,−2), x2 ∈ (0, 1).

Зауваження 2. В даному випадку додатний корiнь можна легко безпосередньо знайти,
використовуючи останню функцiю ряду Штурма F3(x) = −3x+1 = −3(x− 1

3
): множник

x− 1
3

буде множником 2-ої кратностi многочлена f(x), а значить, число 1
3

– корiнь 2-ої
кратностi.

Розв’язання в Maple. У випадку, коли многочлен має кратнi дiйснi коренi,
ряд функцiй Штурма, одержаний в Maple, буде вiдрiзнятись не лише мно-
жниками, але й навiть кiлькiстю таких функцiй в послiдовностi (порiвн. iз
(VI.13)).
> f:=27*x^5-45*x^4+21*x^3+366*x^2-246*x+41:

s := sturmseq(f, x);

s := [−x4 +
4

3
x3 − 1

3
x2 − 41

3
x+

41

9
, −x3 + x2 − 2

15
x− 82

15
,

−x2 +
371

6
x− 41

2
, x− 223491

673409
, 1]

Це пов’язано з тим, що кратнiсть коренiв даною командою не враховується
(тобто кратнi коренi розглядаються як простi).

Дiйсно, для многочлена f1(x), який має тi ж коренi, що й f(x), але 1-ої кратностi,
> factor(f);

(3x3 − 3x2 + 41) (3x− 1)2

> f1:=(3*x^3-3*x^2+41)*(3*x-1):
ряд функцiй Штурма збiгається з точнiстю до знаку:
> sturmseq(f1,x);

[x4 − 4

3
x3 +

1

3
x2 +

41

3
x− 41

9
, x3 − x2 +

1

6
x+

41

12
, x2 − 371

6
x+

41

2
, −x+

44772

134683
, −1]

Однак за допомогою процедури sturm i в цьому випадку можна видi-
лити iнтервали, на яких мiстяться коренi.



401

> sturm(s,x,-(14+5/9),0);
1

> sturm(s,x,0,14+5/9);
1

Отже, один iз коренiв многочлена f(x) вiд’ємний i належить до iнтер-
валу

(
−145

9 , 0
)
; ще один – додатний i мiститься в iнтервалi

(
0, 145

9

)
.

> sturm(s,x,-1,0);
0

> sturm(s,x,-2,-1);
0

> sturm(s,x,-3,-2);
1

> sturm(s,x,0,1);
1

Отже, коренi x1, x2 многочлена f(x) розмiщенi наступним чином: x1 ∈
(−3,−2), x2 ∈ (0, 1).

Завдання 57. Вiдокремити дiйснi коренi многочлена:

57.1. а) f(x) = x5 − 3x2 + 7;
б) f(x) = 27x3 − 225x+ 250.

57.2. а) f(x) = x4 − 4x3 + 10x2 − 10;
б) f(x) = 25x4 − 10x3 − 74x2 + 30x− 3.

57.3. а) f(x) = x4 − 5x3 + 2;
б) f(x) = 27x3 − 9x2 − 120x+ 112.

57.4. а) f(x) = 27x4 + 9x3 − 6;
б) f(x) = 343x3 − 21x+ 2.

57.5. а) f(x) = x4 − 16x3 + 13x2 − 1;
б) f(x) = 343x3 − 2205x2 + 13500.

57.6. а) f(x) = −x5 + 5x2 + 11;
б) f(x) = 315x4 − 192x3 + 14x2 + 8x− 1.

57.7. а) f(x) = x5 + 5x2 − 5x+ 1;
б) f(x) = 1331x3 − 33x+ 2.
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57.8. а) f(x) = x4 + 4x2 − 8x+ 17;
б) f(x) = 27x3 − 81x2 − 144x− 52.

57.9. а) f(x) = x4 − 4x3 − 17x− 9;
б) f(x) = 1029x3 + 441x2 + 63x+ 3.

57.10. а) f(x) = x5 − 3x2 − 4x− 1;
б) f(x) = 36x4 + 12x3 − 251x2 − 84x− 7.

57.11. а) f(x) = x5 − 2x3 + 7x+ 7;
б) f(x) = 49x4 − 14x3 − 244x2 + 70x− 5.

57.12. а) f(x) = x5 + 10x3 − 5x− 1;
б) f(x) = 27x3 − 36x+ 16.

57.13. а) f(x) = 2x4 + 8x3 + 16x2 − 16x+ 103;
б) f(x) = 27x3 + 81x2 − 63x+ 11.

57.14. а) f(x) = 6x4 − 8x3 − 4;
б) f(x) = 245x4 − 21x2 − 9x+ 1.

57.15. а) f(x) = 15x4 − 5x3 − 20x2 + 3;
б) f(x) = 216x3 + 324x2 − 126x− 245.

57.16. а) f(x) = x5 + 5x2 − 2;
б) f(x) = 9x4 + 3x3 + 4x2 − 5x+ 1.

57.17. а) f(x) = x5 − 15x2 − 5x+ 7;
б) f(x) = 75x3 − 5x2 − 7x+ 1.

57.18. а) f(x) = x5 + 5x2 − 8x+ 3;
б) f(x) = 9x5 + 24x4 + 16x3 − 18x2 − 48x− 32.

57.19. а) f(x) = x5 − 10x2 + 13;
б) f(x) = 27x3 − 9x+ 2.

57.20. а) f(x) = −2x4 + 8x3 − 8x2 + 1;
б) f(x) = 343x3 − 735x2 + 500.

57.21. а) f(x) = 3x4 − 2x3 + 9x2 − 6x+ 7;
б) f(x) = 108x3 − 1521x+ 2197.

57.22. а) f(x) = x4 + 2x3 − 6;
б) f(x) = 9x4 − 6x3 − 17x2 + 12x− 2.
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57.23. а) f(x) = x5 − 9x2 + 7;
б) f(x) = 27x3 − 54x2 − 45x− 8.

57.24. а) f(x) = 3x4 + x2 + 8x− 91;
б) f(x) = 48x3 − 8x2 − 5x+ 1.

57.25. а) f(x) = x5 + 5x4 − 15x+ 3;
б) f(x) = 27x3 − 1521x+ 4394.

5. Многочлени над полем Q рацiональних чисел

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай f(x) = anx
n+an−1x

n−1+ . . .+a1x+a0, an ̸= 0 многочлен з цiлими коефiцiєнтами.
Для того, щоб нескоротний рацiональний дрiб p

q
був коренем многочлена f(x) необ-

хiдно, щоб виконувались наступнi умови:

1◦. число p було дiльником вiльного члена a0;
2◦. число q було дiльником старшого коефiцiєнта an;
3◦. число p−mq було дiльником f(m) при будь-якому m ∈ Z.

Умову 3◦ на практицi найчастiше використовують для m = ±1, тобто перевiряють,
чи є числа f(1)

p−q
i f(−1)

p+q
цiлими.

Теорема (ознака незвiдностi Айзенштайна). Якщо одночасно виконуються умови:
1) коефiцiєнти an−1, . . . , a1, a0 многочлена з кiльця Z[x] дiляться на деяке просте

число p;
2) вiльний член a0 не дiлиться на p2;
3) старший коефiцiєнт an не дiлиться p,

то многочлен f(x) незвiдний над полем Q.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 58.1. Розв’язати рiвняння:

12x6 + 8x5 − 97x4 + x3 + 100x2 − 57x+ 9 = 0.

Розв’язання. Знайдемо спочатку рацiональнi розв’язки цього рiвняння
(якщо вони є). Перевiримо, чи є числа 0, 1,−1 коренями многочлена f(x) =
12x6+8x5−97x4+x3+100x2−57x+9. Оскiльки вiльний член многочлена
f(x) вiдмiнний вiд 0, то число 0 не є коренем. Числа 1 i −1 також не є
коренями цього многочлена, оскiльки f(1) = −24, f(−1) = 72.
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Вiльний член має наступнi дiльники p: ±1;±3;±9. Випишемо тепер
всi дiльники q старшого коефiцiєнта: ±1;±2;±3;±4;±6;±12. Отже, ра-
цiональнi коренi p

q необхiдно шукати серед чисел виду:

±3; ±9; ±1

2
; ±3

2
; ±9

2
; ±1

3
; ±1

4
; ±3

4
; ±9

4
; ±1

6
; ± 1

12
. (VI.14)

(Числа ±1 вже було дослiджено вище, тому частки p
q = ±1 виключаємо з

розгляду.)
Дiйснi коренi многочлена f(x) повиннi мiститись в iнтервалi (−N0;N0)

(див. §4). Маємо: A = max{8, 97, 1, 100, 57, 9} = 100, тодi N0 = 1 + A
|an| =

1 + 100
12 = 91

3 . Отже, коренi многочлена мiстяться в iнтервалi (−91
3 ; 9

1
3).

Як бачимо, до цього iнтервалу належать всi числа множини (VI.14) (якби
деякi числа множини (VI.14) до iнтервалу не належали, їх можна було б
виключити iз подальшого розгляду).

Визначимо, для яких чисел p
q ряду (VI.14) виконується умова 3). Для

цього перевiримо, чи є числа −24
p−q i 72

p+q цiлими. (Зрозумiло, що для дробiв,
для яких число −24

p−q не є цiлим (позначенi знаком "−") знаходити значення
72
p+q не потрiбно).

p
q 3 −3 9 −9 1

2 −1
2

3
2 −3

2
9
2 −9

2
1
3

p− q 2 −4 8 −10 −1 −3 1 −5 7 −11 −2
−24
p−q + + + − + + + − − − +

p+ q 4 −2 10 3 1 5 4
72
p+q + + − + + − +

p
q −1

3
1
4 −1

4
3
4 −3

4
9
4 −9

4
1
6 −1

6
1
12 − 1

12

p− q −4 −3 −5 −1 −7 5 −13 −5 −7 −11 −13
−24
p−q + + − + − − − − − − −
p+ q 2 5 7

72
p+q + − −

Таким чином, умова 3) не виконується для чисел
±9; ±3

2 ; ±9
2 ; ±1

4 ; ±3
4 ; ±9

4 ; ±1
6 ; ± 1

12 . Залишається дослiдити наступнi
значення:

±3; ±1

2
; ±1

3
.
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Для цього застосуємо схему Горнера. Спочатку перевiримо, чи є число 3
коренем заданого рiвняння:

12 8 −97 1 100 −57 9

3 12 44 35 106 418 1197 3600

Отже, f(3) = 3600, число 3 не є коренем. Далi перевiряємо число −3.
Продовжуємо схему Горнера:

12 8 −97 1 100 −57 9

3 12 44 35 106 418 1197 3600

−3 12 −28 −13 40 −20 3 0

Оскiльки f(−3) = 0, число −3 є коренем рiвняння. Дiленням
на x + 3 можна понизити степiнь рiвняння. Одержимо рiвняння:
12x5 − 28x4 − 13x3 + 40x2 − 20x + 3 = 0, коефiцiєнти якого розташова-
нi в останньому рядку схеми Горнера. Тому для подальших дослiджень
використовуємо коефiцiєнти останнього рядка (числа цього рядка видiля-
ємо).

Корiнь x = −3 може мати кратнiсть > 1. Тому знову застосуємо схему
Горнера для числа −3:

12 8 −97 1 100 −57 9

3 12 44 35 106 418 1197 3600

−3 12 –28 –13 40 –20 3 0

−3 12 −64 179 −497 1471 −4410

Число −3 є простим коренем заданого рiвняння. Продовжимо перевiрку:

12 8 −97 1 100 −57 9
3 12 44 35 106 418 1197 3600
−3 12 –28 –13 40 –20 3 0
−3 12 −64 179 −497 1471 −4410
1
2 12 –22 –24 28 –6 0
1
2 12 –16 –32 12 0
1
2 12 −10 −37 −13

2 число 1
2 є коренем кратностi 2

−1
2 12 −22 −21 4 число −1

2 не є коренем
1
3 12 –12 –36 0
1
3 12 −8 −116

3 число 1
3 є простим коренем

−1
3 12 −12 −104

3 число −1
3 не є коренем
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Таким чином, задане рiвняння має лише 3 рiзнi рацiональнi коренi: −3, 12
i 1
3 . Щоб знайти решту коренiв, прирiвняємо до нуля частку 12x2−12x−36,

одержану вiд послiдовного дiлення многочлена f(x) на (x+3)(x− 1
2)

2(x− 1
3)

(її коефiцiєнти мiстяться в останньому видiленому рядку схеми Горнера).
Маємо: 12x2 − 12x− 36 = 0, тобто x2 − x− 3 = 0. Це рiвняння має коренi
1±

√
13

2 . А отже, задане рiвняння має
простi коренi: −3, 13 ;

1±
√
13

2

корiнь 1
2 кратностi 2.

Зауважимо, що, одержавши частку, що є квадратним тричленом (в на-
шому випадку 12x2 − 12x − 36), подальшу перевiрку рацiональних дробiв
ряду (VI.14) можна не проводити, а одразу розв’язати квадратне рiвняння.

Розробка процедур. Для перевiрки остаточного результату достатньо засто-
сувати команду solve або команду roots. Для перевiрки промiжних обчи-
слень створимо процедуру Qroots, за допомогою якої можна буде знахо-
дити рацiональнi коренi многочлена з рацiональними коефiцiєнтами.

Задаємо множину R, до якої будемо заносити коренi многочлена f(x):
> R:={}:

Якщо вiльний член a0 заданого многочлена дорiвнює 0, то число 0 є
його коренем (число 0 додаємо до множини R) i дiлимо f(x) на x, що
дасть змогу працювати iз многочленом меншого степеня. Якщо вiльний
член отриманого многочлена також рiвний 0, то знову дiлимо на x i т.д.,
доки не отримаємо многочлен, вiльний член якого вiдмiнний вiд 0. При
цьому необхiдно ввести локальну змiнну f1:
> f1:=f:
> a[0]:=coeff(f,x,0):

if a[0]=0 then R:=R union {0};
while rem(f1,x,x)=0 do f1:=quo(f1,x,x); end do;

end if;
Далi перевiряємо, чи є коренем многочлена f(x) число 1. Якщо так, то

додаємо число 1 до множини R i дiлимо f(x) на x− 1 доки це можливо:
> if subs({x=1},f1)=0 then R:=R union {1};

while rem(f1,x-1,x)=0 do f1:=quo(f1,x-1,x); end do;
end if;
Аналогiчно для числа −1:

> if subs({x=-1},f1)=0 then R:=R union {-1};
while rem(f1,x+1,x)=0 do f1:=quo(f1,x+1,x); end do;

end if;
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В результатi отримаємо многочлен f1(x) = f(x)
xk1(x−1)k2(x−1)k2

, де k1, k2, k3 –
кратностi коренiв 0, 1 i −1 вiдповiдно, зокрема, можливо, що ki = 0, i ∈ 1, 3.

Знайдемо тепер дiльники вiльного члена (множина P ) i дiльники стар-
шого коефiцiєнта (множина Q):
> a[0]=coeff(f1,x,0);

P:=divisors(a[0]);
print(’P’=P);

> n:=degree(f1):
a[n];=coeff(f1,x,n);
Q:=divisors(a[n]);
print(’Q’=Q);

(команда divisors мiститься в спецiалiзованому пакетi numtheory, тому
в описi процедури слiд буде додати рядок uses numtheory).

Тепер знаходимо множину M всiх можливих часток a = p
q i b = −p

q , де
p ∈ P , q ∈ Q:
> M:={}:

for i from 1 to nops(P) do
for j from 1 to nops(Q) do

a:=P[i]/Q[j]; b:=-P[i]/Q[j]; M:=M union {a,b};
end do;

end do;
Iз цiєї множини вилучаємо числа 1 i −1 (вони не є коренями многочлена

f1(x)) i виводимо множину M на екран:
> M:=M minus {1,-1};

print(M);
Далi дослiджуємо елементи множини M . Спочатку знаходимо iнтервал

(−N0;N0), в якому мiстяться рацiональнi коренi многочлена f1(x). Для
цього зручно видiлити набiр коефiцiєнтiв цього многочлена за допомогою
команди CoefficientList(f1,x) iз пакету PolynomialTools. (Вiдмiтимо,
опцiя termorder=reverse встановлена для того, щоб коефiцiєнти многочлена
було розмiщено в порядку спадання степенiв; за замовчуванням порядок
слiдування коефiцiєнтiв – зворотнiй).
> cl:=CoefficientList(f1,x,termorder=reverse);

Далi знаходимо числа A, N0:
> A:=max(seq(abs(cl[i]),i=2..n));

N0:=1+A/abs(cl[1]);
i перевiряємо, чи всi елементи множини M належать до iнтервалу
(−N0;N0); якщо якийсь iз елементiв не належить, то його вилучаємо iз
множини M :
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> for i from 1 to nops(M) do
if M[i]<=-N0 or M[i]>=N0 then M:=M minus {M[i]}; end if;

end do:

Тепер знаходимо значення многочлена f1(x) в точках 1 i −1:

> fp1:=subs({x=1},f1); fm1:=subs({x=-1},f1);

Результати наступних дiй будемо заносити в таблицю розмiрностi
5× (m+ 1), де m – кiлькiсть елементiв множини M .

> m:=nops(M):
B := Array(1..5,1..nops(M)+1):

Заповнюємо перший рядок цiєї таблицi. В клiтинку B[1, 1] заносимо сим-
вол p

q . В клiтинки B[1, 2], B[1, 3], ..., B[1,m+1] вписуємо елементи множини
M :
> B[1,1]:=‘p‘/‘q‘:

for j from 2 to m+1 do B[1,j]:=M[j-1]: end do:

Тепер заповнюємо другий рядок. В клiтинку B[2, 1] заносимо позначе-
ння p − q, в клiтинки B[2, 2], B[2, 3], ..., B[2,m + 1] заносимо значення
p−q для вiдповiдних чисел p

q (за допомогою команди numer(c) знаходимо
чисельник дробу c = p

q , а команди denom(c) – знаменник).

> B[2,1]:=‘p-q‘:

> for j from 2 to m+1 do
B[2,j]:=numer(B[1,j])-denom(B[1,j]):

end do:

Далi заповнюємо третiй рядок. В клiтинку B[3, 1] заносимо позначення
f(1)
(p−q) , в клiтинках B[3, 2], B[3, 3], ..., B[3,m+1] ставимо знак +, якщо частка
f(1)
(p−q) – число цiле, i знак – в iншому випадку.

> B[3,1]:=‘f(1)‘/‘p-q‘:

> for j from 2 to m+1 do
if (fp1 mod B[2,j])=0 then B[3,j]:=‘+‘
else B[3,j]:=‘-‘
end if;

end do;

Четвертий i п’ятий рядки заповнюємо аналогiчно з єдиною вiдмiннiстю:
заповнюємо лише тi клiтинки, над якими в 3-му рядку стояв знак +.

> B[4,1]:=‘p+q‘: B[5,1]:=‘f(-1)‘/‘p+q‘:
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> for j from 2 to m+1 do
if B[3,j]=‘+‘ then B[4,j]:= numer(B[1,j])+denom(B[1,j]);

if (fm1 mod B[4,j])=0 then B[5,j]:=‘+‘
else B[5,j]:=‘-‘
end if;

else B[4,j]:=“; B[5,j]:=“
end if;

end do;
Виводимо таблицю B на екран. Вiдмiтимо, що якщо множина M має

досить велику кiлькiсть елементiв (а значить, таблиця B матиме велику
кiлькiсть стовпцiв), то, щоб побачити всю таблицю повiстю, слiд ввести:
> interface(rtablesize=m+1):

print(B);
Далi для кожної клiтинки 5-го рядка B[5, i], в якiй стоїть знак +, ви-

значаємо, чи є елемент p
q = B[1, i] коренем многочлена f1(x). Якщо так,

заносимо цей елемент до множини R коренiв.
> for i from 2 to m do

if B[5,i]=‘+‘ and subs({x=B[1,i]},f)=0 then
R:=R union {B[1,i]};

end if;
end do:
В результатi отримаємо множину R рацiональних коренiв заданого мно-

гочлена f(x):

> print(’R’=R);
Залишається знайти кратностi цих коренiв. Для цього можемо викори-

стати процедуру rootMult, створену при розв’язаннi Прикладу 42.1:
> for i from 1 to nops(R) do

k[i]:=rootMult(f,R[i]);
print([R[i],k[i]])
end do;
Вiдповiдь отримуємо у виглядi набору пар [pq , k], де p

q – рацiональний
корiнь многочлена f(x) кратностi k.

Код даної процедури наступний:

Qroots:=proc(f)
uses numtheory,PolynomialTools;
local i,R,f1,a,P,Q,M,n,j,b,cl,fp1,fm1,A,N0,m,B,k;

R:={ }: f1:=f:
a[0]:=coeff(f,x,0):
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if a[0]=0 then R:=R union {0};
while rem(f1,x,x)=0 do f1:=quo(f1,x,x); end do;

end if;
if subs({x=1},f1)=0 then R:=R union {1};

while rem(f1,x-1,x)=0 do f1:=quo(f1,x-1,x); end do;
end if;
if subs({x=-1},f1)=0 then R:=R union {-1};

while rem(f1,x+1,x)=0 do f1:=quo(f1,x+1,x); end do;
end if;
a[0]:=coeff(f1,x,0): P:=divisors(a[0]); print(’P’=P);
n:=degree(f1): a[n]:=coeff(f1,x,n): Q:=divisors(a[n]); print(’Q’=Q);
M:={}:
for i from 1 to nops(P) do

for j from 1 to nops(Q) do
a:=P[i]/Q[j]; b:=-P[i]/Q[j]; M:=M union {a,b };

end do;
end do;
M:=M minus {1,-1 }; print(M);
cl:=CoefficientList(f1,x,termorder=reverse);
A:=max(seq(abs(cl[i]),i=2..n)); N0:=1+A/abs(cl[1]);
for i from 1 to nops(M) do

if M[i]<=-N0 or M[i]>=N0 then M:=M minus {M[i] }; end if;
end do:
fp1:=subs({x=1 },f1); fm1:=subs( {x=-1 },f1);
m:=nops(M): B := Array(1..5,1..nops(M)+1):
B[1,1]:=‘p‘/‘q‘:
for j from 2 to m+1 do B[1,j]:=M[j-1]: end do:
B[2,1]:=‘p-q‘:
for j from 2 to m+1 do B[2,j]:=numer(B[1,j])-denom(B[1,j]): end do:
B[3,1]:=‘f(1)‘/‘p-q‘:
for j from 2 to m+1 do

if (fp1 mod B[2,j])=0 then B[3,j]:=‘+‘ else B[3,j]:=‘-‘ end if;
end do;
B[4,1]:=‘p+q‘: B[5,1]:=‘f(-1)/(p+q)‘:
for j from 2 to m+1 do

if B[3,j]=‘+‘ then B[4,j]:=numer(B[1,j])+denom(B[1,j]);
if (fm1 mod B[4,j])=0 then B[5,j]:=‘+‘ else B[5,j]:=‘-‘ end if;

else B[4,j]:=“; B[5,j]:=“
end if;

end do;
interface(rtablesize=m+1): print(B);
for i from 2 to m do

if B[5,i]=‘+‘ and subs({x=B[1,i]},f)=0 then R:=R union {B[1,i]};
end if;

end do:
print(’R’=R);
for i from 1 to nops(R) do k[i]:=rootMult(f,R[i]); print([R[i],k[i]])

end do;
end proc:
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Розв’язання в Maple. Для перевiрки остаточного результату застосовуємо
або команду solve (яка знайде всi розв’язки без урахування їхньої кратно-
стi):
> f:=12*x^6+8*x^5-97*x^4+x^3+100*x^2-57*x+9:

> solve(f);
1

3
, −3,

1

2
+

√
13

2
,
1

2
−

√
13

2
,
1

2
,
1

2
або команду roots (яка знайде всi дiйснi розв’язки та їхнi кратностi):
> roots(f);

[[
1

2
, 2], [

1

3
, 1], [−3, 1]]

Для покрокової перевiрки використаємо створену процедуру Qroots:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

> Qroots(12*x^6+8*x^5-97*x^4+x^3+100*x^2-57*x+9);
P = {1, 3, 9}

Q = {1, 2, 3, 4, 6, 12}

{−9, −3, 3, 9,
−9

2
,
−9

4
,
−3

2
,
−3

4
,
−1

2
,
−1

3
,
−1

4
,
−1

6
,
−1

12
,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

6
,
1

12
,
3

2
,
3

4
,
9

2
,
9

4
}

p

q
−9 −3 3 9 −9

2
−9
4

−3
2

−3
4

−1
2

−1
3

−1
4

−1
6

−1
12

1
2

1
3

1
4

1
6

1
12

3
2

3
4

9
2

9
4

p − q −10 −4 2 8 −11 −13 −5 −7 −3 −4 −5 −7 −13 −1 −2 −3 −5 −11 1 −1 7 5
f (1 )

p − q
− + + + − − − − + + − − − + + + − − + + − −

p + q −2 4 10 1 2 3 4 5 5 7
f (−1 )

p + q
+ + − + + + + − − −


R = {−3,

1

2
,
1

3
}

[−3, 1]

[
1

2
, 2]

[
1

3
, 1]

Отже, многочлен f(x) має 3 рацiональнi коренi: −3, 12 ,
1
3 кратностi 1, 2, 1

вiдповiдно. Щоб знайти решту коренiв, треба роздiлити многочлен f(x) на
добуток (x+ 3)(x− 1

2)
2(x− 3) i знайти коренi отриманої частки:

> g:=quo(12*x^6+8*x^5-97*x^4+x^3+100*x^2-57*x+9,
(x+3)*(x-1/2)^2*(x-1/3),x);

g := 12 x2 − 12x− 36
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> solve(g);

1

2
+

√
13

2
,
1

2
−

√
13

2
Таким чином, задане рiвняння окрiм розв’язкiв −3, 12 ,

1
3 кратностi 1, 2, 1

вiдповiдно має ще й розв’язки 1±
√
13

2 1-ої кратностi.

Приклад 58.2. Розв’язати рiвняння:

2x7 + x6 − 15x5 + 5x4 + 13x3 − 6x2 = 0.

Розв’язання. Перевiримо, чи є числа 0, 1,−1 коренями многочлена f(x) =
2x7 + x6 − 15x5 + 5x4 + 13x3 − 6x2. Оскiльки вiльний член многочлена
f(x) дорiвнює 0, то число 0 є коренем. Роздiлимо f(x) на x2, отримаємо
многочлен 2x5+ x4− 15x3+5x2+13x− 6, для якого число 0 не є коренем.

Далi перевiряємо, чи є числа 1 i −1 коренями цього многочлена. Оскiль-
ки f(1) = 0 i f(−1) = 0, то 1 i −1 є коренями. Знайдемо їхню кратнiсть. В
даному випадку можна використати обидва способи: i критерiй кратностi
кореня (за допомогою похiдної), i схему Горнера. Зауважимо, що, викори-
стовуючи схему Горнера, можна одразу знайти i частку. Маємо:

2 1 −15 5 13 −6

1 2 3 −12 −7 6 0

1 2 5 −7 −14 −8

Отже, кратнiсть кореня x = 1 дорiвнює 1. В результатi дiлення мно-
гочлена 2x5 + x4 − 15x3 + 5x2 + 13x − 6 на x − 1 отримаємо частку
2x4 + 3x3 − 12x2 − 7x+ 6. Знайдемо кратнiсть кореня x = −1:

2 3 −12 −7 6

−1 2 1 −13 6 0

−1 2 −1 −12 18

Отже, кратнiсть кореня x = −1 також дорiвнює 1.
Решту коренiв заданого многочлена шукатимемо серед коренiв много-

члена f1(x) =
f(x)

x2(x−1)(x+1) = 2x3 + x2 − 13x+ 6.
Вiльний член многочлена f1(x) має наступнi дiльники p: ±1;±2;±3;±6.

Випишемо тепер всi дiльники q старшого коефiцiєнта: ±1;±2.
Отже, рацiональнi коренi p

q многочлена f1(x) необхiдно шукати серед
чисел виду:

±2; ±3; ±6; ±1

2
; ±3

2
. (VI.15)
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Дiйснi коренi многочлена f1(x) повиннi мiститись в iнтервалi (−N0;N0)
(див. §4). Маємо: |an| = max{1, 13, 6} = 13, тодi N0 = 1 + A

|an| = 1 + 13
2 =

7, 5. Отже, коренi многочлена мiстяться в iнтервалi (−7, 5; 7, 5). До цього
iнтервалу належать всi числа множини (VI.15).

Далi знаходимо значення f1(1) = −4, f1(−1) = 18 i для кожного числа
p
q iз (VI.15) перевiряємо, чи є числа −4

p−q i 18
p+q цiлими.

p
q 2 −2 3 −3 6 −6 1

2 −1
2

3
2 −3

2

p− q 1 −3 2 −4 5 −7 −1 −3 1 −5
−4
p−q + − + + − − + − + −
p+ q 3 4 −2 3 5

72
p+q + − + + −

Залишається дослiдити наступнi значення: 2;−3; 12 . Для цього застосуємо
схему Горнера.

2 1 −13 6

2 2 5 -3 0

2 2 11 19

Отже, число 2 є коренем кратностi 1. При цьому f(x)
x−2 = 2x2−5x−3. Решту

коренiв зручнiше знайти, розв’язавши квадратне рiвняння 2x2−5x−3 = 0.
Розв’язками даного рiвняння є: 1

2 i −3. Значить, коренями многочлена f1(x)
є числа 2, 12 ,−3 (всi вони є простими коренями). Тодi коренями многочлена
f(x) (тобто розв’язками заданого рiвняння) є:

простi коренi: 2, 12 ,−3, 1,−1;
корiнь 0 кратностi 2.

Розв’язання в Maple. Застосовуємо процедуру Qroots iз Прикладу 58.1.

> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

> Qroots(2*x^7+x^6-15*x^5+5*x^4+13*x^3-6*x^2);
P = {1, 2, 3, 6}

Q = {1, 2}

{−6, −3, −2, 2, 3, 6,
−3

2
,
−1

2
,
1

2
,
3

2
}
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p

q
−6 −3 −2 2 3 6

−3

2

−1

2

1

2

3

2

p − q −7 −4 −3 1 2 5 −5 −3 −1 1
f (1 )

p − q
− + − + + − − − + +

p + q −2 3 4 3 5
f (−1 )

p + q
+ + − + −


R = {−3, −1, 0, 1, 2,

1

2
}

[−3, 1]

[−1, 1]

[0, 2]

[1, 1]

[2, 1]

[
1

2
, 1]

Таким чином, многочлен f(x) має простi коренi: −3,−1, 1, 2, 12 i подвiй-
ний корiнь 0. Можливо, многочлен f(x) має ще й коренi, якi не є рацiо-
нальними числами. Знаходимо частку f(x)

x2(x+3)(x+1)(x−1)(x−2)(x− 1
2 )

:
> g:=quo(2*x^7+x^6-15*x^5+5*x^4+13*x^3-6*x^2,

x^2*(x+3)*(x+1)*(x-1)*(x-2)*(x-1/2),x);
g := 2

Многочлен g(x), одержаний в частцi, коренiв не має, отже, многочлен
f(x) має лише рацiональнi коренi, знайденi вище.

Завдання 58. Розв’язати рiвняння:

58.1. 16x5 − 104x4 + 265x3 − 231x2 − 172x− 24 = 0.
58.2. 9x5 − 84x4 + 244x3 − 269x2 + 124x− 20 = 0.
58.3. 9x5 − 6x4 + 10x3 + 84x2 − 59x+ 10 = 0.
58.4. 36x5 − 141x4 + 97x3 + 288x2 + 52x− 32 = 0.
58.5. 9x5 + 6x4 − 17x3 − 48x2 − 26x− 4 = 0.
58.6. 48x5 − 88x4 − 213x3 − 23x2 + 22x+ 4 = 0.
58.7. 5x5 − x4 − 35x3 − 13x2 + 104x− 20 = 0.
58.8. 108x5 + 216x4 − 189x3 − 29x2 + 21x− 2 = 0.
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58.9. 9x5 + 89x4 + 359x3 + 715x2 + 564x− 72 = 0.
58.10. 9x5 − 59x4 + 98x3 + 20x2 − 88x− 32 = 0.
58.11. 18x5 − 51x4 + 62x3 − 18x2 − 16x+ 8 = 0.
58.12. 4x5 + 29x4 + 68x3 + 35x2 − 38x− 30 = 0.
58.13. 3x5 − 4x4 − x3 + 38x2 + 48x+ 16 = 0.
58.14. 9x5 − 7x4 − 38x3 − 17x2 + 7x+ 2 = 0.
58.15. 108x5 − 396x4 + 375x3 + 266x2 − 113x+ 10 = 0.
58.16. 27x5 + 99x4 − 12x3 − 80x2 + 16 = 0.
58.17. 16x5 + 72x4 + 137x3 + 157x2 − 109x+ 15 = 0.
58.18. 75x5 + 70x4 − 437x3 + 364x2 − 96x+ 8 = 0.
58.19. 16x5 − 24x4 − 167x3 + 168x2 + 45x− 54 = 0.
58.20. 12x5 − 4x4 − 5x3 + 20x2 + 18x+ 4 = 0.
58.21. 36x5 + 219x4 + 487x3 + 328x2 + 12x− 32 = 0.
58.22. 9x5 − 2x4 + 18x3 + 68x2 + 29x− 10 = 0.
58.23. 20x5 − 116x4 + 241x3 − 132x2 + 3x+ 8 = 0.
58.24. 9x5 − 33x4 + 25x3 + 43x2 − 24x− 20 = 0.
58.25. 9x5 + 16x4 − 76x3 − 200x2 − 96x+ 32 = 0.

Приклад 59. Довести, що число 2011
√
7 – iррацiональне.

Розв’язання. Спосiб I. Дiйсне число 2011
√
7 є коренем многочлена f(x) =

x2011 − 7. Покажемо, що многочлен f(x) рацiональних коренiв не має.
Оскiльки старший коефiцiєнт многочлена f(x) дорiвнює 1, то всi його ра-
цiональнi коренi повиннi бути цiлими. Водночас, цiлi коренi нормованого
многочлена повиннi бути дiльниками вiльного члена, тобто числа −7. Та-
кими цiлими числами є лише ±1, ±7. Жодне iз цих чисел не є коренем
многочлена f(x). Отже, число 2011

√
7 є iррацiональним.

Спосiб II. Припустимо, що дiйсне число 2011
√
7 є рацiональним. Тодi

його можна записати у виглядi 2011
√
7 = m

n , де m ∈ Z, n ∈ N, (m,n) = 1.
Пiднесемо обидвi частини даної рiвностi до 2011-го степеня i домножимо
обидвi частини на n2011:

7n2011 = m2011.

Лiва частина даної рiвностi дiлиться на 7, тому m2011 ... 7. Звiдси, за вла-
стивiстю 3 п.1 §3 розд.I [1], m

... 7. Тодi m = 7m1, m1 ∈ Z. Одержимо:
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7n2011 = 72011m2011, звiдки n2011 = 72010m2011, а значить, n2011 ... 7. Тодi n ... 7,
i значить, (n,m)

... 7, що суперечить вибору n i m. Отже, припущення не-
вiрне i число 2011

√
7 є iррацiональним.

Розв’язання в Maple. В Maple визначити, чи є число a рацiональним, чи
нi, можна за допомогою команди type(a, rational). Якщо a ∈ Q, то ре-
зультатом є true, в iншому випадку – false.
> type(root[2011](7),rational);

false

Тепер визначимо аналогiчно, чи є задане число дiйсним:
> type(root[2011](7),realcons);

true

Отже, число 2011
√
7 не є рацiональним, але є дiйсним, значить, число 2011

√
7

– iррацiональне.

Завдання 59. Довести, що число a – iррацiональне, якщо:

59.1. a = 16
√
29.

59.2. a = 24
√
151.

59.3. a = 21
√
57.

59.4. a = 6
√
257.

59.5. a = 13
√
5.

59.6. a = 5
√
134.

59.7. a = 43
√
17.

59.8. a = 16
√
30.

59.9. a = 5
√
91.

59.10. a = 7
√
19.

59.11. a = 14
√
263.

59.12. a = 3
√
1001.

59.13. a = 18
√
37.

59.14. a = 7
√
237.

59.15. a = 17
√
101.

59.16. a = 15
√
41.

59.17. a = 14
√
62.

59.18. a = 53
√
121.

59.19. a = 20
√
2.

59.20. a = 12
√
61.

59.21. a = 9
√
59.

59.22. a = 19
√
3.

59.23. a = 42
√
23.

59.24. a = 18
√
32.

59.25. a = 11
√
19.

Приклад 60. Довести, що многочлени

f(x) = x6 − 2x4 + 4x3 + 2

i
g(x) = x4 + 10x3 + 24x2 + 25x+ 13

– незвiднi над полем Q рацiональних чисел.
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Розв’язання. Застосуємо ознаку Айзенштайна. Оскiльки:
1) всi коефiцiєнти многочлена f(x), крiм старшого, дiляться на просте

число p = 2;
2) вiльний член не дiлиться на p2 = 4;
3) старший коефiцiєнт не дiлиться на p = 2,

то за ознкою Айзенштайна многочлен є незвiдним над полем Q.

До многочлена g(x) безпосередньо застосувати ознаку Айзенштайна не
можна. Зробимо замiну: x = y − 1. Маємо:

h(y) = g(y − 1) = (y − 1)4 + 10(y − 1)3 + 24(y − 1)2 + 25(y − 1) + 13 =

= y4 + 6y3 + 3y + 3.

1) всi коефiцiєнти многочлена h(y), крiм старшого, дiляться на просте
число 3;

2) вiльний член не дiлиться на 9;
3) старший коефiцiєнт не дiлиться на 3.

Це означає, що многочлен h(y) є незвiдним над полем Q, а тому i многочлен
g(x) теж є незвiдним над Q.

Розробка процедур. Створимо процедуру EisensteinsCrit(f) для перевiр-
ки, чи можна до заданого многочлена f(x) застосувати ознаку Айзенштай-
на. В ходi процедури:

1) перевiряємо, чи є коефiцiєнти многочлена f(x) цiлими числами; якщо
нi, з’являється повiдомлення про помилку:
> if not type(f, polynom(integer)) then

error "wrong coefficients";
end if;
2) видiляємо коефiцiєнти ai многочлена f(x):

> n:=degree(f,x):
for i from 0 to n do a[i]:=coeff(f,x,i); end do;
3) знаходимо множину M всiх простих дiльникiв числа a0 за допомогою

команди factorset iз пакету numtheory:
> M:=factorset(a[0]);

4) для кожного числа p ∈ M перевiряємо, чи задовольняє число p умови
ознаки Айзенштайна, а саме:

а) перевiряємо, чи кожен iз коефiцiєнтiв a0, a1, ...,an−1 дiлиться на p
(умова 1)):
> j:=0;

while j<=n-1 and irem(a[j],p)=0 do j:=j+1; end do;
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б) якщо кожен iз коефiцiєнтiв a0, a1, ...,an−1 дiлиться на p (тобто в ре-
зультатi перевiрки лiчильник j набув значення n), то перевiряємо, чи ви-

конуються умови 2): a0
... p2 i 3): an

... p. Якщо данi умови виконуються, з’яв-
ляється повiдомлення: "mnogochlen nezvidnyi" i вказується число p; якщо
якась iз умов 1)-3) не виконується, то лiчильник i збiльшується на 1, пере-
ходимо до розгляду наступного елемента множини M (наступного простого
числа):
> if j=n and irem(a[0],p^2)<>0 and irem(a[n],p)<>0 then

return("mnogochlen nezvidnyi, p"=p)
else i:=i+1;
end if;
6) якщо всi числа множини M дослiджено i не знайдено числа p, яке

задовольняє умови ознаки Айзенштайна (при цьому лiчильник i набуде
значення на 1 бiльшого за кiлькiсть елементiв множини M), то з’являє-
ться повiдомлення про те, що ознака Айзенштайна до заданого многочлена
незастосовна:
> if i=nops(M)+1 then

return("oznaka Eisenstein nezastosovna‘)
end if;
Код процедури наступний:

EisensteinsCrit:=proc(f,x)
uses numtheory:
local n,M,i,j,a,p:

if not type(f, polynom(integer)) then
error "wrong coefficients";

end if;
n:=degree(f,x):
for i from 0 to n do a[i]:=coeff(f,x,i); end do;
M:=factorset(a[0]);
i:=1:
while i<=nops(M) do

p:=M[i];
j:=0;
while j<=n-1 and irem(a[j],p )=0 do j:=j+1; end do;
if j=n and irem(a[0],pˆ 2 )<>0 and irem(a[n],p )<>0 then

return("mnogochlen nezvidnyi, p-p)
else i:=i+1;
end if;

end do;
if i=nops(M)+1 then return("oznaka Eisenstein nezastosovna") end if;

end proc:
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Розв’язання в Maple. Застосовуємо створену процедуру EisensteinsCrit
до заданих многочленiв f(x) i g(x):
> f:=x^6-2*x^4+4*x^3+2:

EisensteinsCrit(f,x);
”mnogochlen nezvidnyi , p” = 2

До многочлена f(x) ознаку Айзенштайна застосувати можна: при p = 2
умови 1)-3) виконуються, отже, f(x) – незвiдний над Q.
> g:=x^4+10*x^3+24*x^2+25*x+13:

EisensteinsCrit(g,x);
”oznaka Eisenstein nezastosovna”

До многочлена g(x) застосувати ознаку Айзенштайна не можна: простого
числа p, яке б задовольняло умови 1)-3), не iснує.

Пiдберемо замiну. Спробуємо спочатку замiну x = y + 1:
> h1:=expand(subs({x=y+1},g));

h1 := y4 + 14 y3 + 60 y2 + 107 y + 73

Перевiримо, чи можна до многочлена h1(y) застосувати ознаку Айзен-
штайна:
> EisensteinsCrit(h1,y);

”oznaka Eisenstein nezastosovna”

До отриманого многочлена h1(y) застосувати ознаку Айзенштайна та-
кож не можна – замiна невдала. Спробуємо iншу замiну: x = y − 1.
> h2:=expand(subs({x=y-1},g));

h2 := y4 + 6 y3 + 3 y + 3

> EisensteinsCrit(h2,y);
”mnogochlen nezvidnyi , p” = 3

Отриманий многочлен h2(y) – незвiдний над полем Q за ознакою Ай-
зенштайна (p = 3), а тому i многочлен g(x) теж є незвiдним над Q.

Завдання 60. Довести, що многочлен f(x) – незвiдний над полем Q ра-
цiональних чисел:

60.1. f(x) = x4 + 2x3 + 4x2 + 8x− 1.

60.2. f(x) = x5 + 5x4 + 7x3 + x2 − 4x+ 1.

60.3. f(x) = x4 − 2x3 − 8x2 − 2x+ 5.

60.4. f(x) = x4 − 4x3 + 12x2 − 16x+ 1.
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60.5. f(x) = x4 − 2x3 − 4x2 + 14x− 11.

60.6. f(x) = x5 − 9x4 + 26x3 − 34x2 + 21x− 3.

60.7. f(x) = x4 − x3 − 12x2 + 23x− 8.

60.8. f(x) = x4 + 8x3 + 14x2 + 8x+ 3.

60.9. f(x) = x5 + 5x4 + 10x3 + x2 − 13x− 5.

60.10. f(x) = x4 + 8x3 + 16x2 + 14x− 1.

60.11. f(x) = x4 − 6x3 + 16x2 − 16x− 1.

60.12. f(x) = x5 − 10x4 + 37x3 − 62x2 + 44x− 5.

60.13. f(x) = x4 − 10x3 + 28x2 − 26x+ 9.

60.14. f(x) = x4 + 4x3 + 12x2 + 16x+ 1.

60.15. f(x) = x4 + 6x3 + 8x2 + 6x+ 1.

60.16. f(x) = x5 + x4 − 6x3 − 14x2 − 11x− 1.

60.17. f(x) = x4 − 5x3 − 3x2 + 40x− 41.

60.18. f(x) = x4 + 5x3 − 27x2 + 35x− 11.

60.19. f(x) = x5 − 5x4 + 10x3 − 19x2 + 23x− 7.

60.20. f(x) = x4 − 8x2 + 14x− 13.

60.21. f(x) = x4 + 17x3 + 72x2 + 116x+ 67.

60.22. f(x) = x4 + 2x3 + 2x2 + 6x+ 3.

60.23. f(x) = x4 − 2x3 − 9x2 − 8x+ 1.

60.24. f(x) = x4 − 6x3 + 14x2 − 10x− 1.

60.25. f(x) = x4 − 10x3 + 27x2 − 28x+ 13.
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Роздiл VII

Теорiя груп

1. Група. Пiдгрупа

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Означення (групи). Впорядкована пара ⟨G; ∗⟩, де G – непорожня множина, називає-
ться групою, якщо виконуються наступнi умови:

1) ∗ – бiнарна алгебраїчна операцiя, задана на множинi G;
2) операцiя ∗ асоцiативна на G, тобто для будь-яких елементiв a, b, c iз G справедливо:

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);
3) в G iснує нейтральний вiдносно ∗ елемент e, тобто такий, що a ∗ e = e ∗ a = a для

всiх a ∈ G;
4) для будь-якого елемента a ∈ G iснує симетричний до нього елемент a′ ∈ G, тобто

такий, що a ∗ a′ = a′ ∗ a = e.

Умови 1)-4) називають аксiомами групи. Для позначення групової операцiї замiсть
знака ∗ використовують частiше бiльш звичнi знаки: + i ·. Якщо беруть знак +, то ал-
гебраїчну операцiю називають додаванням, групу вiдносно цiєї операцiї – адитивною,
нейтральний елемент – нульовим або просто нулем, симетричний – протилежним еле-
ментом, i таку форму запису називають адитивною. Якщо використовують знак ·, то
алгебраїчну операцiю називають множенням, групу вiдносно цiєї операцiї – мульти-
плiкативною, нейтральний елемент – одиничним або просто одиницею, симетричний –
оберненим елементом, i таку форму запису називають мультиплiкативною.

Група ⟨G; ∗⟩ називається комутативною або абелевою, якщо комутативною є опе-
рацiя ∗, тобто якщо для будь-яких елементiв a, b iз G справедливо: a ∗ b = b ∗ a.

Найпростiшi властивостi групи. Нехай ⟨G; ·⟩ – група. Тодi:

1) для будь-яких елементiв a, b ∈ G справедливо: (ab)−1 = b−1a−1.
2) в будь-якiй групi G нейтральний елемент єдиний;
3) в групi G для будь-якого елемента a iз G iснує єдиний симетричний елемент.

Означення (пiдгрупи). Непорожня пiдмножина H групи ⟨G; ∗⟩ називається пiдгрупою
цiєї групи, якщо вона є групою вiдносно операцiї, заданої в G (тобто якщо ⟨H; ∗⟩ –
група).
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Пiдгрупа H групи G, вiдмiнна вiд G i вiд {e}, називається власною пiдгрупою групи
G. Якщо H є пiдгрупою групи G, то пишуть: H 6 G. Якщо H 6 G i H ̸= G, пишуть:
H < G. Якщо H не є пiдгрупою групи G, записують: H 
 G.

Теорема (критерiй пiдгрупи). Нехай ⟨G; ∗⟩ – група. Для того, щоб непорожня пiдмно-
жина H групи G була пiдгрупою цiєї групи, необхiдно i достатньо, щоб виконувались
умови:

1) операцiя ∗ була замкненою на H, тобто для довiльних a, b ∈ H виконувалась
умова a ∗ b ∈ H;

2) для довiльного елемента a ∈ H симетричний до нього в G елемент a′ належав
до H.

Якщо деяка непорожня множина T є пiдмножиною деякої вiдомої групи ⟨G; ∗⟩, то
для того, щоб визначити, чи є ⟨T ; ∗⟩ групою, достатньо перевiрити (використовуючи
критерiй пiдгрупи), чи є T пiдгрупою групи G. Якщо ж таку „допомiжну” групу G
пiдiбрати важко, доводиться перевiряти, чи виконуються в T всi умови 1)-4) означення
групи.

В якостi „допомiжних” груп найчастiше використовують:
- адитивнi групи: Q,R,C, групу Mn(P ) квадратних матриць n-го порядку над полем

P ;
- мультиплiкативнi групи: Q∗ = Q\{0},R∗ = R\{0},C∗ = C\{0}, групу GLn(P )

невироджених квадратних матриць n-го порядку над полем P .
Вiдмiтимо, що при виборi „допомiжної” групи необхiдно, щоб виконувались лише

двi умови: ⟨G, ∗⟩ – ,допомiжна”, якщо G ⊇ T i на G задана та ж сама операцiя ∗, що й
на T .

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 61.1. Визначити, чи утворює групу вiдносно операцiї ∗, заданої
наступним чином:

(a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1 + a2, 2b1b2).

а) множина M пар (a, b), де a, b ∈ Z5;
б) множина M1 пар (a, b), де a, b ∈ Z5, причому b ̸= 0.

Якщо так, то чи є ця група абелевою?

Розв’язання. а) Перевiримо, чи виконуються умови 1)-4) означення групи.
1) Нехай (a1, b1), (a2, b2) – довiльнi два елементи iз M , a1, b1, a2, b2 ∈ Z5.

Маємо: (a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1 + a2, 2b1b2) ∈ M , оскiльки a1 + a2 ∈ Z5,
2b1b2 ∈ Z5. Отже, операцiя ∗ замкнена на M ; крiм того, ∗ виконувана i
однозначна на M , а значить, є бiнарною алгебраїчною на M .

2) Нехай (a3, b3) – ще один довiльний елемент iз M , a3, b3 ∈ Z5. Тодi:
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(
(a1, b1) ∗ (a2, b2)

)
∗ (a3, b3) = (a1 + a2, 2b1b2) ∗ (a3, b3) =

=

(
(a1 + a2) + a3, 2(2b1b2)b3

)
=

(
(a1 + a2) + a3, (4b1b2)b3

)
;

(a1, b1) ∗
(
(a2, b2) ∗ (a3, b3)

)
= (a1, b1) ∗ (a2 + a3, 2b2b3) =

=

(
a1 + (a2 + a3), 2b1(2b2b3)

)
.

Враховуючи асоцiативнiсть i комутативнiсть операцiй додавання i множе-
ння на множинi Z5 (тобто враховуючи, що (a1 + a2) + a3 = a1 + (a2 + a3) i
2(2b1b2)b3 = 2b1(2b2b3)), маємо, що(

(a1, b1) ∗ (a2, b2)
)
∗ (a3, b3) = (a1, b1) ∗

(
(a2, b2) ∗ (a3, b3)

)
.

Отже, операцiя ∗ є асоцiативною на M .
3) В M нейтральним елементом вiдносно операцiї ∗ є елемент (0, 3),

оскiльки для довiльного елемента (a, b) ∈ M справедливо:

(a, b) ∗ (0, 3) = (a+ 0, 2b · 3) = (a, b) i

(0, 3) ∗ (a, b) = (0 + a, 2 · 3b) = (a, b).

4) Нехай (a, b) – довiльний елемент iз M . Покажемо, що симетричний
до (a, b) вiдносно операцiї ∗ iснує не завжди. Дiйсно, нехай симетричним
до (a, b) елементом є елемент (x, y), тодi

(a, b) ∗ (x, y) = (0, 3)

(x, y) ∗ (a, b) = (0, 3)

тобто

(a+ x, 2by) = (0, 3)

(x+ a, 2yb) = (0, 3).

З першої рiвностi маємо: a+ x = 0, 2by = 3. Тодi x = −a, y = 2
−1
b−1 · 3 =

3b−1 · 3 = 4b−1. Елемент −a iснує для довiльного a ∈ Z5, але елемент b−1

iснує не для кожного b ∈ Z5 (а саме: для b = 0 елемента b−1 не iснує).
Значить, i не для кожного елемента (a, b) iз M iснує симетричний вiдносно
операцiї ∗ елемент.
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Таким чином, множина M не є групою вiдносно операцiї ∗.
б) При перевiрцi умов 1)-3) означення групи для множини M1 будемо

використовувати деякi властивостi операцiї ∗ на множинi M (див. п.а)).
1) Операцiя ∗ на M1 – виконувана i однозначна, оскiльки ∗ є виконува-

ною i однозначною на M (яка мiстить M1). Нехай (a1, b1), (a2, b2) – довiльнi
два елементи iз M1, a1, b1, a2, b2 ∈ Z5 i b1 ̸= 0, b2 ̸= 0. Тодi 2b1b2 ̸= 0, а зна-
чить, (a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1 + a2, 2b1b2) ∈ M1. Отже, операцiя ∗ замкнена
на M1, а значить, i бiнарна алгебраїчна на M1.

2) Операцiя ∗ на M1 – асоцiативна, оскiльки ∗ є асоцiативною на множинi
M .

3) Нейтральним елементом вiдносно операцiї ∗ в M1 є елемент (0, 3),
оскiльки цей елемент є нейтральним вiдносно ∗ в M .

4) Для довiльного b ∈ Z5 елемент b−1, обернений до b в Z5, iснує, тому
для довiльної пари (a, b) iснуватиме в M1 елемент (−a, 4b−1), симетричний
до (a, b), оскiльки

(a, b) ∗ (−a, 4b−1) = (a− a, 2b4b−1) = (0, 3),

(−a, 4b−1) ∗ (a, b) = (−a+ a, 24b−1b) = (0, 3).

Умови 1)-4) означення групи виконуються, отже, множина M1 є групою
вiдносно операцiї ∗.

Перевiримо, чи є група ⟨M1; ∗⟩ абелевою.
5) Нехай (a1, b1), (a2, b2) – довiльнi два елементи iз M1, a1, b1, a2, b2 ∈ Z5,

b1 ̸= 0, b2 ̸= 0. Маємо:

(a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1 + a2, 2b1b2);

(a2, b2) ∗ (a1, b1) = (a2 + a1, 2b2b1).

Оскiльки операцiї додавання i множення – комутативнi на Z5, то a1+ a2 =
a2 + a1, b1b2 = b2b1, а значить, (a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a2, b2) ∗ (a1, b1). Отже, ∗
є комутативною на M .

Таким чином, пара ⟨M1; ∗⟩ є абелевою групою.

Розробка процедур. На основi процедур isClosed, isAssociative, Id,
hasSym, створених при розв’язаннi Прикладу 21.1, можна розробити про-
цедуру для перевiрки, чи є непорожня множина M групою вiдносно опе-
рацiї operation:
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isGroup:=proc(M,operation)
if isClosed(M,operation) and isAssociative(M,operation) and

Id(M,operation)<>false and hasSym(M,operation)<>false then
return true

else return false;
end if;

end proc:

Розв’язання в Maple. а) Задаємо множину M i операцiю ∗ (див. Приклад
21.1):
> M:={seq(seq([a,b],a=0..4),b=0..4)}:
> astra:=(X,Y)->[X[1]+Y[1] mod 5,2*X[2]*Y[2] mod 5]:
пiдключаємо бiблiотеку:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> isClosed(M,astra);

true

> isAssociative(M,astra);
true

> Id(M,astra);
[0, 3]

> hasSym(M,astra);
false

Умови 1)-3) означення групи виконуються, але умова 4) не виконується,
тому пара ⟨M ; ∗⟩ не є групою:
> isGroup(M,astra);

false

б) Задаємо множину M1 i операцiю ∗:
> M1:={seq(seq([a,b],a=0..4),b=1..4)}:
> astra:=(X,Y)->[X[1]+Y[1] mod 5,2*X[2]*Y[2] mod 5]:
i перевiряємо, чи виконуються умови 1)-4) означення групи:
> isClosed(M1,astra);

true

> isAssociative(M1,astra);
true

> Id(M1,astra);
[0, 3]
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> hasSym(M1,astra);
true

Всi умови означення групи виконуються, отже, пара ⟨M1; ∗⟩ є групою:
> isGroup(M1,astra);

true

Перевiримо, чи буде операцiя ∗ комутативна на M1.
> isCommutative(M1,astra);

true

Операцiя ∗ є комутативною на M1, тому група ⟨M1; ∗⟩ – абелева.

Приклад 61.2. Визначити, чи утворює групу множина M = Z7 вiдносно
операцiї ∗, заданої наступним чином:

a ∗ b = a2 + b2.

Якщо так, то чи є група ⟨M ; ∗⟩ абелевою?

Розв’язання. Перевiримо, чи виконуються умови 1)-4) означення групи.
1) Нехай a, b ∈ Z7. Тодi a∗b = a2+b2 ∈ Z7; отже, операцiя ∗ замкнена на

Z7. Крiм того, ∗ завжди виконувана i однозначна на Z7, значить, ∗ бiнарна
алгебраїчна на Z7.

2) Нехай a, b, c ∈ Z7. Тодi

(a ∗ b) ∗ c = (a2 + b2) ∗ c = (a2 + b2)2 + c2 = a4 + 2a2b2 + b4 + c2;

a ∗ (b ∗ c) = a ∗ (b2 + c2) = a2 + (b2 + c2)2 = a2 + b4 + 2b2c2 + c4.

Елементи (a ∗ b) ∗ c i a ∗ (b ∗ c) не завжди рiвнi; наприклад, при a = b = 1,
c = 0 маємо: (a∗ b)∗ c = 1

4
+21

2
1
2
+1

4
+0

2
= 4; a∗ (b∗c) = 1

2
+(1

2
+1

2
)2 =

1
2
+1

4
+21

2
0
2
+0

4
= 2. Отже, операцiя ∗ не є асоцiативною на Z7, а значить,

⟨Z7; ∗⟩ не є групою.

Розв’язання в Maple. а) Задаємо множину M i операцiю ∗:
> M:={seq(a,a=0..6)};

M := {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
> astra:=(X,Y)->X^2+Y^2 mod 7:
i перевiряємо, чи виконуються умови означення групи:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> isClosed(M,astra);
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true

> isAssociative(M,astra);
false

Як бачимо, операцiя ∗ не є асоцiативною на M , тому ⟨M ; ∗⟩ не є групою.

Завдання 61. Визначити, чи утворює групу:

61.1. множина M пар (a, b), де a, b ∈ Z5, вiдносно операцiї ∗, заданої насту-
пним чином: (a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1b2 + b1a2, b1b2).

61.2. множина M = Z5 вiдносно операцiї ∗, заданої наступним чином: a∗b =
ab+ 1.

61.3. множина M = {1, 2, 3, 4, 6, 12} вiдносно операцiї знаходження НСД
двох цiлих чисел.

61.4. множина M пар (a, b), де a, b ∈ Z7, a ̸= 0, вiдносно операцiї ∗, заданої
наступним чином: (a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1a2, a1b2 + b1).

61.5. множина M = Z10 вiдносно операцiї ∗, заданої наступним чином:

a ∗ b =
{

a, якщо a+ b ∈ {0, 2, 4, 6, 8};
b, якщо a+ b ∈ {1, 3, 5, 7, 9}.

61.6. множина M = Z11 вiдносно операцiї ∗, заданої наступним чином:
a ∗ b = b.

61.7. множина M пар (a, b), де a, b ∈ Z5, b ̸= 0, вiдносно операцiї ∗, заданої
наступним чином: (a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1 + b1a2, b1b2).

61.8. множина M квадратних матриць порядку 2 над полем Z5 вiдносно

операцiї ∗, заданої наступним чином: для довiльних A =

(
a1 a2
a3 a4

)
,

B =

(
b1 b2
b3 b4

)
iз M A ∗B =

(
a1b1 a2b2
a3b3 a4b4

)
.

61.9. множина M = Z5\{0} вiдносно операцiї ◦, заданої наступним чином:
a ◦ b = a+ b+ 2.

61.10. множина M пар (a, b), де a, b ∈ Z4, вiдносно операцiї ∗, заданої насту-
пним чином: (a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1, b2).
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61.11. множина M = Z7 вiдносно операцiї ∗, заданої наступним чином: a∗b =
a2b2.

61.12. множина M = Z5\{0} вiдносно операцiї ◦, заданої наступним чином:
a ◦ b = a+ b.

61.13. множина M пар (a, b), де a, b ∈ Z4, вiдносно операцiї ∗, заданої насту-
пним чином: (a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1b2 − b1a2, b1b2).

61.14. множина M = Z7\{0} вiдносно операцiї ◦, заданої наступним чином:
a ◦ b = a+ b+ 2.

61.15. множина M = Z7 вiдносно операцiї ∗, заданої наступним чином: a∗b =
a.

61.16. множина M нескiнченних послiдовностей (a1, a2, a3), де a1, a2, a3 ∈ Z8,
вiдносно операцiї ∗, заданої наступним чином:

(a1, a2, a3) ∗ (b1, b2, b3) = (a1 + b1, a2 + b2, a3b3).

61.17. множина M пар (a, b), де a, b ∈ Z6 – довiльнi цiлi числа, вiд-
носно операцiї ∗, заданої наступним чином: (a1, b1) ∗ (a2, b2) =
(a1a2 − 2b1b2, b1a2 + a1b2).

61.18. множина M пар (a, b), де a, b ∈ Z2, вiдносно операцiї ∗, заданої насту-
пним чином: (a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1 + a2, 1).

61.19. множина M = {1, 2, 3, 4, 6, 12} вiдносно операцiї знаходження НСК
двох цiлих чисел.

61.20. множина M = Z10 вiдносно операцiї ∗, заданої наступним чином:

a ∗ b =
{

a, якщо a+ b ∈ {0, 1, 2, 3, 4};
b, якщо a+ b ∈ {5, 6, 7, 8, 9}.

61.21. множина M пар (a, b), де a, b ∈ Z5, b ∈ {1, 4}, вiдносно операцiї ∗,
заданої наступним чином: (a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1 + a2, b1b2).

61.22. множина M = Z4\{0} вiдносно операцiї ◦, заданої наступним чином:
a ◦ b = ab−1.

61.23. множина M пар (a, b), де a, b ∈ Z3, вiдносно операцiї ∗, заданої насту-
пним чином: (a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1b2, a2b1).



429

61.24. множина M квадратних матриць порядку 2 над полем Z5 вiдносно

операцiї ∗, заданої наступним чином: для довiльних A =

(
a1 a2
a3 a4

)
,

B =

(
b1 b2
b3 b4

)
iз M A ∗B =

(
a1b1 + a3b2 a1b3 + a3b4
a2b1 + a4b2 a2b3 + a4b4

)
.

61.25. множина M трiйок (a, b, 6), де a, b ∈ Z10, вiдносно операцiї ∗, заданої
наступним чином: (a1, b1, c1) ∗ (a2, b2, c2) = (a1 + a2, b1 + b2, c1c2).

Приклад 62.1. Визначити, чи є множина M матриць виду
(

1 a
0 b

)
, де

a, b ∈ Z5, групою вiдносно:
а) операцiї додавання матриць;
б) операцiї множення матриць (за умови b ̸= 0).

Розв’язання. а) Помiчаємо, що множина M ̸= ∅ є пiдмножиною адитивної
групи M2(Z5) матриць 2-го порядку над полем Z5.

Спосiб I. Використаємо критерiй пiдгрупи.

1) Нехай A1 =

(
1 a1
0 b1

)
, A2 =

(
1 a2
0 b2

)
– довiльнi два елементи iз M ,

a1, b1, a2, b2 ∈ Z5. Знайдемо їхню суму:

A1 + A2 =

(
1 a1
0 b1

)
+

(
1 a2
0 b2

)
=

(
2 a1 + a2
0 b1 + b2

)
/∈ M,

оскiльки елемент, що мiститься в лiвому верхньому кутi одержаної матрицi
вiдмiнний вiд 1.

Умова 1) критерiю пiдгрупи не виконуються. Отже, M не є пiдгрупою
адитивної групи M2(Z5), а значить, M не є адитивною групою.

Спосiб II. Кожна пiдгрупа H групи G обов’язково повинна мiстити ней-
тральний елемент групи G. Нейтральним елементом групи M2(Z5) є матри-

ця T =

(
0 0
0 0

)
. Зрозумiло, що T /∈ M . Отже, M не є пiдгрупою групи

M2(Z5), а значить, M не є групою вiдносно операцiї додавання матриць.
б) В даному випадку в якостi „допомiжної” групи вiзьмемо групу

GL2(Z5) невироджених квадратних матриць 2-го порядку над полем Z5.
Перевiримо умови критерiю пiдгрупи.

Нехай A1 =

(
1 a1
0 b1

)
, A2 =

(
1 a2
0 b2

)
– довiльнi два елементи iз M ,
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a1, b1, a2, b2 ∈ Z5, b1 ̸= 0, b2 ̸= 0. Знайдемо їхнiй добуток:

A1A2 =

(
1 a1
0 b1

)(
1 a2
0 b2

)
=

(
1 a2 + a1b2
0 b1b2

)
∈ M,

оскiльки a2 + a1b2 ∈ Z5, b1b2 ∈ Z5, причому b1b2 ̸= 0.
2) Знайдемо обернений до елемента A1 в GL2(Z5). Маємо:

A−1
1 =

(
1 a1
0 b1

)−1

=

(
b1
|A1| − a1

|A1|
0 1

|A1|

)
=

(
b1
b1

−a1
b1

0 1
b1

)
=

(
1 −a1b

−1
1

0 b−1
1

)
∈ M.

Умови критерiю пiдгрупи виконуються, тому M – пiдгрупа групи
GL2(Z5), а значить, ⟨M ; ·⟩ – група.

Розробка процедур. Для перевiрки умов 1)-2) критерiю пiдгрупи викори-
стовуємо процедури isClosed i belongsSym, створенi при розв’язаннi При-
кладiв 21.1 i 24.1 вiдповiдно. На основi даних процедур створимо процедуру
isSubgroup, яка для заданих пiдмножини M групи G, операцiї operation i
правила пошуку симетричного вiдносно цiєї операцiї елемента symElement
визначатиме, чи є M пiдгрупою G:

isSubgroup:=proc(M,operation,symElement)
if isClosed(M,operation)=true and belongsSym(M,symElement)=true

then return true
else return false
end if;

end proc:

Розв’язання в Maple. а) Задаємо множину M i операцiю додавання ма-
триць mplus:
> M:={seq(seq([[1,a],[0,b]],a=0..4),b=0..4)}:
> mplus:=(A,B)->[[A[1,1]+B[1,1] mod 5, A[1,2]+B[1,2] mod 5],

[A[2,1]+B[2,1] mod 5, A[2,2]+B[2,2] mod 5]]:
Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:

> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> isClosed(M,mplus);

false

Отже, операцiя додавання матриць не є замкненою на множинi M .
б) Задаємо множину M (в даному випадку b ̸= 0):

> M:={seq(seq([[1,a],[0,b]],a=0..4),b=1..4)}:
i операцiю множення матриць mmult:
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> mmult:=(A,B)->[[A[1,1]*B[1,1]+A[1,2]*B[2,1] mod 5,
A[1,1]*B[1,2]+A[1,2]*B[2,2] mod 5],

[A[2,1]*B[1,1]+A[2,2]*B[2,1] mod 5,
A[2,1]*B[1,2]+A[2,2]*B[2,2] mod 5]]:

> isClosed(M,mmult);
true

Операцiя множення матриць на множинi M є замкненою.
Тепер задаємо правило пошуку симетричного елемента. Симетричним

елементом до матрицi A =

(
a11 a12
a21 a22

)
вiдносно операцiї множення ма-

триць є обернена матриця A−1 =

( a22
a11a22−a21a12

− a12
a11a22−a21a12

− a21
a11a22−a21a12

a11
a11a22−a21a12

)
:

> im:=A->[[A[2,2]/(A[1,1]*A[2,2]-A[2,1]*A[1,2]) mod 5,
-A[1,2]/(A[1,1]*A[2,2]-A[2,1]*A[1,2]) mod 5],
[-A[2,1]/(A[1,1]*A[2,2]-A[2,1]*A[1,2]) mod 5,
A[1,1]/(A[1,1]*A[2,2]-A[2,1]*A[1,2]) mod 5]]:

Застосовуємо процедуру belongsSym:
> belongsSym(M,im);

true

Отже, i умова 2) критерiю пiдгрупи виконується, значить,
> isSubgroup(M,mmult,im);

true

Таким чином, M 6 GL2(Z5), а значить, ⟨M ; ·⟩ – група.

Приклад 62.2. Визначити, чи є множина H = {1,−1, i,−i} мультиплi-
кативною групою.

Розв’язання. Помiчаємо, що H ̸= ∅ є пiдмножиною мультиплiкативної гру-
пи C∗ = C\{0} вiдмiнних вiд 0 комплексних чисел. Використаємо критерiй
пiдгрупи.

1) Покажемо, що добуток довiльних двох елементiв iз H належить до
H. В силу комутативностi операцiї множення в C∗, а також враховуючи те,
що число 1 є одиничним елементом в C∗ (а значить, є одиничним i в H)
достатньо перевiрити лише такi добутки: (−1) · (−1), (−1) · i, (−1) · (−i),
i · i, i · (−i), (−i) · (−i). Маємо:

(−1) · (−1) = 1 ∈ H, (−1) · (−i) = i ∈ H, i · (−i) = 1 ∈ H,

(−1) · i = −i ∈ H, i · i = −1 ∈ H, (−i) · (−i) = −1 ∈ H.

Таким чином, операцiя множення – алгебраїчна на H.
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2) Покажемо, що разом iз кожним своїм елементом множина H мiстить
i обернений до нього. Маємо:

1−1 = 1 ∈ H, (−1)−1 = −1 ∈ H, i−1 = −i ∈ H, (−i)−1 = i ∈ H.

Умови 1) i 2) критерiю пiдгрупи виконуються, отже, H є пiдгрупою муль-
типлiкативної групи C∗, а це означає, що H сама є мультиплiкативною
групою.

Для перевiрки умов критерiю пiдгрупи у випадку скiнченної множини G

з невеликою кiлькiстю елементiв досить зручно використовувати таблицю
Келi (див. §4 розд.III). Операцiя ∗ замкнена на G, якщо в таблицi Келi
всi клiтинки заповненi лише елементами iз G (тобто в результатi операцiї
∗ над довiльними елементами iз G отримуємо знову елемент iз G). Для
елемента a iснує елемент, симетричний справа вiдносно операцiї ∗, якщо
в рядку, який вiдповiдає елементу a є нейтральний елемент e; причому
якщо e знаходиться в стовпцi, який вiдповiдає елементу b, то b – елемент,
симетричний до a справа.

∗ . . . . . . b . . . . . .

... ↑

... |

a e

...

Аналогiчно до елемента a iснує симетричний злiва, якщо в стовпцi, який
вiдповiдає елементу a є елемент e.

Тому для перевiрки iснування симетричного елемента перевiряють:
а) чи в кожному рядку i стовпцi є нейтральний елемент e;
б) чи однаковими для елемента a є симетричний справа i симетричний

злiва елементи. Якщо операцiя ∗ комутативна на G (в такому випадку
таблиця симетрична вiдносно дiагоналi, що виходить з лiвого верхнього
кута), то достатньо перевiрити лише умову а).

Для множини H i операцiї · маємо:
· 1 −1 i −i

1 1 −1 i −i

−1 −1 1 −i i

i i −i −1 1

−i −i i 1 −1



433

Всi клiтинки таблицi заповнено елементами iз H, тому операцiя · замкне-
на на H. Оскiльки таблиця – симетрична вiдносно дiагоналi, що виходить
з лiвого верхнього кута, то операцiя · комутативна на H i достатньо перевi-
рити лише умову а). Як бачимо, в кожному рядку є нейтральний елемент
1, тому для кожного елемента a iз H в H мiститься i обернений до a в C.
Умови критерiю пiдгрупи виконуються, тому H 6 ⟨C; ·⟩, а значить, H сама
є мультиплiкативною групою.

Розв’язання в Maple. Задаємо множину H, операцiю множення mult:
> H:={1,-1,I,-I}:
> mult:=(a,b)->a*b:
i використовуємо процедури isClosed i belongsSym:
> isClosed(H,mult);

true

Отже, операцiя · замкнена на H.
Задаємо правило пошуку елемента, симетричного вiдносно операцiї ·

(тобто оберненого) до елемента a в C:
> obern:=a->a^(-1);

obern := a → 1

a
> belongsSym(H,obern);

true

Для кожного елемента iз H обернений до нього в C належить до H. Тому
H 6 C:
> isSubgroup(H,mult,obern);

true

Для побудови таблицi Келi використовуємо процедуру cayleyTable,
створену при розв’язаннi Прикладу 23.1.
> cayleyTable(H,mult);

1 −1 I −I
−1 1 −I I
I −I −1 1
−I I 1 −1


Завдання 62. Визначити, чи утворює групу:

62.1. множина M всiх дiагональних матриць порядку 2 над полем Z2 вiд-
носно: а) операцiї додавання матриць; б) операцiї множення матриць.
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62.2. множина M = {1,
√
2,
√
2 + 1,

√
2− 1} вiдносно операцiї множення.

62.3. множина M матриць виду

 0 a b
c 0 d
f g 0

, де a, b, c, d, f, g ∈ Z3, вiдносно

операцiї множення матриць.

62.4. множина M = {0, 1, 2,−1,−2} вiдносно: а) операцiї додавання; б) опе-
рацiї множення.

62.5. множина M =

{(
1 0
0 1

)
,

(
−1 0
0 −1

)
,

(
0 −1
1 0

)
,

(
0 1

−1 0

)}
вiд-

носно: а) операцiї додавання матриць; б) операцiї множення матриць.

62.6. множина M = {1,−1, 12 +
√
3
2 i,−1

2 +
√
3
2 i,−1

2 −
√
3
2 i, 12 −

√
3
2 i} вiдносно

операцiї множення.

62.7. множина M =

{(
0 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
1 1
1 1

)}
, де 0, 1 ∈ Z2

вiдносно операцiї додавання матриць.

62.8. множина M = {0, 1,
√
2,
√
2 + 1,

√
2− 1} вiдносно операцiї додавання.

62.9. множина M всiх комплексних чисел z виду z = cos πk
5 + i sin πk

5 , де
k ∈ 0, 9, вiдносно операцiї множення.

62.10. множина всiх квадратних матриць 2-го порядку над полем Z7, визна-
чник яких дорiвнює 1, вiдносно операцiї множення матриць.

62.11. множина всiх матриць виду

 a 0 0
0 b 0
c 0 d

, де a, b, c ∈ Z3\{0}, вiдносно

операцiї множення матриць.

62.12. множина всiх комплексних чисел z, що задовольняють умову z5 = 1,
вiдносно: а) операцiї додавання; б) операцiї множення.

62.13. множина M матриць виду

 a b c

0 d f
0 0 g

, де a, b, c, d, f, g ∈ Z3\{0}, вiд-

носно операцiї множення матриць.

62.14. множина M = {−1, 0, 1} вiдносно: а) операцiї додавання; б) операцiї
множення.
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62.15. множина M всiх невироджених симетричних матриць 2-го порядку
над полем Z5 вiдносно операцiї множення матриць.

62.16. множина M всiх матриць виду
(

0 c
−c 0

)
, де c ∈ Z7, вiдносно операцiї

додавання матриць.

62.17. множина M =

{
±
(

1 0
0 1

)
,±
(

i 0
0 i

)
,±
(

0 1
1 0

)
,±
(

0 i
i 0

)}
вiдносно операцiї множення матриць.

62.18. множина M всiх кососиметричних матриць 3-го порядку над полем Z3,

тобто матриць виду

 0 a b

−a 0 c
−b −c 0

, де a, b, c ∈ Z3}, вiдносно операцiї

додавання матриць.

62.19. множина M всiх матриць виду
(

a 0
b 1

)
, де b ∈ Z5, a ∈ {1, 4}, вiдносно

операцiї множення матриць.

62.20. множина M = {1,−1, i,−i,
√
2
2 +

√
2
2 i,−

√
2
2 +

√
2
2 i,

√
2
2 −

√
2
2 i,−

√
2
2 −

√
2
2 i}

вiдносно операцiї множення.

62.21. множина матриць виду
(

a b
−b a

)
, де a, b ∈ Z5 такi, що a2 + b2 = 1,

вiдносно операцiї множення матриць.

62.22. множина M =

{(
1 0
0 1

)
,

(
i 0
0 −i

)
,

(
0 1

−1 0

)
,

(
0 i

i 0

)}
вiдносно

операцiї множення матриць.

62.23. множина M всiх комплексних чисел z виду z = cos πk
10 + i sin πk

10 , де
k ∈ 0, 9, вiдносно операцiї множення.

62.24. множина M матриць виду

 a 0 0
b c 0
d f g

, де a, b, c, d, f, g ∈ Z3, причому

acg ̸= 0.

62.25. множина M всiх невироджених матриць виду
(

x y
−y x

)
, де c ∈ Z5,

вiдносно операцiї множення матриць.
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2. Групи пiдстановок. Циклiчнi групи

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Порядком |G| групи G називають кiлькiсть її елементiв. Якщо в групi G скiнченна
кiлькiсть елементiв, то G називається скiнченною (пишуть |G| < ∞); якщо нескiнче-
нна кiлькiсть, то нескiнченною (пишуть |G| = ∞).

Симетрична група пiдстановок Sn

Нехай Mn = {1, 2, ..., n} – множина перших n натуральних чисел. Позначимо
через Sn множину всiх взаємно однозначних вiдображень множини Mn на себе. Цi
вiдображення назвемо пiдстановками:

α =

(
1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

)
, β =

(
1 2 . . . n
β1 β2 . . . βn

)
, . . . , γ =

(
1 2 . . . n
γ1 γ2 . . . γn

)
,

де αi, βi, γi ∈ Mn, 1 6 i 6 n, αi ̸= αj, βi ̸= βj, γi ̸= γj, при i ̸= j, 1 6 j 6 n.

На множинi Sn всiх пiдстановок степеня n задамо операцiю множення. Пiд множе-
нням пiдстановок α i β будемо розумiти послiдовне виконання вiдображень α i β:

αβ =

(
1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

)(
1 2 . . . n
β1 β2 . . . βn

)
=

=

(
1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

)(
α1 α2 . . . αn

δ1 δ2 . . . δn

)
=

(
1 2 . . . n
δ1 δ2 . . . δn

)
=δ.

Множина Sn вiдносно операцiї множення пiдстановок є неабелевою групою, |Sn| = n!.
Її називають симетричною групою пiдстановок n-го степеня.

Множина An всiх парних пiдстановок iз Sn є пiдгрупою групи Sn, |An| = n!
2
. Її

називають знакозмiнною групою пiдстановок n-го степеня.
Циклiчнi групи

Нехай ⟨G; ∗⟩ – група, a – довiльний її елемент. Пiдгрупа H групи G називається
циклiчною, якщо в G iснує такий елемент a, що кожен елемент h ∈ H можна записати
у виглядi h = a ∗ a ∗ a ∗ ... ∗ a︸ ︷︷ ︸

k

або h = a′ ∗ a′ ∗ a′ ∗ ... ∗ a′︸ ︷︷ ︸
k

, де a′ – елемент, симетричний

до a вiдносно операцiї ∗, для деякого k ∈ N ∪ {0}.
У випадку мультиплiкативної групи G пiдгрупа H групи G називається циклi-

чною, якщо всi її елементи є степенями деякого фiксованого її елемента a, тобто якщо
H = ⟨a⟩ =

{
ak|k ∈ Z

}
. Зокрема, група G називається циклiчною, якщо всi її елемен-

ти є степенями деякого фiксованого її елемента g, тобто якщо G = ⟨g⟩ =
{
gk|k ∈ Z

}
.

Елемент g при цьому називається породжуючим (або твiрним) елементом групи G.
У випадку адитивної групи G пiдгрупа H групи G називається циклiчною, якщо

всi її елементи є кратними деякого фiксованого її елемента a, тобто якщо H = ⟨a⟩ =
{ka|k ∈ Z}. Зокрема, група G називається циклiчною, якщо всi її елементи є кратними
деякого фiксованого її елемента g, тобто якщо G = ⟨g⟩ = {kg|k ∈ Z}.

Порядком |a| елемента a групи ⟨G; ∗⟩ називається таке найменше натуральне число
n, що a ∗ a ∗ ... ∗ a︸ ︷︷ ︸

n

= e, де e – одиничний елемент групи G. Якщо такого натурального

числа n не iснує, то говорять, що елемент a має нескiнченний порядок, i записують:
|a| = ∞.
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Нехай G – мультиплiкативна група.

1. Якщо |a| = n, то ak = e тодi i лише тодi, коли k
... n.

2. |⟨a⟩| = |a|.
3. Будь-яка пiдгрупа циклiчної групи є циклiчною.
4. Нехай G = ⟨a⟩, |G| = n. Тодi:

4.1 елемент ak є твiрним елементом групи G тодi i лише тодi, коли (k, n) = 1.
4.2 для кожного дiльника m числа n в G iснує i причому єдина пiдгрупа порядку

m, твiрним елементом якої є a
n
m

5. Всi скiнченнi циклiчнi групи одного й того самого порядку m iзоморфнi мiж собою
i iзоморфнi адитивнiй групi Zm. Всi нескiнченнi циклiчнi групи iзоморфнi мiж
собою i iзоморфнi адитивнiй групi Z цiлих чисел.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 63.1. Нехай G – циклiчна група порядку 10, породжена елемен-
том a. Знайти:

а) всi твiрнi елементи групи G;
б) порядок елемента a6;
в) всi пiдгрупи групи G;

г) iндекс пiдгрупи ⟨a8⟩ в G;
д) пiдгрупу K = ⟨a5⟩ ∩ ⟨a6⟩.

Розв’язання. а) За твердженням 4.1, елемент ak циклiчної групи G = ⟨a⟩,
|G| = 10, буде її твiрним елементом тодi i лише тодi, коли (k, 10) = 1.
Кiлькiсть таких натуральних k дорiвнює φ(10) = φ(2)φ(5) = 1 · 4 = 4;
ними є: k = 1, k = 3, k = 7, k = 9. Отже, твiрними елементами групи є
елементи: a, a3, a7 i a9.

б) Знайдемо таке найменше натуральне число n, що (a6)n = e, де e –
одиничний елемент групи G.

Маємо:

(a6)2 = a12 = a10 · a2 = e · a2 = a2 ̸= e;

(a6)3 = (a6)2 · a6 = a2 · a6 = a8 ̸= e;

(a6)4 = (a6)3 · a6 = a8 · a6 = a14 = a10 · a4 = a4 ̸= e;

(a6)5 = (a6)4 · a6 = a4 · a6 = a10 = e.

Отже,
∣∣a6∣∣ = 5.

в) Спосiб I. Оскiльки G – циклiчна, то, в силу твердження 3, її пiдгрупи
теж є циклiчними. Тодi в G знайдеться такий елемент as, 0 6 s 6 9, що
H = ⟨as⟩.
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Якщо s = 0, то H1 = ⟨a0⟩ = {e} – одинична пiдгрупа.
Якщо s ∈ {1, 3, 7, 9}, то, як показано в п.б), ⟨as⟩ = G, значить, H2 = G.
Нехай s = 2, тодi H3 = ⟨a2⟩ =

=
{
a2, (a2)2 = a4, (a2)3 = a6, (a2)4 = a8, (a2)5 = e

}
=
{
a2, a4, a6, a8, e

}
.

Нехай s = 4. Тодi H = ⟨a4⟩ =
=

{
a4, (a4)2 = a8, (a4)3 = a2, (a4)4 = (a4)3 · a4 = a2 · a4 = a6, (a4)5 = e

}
={

a4, a8, a2, a6, e
}
= H3.

Аналогiчно показуємо, що ⟨a6⟩ = H3 i ⟨a8⟩ = H3.
Нехай s = 5. Тодi H4 = ⟨a5⟩ =

{
a5, (a5)2 = a10 = e

}
=
{
a5, e

}
.

Отже, в групi G є лише такi пiдгрупи:

H1 = {e} − одинична пiдгрупа;
H2 = G− сама група G;

H3 = ⟨a2⟩ = ⟨a4⟩ = ⟨a6⟩ = ⟨a8⟩ =
{
a2, a4, a6, a8, e

}
;

H4 =
{
a5, e

}
.

Зауваження 1. Оскiльки порядок пiдгрупи H3 дорiвнює 5 (тобто простий),
в H3 кожний елемент є твiрним. Тому, знайшовши пiдгрупу H3 i знаючи її
елементи, можна було окремо не шукати ⟨a4⟩, ⟨a6⟩, ⟨a8⟩, а одразу записати
⟨a4⟩ = ⟨a6⟩ = ⟨a8⟩ = H3.

Спосiб II. В силу властивостi 4.2, група G порядку 10 має τ(10) =
τ(2 · 5) = 4 пiдгрупи. Ними є:

⟨a
10
1 ⟩ = ⟨a10⟩ = ⟨e⟩ = {e};

⟨a
10
2 ⟩ = ⟨a5⟩ = {a5, e};

⟨a
10
5 ⟩ = ⟨a2⟩ = {a2, a4, a6, a8, e};

⟨a
10
10 ⟩ = ⟨a⟩ = G.

г) Порядок |⟨a8⟩| пiдгрупи ⟨a8⟩ = H3 (див. в)) дорiвнює 5. За наслiдком
iз теореми Лагранжа (див. §9)

|G : ⟨a8⟩| = |G|
|⟨a8⟩|

=
10

5
= 2.

д) Елементами пiдгрупи K = ⟨a5⟩ ∩ ⟨a6⟩ є тi i лише тi елементи, що
одночасно належать як до ⟨a5⟩, так i до ⟨a6⟩. Таким елементом є лише
елемент e. Отже, K = ⟨a5⟩ ∩ ⟨a6⟩ = {e}.
Розробка процедур. В Maple є можливiсть працювати iз двома типами груп:
симетричними групами пiдстановок та групами, заданими за допомогою
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твiрних елементiв та визначальних спiввiдношень. При цьому пiд задан-
ням групи за допомогою твiрних елементiв та визначальних спiввiдношень
розумiють наступне. Пiдгрупою групи G, породженою даною пiдмножиною
M , називається пiдгрупа ⟨M⟩, що складається iз всiх елементiв g ∈ G виду
g = ak11 a

k2
2 ...a

ks
s , де ai ∈ M , s ∈ N, ci ∈ Z для i ∈ 1, s. Зокрема, говорять, що

група G породжується множиною M , якщо G = ⟨M⟩. Видiлити серед всiх
груп iз породжуючою множиною M конкретну групу можна, задаючи для
елементiв множини M певнi спiввiдношення. Наприклад, циклiчну групу
G = ⟨a⟩ порядку n можна розглядати як групу iз породжуючою множиною
M = {a} i визначальним спiввiдношенням an = e, де e – одиничний еле-
мент групи G. Для розв’язування даного завдання такий пiдхiд не зовсiм
зручний, однак в подальшому вiн знадобиться (див. Приклад 66.2). Тут
використаємо наступне.

Як вiдомо (див. властивiсть 5), скiнченна група G = ⟨a⟩ порядку
n iзоморфна адитивнiй групi Zn класiв лишкiв за модулем n: Zn =
{0, 1, ..., n− 1}, при цьому в якостi iзоморфiзму можна взяти вiдображе-
ння φ : G → Zn за правилом φ(ak) = k. Дослiджуватимемо в Maple саме
властивостi групи Zn i всi процедури створимо для дослiдження властиво-
стей саме цiєї групи.

а) Для пошуку множини всiх твiрних елементiв групи Zn використаємо
властивiсть 4.1: елемент a є твiрним елементом групи Zn тодi i лише тодi,
коли (a, n) = 1. Процедура матиме наступний код:

generators:=proc(n)
local M,i;

M:={};
for i from 1 to n-1 do

if igcd(i,n)=1 then M:=M union {i}; end if;
end do;
return(M);

end proc:

б) Для розробки процедури пошуку порядку деякого елемента циклiчної
групи використаємо наступнi мiркування. Нехай m – порядок елемента a

s

циклiчної групи G = ⟨a⟩ порядку n. Тодi m – найменше натуральне число
таке, що

(as)m = e, (VII.1)

де e – одиничний елемент групи G. В групi Zn рiвностi (VII.1) вiдповiдати-
ме умова sm ≡ 0 (mod n). Розв’язуючи дану конгруенцiю, знаходимо чи-
сло m. Однак зауважимо, що використовувати для розв’язання конгруенцiї
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команду msolve iз пакету numtheory не досить зручно: її результатом є
множина класiв лишкiв, а нам потрiбне найменше натуральне число m, яке
задовольняє дану конгруенцiю. Тому шукатимемо число m, випробовуючи
послiдовно числа множини 1, n− 1. Як тiльки число m таке, що sm ≡ 0
(mod n), знайдене, робота циклу завершується.

Процедура пошуку порядку m елемента s в групi Zn матиме вигляд:

OrdZ:=proc(s,n)
local m;

m:=1;
while (m<=n-1) and (m*s mod n<>0) do m:=m+1; end do;
return(m);

end proc:

в) За властивiстю 4.2, пiдгрупи групи Zn всi є циклiчними i мають ви-
гляд ⟨ n

m⟩, де m – натуральний дiльник числа n.
Створимо спочатку процедуру побудови циклiчної пiдгрупи групи Zn,

породженої деяким її елементом x. Пiдгрупа H = ⟨x⟩ групи Zn складається
iз елементiв x+ x+ ...+ x︸ ︷︷ ︸

m

= m · x, де k ∈ 0, n− 1. На початку задаємо

H = {x}. В ходi циклу до множини H поступово додаємо елементи 2x =
x+ x mod n, 3x, 4x,... поки не отримаємо нульовий елемент 0.

cyclicSubZ:=proc(x,n)
local b,H,z,m;

z:=x;
m:=1;
H:={x};
while z<>0 do z:=z+x mod n; m:=m+1; H:=H union {z}; end do;
return(H);

end proc:

Наприклад, для елемента 2 групи Z10 матимемо:

> cyclicSubZ(2,10);
{0, 2, 4, 6, 8}

тобто ⟨2⟩ = {0, 2, 4, 6, 8}
Використаємо процедуру cyclicSubZ для побудови процедури вiдшука-

ння всiх пiдгруп групи Zn. В ходi процедури:
1) знаходимо всi можливi натуральнi дiльники числа n:

> M:=divisors(n);
2) для кожного iз дiльникiв M [i] числа n знаходимо пiдгрупу порядку

M [i]: її твiрним елементом є елемент ⟨ n
M [i]⟩:
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> for i from 1 to nops(M) do
if M[i]<>1 then s:=cyclicSubZ(n/M[i],n) else

s:=cyclicSubZ(n/M[i] mod n,n); end if;
Процедура матиме наступний код:

subgroups:=proc(n)
uses numtheory:
local M,i,gen,s;

gen:=generators(n)[1];
M:=divisors(n);
for i from 1 to nops(M) do

if M[i]<>1 then s:=cyclicSubZ(n/M[i],n)
else s:=cyclicSubZ(n/M[i] mod n,n);
end if;

print(s);
end do;

end proc:

4) Для вiдшукання iндексу пiдгрупи H в групi G (за формулою [G :

H] = |G|
|H|) введемо функцiю indexG:

> indexG:=(H,G)-> nops(G)/nops(H):

Розв’язання в Maple. Застосовуємо створенi процедури для дослiдження
властивостей групи Z10, iзоморфної групi G = ⟨a⟩ 10-го порядку.
> Z10:={$0..9}:

Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

а) Шукаємо твiрнi елементи:
> generators(10);

{1, 3, 7, 9}
Твiрними елементами групи Z10 є елементи 1, 3, 7, 9. Тодi твiрними елемен-
тами заданої групи G є елементи a1, a3, a7, a9.

б) Знаходимо порядок елемента 6 в групi Z10:
> OrdZ(6,10);

5

Отже, порядок елемента 6 в групi Z10 дорiвнює 5, вiдповiдно порядок
елемента a6 в групi G = ⟨a⟩ також дорiвнює 5.

в) Знаходимо пiдгрупи групи Z10:
> subgroups(10);

{0}
{0, 5}
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{0, 2, 4, 6, 8}
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

Таким чином, група Z10 має всього 4 пiдгрупи: {0}, {0, 5}, {0, 2, 4, 6, 8},
Z10. Вiдповiдно задана група G = ⟨a⟩ має також лише 4 пiдгрупи, а саме:
{e}, {e, a5} = ⟨a5⟩, ⟨e, a2, a4, a6, a8⟩ = ⟨a2⟩, G.

г) Шукаємо iндекс пiдгрупи H3 = ⟨8⟩ в групi Z10.

> H3:=cyclicSubZ(8,10);
H3 := {0, 2, 4, 6, 8}

> indexG(H3,Z10);
2

Отже, [Z10 : H3] = 2, тодi вiдповiдно [G : ⟨a8⟩] = 2.
д) Знаходимо пiдгрупи K1 = ⟨5⟩ та K2 = ⟨6⟩ групи Z10:

> K1:=cyclicSubZ(5,10);
K := {0, 5}

> K2:=cyclicSubZ(6,10);
L := {0, 2, 4, 6, 8}

та їхнiй перетин:

> K1 intersect K2;
{0}

Отже, K1 ∩K2 = 0, тодi i K = ⟨a5⟩ ∩ ⟨a6⟩ = {a0} = {e}.

Приклад 63.2. Нехай G = ⟨z⟩, де z = cos π
9 + i sin π

9 . Знайти:

а) порядок групи G;
б) всi твiрнi елементи групи G;
в) всi пiдгрупи групи G;

г) порядок елемента z8;
д) iндекс пiдгрупи ⟨z8⟩ в G;
е) пiдгрупу K = ⟨z6⟩ ∩ ⟨z8⟩.

Розв’язання. а) Група G є пiдгрупою, наприклад, мультиплiкативної групи
C∗ вiдмiнних вiд нуля комплексних чисел, тому її одиничним елементом є
комплексне число 1. Оскiльки порядок циклiчної групи дорiвнює порядку
її твiрного елемента, знаходимо таке натуральне найменше число n, що
zn = 1. За формулою Муавра

zn =
(
cos

π

9
+ i sin

π

9

)n
= cos

nπ

9
+ i sin

nπ

9
.
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Тому cos nπ
9 + i sin nπ

9 = 1. З умови рiвностi двох комплексних чисел випли-
ває, що {

cos nπ
9 = 1,

sin nπ
9 = 0;

звiдки
{

nπ
9 = 2πm, m ∈ Z,
nπ
9 = πt, t ∈ Z.

Тодi
{

n = 18m,

n = 9t, m, t ∈ Z. Найменше натуральне число, кратне 9 i 18 одно-

часно, – це число 18. Отже, |z| = 18, а значить, i |G| = 18.
б) За твердженням 4.1 елемент zk циклiчної групи G = ⟨z⟩, |G| = 18,

буде її твiрним елементом тодi i лише тодi, коли (k, 18) = 1. Таких нату-
ральних чисел k всього є φ(18) = φ(2)φ(32) = 1 · 32

(
1− 1

3

)
= 6; а саме:

k = 1, k = 5, k = 7, k = 11, k = 13, k = 17. Отже, твiрними елементами
групи G є елементи: z, z5, z7, z11, z13 i z17.

в) Спосiб I. Див. приклад 63.1 в).
Спосiб II. В силу твердження 4.2, в групi G для кожного дiльника m

порядку групи G iснує i лише одна, пiдгрупа порядку m. Дiльниками числа
18 є числа: 1, 2, 3, 6, 9, 18. Отже, група G має лише 6 рiзних пiдгруп
порядкiв 1, 2, 3, 6, 9, 18 вiдповiдно. Знайдемо їх. Оскiльки G – циклiчна, то i
всi її пiдгрупи H теж є циклiчними. Нехай H = ⟨zs⟩, 0 6 s 6 17. Порядок m
пiдгрупи H дорiвнює порядку її твiрного елемента. Таким чином, питання
пошуку всiх пiдгруп в циклiчнiй групi еквiвалентне питанню пошуку для
кожного дiльника m числа |G| такого елемента групи, що має порядок m.
Нехай:

1) m = 1, тодi, очевидно, H1 = ⟨1⟩ – одинична пiдгрупа.
2) m = 2. Тодi H2 = ⟨z 18

2 ⟩ = ⟨z9⟩ = {z9, 1} – пiдгрупа порядку 2.
3) m = 3. Тодi H3 = ⟨z 18

3 ⟩ = ⟨z6⟩ = {z6, z12, 1} – пiдгрупа порядку 3.
4) m = 6. Тодi H4 = ⟨z 18

6 ⟩ = ⟨z3⟩ = {z3, z6, z9, z12, z15, 1} – пiдгрупа
порядку 6.

5) m = 9. Тодi H5 = ⟨z 18
9 ⟩ = ⟨z2⟩ = {z2, z4, z6, z8, z10, z12, z14, z16, 1} –

пiдгрупа порядку 9.
6) m = 18 = |G|. Тодi H6 = G.

Таким чином, в групi G = ⟨a⟩ порядку 18 є такi пiдгрупи:

H1 = ⟨1⟩, H2 = ⟨z9⟩, H3 = ⟨z6⟩, H4 = ⟨z3⟩, H5 = ⟨z2⟩, H6 = G.

г) Спосiб I. Див. приклад 63.1 б).
Спосiб II. Порядок елемента z8 дорiвнює порядку циклiчної групи ⟨z8⟩, яку
вiн породжує. В G є лише пiдгрупи H1, H2, H3, H4, H5, H6 iз в). Елемент
z8 належить лише до пiдгруп H5 i H6. Оскiльки z8 не є твiрним елементом
групи G, то ⟨z8⟩ ̸= H6. Значить, ⟨z8⟩ = H5, а значить, |⟨z8⟩| = |H5| = 9.
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д) Iндекс пiдгрупи H5 = ⟨z8⟩ в G за наслiдком 2 iз теореми Лагранжа
дорiвнює

|G : H5| =
|G|
|H5|

=
18

9
= 2.

е) Елементами пiдгрупи K = ⟨z6⟩ ∩ ⟨z8⟩ є тi i лише тi елементи, що
одночасно належать як до ⟨z6⟩, так i до ⟨z8⟩ = H5. Такими елементами є
елементи z6, z12, 1. Отже, K = ⟨z6⟩ ∩ ⟨z8⟩ = {z6, z12, 1}.
Розробка процедур. Створимо процедуру для вiдшукання порядку n еле-
мента a довiльної групи ⟨G; ∗⟩. В ходi процедури послiдовно знаходитиме-
мо елементи a ∗ a, a ∗ a ∗ a, a ∗ a ∗ a ∗ a, ..., доки в результатi не отримаємо
нейтральний елемент e. Елемент a може мати i нескiнченний порядок, тодi
натурального числа n такого, що a ∗ a ∗ ... ∗ a︸ ︷︷ ︸

n

= e, не iснує. Тому пошук

числа n обмежуємо певним дiапазоном 1..m, де m – параметр процедури,
який задає довiльним чином користувач (наприклад, 1..100). В результатi
якщо |a| 6 m, то процедура поверне значення n = |a|. Якщо ж всi числа
вiд 1 до m перебрано i потрiбного не знайдено, отримаємо: FAIL. В дано-
му випадку FAIL означатиме, що або порядок елемента a бiльший за m,
або нескiнченний, тодi можна спробувати розширити дiапазон для пошуку
числа n (задавши бiльше значення параметра m), або перевiрити, чи не є
порядок нескiнченним.

Процедура матиме наступний код:

OrdG:=proc(a,e,operation,m)
local b,n;

b:=a;
n:=1;
while (b<>e) and (n<=m) do b:=operation(b,a); n:=n+1; end do;
if n=m+1 then return(FAIL) else return(n); end if;

end proc:

Розв’язання в Maple. а) Для пошуку порядку елемента z застосовуємо про-
цедуру OrdG. Оскiльки група G є пiдгрупою мультиплiкативної групи C∗

вiдмiнних вiд нуля комплексних чисел, то її одиничним елементом є ком-
плексне число 1. Задаємо число z i операцiю множення:
> z:=cos(Pi/9)+I*sin(Pi/9);

mult:=(x,y)->simplify(x*y):

Зауважимо, що при заданнi операцiї mult використано також команду simplify, яка
буде спрощувати отриманий результат. Без цiєї додаткової команди вiдбуватиметься
наступне:
> z*z;
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(cos(
π

9
) + sin(

π

9
) I)2

> z*z*z;

(cos(
π

9
) + sin(

π

9
) I)3

Знаходимо порядок елемента z (обмежуючи дiапазон пошуку числом
m = 100):
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> OrdG(z,1,mult,100);

18

Отже, |z| = 18. Тодi i порядок групи G = ⟨z⟩ дорiвнює 18.
б)-е) аналогiчно до Прикладу 63.1. Для групи Z18:

> Z18:={$0..17}:
яка iзоморфна групi G, маємо:
> generators(18);

{1, 5, 7, 11, 13, 17}
Твiрними елементами групи Z18 є: 1, 5, 7, 11, 13, 17, вiдповiдно твiрними еле-
ментами групи G є: z, z5, z7, z11, z13, z17.
> OrdZ(8,18);

5

Порядок елемента 8 в Z18 дорiвнює 9, вiдповiдно порядок елемента z8 в G
також дорiвнює 9.
> subgroups(18);

{0}
{0, 9}

{0, 6, 12}
{0, 3, 6, 9, 12, 15}

{0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17}

Пiдгрупами групи Z18 є: {0}, {0, 9} = ⟨9⟩, {0, 6, 12} = ⟨6⟩.
{0, 3, 6, 9, 12, 15} = ⟨3⟩, {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16} = ⟨2⟩, Z18. Вiдповiдно
маємо наступнi пiдгрупи групи G: {1}, ⟨z9⟩, ⟨z6⟩, ⟨z3⟩, ⟨z2⟩, G.

Задаємо пiдгрупу H3 = ⟨8⟩ групи Z18 i знаходимо її iндекс в Z18:
> H3:=cyclicSubZ(8,18);

H3 := {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}
> indexG(H3,Z18);
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2

Отже, [Z18 : ⟨8⟩] = 2, тодi i [G : ⟨z8⟩] = 2.

Тепер задаємо пiдгрупи K1 = ⟨6⟩ i K2 = ⟨8⟩ групи Z18 i знаходимо їхнiй
перетин:

> K1:=cyclicSubZ(6,18);
K := {0, 6, 12}

> K2:=cyclicSubZ(8,18);
L := {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}

> K1 intersect K2;
{0, 6, 12}

Отже, K1 ∩K2 = {0, 6, 12} = ⟨6⟩, тодi i ⟨z6⟩ ∩ ⟨z8⟩ = ⟨z6⟩.

Приклад 63.3. В мультиплiкативнiй групi GL2(C) невироджених квадра-
тних матриць 2-го порядку над полем C комплексних чисел знайти:

а) порядок елемента A =

(
1√
2
+ 1√

2
i 0

0 1√
2
+ 1√

2
i

)
;

б) всi твiрнi елементи групи T = ⟨A⟩;

в) всi пiдгрупи групи T ;

г) порядок елемента A6;

д) iндекс пiдгрупи ⟨A4⟩ в T ;

е) пiдгрупу K = ⟨A6⟩ ∩ ⟨A4⟩.

Розв’язання. В групi GL2(C) одиничним елементом є матриця A =(
1 0
0 1

)
. Знаходимо таке найменше натуральне число n, що An = E.

Спосiб I. Маємо:
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A =

(
1√
2
+ 1√

2
i 0

0 1√
2
+ 1√

2
i

)
̸= E;

A2 = A · A =

(
1√
2
+ 1√

2
i 0

0 1√
2
+ 1√

2
i

)(
1√
2
+ 1√

2
i 0

0 1√
2
+ 1√

2
i

)
=

=

(
i 0
0 i

)
̸= E;

A3 = A2 · A =

(
i 0
0 i

)( 1√
2
+ 1√

2
i 0

0 1√
2
+ 1√

2
i

)
=

=

(
− 1√

2
+ 1√

2
i 0

0 − 1√
2
+ 1√

2
i

)
̸= E;

A4 = A3 · A =

(
− 1√

2
+ 1√

2
i 0

0 − 1√
2
+ 1√

2
i

)(
1√
2
+ 1√

2
i 0

0 1√
2
+ 1√

2
i

)
=

=

(
−1 0
0 −1

)
̸= E;

A5 = A4 · A =

(
− 1√

2
− 1√

2
i 0

0 − 1√
2
− 1√

2
i

)
̸= E;

A6 = A5 · A =

(
−i 0
0 −i

)
̸= E;

A7 = A6 · A =

(
1√
2
− 1√

2
i 0

0 1√
2
− 1√

2
i

)
̸= E;

A8 = A8 · A = E.

Отже, порядок елемента A дорiвнює 8.

Спосiб II. Нехай 1√
2
+ 1√

2
i = z. Покажемо, що An =

(
z 0
0 z

)n

=(
zn 0
0 zn

)
, використовуючи метод математичної iндукцiї. При n = 1 твер-

дження очевидне. Припустимо, що твердження справедливе при n−1. Тодi(
z 0
0 z

)n

=

(
zn−1 0
0 zn−1

)(
z 0
0 z

)
=

(
zn 0
0 zn

)
. В силу принципу ма-

тематичної iндукцiї, твердження справедливе для довiльного n ∈ N.
Нехай |A| = n. Тодi n – таке найменше натуральне число, що An =
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E. Значить,
(

zn 0
0 zn

)
=

(
1 0
0 1

)
. Звiдси, zn = 1. Запишемо число z в

тригонометричнiй формi: z = cos π
4 + i sin π

4 . Тодi, за формулою Муавра,
cos π

4 + i sin π
4 . З умови рiвностi двох комплексних чисел отримуємо:{

cos nπ
4 = 1,

sin nπ
4 = 0;

звiдки
{

nπ
4 = 2πm, m ∈ Z,
nπ
4 = πt, t ∈ Z.

Тодi
{

n = 8m,
n = 4t, m, t ∈ Z. Найменше натуральне число, кратне 8 i 4 одно-

часно, – це число 8. Отже, порядок елемента A дорiвнює 8.
б) За твердженням 4.1 елемент Ak циклiчної групи T = ⟨A⟩, |T | = 8,

буде її твiрним елементом тодi i лише тодi, коли (k, 8) = 1. Кiлькiсть таких
натуральних k дорiвнює φ(8) = 23 − 22 = 4; ними є: k = 1, k = 3, k = 5,
k = 7. Отже, твiрними елементами групи T є елементи: A, A3, A5 i A7.

в) В силу властивостi 4.2, група T має τ(8) = 4 пiдгрупи. Ними є:

⟨A
8
1 ⟩ = ⟨A8⟩ = ⟨E⟩ = {E};

⟨A
8
2 ⟩ = ⟨A4⟩ = {A4, E};

⟨A
8
4 ⟩ = ⟨A2⟩ = {A2, A4, A6, E};

⟨A
8
8 ⟩ = ⟨A⟩ = T.

г) Знайдемо таке найменше натуральне число n, що (A6)n = E. Маємо:

(A6)2 = A12 = A8 · A4 = E · A4 = A4 ̸= E;

(A6)3 = A18 = (A8)2 · A2 = A2 ̸= E;

(A6)4 = A24 = (A8)3 = E.

Отже, порядок елемента A6 дорiвнює 4.
д) Порядок пiдгрупи ⟨A4⟩ = H3 дорiвнює 2. За наслiдком 2 iз теореми

Лагранжа,

|G : ⟨A4⟩| = |T |
|⟨A4⟩|

=
8

2
= 4.

е) Елементами пiдгрупи K = ⟨A6⟩ ∩ ⟨A4⟩ є тi i лише тi елементи, що
одночасно належать як до ⟨A6⟩ = {A2, A4, A6, E} (див. п.г)), так i до ⟨A4⟩.
Такими елементами є елементи A4, E. Отже, K = {A4, E}.
Розробка процедур. Для вiдшукання порядку елемента групи матриць мо-
жна використати загальну процедуру OrdG (вiдшукання порядку довiль-
ної групи), створену при розв’язаннi Прикладу 63.2.
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А можна створити окрему процедуру OrdM, застосовну лише до еле-
ментiв мультиплiкативної групи матриць GL2(C). Для цього дещо модифi-
куємо процедуру OrdG.

В такому випадку параметр e не потрiбний (оскiльки одиничним елемен-
том завжди виступатиме одинична матриця). Водночас, одиничну матрицю
не будемо задавати i в тiлi процедури, а замiсть умови b<>e процедури
OrdG введемо умову IsMatrixShape(b, identity)<>true. Команда IsMatri-
xShape(b, identity) здiйснює перевiрку, чи є матриця b одиничною, чи нi.
Поки матриця не є одиничною, вiдбувається множення матриць b.a (опе-
рацiя множення об’єктiв Matrix в Maple позначається крапкою).

OrdM:=proc(a,m)
uses LinearAlgebra;
local b,n;

b:=a; n:=1;
while (IsMatrixShape(b, identity)<>true) and (n<=m) do

b:=simplify(b.a); n:=n+1;
end do;
if n=m+1 then return(FAIL) else return(n); end if;

end proc:

Розв’язання в Maple. а) Спосiб I: Використовуємо загальну команду
OrdG, створену при розв’язуваннi Прикладу 63.2. Матрицi задаємо за до-
помогою об’єктiв типу Lists (див. Приклад 21.1), операцiю множення ма-
триць задаємо безпосередньо:
> A:=[[1/sqrt(2)+1/sqrt(2)*I,0],[0,1/sqrt(2)+1/sqrt(2)*I]]:

E:=[[1,0],[0,1]]:
mmult:=(A,B)->simplify([[A[1,1]*B[1,1]+A[1,2]*B[2,1],

A[1,1]*B[1,2]+A[1,2]*B[2,2]],
[A[2,1]*B[1,1]+A[2,2]*B[2,1],
A[2,1]*B[1,2]+A[2,2]*B[2,2]]]):

Пiдключаємо бiблiотеку atchlib:

> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

> OrdG(A,E,mmult,100);
8

Спосiб II (зручнiший): застосовуємо процедуру OrdM. Тут для задання
матриць використовуватимемо об’єкти типу Matrix:
> A:=Matrix([[1/sqrt(2)+1/sqrt(2)*I,0],[0,1/sqrt(2)

+1/sqrt(2)*I]]);
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A :=


√
2

2
+

1

2
I
√
2 0

0

√
2

2
+

1

2
I
√
2


Для заданої матрицi A матимемо:

> n:=OrdM(A,100);
n := 8

Отже, порядок елемента A дорiвнює 8. Для перевiрки правильностi вiдшу-
кання степенiв A2, A3, ... елемента A можна використати команду trace:
> trace(OrdM); n:=OrdM(A,100);

OrdM

{--> enter OrdM, args = Matrix(2, 2, [[...],[...]], datatype =

anything), 100

b :=


√
2

2
+

1

2
I
√
2 0

0

√
2

2
+

1

2
I
√
2


n := 1

b :=

[
I 0
0 I

]
n := 2

b :=

 (
−1

2
+

1

2
I)

√
2 0

0 (
−1

2
+

1

2
I)

√
2


n := 3

b :=

[
−1 0
0 −1

]
n := 4

b :=

 −
√
2

2
− 1

2
I
√
2 0

0 −
√
2

2
− 1

2
I
√
2


n := 5

b :=

[
−I 0
0 −I

]



451

n := 6

b :=

 (
1

2
− 1

2
I)

√
2 0

0 (
1

2
− 1

2
I)

√
2


n := 7

b :=

[
1 0
0 1

]
> n := 8;

<-- exit OrdM (now at top level) = 8}

n := 8

б)-е) аналогiчно до Прикладiв 63.1 i 63.2. Група T = ⟨A⟩ iзоморфна
групi Z8. Маємо:
> Z8:={$0..7}:
> generators(8);

{1, 3, 5, 7}
Твiрними елементами групи Z8 є: 1, 3, 5, 7, вiдповiдно твiрними елементами
групи T є: A,A3, A5, A7.
> OrdZ(6,8);

4

Порядок елемента 6 в Z8 дорiвнює 4, вiдповiдно порядок елемента A6 в T
також дорiвнює 4.
> subgroups(8);

{0}
{0, 4}

{0, 2, 4, 6}
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

Пiдгрупами групи Z8 є: {0}, {0, 4} = ⟨4⟩, {0, 2, 4, 6} = ⟨2⟩, Z8. Вiдповiдно
маємо пiдгрупи групи T : {E}, ⟨A4⟩, ⟨A2⟩, T .

Задаємо пiдгрупу H3 = ⟨4⟩ групи Z8:
> H3:=cyclicSubZ(4,8);

H3 := {0, 4}
i знаходимо її iндекс в Z8:
> indexG(H3,Z8);

2
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Отже, [Z8 : ⟨4⟩] = 4, тодi i [T : ⟨A4⟩] = 4.
Тепер задаємо пiдгрупи K1 = ⟨6⟩ i K2 = ⟨4⟩ групи Z8 i знаходимо їхнiй

перетин:
> K1:=cyclicSubZ(6,8);

K := {0, 2, 4, 6}
> K2:=cyclicSubZ(4,8);

K2 := {0, 4}
> K1 intersect K2;

{0, 4}
Отже, K1 ∩K2 = {0, 4}, тодi i ⟨A6⟩ ∩ ⟨A4⟩ = {A4, E} = ⟨A4⟩.

Завдання 63.

63.1. В мультиплiкативнiй групi GL2(C) невироджених квадратних матриць
2-го порядку над полем C комплексних чисел знайти:

а) порядок елемента A =

(
0 1
i 0

)
;

б) всi твiрнi елементи групи T = ⟨A⟩;
в) всi пiдгрупи групи T ;

г) порядок елемента A3;

д) iндекс пiдгрупи ⟨A4⟩ в T ;

е) пiдгрупу K = ⟨A2⟩ ∩ ⟨A4⟩.

63.2. Нехай G – циклiчна група порядку 14, породжена елементом a. Зна-
йти:

а) всi твiрнi елементи групи G;
б) порядок елемента a4;
в) всi пiдгрупи групи G;
г) iндекс пiдгрупи ⟨a3⟩ в G;
д) пiдгрупу K = ⟨a4⟩ ∩ ⟨a3⟩.

63.3. В мультиплiкативнiй групi G = ⟨z⟩, де z = cos π
8 + i sin π

8 , знайти:

а) порядок групи G;
б) всi твiрнi елементи групи G;
в) всi пiдгрупи групи G;
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г) порядок елемента z6;
д) iндекс пiдгрупи ⟨z6⟩ в G;
е) пiдгрупу K = ⟨z2⟩ ∩ ⟨z4⟩.

63.4. В мультиплiкативнiй групi GL2(C) матриць 2-го порядку над полем C
комплексних чисел знайти:

а) порядок елемента A =

(
−i 1
0 1

)
;

б) всi твiрнi елементи групи T = ⟨A⟩;
в) всi пiдгрупи групи T ;
г) порядок елемента A3;
д) iндекс пiдгрупи ⟨A3⟩ в T ;
е) пiдгрупу K = ⟨A2⟩ ∩ ⟨A3⟩.

63.5. Нехай G – циклiчна група порядку 10, породжена елементом a. Зна-
йти:

а) всi твiрнi елементи групи G;
б) порядок елемента a2;
в) всi пiдгрупи групи G;
г) iндекс пiдгрупи ⟨a6⟩ в G;
д) пiдгрупу K = ⟨a8⟩ ∩ ⟨a5⟩.

63.6. В мультиплiкативнiй групi C∗ = C\{0} вiдмiнних вiд 0 комплексних
чисел знайти:

а) порядок пiдгрупи G = ⟨z⟩, де z = 1
2 −

√
3
2 i;

б) всi твiрнi елементи групи G;
в) всi пiдгрупи групи G;
г) порядок елемента z4;
д) iндекс пiдгрупи ⟨z6⟩ в G;
е) пiдгрупу K = ⟨z2⟩ ∩ ⟨z6⟩.

63.7. В мультиплiкативнiй групi GL2(C) матриць 2-го порядку над полем C
комплексних чисел знайти:

а) порядок елемента A =

(
−i 1

2

0 i

)
;

б) всi твiрнi елементи групи T = ⟨A⟩;
в) всi пiдгрупи групи T ;
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г) порядок елемента A2;
д) iндекс пiдгрупи ⟨A2⟩ в T ;
е) пiдгрупу K = ⟨A2⟩ ∩ ⟨A3⟩.

63.8. В адитивнiй групi Z20 знайти:

а) всi твiрнi елементи групи Z20;
б) порядок елемента 4;
в) всi пiдгрупи групи Z20;
г) iндекс пiдгрупи ⟨6⟩ в Z20;
д) пiдгрупу K = ⟨4⟩ ∩ ⟨6⟩.

63.9. Нехай G – циклiчна група порядку 25, породжена елементом a. Зна-
йти:

а) всi твiрнi елементи групи G;
б) порядок елемента a5;
в) всi пiдгрупи групи G;
г) iндекс пiдгрупи ⟨a10⟩ в G;
д) пiдгрупу K = ⟨a5⟩ ∩ ⟨a10⟩.

63.10. В мультиплiкативнiй групi GL2(C) матриць 2-го порядку над полем C
комплексних чисел знайти:

а) порядок елемента A =

(
− 1√

2
+ 1√

2
i −2

0 i

)
;

б) всi твiрнi елементи групи T = ⟨A⟩;
в) всi пiдгрупи групи T ;
г) порядок елемента A6;
д) iндекс пiдгрупи ⟨A5⟩ в T ;
е) пiдгрупу K = ⟨A2⟩ ∩ ⟨A6⟩.

63.11. В мультиплiкативнiй групi C∗ = C\{0} вiдмiнних вiд 0 комплексних
чисел знайти:

а) порядок пiдгрупи G = ⟨z⟩, де z = −
√
2
2 +

√
2
2 i;

б) всi твiрнi елементи групи G;
в) всi пiдгрупи групи G;
г) порядок елемента z6;
д) iндекс пiдгрупи ⟨z7⟩ в G;
е) пiдгрупу K = ⟨z6⟩ ∩ ⟨z7⟩.
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63.12. Нехай G – циклiчна група порядку 16, породжена елементом a. Зна-
йти:

а) всi твiрнi елементи групи G;
б) порядок елемента a3;
в) всi пiдгрупи групи G;
г) iндекс пiдгрупи ⟨a2⟩ в G;
д) пiдгрупу K = ⟨a10⟩ ∩ ⟨a7⟩.

63.13. В мультиплiкативнiй групi G = ⟨z⟩, де z = cos 15◦ + i sin 15◦, знайти:

а) порядок групи G;
б) всi твiрнi елементи групи G;
в) всi пiдгрупи групи G;
г) порядок елемента z4;
д) iндекс пiдгрупи ⟨z3⟩ в G;
е) пiдгрупу K = ⟨z3⟩ ∩ ⟨z6⟩.

63.14. Нехай G – циклiчна група порядку 24, породжена елементом a. Зна-
йти:

а) всi твiрнi елементи групи G;
б) порядок елемента a8;
в) всi пiдгрупи групи G;
г) iндекс пiдгрупи ⟨a15⟩ в G;
д) пiдгрупу K = ⟨a20⟩ ∩ ⟨a15⟩.

63.15. В адитивнiй групi Z12 знайти:

а) всi твiрнi елементи групи Z12;
б) порядок елемента 9;
в) всi пiдгрупи групи Z12;
г) iндекс пiдгрупи ⟨3⟩ в Z12;
д) пiдгрупу K = ⟨6⟩ ∩ ⟨8⟩.

63.16. В мультиплiкативнiй групi GL2(C) невироджених квадратних матриць
2-го порядку над полем C комплексних чисел знайти:

а) порядок елемента A =

(
0 −1
1 −1

)
;

б) всi твiрнi елементи групи T = ⟨A⟩;
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в) всi пiдгрупи групи T ;
г) порядок елемента A2;
д) iндекс пiдгрупи ⟨A2⟩ в T ;
е) пiдгрупу K = ⟨A2⟩ ∩ ⟨A4⟩.

63.17. В мультиплiкативнiй групi C∗ = C\{0} вiдмiнних вiд 0 комплексних
чисел знайти:

а) порядок елемента z = cos π
15 + i sin π

15 ;
б) всi твiрнi елементи групи T = ⟨z⟩;
в) всi пiдгрупи групи T ;
г) порядок елемента z3;
д) iндекс пiдгрупи ⟨z3⟩ в T ;
е) пiдгрупу K = ⟨z3⟩ ∩ ⟨z9⟩.

63.18. В адитивнiй групi Z13 знайти:

а) всi твiрнi елементи групи Z13;
б) порядок елемента 4;
в) всi пiдгрупи групи Z13;
г) iндекс пiдгрупи ⟨2⟩ в Z13;
д) пiдгрупу K = ⟨6⟩ ∩ ⟨4⟩.

63.19. Нехай G – циклiчна група порядку 21, породжена елементом a. Зна-
йти:

а) всi твiрнi елементи групи G;
б) порядок елемента a14;
в) всi пiдгрупи групи G;
г) iндекс пiдгрупи ⟨a10⟩ в G;
д) пiдгрупу K = ⟨a4⟩ ∩ ⟨a14⟩.

63.20. В мультиплiкативнiй групi GL2(C) матриць 2-го порядку над полем C
комплексних чисел знайти:

а) порядок елемента A =

(
1 13

0 −
√
3
2 + 1

2i

)
;

б) всi твiрнi елементи групи T = ⟨A⟩;
в) всi пiдгрупи групи T ;
г) порядок елемента A6;
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д) iндекс пiдгрупи ⟨A4⟩ в T ;
е) пiдгрупу K = ⟨A6⟩ ∩ ⟨A4⟩.

63.21. Нехай G – циклiчна група порядку 12, породжена елементом a. Зна-
йти:

а) всi твiрнi елементи групи G;
б) порядок елемента a6;
в) всi пiдгрупи групи G;
г) iндекс пiдгрупи ⟨a2⟩ в G;
д) пiдгрупу K = ⟨a2⟩ ∩ ⟨a6⟩.

63.22. В адитивнiй групi Z14 знайти:

а) всi твiрнi елементи групи Z14;
б) порядок елемента 12;
в) всi пiдгрупи групи Z14;
г) iндекс пiдгрупи ⟨5⟩ в Z14;
д) пiдгрупу K = ⟨5⟩ ∩ ⟨14⟩.

63.23. В мультиплiкативнiй групi G = ⟨z⟩, де z = −
√
3

2 + 1
2i, знайти:

а) порядок групи G;
б) всi твiрнi елементи групи G;
в) всi пiдгрупи групи G;
г) порядок елемента z2;
д) iндекс пiдгрупи ⟨z6⟩ в G;
е) пiдгрупу K = ⟨z2⟩ ∩ ⟨z4⟩.

63.24. Нехай G – циклiчна група порядку 9, породжена елементом a. Знайти:

а) всi твiрнi елементи групи G;
б) порядок елемента a5;
в) всi пiдгрупи групи G;
г) iндекс пiдгрупи ⟨a2⟩ в G;
д) пiдгрупу K = ⟨a5⟩ ∩ ⟨a3⟩.

63.25. В мультиплiкативнiй групi GL2(R) невироджених квадратних матриць
2-го порядку над полем R дiйсних чисел знайти:

а) порядок елемента A =

(
−

√
3
2

1
2

−1
2 −

√
3
2

)
;
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б) всi твiрнi елементи групи T = ⟨A⟩;
в) всi пiдгрупи групи T ;
г) порядок елемента A2;
д) iндекс пiдгрупи ⟨A3⟩ в T ;
е) пiдгрупу K = ⟨A3⟩ ∩ ⟨A2⟩.

Приклад 64. В симетричнiй групi пiдстановок S4 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
;

б) елемент a−1;
в) елемент a2010;
г) пiдгрупу ⟨a2⟩ та її iндекс в S4;

д) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
;

е) множину CS4
(a) всiх елементiв групи S4, якi переставнi iз елементом a

(таку множину CG(a) = {x ∈ G|xa = ax} називають централiзатором
елемента a в групi G, причому CG(a) 6 G).

Розв’язання. а) Одиничним елементом групи S4 є елемент
(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
=e.

Знайдемо таке найменше натуральне число n, що an =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
.

Маємо:

a2 = aa =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
=

=

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
̸=
(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
;

a3 = a2a =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
=

=

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
̸=
(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
;

a4 = a3a =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
=

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
= e.
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Отже, |a| = 4.

б) Спосiб I. Елемент a−1 будемо шукати у виглядi a−1 =

(
1 2 3 4
x y z u

)
.

За означенням оберненого елемента(
1 2 3 4
2 3 4 1

)(
1 2 3 4
x y z u

)
=

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
.

Перемноживши пiдстановки в лiвiй частинi рiвностi, отримуємо:(
1 2 3 4
y z u x

)
=

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
.

Звiдси y = 1, z = 2, u = 3, x = 4. Отже, a−1 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
.

Спосiб II. Для того, щоб знайти елемент a−1, обернений до a, мiняємо
мiсцями 1-ий i 2-ий рядочки пiдстановки a:

a−1 =

(
2 3 4 1
1 2 3 4

)
=

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
.

в) Врахуємо, що |a| = 4 (див. а)), тобто a4 = e. За теоремою про дiлення
з остачею, маємо: 2010 = 4 · 502 + 2. Отже,

a2010 = (a4)502 · a2 = a2 =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
.

г) Пiдгрупа ⟨a2⟩ складається з усiх можливих рiзних степенiв елемента
a2. Знайдемо цi степенi:

(a2)1 =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(a2)2 = a4 =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
= e.

Отже, ⟨a2⟩ =
{
a2, e

}
. За наслiдком 2 iз теореми Лагранжа,

|S4 : ⟨a2⟩| =
|S4|
|⟨a2⟩|

=
4!

2
= 12.

д) Знаходимо порядок елемента c:

c ̸= e;

c2 =

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
=

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
̸= e;

c3 =

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
=

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
= e.
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Отже, |c| = 3, тодi i |⟨c⟩| = 3, одночасно знайдено i саму пiдгрупу F :

F = {c, c2, e} = {
(

1 2 3 4
3 1 2 4

)
,

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
,

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
}.

До пiдгрупи L належать елементи, спiльнi для множин H = ⟨a⟩ i F :

L = {
(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
} = {e}.

е) Якщо x ∈ CS4
(a), то xa = ax. Нехай x =

(
1 2 3 4
x1 x2 x3 x4

)
. Маємо:

(
1 2 3 4
x1 x2 x3 x4

)(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
=

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)(
1 2 3 4
x1 x2 x3 x4

)
,

тодi (
1 2 3 4
x1 x2 x3 x4

)(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
=

(
1 2 3 4
x3 x1 x2 x4

)
.

Домножимо обидвi частини даної рiвностi злiва на x−1:(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
=

(
1 2 3 4
x1 x2 x3 x4

)−1(
1 2 3 4
x3 x1 x2 x4

)
,

тобто (
1 2 3 4
3 1 2 4

)
=

(
x1 x2 x3 x4
1 2 3 4

)(
1 2 3 4
x3 x1 x2 x4

)
,

значить, (
1 2 3 4
3 1 2 4

)
=

(
x1 x2 x3 x4
x3 x1 x2 x4

)
,

Очевидно, x4 = 4. Далi можливi випадки: а) x1 = 1, б) x1 = 2, в) x1 = 3.
Якщо x1 = 1, то x3 = 3, звiдки x2 = 2;
якщо x1 = 2, то x3 = 1, звiдки x2 = 3;
якщо x1 = 3, то x3 = 2, звiдки x2 = 1.

Таким чином, є лише три пiдстановки, переставнi iз пiдстановкою a, а саме:(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
= e,

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
,
(

1 2 3 4
3 1 2 4

)
= a. Отже,

CS4
(a) =

{
e,

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
, a

}
.



461

Розробка процедур. Створимо процедуру для вiдшукання степеня xk пiд-
становки x. В ходi даної процедури за допомогою циклу for послiдовно
знаходимо добутки xx, xxx, xxxx,...,xx...x︸ ︷︷ ︸

k

(для множення пiдстановок a i

b в Maple є команда mulperms(a,b) iз пакету group):

permPower:=proc(x,k)
uses group;
local h,m,f,s,i:

f:=x:
for i from 1 to k-1 do f:=mulperms(f, x); end do;
return(f);

end proc:
Крiм того, створимо процедуру для вiдшукання iндексу пiдгрупи в групi

пiдстановок (створену при розв’язаннi Прикладу 63.1 (функцiю indexG ви-
користати не можна через специфiчне задання груп пiдстановок в Maple).
Для вiдшукання порядку групи пiдстановок в пакетi group є спецiальна
команда grouporder. Код процедури матиме вигляд:

indexP:=proc(H,G)
uses group;

grouporder(G)/grouporder(H);
end proc:

Розв’язання в Maple. Для задання групи пiдстановок G використовується
команда permgroup(n, gens) iз пакету group, де n – степiнь групи пiдста-
новок, gens – множина пiдстановок, якi породжують групу G. Пiдстановки
в Maple записують за допомогою циклiв. При цьому пiд циклом (довжини
k) в алгебрi розумiють пiдстановку виду(

α1 α2 ... αk β1 β2 ... βn−k

α2 α3 ... α1 β1 β2 ... βn−k

)
∈ Sn. (VII.2)

Так, наприклад, пiдстановка
(

1 2 3 4 5 6 7
1 7 5 4 6 2 3

)
є циклом довжини 5,

оскiльки її можна записати у виглядi
(

2 7 3 5 6 1 4
7 3 5 6 2 1 4

)
. До числа ци-

клiв належать i транспозицiї. За аналогiєю iз використовуваним скороче-
ним записом транспозицiй, для циклiв використовується наступний запис:
символи, якi переходять в iншi символи, записують в круглих дужках
один за одним в тому порядку, в якому вони один в одний переходять:
починається запис iз будь-якого символа, i вважають, що останнiй сим-
вол переходить в перший; символи, якi переходять самi в себе, не запи-
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сують. Пiдстановку (VII.2) записують у виглядi (α1α2...αk) або у будь-
якому виглядi (αiαi+1...αkα1...αi−1). Для наведеного вище прикладу та-
кий запис має вигляд: (27356). Два цикли (α1α2...αk) i (β1β2...βl) назива-
ють незалежними, якщо вони не мають спiльних символiв (тобто множи-
ни {α1, α2, ..., αk} i {β1, β2, ..., βl} перетинаються). Кожну пiдстановку мо-
жна записати у виглядi добутку попарно незалежних циклiв, наприклад:(

1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)
= (132)(45),

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 2 1 7 6 8 4 5

)
= (13)(47)(568).

В Maple пiдстановку (l1l2...ls)(k1k2...kt), де li i kj – попарно рiзнi (по-
дану у виглядi добутку незалежних циклiв), записують наступним чином:
[[l1, l2, ..., ls][k1, k2, ..., kt]], одиничну пiдстановку подають у виглядi поро-
жнього списку [].

Наведемо задання груп пiдстановок Sn i An за допомогою твiрних еле-
ментiв:

Sn = ⟨(12), (13), (14), ..., (1n)⟩ = ⟨(12), (123...n)⟩;

An = ⟨(ijk)|i, j, k − попарно рiзнi числа iз множини 1, n⟩

(тобто група An породжується всiма можливими потрiйними циклами).
Задаємо групу S4 = ⟨(12), (1234)⟩:

> with(group):
S4:=permgroup(4, {[[1,2]], [[1,2,3,4]]}):
а) Для того, щоб знайти порядок елемента симетричної групи пiдстано-

вок S4, використаємо той факт, що порядок елемента a дорiвнює порядку
циклiчної пiдгрупи H = ⟨a⟩, яку вiн породжує. Для вiдшукання порядку
групи використаємо команду grouporder. Задаємо елемент a i пiдгрупу
H = ⟨a⟩:
> a:=[[1,2,3,4]]:

H:=permgroup(4, {a}):

> grouporder(H);
4

Отже, |a| = 4.
б) Пiдстановку, обернену до даної пiдстановки a, знаходять за допомо-

гою команди invperm(a).
> invperm(a);

[[1, 4, 3, 2]]

Отже, a−1 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
.
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в) Для вiдшукання степеня xk пiдстановки x використовуємо створену
процедуру permPower:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> permPower(a,2010);

[[1, 3], [2, 4]]

Отже, a2010 =
(

1 2 3 4
3 4 1 2

)
.

г) Нехай b = a2:
> b:=permPower(a, 2);

b := [[1, 3], [2, 4]]

Задаємо пiдгрупу K = ⟨b⟩:
> K:=permgroup(4, {b}):

Елементами пiдгрупи K є:
> elements(K);

{[], [[1, 3], [2, 4]]}

Отже, K = {
(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
}.

Iндекс пiдгрупи K в S4 шукаємо за допомогою процедури indexP:
> indexP(K,S4);

12

Таким чином, [S4 : ⟨a2⟩] = 12.
д) Задаємо елемент c i пiдгрупу F = ⟨c⟩:

> c:=[[1,2,3]]: F:=permgroup(4, {c}):
i знаходимо перетин L пiдгруп H i F :
> L:=inter(H,F):
> elements(L);

{[]}
Отже, L = {e}.

д) Для пошуку централiзатора елемента (або деякої множини M еле-
ментiв) заданої групи пiдстановок G використовується команда centrali-
zer(G,M) iз пакету group. (У випадку, коли M складається бiльше нiж
з одного елемента, дана команда знаходить множину всiх елементiв групи
G, якi переставнi з кожним елементом множини M .) Маємо:
> C:=centralizer(S4,{c}):
> elements(C);
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{[], [[1, 2, 3]], [[1, 3, 2]]}

Таким чином, CS4
(a) =

{
e,

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
,

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
= a

}
.

Завдання 64.

64.1. В симетричнiй групi пiдстановок S5 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)
;

б) елементи a−1, a2012;
в) пiдгрупу ⟨a3⟩ та її iндекс в S5;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5
3 2 1 5 4

)
;

д) централiзатор CS5
(a) елемента a в групi S5.

64.2. В симетричнiй групi пiдстановок S4 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
;

б) елементи a−1, a2011;
в) пiдгрупу ⟨a2⟩ та її iндекс в S4;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
;

д) централiзатор CS4
(a) елемента a в групi S4.

64.3. В симетричнiй групi пiдстановок S6 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 1 6

)
;

б) елементи a−1, a2013;
в) пiдгрупу ⟨a2⟩ та її iндекс в S6;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6
1 3 4 2 6 5

)
;

д) централiзатор CS6
(a) елемента a в групi S6.

64.4. В симетричнiй групi пiдстановок S7 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 5 1 7 2 4 6

)
;

б) елементи a−1, a2012;
в) пiдгрупу ⟨a5⟩ та її iндекс в S7;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 2 3 4 1 6 5

)
;
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д) централiзатор CS7
(a) елемента a в групi S7.

64.5. В симетричнiй групi пiдстановок S6 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6
2 1 4 3 6 5

)
;

б) елементи a−1, a2009;
в) пiдгрупу ⟨a3⟩ та її iндекс в S6;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6
2 4 3 5 1 6

)
;

д) централiзатор CS6
(a) елемента a в групi S6.

64.6. В симетричнiй групi пiдстановок S5 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5
2 4 5 1 3

)
;

б) елементи a−1, a2012;
в) пiдгрупу ⟨a2⟩ та її iндекс в S5;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5
1 4 5 2 3

)
;

д) централiзатор CS5
(a) елемента a в групi S5.

64.7. В симетричнiй групi пiдстановок S4 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
;

б) елементи a−1, a2010;
в) пiдгрупу ⟨a3⟩ та її iндекс в S4;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
;

д) централiзатор CS4
(a) елемента a в групi S4.

64.8. В симетричнiй групi пiдстановок S7 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 1

)
;

б) елементи a−1, a2011;
в) пiдгрупу ⟨a3⟩ та її iндекс в S7;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 2 4 3 1 6 5

)
;

д) централiзатор CS7
(a) елемента a в групi S7.

64.9. В симетричнiй групi пiдстановок S6 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6
2 5 6 3 1 4

)
;
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б) елементи a−1, a2009;
в) пiдгрупу ⟨a3⟩ та її iндекс в S6;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 4 5 6 3

)
;

д) централiзатор CS6
(a) елемента a в групi S6.

64.10. В симетричнiй групi пiдстановок S5 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5
1 2 5 4 3

)
;

б) елементи a−1, a2011;
в) пiдгрупу ⟨a2⟩ та її iндекс в S5;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5
1 4 3 2 5

)
;

д) централiзатор CS5
(a) елемента a в групi S5.

64.11. В симетричнiй групi пiдстановок S4 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4
4 3 1 2

)
;

б) елементи a−1, a2011;
в) пiдгрупу ⟨a3⟩ та її iндекс в S4;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
;

д) централiзатор CS4
(a) елемента a в групi S4.

64.12. В симетричнiй групi пiдстановок S6 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6
5 4 1 6 3 2

)
;

б) елементи a−1, a2012;
в) пiдгрупу ⟨a5⟩ та її iндекс в S6;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6
6 4 1 5 2 3

)
;

д) централiзатор CS6
(a) елемента a в групi S6.

64.13. В симетричнiй групi пiдстановок S7 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6 7
4 5 3 2 1 7 6

)
;

б) елементи a−1, a2011;
в) пiдгрупу ⟨a2⟩ та її iндекс в S7;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6 7
4 5 3 2 1 6 7

)
;
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д) централiзатор CS7
(a) елемента a в групi S7.

64.14. В симетричнiй групi пiдстановок S8 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
6 1 3 8 7 5 4 2

)
;

б) елементи a−1, a2011;
в) пiдгрупу ⟨a4⟩ та її iндекс в S8;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
6 1 4 3 7 5 8 2

)
;

д) централiзатор CS8
(a) елемента a в групi S8.

64.15. В симетричнiй групi пiдстановок S4 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
;

б) елементи a−1, a2010;
в) пiдгрупу ⟨a3⟩ та її iндекс в S4;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
;

д) централiзатор CS4
(a) елемента a в групi S4.

64.16. В симетричнiй групi пiдстановок S5 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5
3 4 1 2 5

)
;

б) елементи a−1, a2011;
в) пiдгрупу ⟨a2⟩ та її iндекс в S5;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5
2 1 3 4 5

)
;

д) централiзатор CS5
(a) елемента a в групi S5.

64.17. В симетричнiй групi пiдстановок S6 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6
2 5 1 6 3 4

)
;

б) елементи a−1, a2010;
в) пiдгрупу ⟨a3⟩ та її iндекс в S6;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 1 5 2 6

)
;

д) централiзатор CS6
(a) елемента a в групi S6.

64.18. В симетричнiй групi пiдстановок S4 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4
3 2 4 1

)
;
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б) елементи a−1, a2013;
в) пiдгрупу ⟨a2⟩ та її iндекс в S4;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
;

д) централiзатор CS4
(a) елемента a в групi S4.

64.19. В симетричнiй групi пiдстановок S6 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 5 2 6 1

)
;

б) елементи a−1, a2010;
в) пiдгрупу ⟨a4⟩ та її iндекс в S6;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6
1 4 3 5 2 6

)
;

д) централiзатор CS6
(a) елемента a в групi S6.

64.20. В симетричнiй групi пiдстановок S5 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
;

б) елементи a−1, a2012;
в) пiдгрупу ⟨a4⟩ та її iндекс в S5;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5
3 4 1 2 5

)
;

д) централiзатор CS5
(a) елемента a в групi S5.

64.21. В симетричнiй групi пiдстановок S4 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
;

б) елементи a−1, a2011;
в) пiдгрупу ⟨a3⟩ та її iндекс в S4;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4
4 3 1 2

)
;

д) централiзатор CS4
(a) елемента a в групi S4.

64.22. В симетричнiй групi пiдстановок S6 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6
6 5 4 1 3 2

)
;

б) елементи a−1, a2011;
в) пiдгрупу ⟨a2⟩ та її iндекс в S6;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 1 4 6 5

)
;
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д) централiзатор CS6
(a) елемента a в групi S6.

64.23. В симетричнiй групi пiдстановок S7 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6 7
1 3 2 7 6 5 4

)
;

б) елементи a−1, a2012;
в) пiдгрупу ⟨a3⟩ та її iндекс в S7;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 3 2 4 1 6 5

)
;

д) централiзатор CS7
(a) елемента a в групi S7.

64.24. В симетричнiй групi пiдстановок S5 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5
1 2 4 3 5

)
;

б) елементи a−1, a2013;
в) пiдгрупу ⟨a2⟩ та її iндекс в S5;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5
5 3 2 1 4

)
;

д) централiзатор CS5
(a) елемента a в групi S5.

64.25. В симетричнiй групi пiдстановок S9 знайти:

а) порядок елемента a =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 4 1 7 8 6 5 3 2

)
;

б) елементи a−1, a2012;
в) пiдгрупу ⟨a3⟩ та її iндекс в S9;

г) пiдгрупу L = ⟨a⟩ ∩ ⟨c⟩, де c =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 2 1 4 7 6 5 3 9

)
;

д) централiзатор CS9
(a) елемента a в групi S9.

Приклад 65. Знайти мультиплiкативну групу Z∗
m кiльця Zm класiв лишкiв

за модулем m. Визначити, чи є вона циклiчною, якщо:
а) m = 15; б) m = 10.

Розв’язання. Спосiб I. а) Мультиплiкативна група Z∗
15 кiльця Z15 складає-

ться з усiх дiльникiв одиницi цього кiльця. Знайдемо їх. Маємо:

Z15 =
{
K

(15)
0 , K

(15)
1 , . . . , K

(15)
14

}
,

де K
(15)
1 = e – одиничний елемент кiльця Z15. В силу наслiдку 1 iз теореми

1 п.2 §2 розд.III [1], клас K
(15)
a є дiльником одиницi тодi i тiльки тодi, коли
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(a, 15) = 1. Таких чисел a, 0 6 a 6 14, є всього φ(15) = φ(3)φ(5) = 2·4 = 8,
а саме: a = 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14. Отже, дiльниками одиницi кiльця Z15 є:
K

(15)
1 , K(15)

2 , K(15)
4 , K(15)

7 , K(15)
8 , K(15)

11 , K(15)
13 , K(15)

14 . Значить,

Z∗
15 =

{
K

(15)
1 , K

(15)
2 , K

(15)
4 , K

(15)
7 , K

(15)
8 , K

(15)
11 , K

(15)
13 , K

(15)
14

}
.

Припустимо, що група Z∗
15 – циклiчна. Тодi в Z∗

15 знайдеться елемент
K

(15)
x , порядок якого дорiвнює порядку групи Z∗

15 (тобто 8). Iншими слова-
ми елемент K

(15)
x повинен задовольняти 2 умови:(

K(15)
x

)8
= K

(15)
1

i
(
K(15)

x

)s
̸= K

(15)
1 при 1 6 s < 8. (VII.3)

Проте:
(
K

(15)
2

)4
= K

(15)
16 = K

(15)
1 = e;(

K
(15)
4

)2
= K

(15)
16 = K

(15)
1 = e;(

K
(15)
7

)4
=
(
K

(15)
49

)2
=
(
K

(15)
19

)2
= K

(15)
1 = e;(

K
(15)
8

)4
=
(
K

(15)
2 K

(15)
4

)4
= K

(15)
16 = K

(15)
1 = e;(

K
(15)
11

)2
= K

(15)
1 = e;(

K
(15)
13

)4
=
(
K

(15)
169

)2
=
(
K

(15)
19

)2
= K

(15)
1 = e;(

K
(15)
14

)2
= K

(15)
1 = e.

Отже, такого елемента, що задовольняє умову (VII.3), в Z∗
15 немає. Значить,

припущення невiрне – група Z∗
15 не є циклiчною.

б) Знаходимо Z∗
10. Порядок групи Z∗

10 дорiвнює φ(10) = φ(2)φ(5) = 4.
Маємо:

Z∗
10 =

{
K(10)

a |(a, 10) = 1
}
=
{
K

(10)
1 , K

(10)
3 , K

(10)
7 , K

(10)
9

}
.

Знайдемо порядки її елементiв. Оскiльки порядок елемента є дiльником
порядку групи (тобто числа 4), то його слiд шукати серед чисел 1, 2, 4.
Одиничним елементом групи Z∗

10 є елемент e = K
(10)
1 . Маємо: (K(10)

2 )2 ̸= e,
але тодi обов’язково порядок елемента K

(10)
2 дорiвнює 4. Таким чином, в Z∗

10

iснує елемент, порядок якого дорiвнює порядку групи, значить, Z∗
10 = K

(10)
2

– циклiчна.
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Спосiб II. Покажемо, що порядок елемента a = K
(m)
a мультиплiкативної

групи Z∗
m – це порядок Pm(a) числа a за модулем m. Дiйсно, нехай |a| = m,

тодi m – найменше натуральне число, що задовольняє умову am = 1. Дана
рiвнiсть еквiвалентна конгруенцiї a ≡ 1 (mod m). Але тодi m = Pm(a).

Елемент a є твiрним елементом групи Z∗
m тодi i лише тодi, коли його

порядок дорiвнює |Z∗
m| = φ(m). Але тодi Pm(a) = φ(m), тобто a – первiсний

корiнь за модулем m. Первiснi коренi, як вiдомо, iснують лише для модулiв
m ∈ {pα, 2pα}, де p – непарне просте число, α ∈ N, та m = 2α, де α ∈
0, 2. Для числа m = 15 первiсного кореня не iснує, тому група Z∗

15 не є
циклiчною. Для числа m = 10 = 2 · 5 первiсний корiнь iснує, тому група
Z∗
10 є циклiчною.

Розробка процедур. Задамо функцiю для пошуку елемента мультиплiкатив-
ної групи Z∗

m кiльця Zm. Ця група складається iз усiх дiльникiв одиницi
цього кiльця Zm. Знайдемо їх, вибираючи з чисел множини {0, 1, ..,m− 1}
взаємно простi iз числом m:
> U:=m->select(i->evalb(igcd(i,m)=1),{$0..m-1}):

Тепер створимо процедуру для перевiрки, чи є мультиплiкативна група
Z∗
m циклiчною. Для того, щоб cкiнченна група порядку m була циклiчною,

необхiдно i достатньо, щоб знайшовся елемент, порядок якого дорiвнює чи-
слу m. Порядок групи Z∗

m дорiвнює числу φ(m), тому в ходi процедури
isCyclic(G,m) для кожного елемента групи G = Z∗

m перевiряємо, чи до-
рiвнює його порядок числу φ(m). (При розв’язаннi даного Прикладу спосо-
бом II було показано, що порядок елемента a мультиплiкативної групи Z∗

m

– це порядок Pm(a) числа a за модулем m, який можна знайти за допо-
могою команди order(a,m) iз пакету numtheory.) Якщо такий елемент
знайдено, перевiрка закiнчується.

isCyclic:=proc(G,m)
uses numtheory:
local j:

for j from 1 to nops(G) do
if order(G[j],m)=phi(m) then return(true); break; end if;

j:=j+1; end do;
if j=nops(G)+1 then return(false); end if;

end proc:

Розв’язання в Maple. За допомогою функцiї U знаходимо елементи групи
Z∗
15:

> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
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> U(15);
{1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}

Перевiряємо, чи є група Z∗
15 циклiчною:

> isCyclic(U(15),15);
false

Таким чином, група Z∗
15 не є циклiчною. Аналогiчно можна легко пере-

вiрити, чи є група Z∗
10 циклiчною:

> U(10);
{1, 3, 7, 9}

> isCyclic(U(10),10);
true

Група Z∗
10 – циклiчна.

Для перевiрки можна також використати спосiб II аналiтичного розв’я-
зання. За допомогою команди primroot(m) iз пакету numtheory можна
не лише визначити, чи iснує первiсний корiнь за модулем m, але навiть i
знайти цей корiнь.
> with(numtheory):

primroot(15);
FAIL

Первiсний корiнь за модулем 15 не iснує, тому група Z∗
15 не є циклiчною.

> primroot(10);
3

За модулем 10 первiсний корiнь iснує, тому група Z∗
10 є циклiчною. бiльше

того, Z∗
10 = ⟨3⟩.

Завдання 65. Знайти мультиплiкативну групу Z∗
m кiльця Zm класiв ли-

шкiв за модулем m. Визначити, чи є вона циклiчною, якщо:

65.1. m = 30.
65.2. m = 25.
65.3. m = 42.
65.4. m = 20.
65.5. m = 12.
65.6. m = 24.
65.7. m = 32.
65.8. m = 17.
65.9. m = 40.

65.10. m = 21.
65.11. m = 16.
65.12. m = 18.
65.13. m = 22.
65.14. m = 26.
65.15. m = 36.
65.16. m = 27.
65.17. m = 29.
65.18. m = 13.

65.19. m = 35.

65.20. m = 11.

65.21. m = 28.

65.22. m = 19.

65.23. m = 23.

65.24. m = 14.

65.25. m = 33.
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3. Сумiжнi класи групи за пiдгрупою

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай G – група, H 6 G. Для довiльного a ∈ G множина aH =
{ah1, ah2, ...|h1, h2, ... ∈ H} називається лiвостороннiм сумiжним класом групи G
за пiдгрупою H iз представником a. Аналогiчно, правостороннiм сумiжним кла-
сом групи G за пiдгрупою H iз представником a називають множину Ha =
{h1a, h2a, ...|h1, h2, ... ∈ H}.

Властивостi лiвостороннiх сумiжних класiв:
1◦. Якщо a ∈ H, то aH = H.
2◦. Сумiжний клас aH групи G є пiдгрупою цiєї групи тодi i лише тодi, коли a ∈ H.
3◦. |aH| = |Ha| = |H|.
4◦. Будь-який елемент сумiжного класу можна взяти за його представник: якщо b ∈

aH, то bH = aH.
5◦. Будь-якi два сумiжнi класи aH i bH або збыгаються, або не мають спiльних еле-

ментiв.
6◦. Об’єднання всiх рiзних сумiжних класiв групи G за пiдгрупою H спiвпадає з гру-

пою G:
∪
i∈I

aiH = G.

Властивостi правостороннiх сумiжних класiв аналогiчнi.
Лiвостороннi (правостороннi) сумiжнi класи групи G за пiдгрупою H утворюють

розбиття групи G. Лiвостороннiм розкладом скiнченної групи G за пiдгрупою H
називається представлення групи G у виглядi: G = x1H∪x2H∪...∪xtH, де xiH∩xjH = ∅
при i ̸= j. Правостороннiм розкладом скiнченної групи G за пiдгрупою H називає-
ться представлення групи G у виглядi: G = Hy1 ∪Hy2 ∪ ...∪Hyt, де Hyi ∩Hyj = ∅ при
i ̸= j.

Теорема (Лагранжа). Порядок |H| пiдгрупи H скiнченної групи G є дiльником порядку
|G| цiєї групи.

Наслiдки:
1. Число правостороннiх i лiвостороннiх сумiжних класiв групи G за пiдгрупою H

однакове. Його називають iндексом пiдгрупи H в групi G i позначають символом
|G : H|

2. Якщо група G – скiнченна, то |H| · |G : H| = |G|.
3. Група G простого порядку є циклiчною.
4. Порядок кожного елемента скiнченної групи G є дiльником порядку групи G.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 66.1. Знайти лiвостороннiй i правостороннiй розклади на су-
мiжнi класи симетричної групи пiдстановок S3 за її пiдгрупою ⟨a3⟩, де

a3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
. Чи однаковi цi розклади?
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Розв’язання. Знайдемо спочатку пiдгрупу H = ⟨a3⟩. Маємо:

a23 =

(
1 2 3
2 1 3

)(
1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
1 2 3

)
= a0.

Отже, H = ⟨a3⟩ = {a3, a0}.
а) В якостi першого лiвостороннього сумiжного класу можна взяти су-

мiжний клас iз представником a0:
a0H = a0{a3, a0} = {a3, a0} = H.

Вiзьмемо будь-який елемент iз S3, що не ввiйшов до лiвостороннього сумi-
жного класу a0H, наприклад елемент a1, i помножимо його на елементи
пiдгрупи H:

a1H = a1{a3, a0} = {a1a3, a1a0} = {a4, a1},

оскiльки a1a3 =

(
1 2 3
1 3 2

)(
1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
2 3 1

)
= a4. Отримаємо

другий лiвостороннiй сумiжний клас a1H = {a4, a1}.
Далi знову вiзьмемо iз групи S3 елемент, що не ввiйшов до жодного iз

двох побудованих вже лiвостороннiх сумiжних класiв a0H i a1H, наприклад
елемент a2. Отримаємо третiй лiвостороннiй сумiжний клас:

a2H = a2{a3, a0} = {a2a3, a2a0} = {a5, a2},

оскiльки a2a3 =

(
1 2 3
3 2 1

)(
1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
3 1 2

)
= a5. Врахову-

ючи те, що в побудованi класи ввiйшли всi елементи групи (оскiльки
H ∪ a1H ∪ a2H = {a3, a0} ∪ {a4, a1} ∪ {a5, a2} = S3) i цi класи попарно
не перетинаються, розклад

S3 = H ∪ a1H ∪ a2H

є лiвостороннiм розкладом групи S3 за пiдгрупою H.
б) Знайдемо тепер правостороннiй розклад групи S3 за пiдгрупою H.

Перший правостороннiй сумiжний клас – це сумiжний клас iз представни-
ком a0:

Ha0 = {a3, a0}a0 = {a3, a0} = H;

другий правостороннiй сумiжний клас – клас

Ha1 = {a3, a0}a1 = {a3a1, a0a1} = {a5, a1},

оскiльки a3a1 =

(
1 2 3
2 1 3

)(
1 2 3
1 3 2

)
=

(
1 2 3
3 1 2

)
= a5.
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Далi беремо довiльний елемент групи S3, що не ввiйшов до Ha0 i Ha1,
наприклад елемент a2. Отримаємо третiй правостороннiй сумiжний клас:

Ha2 = {a3, a0}a2 = {a3a2, a0a2} = {a4, a2},

оскiльки a3a2 =

(
1 2 3
2 1 3

)(
1 2 3
3 2 1

)
=

(
1 2 3
2 3 1

)
= a4.

Оскiльки цi класи попарно не перетинаються i H ∪ Ha1 ∪ Ha2 =
{a3, a0} ∪ {a5, a1} ∪ {a4, a2} = S3, то розклад

S3 = H ∪Ha1 ∪Ha2

є правостороннiм розкладом групи S3 за пiдгрупою H.
в) Оскiльки, наприклад, a1H = {a4, a1} ̸= {a5, a1} = Ha1, то лiвосто-

роннiй i правостороннiй розклади групи S3 за пiдгрупою H не однаковi.

Розробка процедур. В Maple є команда cosets(G,H), яка знаходить набiр
представникiв всiх рiзних правостороннiх сумiжних класiв групи G за пiд-
групою H. Однак для пошуку множини представникiв лiвостороннiх сумi-
жних класiв окремої команди немає. Тому створимо вiдповiдну процедуру.
Зауважимо, що вона буде застосовна лише до груп пiдстановок.

Спочатку розглянемо алгоритм пошуку лiвостороннiх сумiжних класiв.

I. Першим сумiжним класом групи G за пiдгрупою H є сама пiдгрупа H

(сумiжний клас iз представником e, де e – одиничний елемент групи
G).

II. Наступним сумiжним класом є клас a1H, де a1 ∈ G\H.
III. Далi, сумiжним класом є клас a2H, де a2 ∈ (G\H)\a1H i т.д.

до asH (якщо кiлькiсть сумiжних класiв – скiнченна) такий, що
((((G\H)\a1H)\a2H)\...)\asH = ∅.

Реалiзуємо даний алгоритм в Maple.
Оскiльки результатом команди permgroup, за допомогою якої задаю-

ться групи пiдстановок G i H, є не множина елементiв (дана команда лише
перевiряє, чи iснує група пiдстановок для введених аргументiв, i декларує
G i H як групи пiдстановок), то необхiдно спочатку знайти множини EG
i EH елементiв груп G i H за допомогою команди elements:
> EG:=elements(G);

EH:=elements(H);
До множини GS всiх представникiв лiвостороннiх сумiжних класiв до-

даємо елемент – одиничну пiдстановку (представник класу H):
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> FG:={[]};

Наступний представник шукаємо серед елементiв множини G\H:

> GS:=EG minus EH;

Тепер доти, доки в множинi GS є елементи:

> while GS<>{} do ... end do;

поступово вибираємо довiльний елемент iз GS (команда
Generate(choose(GS)) iз пакету RandomTools):

> a:=Generate(choose(GS));

додаємо його в якостi представника сумiжного класу до множини FG i
вилучаємо iз множини GS елементи класу K = aH:

> K:={};
for i from 1 to nops(EH) do

K:=K union {mulperms(a,EH[i])};
end do;
GS:=GS minus K;

Процедура матиме наступний код:

cosetsL:=proc(G,H)
local EG,EH,FG,GS,K,a,i;
uses group, RandomTools;

EG:=elements(G);
EH:=elements(H);
FG:={[]};
GS:=EG minus EH;
while GS<>{} do

a:=Generate(choose(GS));
FG:=FG union {a};
for i from 1 to nops(EH) do

K:={}; K:=K union {mulperms(a,EH[i])};
end do;
GS:=GS minus K;

end do;
return(FG);

end proc:

Аналогiчно можна створити процедуру пошуку представникiв правосто-
роннiх сумiжних класiв групи пiдстановок:
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cosetsR:=proc(G,H)
local EG,EH,FG,GS,K,a,i;
uses group, RandomTools;

EG:=elements(G);
EH:=elements(H);
FG:={[]};
GS:=EG minus EH;
while GS<>{} do

a:=Generate(choose(GS));
FG:=FG union {a};
for i from 1 to nops(EH) do

K:={}; K:=K union {mulperms(EH[i],a)};
end do;
GS:=GS minus K;

end do;
return(FG);

end proc:

Розв’язання в Maple. Для вiдшукання лiвостороннього розкладу викори-
стовуємо створену процедуру cosetsL. Зауважимо, що результат даної про-
цедури не єдиний, оскiльки в якостi представника лiвостороннього сумi-
жного класу aH можна взяти будь-який елемент цього класу. Тому щоб
побачити саме тi представники сумiжних класiв, якi було знайдено аналi-
тично, iнколи треба декiлька разiв застосувати процедуру. Маємо:
> S3:=permgroup(3, {[[1,2]], [[1,2,3]]}):

H:=permgroup(3, {[[1,2]]}):
read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

> cosetsL(S3,H);
{[], [[2, 3]], [[1, 3, 2]]}

> cosetsL(S3,H);
{[], [[1, 2, 3]], [[1, 3, 2]]}

> cosetsL(S3,H);
{[], [[1, 3]], [[2, 3]]}

Отримали бажаний результат: S3 = H ∪ a2H ∪ a1H.
Правостороннiй розклад групи S3 можемо знаходити або за допомогою

процедури cosets iз пакету group, або за допомогою створеної процедури
cosetsR:
> with(group):

cosets(S3,H);
{[], [[2, 3]], [[1, 2, 3]]}

Оскiльки (23) = a1, (123) = a4, то правостороннiй розклад групи S3 за
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пiдгрупою H має вигляд:

S3 = H ∪Ha1 ∪Ha4.

Враховуючи, що a4 ∈ Ha2, а значить, Ha4 = Ha2, даний результат збiгає-
ться iз отриманим аналiтично. Команда cosetsR дає, в свою чергу, насту-
пне:
> cosetsR(S3,H);

{[], [[1, 3]], [[1, 3, 2]]}
Отже, правостороннiй розклад на сумiжнi класи групи S3 за пiдгрупою H
має вигляд: S3 = H ∪ Ha2 ∪ Ha5. Оскiльки a5 ∈ Ha1, то Ha5 = Ha1, i
отриманий результат збiгається iз розв’язком, отриманим вище.

Приклад 66.2. Знайти лiвостороннiй i правостороннiй розклади на сумi-
жнi класи циклiчної групи G = ⟨b⟩ порядку 20 за її пiдгрупою H = ⟨b8⟩.

Розв’язання. Оскiльки група G – комутативна, то кожний її лiвосторон-
нiй сумiжний клас xH спiвпадає iз вiдповiдним правостороннiм сумiжним
класом Hx, x ∈ G, а значить, спiвпадають лiвостороннiй i правостороннiй
розклади групи G за пiдгрупою H.

Спосiб I. Одним iз сумiжних класiв є сама пiдгрупа H = ⟨b8⟩ =
{b8, b16, b4, e} = {e, b4, b8, b12, b16}, де e – одиничний елемент групи G.

Вiзьмемо будь-який елемент iз G, що не ввiйшов до сумiжного класу H,
наприклад елемент b, i помножимо його на елементи пiдгрупи H:

bH = b{e, b4, b8, b12, b16} = {b, b5, b9, b13, b17}.

Отримали другий сумiжний клас.
Далi знову вiзьмемо iз групи G елемент, що не ввiйшов до жодного

iз двох побудованих вже сумiжних класiв H i bH, наприклад елемент b2.
Отримаємо третiй сумiжний клас:

b2H = b2{e, b4, b8, b12, b16} = {b2, b6, b10, b14, b18}.

В групi G ще залишились елементи, якi не ввiйшли до жодного iз побудо-
ваних вище класiв. Вибираємо будь-який iз них, наприклад b3. Отримуємо
наступний сумiжний клас.

b3H = b3{e, b4, b8, b12, b16} = {b3, b7, b11, b15, b19}.
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Оскiльки в класи H, bH, b2H, b3H ввiйшли всi елементи групи, тобто

H ∪ bH ∪ b2H ∪ b3H = {e, b4, b8, b12, b16} ∪ {b, b5, b9, b13, b17}∪
∪ {b2, b6, b10, b14, b18} ∪ {b3, b7, b11, b15, b19} = G,

i цi класи попарно не перетинаються, то розклад

G = H ∪ bH ∪ b2H ∪ b3H

є розкладом на сумiжнi класи групи G за пiдгрупою H.
Спосiб II.
Перш за все вiдмiтимо, що |H| = 5, значить, H = ⟨b4⟩ (властивiсть 4.2

попереднього пункту). За наслiдком iз теореми Лагранжа, [G : H] = 4,
тобто рiзних сумiжних класiв є 4. Нехай bs – довiльний елемент групи G,
s ∈ 0, 19. Знайдемо сумiжний клас bs = bsH, представником якого є bs.

За теоремою про дiлення з остачею iснує, причому єдина, пара цiлих
чисел q i r таких, що s = 4q + r, де r = 0, 1, 2, 3. Тодi

bsH = bs⟨b4⟩ = b4q+r⟨b4⟩ = b4q · br · ⟨b4⟩ = br · b4q · ⟨b4⟩ = br · ⟨b4⟩ = brH,

де r ∈ {0, 1, 2, 3}. Отже, всього є 4 сумiжних класiв групи G за пiдгрупою
H, а саме:

b0H = H = ⟨b4⟩ = {b4k|k ∈ Z};
b1H = b{b4k|k ∈ Z} = {b4k+1|k ∈ Z};
b2H = b2{b4k|k ∈ Z} = {b4k+2|k ∈ Z};
b3H = b3{b4k|k ∈ Z} = {b4k+3|k ∈ Z}.

Цi класи попарно не перетинаються i

G = H ∪ bH ∪ b2H ∪ b3H, (VII.4)

отже, розклад (VII.4) є розкладом на сумiжнi класи групи G за пiдгрупою
H.

Розв’язання в Maple. Як було сказано при розв’язаннi Прикладу 63.1, ци-
клiчну групу G = ⟨b⟩ порядку n можна задати за допомогою твiрного
елемента i визначального спiввiдношення bn = e. В Maple для задання
групи G за допомогою твiрних елементiв i визначальних спiввiдношень
використовується команда grelgroup(gens, rels), де gens – множина твiр-
них елементiв, rels – множина визначальних спiввiдношень. Визначальне
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спiввiдношення записують у виглядi списку, елементами якого є елемен-
ти множини gens. Запис [a1, a2, a3, ..., ak] означає, що a1a2a3...ak = e, де e

– одиничний елемент групи G. Якщо у визначальному спiввiдношеннi зу-
стрiчається елемент, обернений до деякого твiрного g, його позначають 1/g.
Для запису натурального степеня gl елемента цей елемент повторюють l
разiв [g, g, ..., g], або пишуть [g$l].

Задаємо групу G = ⟨b⟩, де b20 = e:
> with(group):

G:=grelgroup({b}, {[b$20]}):
Пiдгрупа H групи G задається за допомогою команди subgrel(gensH,

G), де gensH – множина твiрних елементiв пiдгрупи H. Вiдмiтимо, що мно-
жину твiрних елементiв пiдгрупи пiдгрупи необхiдно записувати у виглядi
{символ=[твiрний елемент]}:
> H:=subgrel({x=[b$8]}, G):

Оскiльки група G – комутативна (а значить, лiвостороннiй i правосто-
роннiй розклади на сумiжнi класи збiгаються), то для вiдшукання розкладу
групи G можемо використати команду cosets iз пакету group.
> cosets(H);

{[], [b], [b, b], [b, b, b]}
Це означає, що розклад групи G за пiдгрупою H має вигляд:

G = H ∪ bH ∪ b2H ∪ b3H.

Завдання 66. Знайти розклад(и) на сумiжнi класи:

66.1. знакозмiнної групи пiдстановок A4 за її пiдгрупою ⟨a⟩, де a =(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
.

66.2. симетричної групи пiдстановок S3 за її пiдгрупою ⟨a1⟩, де a1 =(
1 2 3
1 3 2

)
.

66.3. циклiчної групи 8-го порядку за її пiдгрупою 4-го порядку.

66.4. мультиплiкативної групи коренiв 6-го степеня з одиницi за її пiдгрупою
коренiв 2-го степеня з одиницi.

66.5. симетричної групи пiдстановок S4 за її пiдгрупою ⟨a⟩, де a =(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
.
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66.6. циклiчної групи G = ⟨a⟩ порядку 10 за її пiдгрупою H = ⟨a4⟩.

66.7. мультиплiкативної групи коренiв 12-го степеня з одиницi за її пiдгру-
пою коренiв 3-го степеня з одиницi.

66.8. циклiчної групи G = ⟨a⟩ порядку 18 за її пiдгрупою H = ⟨a8⟩.

66.9. мультиплiкативної групи коренiв 12-го степеня з одиницi за її пiдгру-
пою коренiв 4-го степеня з одиницi.

66.10. циклiчної групи 25-го порядку за її пiдгрупою 5-го порядку.

66.11. симетричної групи пiдстановок S4 за її пiдгрупою ⟨a⟩, де a =(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
.

66.12. знакозмiнної групи пiдстановок A4 за її пiдгрупою ⟨a⟩, де a =(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
.

66.13. циклiчної групи порядку 14 за всiма її пiдгрупами.

66.14. симетричної групи пiдстановок S3 за її пiдгрупою ⟨a5⟩, де a5 =(
1 2 3
3 1 2

)
.

66.15. знакозмiнної групи пiдстановок A4 за її пiдгрупою ⟨a⟩, де a =(
1 2 3 4
4 1 3 2

)
.

66.16. циклiчної групи G = ⟨a⟩ порядку 15 за її пiдгрупою H = ⟨a9⟩.

66.17. мультиплiкативної групи коренiв 10-го степеня з одиницi за її пiдгру-
пою коренiв квадратних з одиницi.

66.18. симетричної групи пiдстановок S4 за її пiдгрупою ⟨a⟩, де a =(
1 2 3 4
4 2 1 3

)
.

66.19. знакозмiнної групи пiдстановок A4 за її пiдгрупою ⟨a⟩, де a =(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
.

66.20. циклiчної групи 16-го порядку за її пiдгрупою 4-го порядку.
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66.21. симетричної групи пiдстановок S4 за її пiдгрупою ⟨a⟩, де a =(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
.

66.22. циклiчної групи порядку 9 за всiма її пiдгрупами.

66.23. знакозмiнної групи пiдстановок A4 за її пiдгрупою ⟨a⟩, де a =(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
.

66.24. циклiчної групи G = ⟨a⟩ порядку 20 за її пiдгрупою порядку 5.

66.25. симетричної групи пiдстановок S3 за її пiдгрупою ⟨a2⟩, де a2 =(
1 2 3
3 2 1

)
.

4. Нормальнi пiдгрупи. Фактор-група

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Означення. Пiдгрупа H групи G називається нормальною пiдгрупою (або нормальним
дiльником) групи G (пишуть: HEG), якщо для будь-якого елемента x iз G лiвостороннiй
сумiжний клас xH збiгається iз правостороннiм сумiжним класом Hx: xH = Hx.

Теорема (критерiй нормальної пiдгрупи). Непорожня пiдмножина H групи ⟨G; ·⟩ є
нормальною пiдгрупою групи G тодi i лише тодi, коли виконуються умови:

1) для довiльних a, b ∈ H справедливо, що ab ∈ H;
2) для довiльного a ∈ H обернений до нього в G елемент a−1 належить до H;
3) для довiльних a ∈ H i x ∈ G справедливо, що x−1ax ∈ H.

Елемент x−1ax називається спряженим до елемента a за допомогою елемента x ∈
G. Умову 3) критерiю нормальної пiдгрупи можна сформулювати наступним чином:
множина H разом iз кожним своїм елементом a мiстить всi до нього спряженi елементи
x−1ax, де x ∈ G.

Якщо H – пiдгрупа групи G iндексу 2, то H ▹G. Перетин довiльного числа нормаль-
них пiдгруп групи G є нормальною пiдгрупою цiєї групи.

Нехай x – довiльний елемент групи G, H E G. Сумiжний клас xH позначимо x.

Множина G/H = G =
{
x, y, z, ...

}
всiх рiзних сумiжних класiв групи G за пiдгрупою

H вiдносно операцiї множення: x · y = xy для довiльних x, y ∈ G утворює групу. Її
називають фактор-групою групи G за нормальною пiдгрупою H.
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ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 67.1. Визначити, чи є нормальною пiдгрупою симетричної групи

пiдстановок S3 пiдгрупа H = ⟨a2⟩, де a2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
.

Розв’язання. Спосiб I. Використаємо означення нормальної пiдгрупи. По-
кажемо, що iснує елемент x iз S3 такий, що xH ̸= Hx.

Знайдемо a4H i Ha4:

a4H = a4⟨a2⟩ = a4{a2, a0} = {a4a2, a4a0} = {a3, a4},
Ha4 = ⟨a2⟩a4 = {a2, a0}a4 = {a2a4, a0a4} = {a1, a4}.

Оскiльки {a3, a4} ̸={a1, a4}, то a4H ̸=Ha4. Отже, H 5 S3.

Спосiб II. Використаємо критерiй нормальної пiдгрупи. Маємо: H =
⟨a2⟩ = {a2, a0}; помiчаємо, що a2 ∈ H, але a−1

4 a2a4 = a3 /∈ H. Отже,
пiдгрупа H разом iз своїм елементом a2 не мiстить спряжений до нього
елемент a−1

4 a2a4. Не виконується умова 3) критерiю нормальної пiдгрупи,
тому H 5 S3.

Розробка процедур. Створимо процедуру для перевiрки умови 3) критерiю
нормальної пiдгрупи. Щоб дану процедуру можна було використовувати
для довiльних груп, в якостi параметрiв введемо не групи G i H, а множини
елементiв цих груп setG i setH.

Нехай t = |H|, m = |G|:
> t:=nops(setH);

m:=nops(setG);
Для кожного iз m елементiв x = setG[i] групи G знаходимо симетри-

чний до нього в G елемент xsym = symElement(x), де symElement – це
правило вiдшукання симетричного елемента (яке користувач задає в якостi
параметра) i розглядаємо всi можливi добутки conj = xsym · aj · x:
> for i from 1 to m do

x:=setG[i];
xsym:=symElement(x);
for j from 1 to t do

a:=setH[j];
conj:=operation(operation(xsym,a),x);

... end do; end do;
Якщо елемент conj належить до H, то збiльшуємо лiчильник s на оди-

ницю:
> if member(conj,setH)=true then s:=s+1; else break; end if;
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i переходимо до дослiдження наступного добутку xsym·aj ·x = conj. Якщо
всi спряженi елементи conj мiстяться в H, то в результатi виконання циклу
лiчильник s має набути значення mt. Тому перевiряємо, чи виконується
умова s = mt:
> evalb(s=m*t);

Процедура матиме наступний код:

belongsConj:=proc(setH,setG,operation,symElement)
local i,s,t,m,j,x,xsym,conj,a;

t:=nops(setH);
m:=nops(setG);
s:=0;
for i from 1 to m do

x:=setG[i];
xsym:=symElement(x);
for j from 1 to t do

a:=setH[j]; conj:=operation(operation(xsym,a),x);
if member(conj,setH)=true then s:=s+1; else break; end if;

end do;
end do;
evalb(s=m*t);

end proc:

Розв’язання в Maple. В пакетi group є команда isnormal, за допомогою
якої визначають, чи є деяка множина H нормальною пiдгрупою заданої
групи G. Формат isnormal(G,H) даної команди використовується для
групи пiдстановок G; в цьому випадку визначається, чи є множина H нор-
мальною пiдгрупою групи HG (звернiть увагу: не групи G! тому спершу
необхiдно перевiрити, чи є взагалi H пiдгрупою групи G). Для групи G,
заданої за допомогою твiрних елементiв i визначальних спiввiдношень, ко-
манда має формат isnormal(H); в такому випадку визначається, чи є
задана множина H нормальною пiдгрупою групи G

Задаємо групу S3 та групу H:
> with(group):

S3:=permgroup(3, {[[1,2]], [[1,2,3]]}):
H:=permgroup(3, {[[1,3]]}):
Визначаємо, чи є H пiдгрупою групи S3:

> issubgroup(H,S3);
true

Отже, H 6 S3.
> isnormal(S3,H);
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false

Таким чином, H 5 S3.

Покрокова перевiрка аналiтичного розв’язання матиме наступний ви-
гляд. Спочатку перевiряємо, чи є множина H (позначено через setH) пiд-
множиною множини S3 (setS3):
> setS3:=elements(S3);

setS3 := {[], [[1, 2]], [[1, 3]], [[2, 3]], [[1, 2, 3]], [[1, 3, 2]]}
> setH:=elements(H);

setH := {[], [[1, 3]]}
> setH subset setS3;

true

Отже, H ⊆ S3. Далi перевiряємо умови 1)-3) критерiю нормальної пiдгру-
пи. Умову 1) перевiряємо за допомогою процедури isClosed, створеної при
розв’язаннi Прикладу 21.1:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

> isClosed(setH, mulperms);
true

Отже, умова 1) критерiю нормальної пiдгрупи виконується.
Для перевiрки умови 2) критерiю використовуємо процедуру

belongsSym, створену при розв’язаннi Прикладу 24.1. Вiдмiтимо,
що в якостi першого параметра даної процедури має виступати множина
елементiв групи, а не сама група!

У випадку групи пiдстановок G елемент, симетричний до елемента a ∈
G, – це обернена пiдстановка invperm(a).
> belongsSym(setH,invperm);

true

Таким чином, разом iз кожним своїм елементом setH[i] множина H мiстить
i обернений до нього елемент.

Для перевiрки умови 3) критерiю використовуємо створену процедуру:
> belongsConj(setH,setS3,mulperms,invperm);

false

Отже, умова 3) критерiю нормальної пiдгрупи не виконується, H 5 S3.

Приклад 67.2. Визначити, чи є множина M матриць 2-го порядку над по-
лем Z5, визначник кожної з яких рiвний 1, нормальною пiдгрупою мульти-
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плiкативної групи GL2(Z5) невироджених матриць 2-го порядку над полем
Z5.

Розв’язання. а) Покажемо спочатку, що M є пiдгрупою групи GL2(Z5).
Очевидно, ∅ ̸= M ⊆ GL2(Z5). Використаємо критерiй нормальної пiдгру-
пи.

1) Нехай A,B – довiльнi два елементи iз M. Тодi |A| = |B| = 1. Знайдемо
визначник |AB| добутку матриць A i B: |AB| = |A||B| = 1, значить, AB ∈
M.

2) Для довiльної матрицi A iз M визначник оберненої до неї в GL2(Q)

матрицi A−1 дорiвнює теж 1 (дiйсно, |A−1| =
1

|A| =
1

1
= 1), а значить,

A−1 ∈ M.
3) Нехай A – довiльний елемент iз M. Тодi для довiльного X ∈ GL2(Z5)

|X−1AX| = |X−1||A||X| = 1

|X|
|A||X| = |A| = 1,

значить, X−1AX ∈ M. Отже, пiдгрупа M разом iз кожним своїм елементом
A мiстить i кожний спряжений до нього елемент X−1AX.

В силу критерiю нормальної пiдгрупи, MEGL2(Z5).

Розв’язання в Maple. Задаємо множину GL2(Z5) в наступний спосiб: се-
ред множини T всiх матриць над полем Z5 вибираємо (функцiя select) тi
матрицi A, визначник яких вiдмiнний вiд 0:
> T:={seq(seq(seq(seq([[x,y],[z,t]],x=0..4),y=0..4),z=0..4),t=0..4)}:
> GL2:=select(A->evalb(A[1,1]*A[2,2]-A[1,2]*A[2,1] mod 5<>0),T):

i аналогiчно задаємо множину H = M (вибираючи матрицi, визначник
яких дорiвнює 1):
> H:=select(A->evalb(A[1,1]*A[2,2]-A[1,2]*A[2,1] mod 5=1),T):

Далi задаємо групову операцiю (операцiю множення матриць):
> mmult:=(A,B)->[[A[1,1]*B[1,1]+A[1,2]*B[2,1] mod 5,

A[1,1]*B[1,2]+A[1,2]*B[2,2] mod 5],
[A[2,1]*B[1,1]+A[2,2]*B[2,1] mod 5,
A[2,1]*B[1,2]+A[2,2]*B[2,2] mod 5]]:

i дiємо за алгоритмом розв’язання Прикладу 67.1. Перевiряємо, чи є мно-
жина H пiдмножиною множини GL2(Z5).
> H subset GL2;

true
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Отже, H ⊆ GL2(Z5). Далi перевiряємо, чи виконуються умови 1)-3) крите-
рiю нормальної пiдгрупи.
> isClosed(H,mmult);

true

Операцiя множення матриць замкнена на H.
Задаємо правило invmatr для вiдшукання матрицi A−1, оберненої

до матрицi A =

(
a11 a12
a21 a22

)
. Матриця A−1 має вигляд: A−1 =( a22

a11a22−a21a12
− a12

a11a22−a21a12

− a21
a11a22−a21a12

a11
a11a22−a21a12

)
:

> invmatr:=A->[[A[2,2]/(A[1,1]*A[2,2]-A[2,1]*A[1,2]) mod 5,
-A[1,2]/(A[1,1]*A[2,2]-A[2,1]*A[1,2]) mod 5],
[-A[2,1]/(A[1,1]*A[2,2]-A[2,1]*A[1,2]) mod 5,
A[1,1]/(A[1,1]*A[2,2]-A[2,1]*A[1,2]) mod 5]]:

i перевiряємо, чи для кожного елемента A ∈ H обернений до нього в
GL2(Z5) належить до H:
> belongsSym(H,invmatr);

true

Таким чином, умова 2) виконується. Залишається перевiрити, чи мiстить
множина H разом iз елементом A i кожний спряжений до нього:
> belongsConj(H,GL2,mmult,invmatr);

true

Умова 3) також виконується. В силу критерiю нормальної пiдгрупи,
H EGL2(Z5).

Завдання 67. Визначити, чи є пiдмножина H групи G її нормальною
пiдгрупою, якщо:

67.1. G = GL2(Z5) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку над полем Z5;

H – множина матриць виду
(

a b
0 c

)
, де a, b, c ∈ Z5, ac ̸= 0.

67.2. G – симетрична група пiдстановок S4;

H =

{(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)}
.

67.3. G = GL2(Z5) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку над полем Z5;
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H – множина матриць виду
(

a 0
b 1

)
, a, b, c ∈ Z5, a ̸= 0.

67.4. G = GL2(Z5) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку над полем Z5;
H – множина всiх матриць iз G, визначник яких дорiвнює 4.

67.5. G – група трiйок (a, b, ε), де a, b ∈ Z5, ε ∈ {1, 4}, вiдносно операцiї ∗,
заданої рiвнiстю: (a1, b1, ε1) ∗ (a2, b2, ε2) = (a1 + a2, b1 + b2, ε1ε2);
H – циклiчна пiдгрупа, породжена елементом (1, 0, 1).

67.6. G – мультиплiкативна група матриць виду
(

a b
0 c

)
, a,b,c ∈ Z7, ac ̸=0;

H – множина всiх матриць виду
(

1 m
0 1

)
, де m ∈ Z7.

67.7. G = GL2(Z7) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку над полем Z7;
H – множина всiх матриць iз G, визначник яких дорiвнює 2.

67.8. G = GL2(Z5) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку над полем Z5 комплексних чисел;

H – множина матриць A iз G таких, що A · AT =

(
1 0
0 1

)
, де AT –

матриця, транспонована до матрицi A.

67.9. G = GL2(Z5) – мультиплiкативна група невироджених матриць 3-го
порядку над полем Z5;

H – множина матриць
(

a b

c d

)
, a, b, c, d ∈ Z5, таких, що a2 + b2 =

c2 + d2 = 1, ac+ bd = 0.

67.10. G – симетрична група пiдстановок S4;
H – симетрична група пiдстановок S3.

67.11. G – група пар (a, ε), де a ∈ Z∗
7, ε = ±1, вiдносно операцiї ∗, заданої

рiвнiстю: (a1, ε1) ∗ (a2, ε2) = (aε21 a2, ε1ε2);
H – множина всiх пар виду (h, 1), де h ∈ Z∗

7.

67.12. G – симетрична група пiдстановок S4;

H =

{(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
,

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)}
.
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67.13. G = SL2(Z7) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку iз визначником рiвним 1 над полем Z7;

H – множина всiх матриць виду
(

1 0
x 1

)
, де x, y, z ∈ Z7.

67.14. G = GL2(Z5) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку над полем Z5;
H – множина всiх матриць iз G, визначник яких дорiвнює 3.

67.15. G – група пар (a, b), де a, b ∈ Z7, вiдносно операцiї ∗, заданої рiвнiстю:
(a1, b1) ∗ (a2, b2) = (a1 + a2, a2b1 + b2);
H – множина всiх пар виду (0, c), де c ∈ Z7.

67.16. G = GL2(Z5) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку над полем Z5;

H – циклiчна пiдгрупа, породжена елементом
(

2 0
0 2

)
.

67.17. G = GL2(Z5) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку над полем Z5;

H – множина матриць виду
(

a 0
0 b

)
, де a, b ∈ Z5, ab ̸= 0.

67.18. G – симетрична група пiдстановок S4;

H =

{(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
3 4 2 1

)
,

(
1 2 3 4
4 3 1 2

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)}
.

67.19. G – група пар (a, b), де a, b ∈ Z5, a ̸= 0, вiдносно операцiї ∗, заданої
рiвнiстю: (a, b) ∗ (c, d) = (ac, bd+ c);
H = {(k, 1)|k ∈ Z7, k ̸= 0}.

67.20. G = GL2(Z7) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку над полем Z7;

H – циклiчна пiдгрупа, породжена елементом
(

1 5
0 6

)
.

67.21. G – симетрична група пiдстановок S4;
H – знакозмiнна група пiдстановок A3.

67.22. G = GL2(Z5) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку над полем Z5;
H – множина всiх матриць iз G, визначник яких вiдмiнний вiд 1.
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67.23. G – група трiйок (a, b, c), де a, b, c ∈ Z4, вiдносно операцiї ∗, заданої
рiвнiстю: (a1, b1, c1) ∗ (a2, b2, c2) = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2);
H – множина всiх трiйок виду (k, 0, 0), де k ∈ Z4.

67.24. G = GL2(Z7) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку над полем Z7;
H – множина всiх нескалярних матриць iз G.

67.25. G = GL2(Z3) – мультиплiкативна група невироджених матриць 2-го
порядку над полем Z5;

H – множина всiх матриць виду
(

a 0
0 b

)
, де a, b ∈ Z5, ab ̸= 0, a+b = 0.

Приклад 68.1. Побудувати фактор-групу G/H циклiчної групи G 20-го
порядку за її пiдгрупою H 5-го порядку.

Розв’язання. Сумiжнi класи групи G за пiдгрупою H було знайдено при
розв’язаннi Прикладу 66.2. Ними є: e = eH = H, a = aH, a2 = a2H,
a3 = a3H. Фактор-група G/H має вигляд: G/H = {a0, a , a2, a3}.

Операцiя множення · на множинi G/H задається наступним чином: для
довiльних a , b ∈ G/H

a · b = ab ,

в даному випадку матимемо: для довiльних as , at ∈ G/H

as · at = asat = as+t = as+t (mod 4) .

Побудуємо таблицю Келi для даної операцiї:

a0 a1 a2 a3

a0 a0 a1 a2 a3

a1 a1 a2 a3 a0

a2 a2 a3 a0 a1

a3 a3 a0 a1 a2

Розв’язання в Maple. Для побудови таблицi Келi використовуємо процеду-
ру cayleyTable, створену при розв’язаннi Прикладу 27.1. Задаємо фактор-
групу G/H:
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> FG:={a^0, a, a^2, a^3};
FG := {1, a, a2, a3}

i операцiю mult множення елементiв фактор-групи:
> mult:=(x,y)->a^(degree(x,a)+degree(y,a) mod 4):
(Елементам x i y ставимо у вiдповiднiсть елемент adeg x+deg y (mod 4).)

Будуємо таблицю Келi:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> cayleyTable(FG,mult);

1 a a2 a3

a a2 a3 1
a2 a3 1 a

a3 1 a a2


Приклад 68.2. Побудувати фактор-групу K/H мультиплiкативної групи
K коренiв 15-го степеня з одиницi за її пiдгрупою коренiв 5-го степеня з
одиницi. Скласти таблицю Келi для K/H.

Розв’язання. Нехай

K = ⟨ε1⟩ =
{
ε0, ε1, ε

2
1, ..., ε

14
1

}
, де ε1 = cos

2π

15
+ i sin

2π

15
.

Тодi
∣∣ε31∣∣ = 5, значить,

∣∣⟨ε31⟩∣∣ = 5 i H =
⟨
ε31
⟩
=
{
ε31, ε

6
1, ε

9
1, ε

12
1 , ε0

}
. Знайдемо

сумiжнi класи групи K за пiдгрупою H. З теореми Лагранжа випливає,
що всього сумiжних класiв є |K : H| = |K|

|H| =
15
5 = 3. Одним iз сумiжних

класiв є сама пiдгрупа H =
⟨
ε31
⟩
.

Нехай εk1, k = 0, 1, . . . , 14, – довiльний елемент iз K. Знайдемо сумiжний
клас εk1 = εk1H, представником якого є εk1. Подiлимо число k з остачею на
3. Маємо: k = 3q + r, де r = 0, 1, 2. Тодi

εk1 = εk1
⟨
ε31
⟩
= ε3q+r

1

⟨
ε31
⟩
= ε3q1 · εr1 ·

⟨
ε31
⟩
= εr1 · ε

3q
1 ·
⟨
ε31
⟩
= εr1 ·

⟨
ε31
⟩
= εr1,

де r = 0, 1, 2. Отже, сумiжними класами групи за пiдгрупою є:

ε01 = ε01 ·
⟨
ε31
⟩
=
{
ε0, ε

3
1, ε

6
1, ε

9
1, ε

12
1

}
;

ε11 = ε11 ·
⟨
ε31
⟩
= ε11 ·

{
ε0, ε

3
1, ε

6
1, ε

9
1, ε

12
1

}
=
{
ε11, ε

4
1, ε

7
1, ε

10
1 , ε131

}
;

ε21 = ε21 ·
⟨
ε31
⟩
= ε21 ·

{
ε0, ε

3
1, ε

6
1, ε

9
1, ε

12
1

}
=
{
ε21, ε

5
1, ε

8
1, ε

11
1 , ε141

}
.

Фактор-група K/H має вигляд: K/H =
{
ε0, ε1, ε21

}
.
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Складемо таблицю Келi (пам’ятаючи, що операцiя множення сумiжних
класiв εi1 зводиться до операцiї множення їхнiх представникiв εi1, i = 0, 1, 2):

ε0 ε1 ε21

ε0 ε0 ε1 ε21

ε1 ε1 ε21 ε0

ε21 ε21 ε0 ε1

Розв’язання в Maple. Спочатку знаходимо сумiжнi класи групи K за пiд-
групою H за допомогою команди cosets (див. Приклад 66.2 ):
> with(group):

K:=grelgroup({epsilon},{[epsilon$15]}):
> H:=subgrel({x=[epsilon$3]},K):
> cosets(H);

{[], [ε], [ε, ε]}
Отже, K/H =

{
ε0, ε1, ε21

}
. Щоб простiше було задавати операцiю, запише-

мо фактор-групу K/H в iншому виглядi:
> FG:={seq(epsilon^i,i=0..2)};

FG := {1, ε, ε2}
Операцiя множення сумiжних класiв матиме вигляд:

> mult:=(x,y)->
epsilon^(degree(x,epsilon)+degree(y,epsilon) mod 3):

Застосовуємо процедуру cayleyTable:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> cayleyTable(FG,mult);  1 ε ε2

ε ε2 1
ε2 1 ε



Приклад 68.3. Побудувати фактор-групу адитивної групи Z30 за її пiд-
групою H = ⟨3⟩. Побудувати таблицю Келi для даної фактор-групи.

Розв’язання. Знаходимо пiдгрупу: H = ⟨3⟩ = {0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27}.
Порядок пiдгрупи H дорiвнює 10. Тому порядок шуканої фактор-групи
Z30/H дорiвнює |Z30 : H| = |Z30|

|H| = 30
10 = 3.
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В якостi першого сумiжного класу беремо саму пiдгрупу H = 0 + H.
Представником наступного сумiжного класу виберемо довiльний елемент,
який не ввiйшов у перший сумiжний клас, наприклад 1. Отримаємо сумi-
жний клас

1+H = 1+{0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27} = {1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28}.

До третього сумiжного класу ввiйдуть всi елементи групи, якi не ввiйшли
до класiв H та 1 +H; його утворюємо за допомогою елемента 2:

2+H = 2+{0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27} = {2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29}.

Таким чином, Z30/H = {H, 1+H, 2+H}. Операцiя для елементiв групи
Z30/H задається наступним чином: для довiльних a + H, b + H ∈ Z30/H

справедливо: (a+H)+ (b+H) = (a+ b)+H. Побудуємо таблицю Келi для
даної операцiї:

H 1 +H 2 +H

H H 1 +H 2 +H

1 +H 1 +H 2 +H H

2 +H 2 +H H 1 +H

Розв’язання в Maple. Задаємо фактор-групу i операцiю на нiй (команда
coeff(X,H,0) використовується для виокремлення числа a з виразу a+H
(як коефiцiєнта при H0)):
> FG:={H,1+H,2+H};

FG := {H, 1 +H, 2 +H}
> plus:=(X,Y)-> coeff(X,H,0)+coeff(Y,H,0) mod 3+H:

Застосовуємо процедуру cayleyTable:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> cayleyTable(FG,plus); H 1 +H 2 +H

1 +H 2 +H H

2 +H H 1 +H
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Приклад 68.4. Побудувати фактор-групу A4/V знакозмiнної групи A4 за
її нормальною пiдгрупою

V =

{
e =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
, a =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

b =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
, c =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)}
.

Побудувати таблицю Келi для фактор-групи A4/V .

Розв’язання. Порядок групи A4 дорiвнює 4!
2 = 12. Для зручностi випишемо

всi її елементи (парнi пiдстановки степеня 4):

A4 = {e, a, b, c,
(

1 2 3 4
2 3 1 4

)
,

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
,

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
,(

1 2 3 4
3 2 4 1

)
,

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)
,

(
1 2 3 4
4 2 1 3

)
,

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
,

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
}.

Порядок шуканої фактор-групи A4/V дорiвнює

|A4/V | = [A4 : V ] =
|A4|
|V |

=
12

4
= 3.

Знаходимо її елементи (сумiжнi класи групи A4 за пiдгрупою V ). В яко-
стi першого сумiжного класу беремо саму пiдгрупу V = eV . Для побудови
наступного сумiжного класу вiзьмемо будь-який елемент, який не ввiйшов

до класу eV , наприклад m =

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
. Отримуємо наступний сумi-

жний клас

mV =

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
V =

= {
(

1 2 3 4
2 3 1 4

)
e,

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
a,

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
b,

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
c} =

= {
(

1 2 3 4
2 3 1 4

)
,

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
,

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)
,

(
1 2 3 4
3 2 4 1

)
}.

Третiй сумiжний клас отримаємо, вибравши в якостi його представника
будь-який елемент, який не ввiйшов до класiв eV i mV , наприклад n =
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1 2 3 4
2 4 3 1

)
. Маємо:

nV =

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
V =

= {
(

1 2 3 4
2 4 3 1

)
e,

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
a,

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
b,

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
c} =

= {
(

1 2 3 4
2 4 3 1

)
,

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
,

(
1 2 3 4
4 2 1 3

)
,

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
}.

Елементи фактор-групи A4/V знайдено. Отже,

A4/V = {eV,mV, nV }.

Будуємо таблицю Келi для фактор-групи A4/V . Рядочок i стовпчик, якi
вiдповiдають елементу eV легко заповнити:

· eV mV nV

eV eV mV nV

mV mV

nV nV

Тепер знаходимо добуток елементiв mV i mV :

mV ·mV = m2V =

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
V =

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
V.

Оскiльки пiдстановка
(

1 2 3 4
3 1 2 4

)
належить до класу nV , то(

1 2 3 4
3 1 2 4

)
V = nV , результат заносимо до таблицi Келi.

Далi знаходимо добуток елементiв mV i nV :

mV · nV = mnV =

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
V =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
V.

Оскiльки пiдстановка
(

1 2 3 4
3 1 2 4

)
належить до класу eV = V , то(

1 2 3 4
3 1 2 4

)
V = eV , результат знову заносимо до таблицi Келi.

Далi аналогiчно знаходимо решту добуткiв:
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· eV mV nV

eV eV mV nV

mV mV nV eV

nV nV eV mV

Зауваження. Оскiльки кожна група простого порядку є циклiчною, а значить, i абеле-
вою, то таблиця Келi для фактор-групи A4/V повинна бути симетричною. Це дозволяє
не обчислювати добуток nV mV , а одразу написати результат: nV mV = mV nV = eV .
Крiм того, можна врахувати, що таблиця Келi, яка задає групу, в кожному рядочку i
стовпчику має мiстити нейтральний елемент; крiм того, в рядочку елементи повторюва-
тись не можуть (аналогiчно для стовпчикiв). Це може спростити побудову таблицi Келi.

Розв’язання в Maple. Задаємо групу A4. При розв’язуваннi Прикладу 64
було зазначено, що твiрними елементами даної групи є всi можливi потрiйнi
цикли. Маємо:
> A4:=permgroup(4, {[[1,2,3]], [[1,2,4]], [[1,3,2]], [[1,3,4]],
[[1,4,2]], [[1,4,3]], [[2,3,4]], [[2,4,3]]}):

Тепер задаємо пiдгрупу V :
> V:=permgroup(4, {[[1,2],[3,4]],[[1,3],[2,4]],[[1,4],[2,3]]}):

Оскiльки V E A4, то кожен лiвостороннiй сумiжний клас xV групи A4 за
пiдгрупою V збiгається iз вiдповiдним правостороннiм V x. Тому для пошу-
ку елементiв фактор-групи A4/V можна використати вбудовану команду
cosets:
> FG:=cosets(A4,V);

FG := {[], [[2, 3, 4]], [[2, 4, 3]]}
Застосовуємо команду cayleyTable:

> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> cayleyTable(FG,mulperms); [ ] [[2, 3, 4]] [[2, 4, 3]]

[[2, 3, 4]] [[2, 4, 3]] [ ]
[[2, 4, 3]] [ ] [[2, 3, 4]]


Пiдстановка (234) =

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
належить до сумiжного класу nV ,

тому
(

1 2 3 4
1 3 4 2

)
V = nV ; пiдстановка (243) =

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
належить

до класу mV , тому
(

1 2 3 4
1 4 2 3

)
V = mV . Тодi таблиця Келi, отримана

в Maple, фактично, має вигляд:
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· eV nV mV

eV eV nV mV

nV nV mV eV

mV mV eV nV

Даний результат збiгається iз отриманим аналiтично.

Завдання 68. Побудувати фактор-групу G/H групи G за її пiдгрупою H.
Скласти таблицю Келi для G/H.

68.1. G – мультиплiкативна група коренiв 6-го степеня з одиницi;
H – її пiдгрупа коренiв 2-го степеня з одиницi.

68.2. G – циклiчна група 18-го порядку;
H – її пiдгрупа порядку 3.

68.3. G = S4 – симетрична група пiдстановок степеня 4;

H = {
(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
}.

68.4. G – циклiчна група 16-го порядку;
H – її пiдгрупа порядку 4.

68.5. G = Z28 – адитивна група класiв лишкiв за модулем 28;
H = ⟨8⟩.

68.6. G – мультиплiкативна група коренiв 18-го степеня з одиницi;
H – її пiдгрупа коренiв 6-го степеня з одиницi.

68.7. G = {
(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
1 4 3 2

)
,

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
,

(
1 2 3 4
1 3 2 4

)
,(

1 2 3 4
1 4 2 3

)
,

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
};

H = {
(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
,

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
}.

68.8. G = Z18 – адитивна група класiв лишкiв за модулем 28;
H – її пiдгрупа порядку 6.

68.9. G – циклiчна група 15-го порядку;
H – її пiдгрупа порядку 3.
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68.10. G – мультиплiкативна група коренiв 16-го степеня з одиницi;
H – її пiдгрупа коренiв 4-го степеня з одиницi.

68.11. G = Z16 – адитивна група класiв лишкiв за модулем 16;
H = ⟨10⟩.

68.12. G – циклiчна група 14-го порядку;
H – її пiдгрупа порядку 7.

68.13. G – мультиплiкативна група коренiв 20-го степеня з одиницi;
H – її пiдгрупа коренiв 4-го степеня з одиницi.

68.14. G – циклiчна група 24-го порядку;
H – її пiдгрупа порядку 4.

68.15. G = Z12 – адитивна група класiв лишкiв за модулем 12;
H – її пiдгрупа порядку 2.

68.16. G – мультиплiкативна група коренiв 10-го степеня з одиницi;
H – її пiдгрупа коренiв 2-го степеня з одиницi.

68.17. G = {
(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
,

(
1 2 3 4
4 2 3 1

)
,

(
1 2 3 4
1 4 3 2

)
,(

1 2 3 4
4 1 3 2

)
,

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
};

H = {
(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)
,

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
}.

68.18. G – циклiчна група 24-го порядку;
H – її пiдгрупа порядку 8.

68.19. G = Z18 – адитивна група класiв лишкiв за модулем 18;
H = ⟨12⟩.

68.20. G – мультиплiкативна група коренiв 20-го степеня з одиницi;
H – її пiдгрупа коренiв 5-го степеня з одиницi.

68.21. G – циклiчна група 18-го порядку;
H – її пiдгрупа порядку 6.

68.22. G = {
(

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

)
,

(
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

)
,

(
1 2 3 4 5
3 4 5 1 2

)
,
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1 2 3 4 5
4 5 1 2 3

)
,

(
1 2 3 4 5
5 1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4 5
2 1 5 4 3

)
,(

1 2 3 4 5
3 2 1 5 4

)
,

(
1 2 3 4 5
4 3 2 1 5

)
,

(
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

)
,(

1 2 3 4 5
1 5 4 3 2

)
};

H = {
(

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

)
,

(
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

)
,

(
1 2 3 4 5
3 4 5 1 2

)
,(

1 2 3 4 5
4 5 1 2 3

)
,

(
1 2 3 4 5
5 1 2 3 4

)
}.

68.23. G = Z24 – адитивна група класiв лишкiв за модулем 24;
H = ⟨4⟩.

68.24. G – мультиплiкативна група коренiв 16-го степеня з одиницi;
H – її пiдгрупа коренiв 8-го степеня з одиницi.

68.25. G – циклiчна група 21-го порядку;
H – її пiдгрупа порядку 7.

5. Гомоморфiзми груп

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Група ⟨G; ∗⟩ називається гомоморфною групi ⟨T ; ◦⟩, якщо iснує таке вiдображення
φ групи G на групу T , при якому зберiгається групова операцiя, тобто виконуються
наступнi умови:

1) для довiльного a ∈ G iснує в T єдиний елемент t такий, що φ(a) = t;
2) для довiльного t1 ∈ T iснує в G елемент a1 такий, що φ(a1) = t1;
3) φ(a1 ∗ a2) = φ(a1) ◦ φ(a2) для будь-яких a1, a2 ∈ G.

Якщо група G гомоморфна групi T , то пишуть: G ≃ T .
Властивостi гомоморфiзму груп:

1. Якщо φ – гомоморфiзм групи ⟨G; ∗⟩ на групу ⟨T ; ◦⟩, то:
1) образом нейтрального елемента e групи G є нейтральний елемент e1 групи

T , тобто φ(e) = e1;
2) образом елемента a−1, симетричного до елемента a групи G, є елемент

[φ(a)]−1, симетричний до образа φ(a) елемента a.

2. Гомоморфний образ φ(G) групи G є групою. Якщо G – абелева, то φ(G) – також
абелева.

Група ⟨G; ∗⟩ називається iзоморфною групi ⟨T ; ◦⟩, якщо можна задати таке вза-
ємно однозначне вiдображення φ групи G на групу T , при якому зберiгається групова
операцiя, тобто виконуються наступнi умови:
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1) для довiльного a ∈ G iснує елемент t ∈ T такий, що φ(a) = t;
2) для довiльного t′ ∈ T iснує елемент a′ ∈ G такий, що φ(a′) = t′;
3) для будь-яких елементiв a1, a2 ∈ G φ(a1 ∗ a2) = φ(a1) ◦ φ(a2);
4) для довiльних a, b ∈ G таких, що a ̸= b, справедливо: φ(a) ̸= φ(b).

Якщо група G iзоморфна групi T , пишуть: G ∼= T . Iзоморфне вiдображення групи G
на групу T називають iзоморфiзмом групи G на групу T . Таким чином, iзоморфiзм
G на T – це взаємно однозначний гомоморфiзм G на T .

Ядром гомоморфiзму φ групи G на групу T називається множина K = Kerφ
елементiв групи G, що вiдображаються на одиничний елемент e′ групи T , тобто Kerφ =
{x ∈ G|φ(x) = e′}.

Ядро Kerφ гомоморфiзму φ групи G на групу T є нормальною пiдгрупою групи G.
Гомоморфiзм φ групи G на групу T є iзоморфiзмом цих груп тодi i лише тодi, коли
Kerφ = {e}, де e – одиничний елемент групи G.

Теорема (основна теорема гомоморфiзму двох груп). Нехай φ – гомоморфiзм групи G
на групу T . Тодi фактор-група G/Kerφ групи G за ядром гомоморфiзму Kerφ iзомор-
фна групi T .

Наслiдок. Нехай G
φ
≃ T , |G| < ∞. Тодi |φ(G)| |G|.

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 69. Знайти всi гомоморфiзми:
а) циклiчної групи 10-го порядку в себе;
б) циклiчної групи 8-го порядку в циклiчну групу 6-го порядку;
в) циклiчної групи 15-го порядку на циклiчну групу 10-го порядку.

Розв’язання. Покажемо спочатку, що циклiчна група L є гомоморфним
образом скiнченної циклiчної групи G тодi i лише тодi, коли число |L| є
дiльником числа |G|. Крiм того, якщо G = ⟨a⟩, L = ⟨b⟩, то вiдображення
φ(as) = bs є гомоморфiзмом групи G на групу T .

Дiйсно, якщо L – гомоморфний образ групи G, то, за наслiдком iз основ-
ної теореми гомоморфiзму груп, |H| | |G|. Навпаки, нехай |G| = n, |L| = m,
m | n. Розглянемо вiдображення φ(as) = bs. Маємо:
1) Для довiльного as ∈ G справедливо, що φ(as) iснує, єдиний i належить
до L.
2) Нехай bk ∈ L, тодi k ∈ 0,m− 1; прообразом елемента bk в G є, напри-
клад, елемент ak, оскiльки φ(ak) = bk; елемент ak ∈ завжди iснує в G.
3) Нехай as, at ∈ G, тодi φ(as · at) = φ(as+t) = bs+t = bs · bt = φ(as)φ(at).

Умови 1)-3) означення гомоморфiзму виконуються, отже, φ– гомомор-
фiзм групи G на групу T . Таким чином, для довiльної циклiчної групи T ,
порядок якої є дiльником числа |G|, iснує гомоморфiзм G на T .
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Перейдемо тепер до розв’язання задачi.
а) Знайти всi гомоморфiзми групи G в себе означає знайти всi можливi

гомоморфнi вiдображення групи G на її пiдгрупи. Нехай G = ⟨a⟩, |G| = 10,
G = {a, a2, ..., a10 = e}. За твердженням 4.2 п.8, для кожного дiльника k
порядку n = 10 групи G iснує, причому єдина, пiдгрупа ⟨an

k ⟩ порядку k.
Дiльниками числа 10 є числа 1, 2, 5, 10. Їм вiдповiдають пiдгрупи: H1 = {e},
H2 = ⟨a5⟩, H3 = ⟨a2⟩, H4 = ⟨a⟩.

Як було показано вище, для кожної iз даних пiдгруп Hi iснує гомомор-
фiзм φi групи G на Hi, а саме: φ1(a

s) = e; φ2(a
s) = a5s; φ3(a

s) = a2s;
φ4(a

s) = as. Таким чином, всього iснує чотири гомоморфiзми групи G в
себе.

б) Нехай G = ⟨a⟩, |G| = 8, G = {a, a2, ..., a7, a8 = e}, T = ⟨b⟩, |T | = 6,
T = {b, b2, ..., b5, b6 = b0}. Знайти всi гомоморфiзми групи G в групу T

означає знайти всi можливi гомоморфнi вiдображення групи G на пiдгрупи
H групи T .

Нехай H 6 T . За теоремою Лагранжа, |H| |T |, значить,
|H| ∈ {1, 2, 3, 6}. (VII.5)

Не на кожну iз пiдгруп H групи T iснує гомоморфiзм групи G: як було
показано вище, для того, щоб пiдгрупа H була гомоморфним образом групи
G необхiдно i достатньо, щоб порядок H був дiльником порядку G, тобто

|H| ∈ {1, 2, 4, 8}. (VII.6)

Iз умов (VII.5) i (VII.6) випливає, що |H| = 1 або |H| = 2, тобто H = {e}
або H = ⟨b3⟩. Таким чином, маємо всього два гомоморфiзми групи G в
групу T : φ1(a) = {e}. φ2(a

s) = ⟨b3s⟩.
в) Задати гомоморфiзм групи G на групу T означає знайти таке вiдобра-

ження φ, що гомоморфним образом φ(G) буде вся група T . Якщо група G

– скiнченна, то порядок її гомоморфного образу φ(G) має бути дiльником
порядку групи G. Проте 10 - 15, значить, гомоморфiзму групи G на групу
T не iснує.

Розробка процедур. Створимо процедуру endomorphisms(n), яка для ци-
клiчної групи G = ⟨a⟩ порядку n знаходитиме всi гомоморфiзми групи G
в себе. В ходi процедури:

1) знаходимо множину d всiх дiльникiв числа n:
> d:=divisors(n);

2) для кожного iз дiльникiв d[i] знаходимо твiрний елемент genH пiдгру-
пи H порядку d[i] i виводимо правило, яке задає гомоморфiзм, на екран:



502

> for i from 1 to nops(d) do
genH:=a^(n/d[i] mod n);
print(’phi(a^s)’=genH^s);

end do;
Код процедури наступний:

endomorphisms:=proc(n)
uses numtheory;
local d,i,genH;

d:=divisors(n);
for i from 1 to nops(d) do

genH:=aˆ (n/d[i] mod n);
print(’Phi(aˆ s)’=genHˆ s);

end do;
end proc:

Далi створимо процедуру homomorphisms(n,m), яка для заданих ци-
клiчних груп G = ⟨a⟩ i T = ⟨b⟩ порядкiв n i m вiдповiдно знаходить всi
гомоморфiзми групи G в T . Як було показано в ходi аналiтичного розв’я-
зування даного прикладу, порядок пiдгрупи H групи T , на яку iснує гомо-
морфiзм групи G, є дiльником i числа n, i числа m. Тому в ходi процедури:

1) знаходимо множину всiх спiльних дiльникiв чисел n i m:
> d:=divisors(n) intersect divisors(m);

2) для кожного iз дiльникiв d[i] знаходимо твiрний елемент genH пiд-
групи H порядку d[i] i виводимо вiдповiдне правило на екран:
> for i from 1 to nops(d) do

genH:=b^(m/d[i] mod m);
print(’Phi(a^s)’=genH^s);
end do;
Процедура матиме наступний код:

homomorphisms:=proc(n,m)
local d,i,genH;
uses numtheory;

d:=divisors(n) intersect divisors(m);
for i from 1 to nops(d) do

genH:=bˆ (m/d[i] mod m);
print(’Phi(aˆ s)’=genHˆ s);

end do;
end proc:

Тепер створимо процедуру homomorphismOnto(n,m), яка для зада-
них циклiчних груп G = ⟨a⟩ i T = ⟨b⟩ порядкiв n i m вiдповiдно знаходить
всi гомоморфiзми групи G на групу T .
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Оскiльки гомоморфiзм групи G = ⟨a⟩, |G| = n, на групу T = ⟨b⟩, |T | =
m, iснує тодi i лише тодi, коли n

... m, то в ходi процедури спершу необхiдно
перевiрити, чи виконується умова n

... m: якщо дана умова виконується, то
екран виводиться вiдповiдний гомоморфiзм φ(as) = bs:
> if n mod m=0 then return(’Phi(a^s)=b^s’)
якщо ж нi – з’являється запис: "homomorphismu ne isnue"
> else return("homomorphismu ne isnue"); end if;

Код даної процедури наступний:

homomorphismOnto:=proc(n,m)
uses numtheory;

if n mod m=0 then return(’phi(aˆ s)=bˆ s’)
else return("homomorphismu ne isnue");
end if;

end proc:

Розв’язання в Maple. Використовуємо створенi процедури. Пiдключаємо
бiблiотеку atchlib:
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):

а) Знаходимо всi гомоморфiзми групи G = ⟨a⟩ порядку 10 в себе (такi
гомоморфiзми називають ще ендоморфiзмами):
> endomorphisms(10);

Φ(as) = 1

Φ(as) = (a5)s

Φ(as) = (a2)s

Φ(as) = as

Таким чином, всього iснує чотири гомоморфiзми групи G в себе: φ1(a
s) =

a0s = e; φ2(a
s) = a5s; φ3(a

s) = a2s; φ4(a
s) = as.

б) Знаходимо всi гомоморфiзми групи G = ⟨a⟩ 8-го порядку в групу
T = ⟨b⟩ 6-го порядку:
> homomorphisms(8,6);

Φ(as) = 1

Φ(as) = (b3)s

Таким чином, маємо всього два гомоморфiзми групи G в групу T : φ1(a) =
{e}. φ2(a

s) = ⟨b3s⟩.
в) Визначаємо, чи iснує гомоморфiзм групи G = ⟨a⟩ 15-го порядку на

групу T = ⟨b⟩ 10-го порядку:
> homomorphismOnto(15,10);
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”homomorphismu ne isnue”

Гомоморфiзму групи G на групу T не iснує.

Завдання 69. Знайти всi гомоморфiзми:

69.1. циклiчної групи 15-го порядку в себе.
69.2. мультиплiкативної групи коренiв 8 степеня з одиницi в адитивну групу

Z10.
69.3. адитивної групи Z28 на мультиплiкативну групу коренiв 7-го степеня

з одиницi.
69.4. мультиплiкативної групи коренiв 7 степеня з одиницi в адитивну групу

Z10.
69.5. циклiчної групи 10-го порядку в себе.
69.6. адитивної групи Z20 в адитивну групу Z40.
69.7. мультиплiкативної групи коренiв 8 степеня з одиницi на адитивну гру-

пу Z10.
69.8. адитивної групи Z15 в мультиплiкативну групу коренiв 5-го степеня з

одиницi.
69.9. адитивної групи Z6 на адитивну групу Z4.

69.10. мультиплiкативної групи коренiв 36 степеня з одиницi в мультиплiка-
тивну групу коренiв 8 степеня з одиницi.

69.11. циклiчної групи 16-го порядку на циклiчну групу порядку 4.
69.12. адитивної групи Z21 в себе.
69.13. циклiчної групи 12-го порядку в циклiчну групу порядку 10.
69.14. мультиплiкативної групи коренiв 12 степеня з одиницi в себе.
69.15. адитивної групи Z18 в адитивну групу Z12.
69.16. циклiчної групи 20-го порядку в себе.
69.17. адитивної групи Z21 на мультиплiкативну групу коренiв 14-го степеня

з одиницi.
69.18. мультиплiкативної групи коренiв 30 степеня з одиницi в мультиплiка-

тивну групу коренiв 10 степеня з одиницi.
69.19. адитивної групи Z6 на адитивну групу Z12.
69.20. циклiчної групи 24-го порядку в себе.
69.21. адитивної групи Z12 в мультиплiкативну групу коренiв 8-го степеня з

одиницi.
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69.22. мультиплiкативної групи коренiв 18 степеня з одиницi в себе.
69.23. мультиплiкативної групи коренiв 18 степеня з одиницi в себе.
69.24. мультиплiкативної групи коренiв 16 степеня з одиницi в адитивну гру-

пу Z10.
69.25. адитивної групи Z12 в себе.

Приклад 70. Довести, що фактор-група G/M мультиплiкативної групи
G = GL2(Z5) невироджених матриць 2-го порядку над полем Z5 за пiдгру-
пою M = {X ∈ GL2(Z5)| |X| = 1} iзоморфна мультиплiкативнiй групi C4

коренiв 4-го степеня з одиницi.

Розв’язання. Спосiб I. Задамо вiдображення φ : G → C4 наступним чином:
для довiльної матрицi A ∈ G

φ(A) =


1, якщо |A| = 1,
ε, якщо |A| = 2,
ε2, якщо |A| = 4,
ε3, якщо |A| = 3,

де ε ∈ C4 – первiсний корiнь 4-го степеня з одиницi.
Оскiльки 4 = 22, 3 = 23, то φ(A) можна записати наступним чином:

φ(A) = εk, якщо |A| = 2k.

Покажемо, що φ – гомоморфiзм групи G на групу C4.
1) Нехай A ∈ G, тодi |A| ∈ {1, 2, 3, 4}, а значить, φ(A) iснує, єдиний i

належить до C4.
2) Нехай c ∈ C4, тодi c = εl, l ∈ 0, 3, прообразом елемента c в G є кожна

матриця C така, що |C| = 2l, наприклад C =

(
2l 0
0 1

)
.

3) Нехай A,B – довiльнi два елементи iз G i нехай |A| = 2k, |B| = 2l,
тодi |AB| = 2k · 2l = 2k+l. Значить, φ(A) = εk, φ(B) = εl, φ(AB) = εk+l.
Як бачимо, φ(AB) = φ(A)φ(B), отже, φ зберiгає операцiю.

Таким чином, φ – гомоморфiзм групи G на групу C4. Знайдемо ядро
гомоморфiзму φ. Нейтральним елементом групи C4 є елемент 1, тому

Kerφ = {X ∈ G|φ(X) = 1} =
{
X ∈ G||X| = 1

}
= M.

За основною теоремою гомоморфiзму двох груп G/M
φ∼= C4.

Спосiб II. Знайдемо фактор-групу G/M. В якостi першого сумiжно-
го класу вiзьмемо саму пiдгрупу M. Для побудови наступного сумiжно-
го класу вiзьмемо будь-який елемент групи G, який не ввiйшов до M
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(будь-яку матрицю, визначник якої вiдмiнний вiд 1), наприклад матрицю

B =

(
2 0
0 1

)
. Отримаємо сумiжний клас

BM =

(
2 0
0 1

)
M =

(
2 0
0 1

){
X ∈ G||X| = 1

}
=

=

{(
2 0
0 1

)
X|X ∈ G, |X| = 1

}
.

Даний клас складається з тих i лише тих матриць iз G, визначник яких
дорiвнює 2. Дiйсно, кожен елемент цього класу має визначник, що дорiв-

нює |
(

2 0
0 1

)
X| =

∣∣∣∣ 2 0
0 1

∣∣∣∣ · |X| = 2 · 1 = 2. Навпаки, нехай Y – довiльна

матриця iз G, визначник якої дорiвнює 2. Покажемо, що Y ∈ BM. Для ма-
трицi B iснує обернена матриця B−1. Розглянемо добуток B−1Y . Оскiльки
|B−1Y | = |B−1||Y | = 2

−1
2 = 1, то B−1Y ∈ M, тобто в M iснує матриця M

така, що B−1Y = M , тодi Y = BM ∈ BM.
Щоб отримати третiй сумiжний клас, вiзьмемо довiльну матрицю, що

не ввiйшла в сумiжнi класи M i BM (тобто матрицю, визначник якої вiд-

мiнний вiд 1 i 2). Такою матрицею є, наприклад, матриця C =

(
3 0
0 1

)
.

Отримаємо сумiжний клас CM. Аналогiчними мiркуваннями неважко по-
казати, що даний сумiжний клас складається з тих i лише тих матриць iз
G, визначник яких дорiвнює 3.

В G ще залишились елементи, що не ввiйшли до сумiжних класiв M,
BM, CM: матрицi, визначник яких дорiвнює 4. Вони утворюють четвер-
тий сумiжний клас, в якостi представника цього класу можна взяти, на-

приклад, матрицю D =

(
4 0
0 1

)
. Маємо сумiжний клас DM. Оскiльки

сумiжнi класи M, BM, CM, DM попарно не перетинаються i в об’єднаннi
дають множину G, то

G/M = {M, BM, CM, DM}
Покажемо, що група G/M є циклiчною. Для цього достатньо показати,

що в G/M є елемент порядку 4. Таким елементом є, наприклад, сумiжний
клас BM. Дiйсно, нейтральним елементом є сумiжний клас M, маємо:

BM ̸= M,

(BM)2 = B2M =

(
2 0
0 1

)(
2 0
0 1

)
=

(
4 0
0 1

)
̸= M,

значить, |BM| = 4. Але тодi група G/M – циклiчна.
Група C4 також циклiчна 4-го порядку. Оскiльки всi скiнченнi циклiчнi

групи однакового порядку iзоморфнi мiж собою, то G/M∼=C4.
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Розв’язання в Maple. Задаємо множину GL2(Z5) i операцiю mmult множе-
ння матриць:
> T:={seq(seq(seq(seq([[x,y],[z,t]],x=0..4),y=0..4),

z=0..4),t=0..4)}:
> GL2:=select(A->evalb(A[1,1]*A[2,2]-A[1,2]*A[2,1] mod 5<>0),T):
> mmult:=(A,B)->[[A[1,1]*B[1,1]+A[1,2]*B[2,1] mod 5,

A[1,1]*B[1,2]+A[1,2]*B[2,2] mod 5],
[A[2,1]*B[1,1]+A[2,2]*B[2,1] mod 5,
A[2,1]*B[1,2]+A[2,2]*B[2,2] mod 5]]:

множину M:
> M:=select(A->evalb(A[1,1]*A[2,2]-A[1,2]*A[2,1] mod 5=1),T):
i множину C4 та операцiю ml множення на нiй:
> C4:={seq(epsilon^i,i=0..3)};

C4 := {1, ε, ε2, ε3}
> ml:=(C,D)->

(epsilon^(degree(C,epsilon)+degree(D,epsilon) mod 4)):
Тепер задаємо вiдображення φ. Для цього спочатку задаємо функцiю

determ для вiдшукання визначника матрицi A:
> determ:=A->A[1,1]*A[2,2]-A[2,1]*A[1,2] mod 5:

Задання функцiї f виду

f(x) =


result1, якщо condition1;
result2, якщо condition2;
..., ...
resultK, якщо conditionK;

здiйснюється iз використанням команди piecewise у форматi:
piecewice(result1,condition1,result2,condition2,...,resultK,conditionK).
Маємо:
> PHI:=A -> piecewise(determ(A)=1,1,determ(A)=2,epsilon,
determ(A)=4,epsilon^2, determ(A)=3,epsilon^3):
Далi використовуємо процедури, створенi при розв’язаннi Прикладу 28.1.
> read(‘e:/atchlib.m‘); with(atchlib):
> existsIm(PHI,GL2,C4);

true

> existsProim(PHI,GL2,C4);
true

> savesOperation(PHI,GL2,C4,mmult,ml);
true
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Вiдображення φ : GL2(Z5) → C4 задовольняє умови означення гомо-
морфiзму, отже, φ – гомоморфiзм групи GL2(Z5) на групу C4.

Знаходимо ядро гомоморфiзму iз використанням процедури kerPHI iз
Прикладу 28.1:

> kerPHI(PHI,GL2,C4,ml);

{[[0, 1], [4, 0]], [[0, 1], [4, 1]], [[0, 1], [4, 2]], [[0, 1], [4, 3]], [[0, 1], [4, 4]],
[[0, 2], [2, 0]], [[0, 2], [2, 1]], [[0, 2], [2, 2]], [[0, 2], [2, 3]], [[0, 2], [2, 4]],

[[0, 3], [3, 0]], [[0, 3], [3, 1]], [[0, 3], [3, 2]], [[0, 3], [3, 3]], [[0, 3], [3, 4]],

[[0, 4], [1, 0]], [[0, 4], [1, 1]], [[0, 4], [1, 2]], [[0, 4], [1, 3]], [[0, 4], [1, 4]],

[[1, 0], [0, 1]], [[1, 0], [1, 1]], [[1, 0], [2, 1]], [[1, 0], [3, 1]], [[1, 0], [4, 1]],

[[1, 1], [0, 1]], [[1, 1], [1, 2]], [[1, 1], [2, 3]], [[1, 1], [3, 4]], [[1, 1], [4, 0]],

[[1, 2], [0, 1]], [[1, 2], [1, 3]], [[1, 2], [2, 0]], [[1, 2], [3, 2]], [[1, 2], [4, 4]],

[[1, 3], [0, 1]], [[1, 3], [1, 4]], [[1, 3], [2, 2]], [[1, 3], [3, 0]], [[1, 3], [4, 3]],

[[1, 4], [0, 1]], [[1, 4], [1, 0]], [[1, 4], [2, 4]], [[1, 4], [3, 3]], [[1, 4], [4, 2]],

[[2, 0], [0, 3]], [[2, 0], [1, 3]], [[2, 0], [2, 3]], [[2, 0], [3, 3]], [[2, 0], [4, 3]],

[[2, 1], [0, 3]], [[2, 1], [1, 1]], [[2, 1], [2, 4]], [[2, 1], [3, 2]], [[2, 1], [4, 0]],

[[2, 2], [0, 3]], [[2, 2], [1, 4]], [[2, 2], [2, 0]], [[2, 2], [3, 1]], [[2, 2], [4, 2]],

[[2, 3], [0, 3]], [[2, 3], [1, 2]], [[2, 3], [2, 1]], [[2, 3], [3, 0]], [[2, 3], [4, 4]],

[[2, 4], [0, 3]], [[2, 4], [1, 0]], [[2, 4], [2, 2]], [[2, 4], [3, 4]], [[2, 4], [4, 1]],

[[3, 0], [0, 2]], [[3, 0], [1, 2]], [[3, 0], [2, 2]], [[3, 0], [3, 2]], [[3, 0], [4, 2]],

[[3, 1], [0, 2]], [[3, 1], [1, 4]], [[3, 1], [2, 1]], [[3, 1], [3, 3]], [[3, 1], [4, 0]],

[[3, 2], [0, 2]], [[3, 2], [1, 1]], [[3, 2], [2, 0]], [[3, 2], [3, 4]], [[3, 2], [4, 3]],

[[3, 3], [0, 2]], [[3, 3], [1, 3]], [[3, 3], [2, 4]], [[3, 3], [3, 0]], [[3, 3], [4, 1]],

[[3, 4], [0, 2]], [[3, 4], [1, 0]], [[3, 4], [2, 3]], [[3, 4], [3, 1]], [[3, 4], [4, 4]],

[[4, 0], [0, 4]], [[4, 0], [1, 4]], [[4, 0], [2, 4]], [[4, 0], [3, 4]], [[4, 0], [4, 4]],

[[4, 1], [0, 4]], [[4, 1], [1, 3]], [[4, 1], [2, 2]], [[4, 1], [3, 1]], [[4, 1], [4, 0]],

[[4, 2], [0, 4]], [[4, 2], [1, 2]], [[4, 2], [2, 0]], [[4, 2], [3, 3]], [[4, 2], [4, 1]],

[[4, 3], [0, 4]], [[4, 3], [1, 1]], [[4, 3], [2, 3]], [[4, 3], [3, 0]], [[4, 3], [4, 2]],

[[4, 4], [0, 4]], [[4, 4], [1, 0]], [[4, 4], [2, 1]], [[4, 4], [3, 2]], [[4, 4], [4, 3]]}
Перевiримо, чи збiгається ядро гомоморфiзму iз пiдгрупою M:

> evalb(Ker_phi(PHI,GL2,C4,ml)=M);
true

Отже, Kerφ = M.

За основною теоремою гомоморфiзму двох груп, G/M
φ∼= C4.
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Завдання 70.

70.1. Задати гомоморфiзм симетричної групи пiдстановок S3 на мультиплi-
кативну групу T = {−1, 1}.

70.2. Довести, що група GL2(Z2) iзоморфна симетричнiй групi пiдстановок
S3.

70.3. Визначити, чи є вiдображення φ мультиплiкативної групи Z∗
15 на муль-

типлiкативну групу C8 коренiв 8-го степеня з одиницi за правилом:
φ(A) = εi гомоморфiзмом Z∗

15 на C8. Якщо так, знайти ядро цього
гомоморфiзму. Чи є φ iзоморфiзмом?

70.4. Задати гомоморфiзм мультиплiкативної групи G = GL3(Z5) на муль-
типлiкативну групу G = GL2(Z5). Знайти ядро цього гомоморфiзму.

70.5. Довести, що iснує гомоморфiзм групи GL2(Z4) на адитивну групу Z3.

70.6. Визначити, чи є вiдображення φ мультиплiкативної групи G ={(
a b

−b a

)
|a, b ∈ Z5, a

2 + b2 ̸= 0

}
на мультиплiкативну групу T ={(

c 0
0 c

)
|c ∈ Z5, c ̸= 0

}
за правилом: φ(

(
a b
−b a

)
) =

(
a 0
0 a

)
го-

моморфiзмом G на T . Якщо так, знайти ядро цього гомоморфiзму. Чи
є φ iзоморфiзмом?

70.7. Визначити, чи є гомоморфною (iзоморфною) група ⟨Z5, ∗⟩, в якiй опе-
рацiя ∗ задана рiвнiстю: a ∗ b = a+ b+ 1, адитивнiй групi Z5.

70.8. Задати гомоморфiзм адитивної групи Z18 на мультиплiкативну групу
T = {−1, 1}. Знайти ядро цього гомоморфiзму.

70.9. Довести, що фактор-група S4/V симетричної групи пiдстановок S4 за
її пiдгрупою

V =

{(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)}
iзоморфна групi S3.

70.10. Задати гомоморфiзм мультиплiкативної групи G ={(
a b

0 c

)
|a, b, c ∈ Z7, ac ̸= 0

}
на мультиплiкативну групу T всiх

дiагональних матриць 2-го порядку над полем Z7. Знайти ядро цього
гомоморфiзму.
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70.11. Визначити, чи iснує гомоморфiзм (iзоморфiзм) мультиплiкативної
групи Z∗

16 на мультиплiкативну групу C8 коренiв 8-го степеня з оди-
ницi.

70.12. Задати гомоморфiзм мультиплiкативної групи G ={(
a b
−b a

)
|a, b ∈ Z5, a

2 + b2 ̸= 0

}
на мультиплiкативну групу

T =

{(
x y

−y x

)
|x, y ∈ Z5, x

2 + y2 = 1

}
. Знайти ядро цього го-

моморфiзму.

70.13. Знайти всi гомоморфiзми (або довести, що їх не iснує) симетричної
групи пiдстановок S3 в адитивну групу Z10 та їхнi ядра.

70.14. Визначити, чи є вiдображення φ мультиплiкативної групи G ={(
a b
4b a

)
|a, b, c ∈ Z5, a

2 + b2 ̸= 0

}
на адитивну групу Z5 за прави-

лом: φ(A) = 1
|A| гомоморфiзмом G на Z5. Якщо так, знайти ядро цього

гомоморфiзму. Чи є φ iзоморфiзмом?

70.15. Визначити, чи є вiдображення φ мультиплiкативної гру-
пи G = GL2(Z5) на мультиплiкативну групу T ={(

a b

0 c

)
|a, b, c ∈ Z5, ac ̸= 0

}
за правилом: φ(

(
x y

z u

)
) =

(
x y

0 u

)
гомоморфiзмом G на T . Якщо так, знайти ядро цього гомоморфiзму.
Чи є φ iзоморфiзмом?

70.16. Довести, що фактор-група G/H групи пiдстановок

G = {
(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
1 4 3 2

)
,

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
,

(
1 2 3 4
1 3 2 4

)
,(

1 2 3 4
1 4 2 3

)
,

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
}

за її пiдгрупою H = {
(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
,

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
}

iзоморфна мультиплiкативнiй групi T = {−1, 1}.

70.17. Задати гомоморфiзм групи G пар (a, b), де a, b ∈ Z5, на якiй задано
операцiю ∗ за правилом: (a1, b1)∗(a2, b2) = (a1+a2, b1+b2), на адитивну
групу Z5. Знайти ядро цього гомоморфiзму.
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70.18. Довести, що фактор-група Z12/H адитивної групи Z12 за її пiдгрупою
H = ⟨8⟩ iзоморфна мультиплiкативнiй групi T = {1,−1, i,−i}.

70.19. Визначити, чи iснує гомоморфiзм адитивної групи Z12 на знакозмiнну
групу пiдстановок A3 Якщо так, вказати його i знайти ядро цього
гомоморфiзму.

70.20. Визначити, чи є вiдображення φ мультиплiкативної групи G =
 a 0 d

0 b 0
0 0 c

 |a, b, c ∈ Z3, abc ̸= 0

 на адитивну групу Z3 за прави-

лом: φ(

 a 0 d
0 b 0
0 0 c

) = b гомоморфiзмом G на Z3. Якщо так, знайти

ядро цього гомоморфiзму. Чи є φ iзоморфiзмом?

70.21. Задати гомоморфiзм мультиплiкативної групи G ={(
a b
−b a

)
|a, b ∈ Z5, a

2 + b2 ̸= 0

}
на мультиплiкативну групу Z∗

5.

Знайти ядро цього гомоморфiзму.

70.22. Довести, що фактор-група A4/V знакозмiнної групи пiдстановок A4

за її пiдгрупою

V =

{(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)}
iзоморфна адитивнiй групi Z3.

70.23. Задати гомоморфiзм адитивної групи Z20 на мультиплiкативну групу
T = ⟨i⟩. Знайти ядро цього гомоморфiзму.

70.24. Довести, що фактор-група G/H мультиплiкативної групи G ={(
a b

−b a

)
|a, b ∈ Z7, a

2 + b2 ̸= 0

}
за її пiдгрупою H матриць, визна-

чник яких дорiвнює 1, iзоморфна мультиплiкативнiй групi коренiв 6-го
степеня з одиницi.

70.25. Визначити, чи iснує гомоморфiзм адитивної групи Z12 на симетричну
групу пiдстановок S3 Якщо так, вказати його i знайти ядро цього го-
моморфiзму.
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Роздiл VIII

Теорiя полiв

1. Алгебраїчнi розширення. Мiнiмальний многочлен

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

Нехай P – деяке числове поле. Число α називають алгебраїчним над полем P , якщо
воно є коренем деякого ненульового многочлена над полем P . Число, яке не є алгебраї-
чним вiдносно поля P , називають трансцендентним над полем P . Зокрема, алгебраїчнi
i трансцендентнi числа над полем Q називають просто алгебраїчними i трансценден-
тними.

Якщо α є алгебраїчним числом над полем P , то в кiльцi P [x] iснує єдиний незвiдний
нормований многочлен f(x), який має α своїм коренем, а його степiнь n є найменшим
серед степенiв усiх многочленiв з коренем α. При цьому многочлен f(x) називають
мiнiмальним многочленом числа α, а його степiнь n – степенем числа α над полем P .

Мiнiмальне розширення поля P , яке мiстить число α /∈ P , називають простим роз-
ширенням поля P , породженим над P числом α, i позначають через P (α).

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 71. Довести, що число α =
5

√
3
√

6 +
√
2− 2 алгебраїчне, i знайти

його мiнiмальний многочлен.

Розв’язання. Позбавимося радикалiв. Для цього послiдовно пiднесемо оби-
двi частини рiвностi

α =
5

√
3

√
6 +

√
2− 2
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до п’ятого: α5 =
3

√
6 +

√
2− 2,

α5 + 2 =
3

√
6 +

√
2,

третього: (α5 + 2)3 = 6 +
√
2,

(α5 + 2)3 − 6 =
√
2,

i другого степенiв: ((α5 + 2)3 − 6)2 = 2.

Отримаємо: ((α5 + 2)3 − 6)2 − 2 = 0.

Остання рiвнiсть означає, що число α є коренем многочлена

f(x) = ((x5 + 2)3 − 6)2 − 2

з рацiональними коефiцiєнтами. Отже, α є алгебраїчним числом.
Покажемо, що многочлен f(x) є мiнiмальним многочленом числа α.

Многочлен f(x) – нормований, тому залишається показати, що цей много-
член є незвiдним над полем Q. Запишемо многочлен f(x) в стандартному
виглядi:

f(x) = ((x5+2)3−6)2−2 = x30+12x25+60x20+148x15+168x10+48x5+2.

Оскiльки всi коефiцiєнти многочлена f(x), крiм старшого, дiляться на 2, а
вiльний член не дiлиться на 4, то за ознакою Айзенштайна многочлен f(x)
є незвiдним над полем Q. Отже, f(x) є мiнiмальним многочленом числа α.
Розв’язання в Maple. В пакетi PolynomialTools є команда пiд назвою Mi-
nimalPolynomial (повний формат MinimalPolynomial(α,n,ε)). Однак
за допомогою цiєї команди знаходять НЕ мiнiмальний многочлен задано-
го числа α, а многочлен степеня n (або меншого) з найменшими цiлими
коефiцiєнтами, для якого з точнiстю ε число α є коренем.

Знайдемо мiнiмальний многочлен в наступний спосiб. Для дiй над алге-
браїчними числами використовується команда evala та (якщо потрiбно) до-
датковi команди. Зокрема, для вiдшукання мiнiмального многочлена числа
α використовуватимемо конструкцiю evala(Norm(x-α)). Слiд зауважити,
що число α попередньо подають в RootOf-записi (такий запис мiстить мi-
нiмальний многочлен для кожного окремого радикала у складi числа α).
Такий RootOf-запис знаходять за допомогою команди convert.

Так, наприклад, для числа α =
√
2 RootOf-запис виглядатиме насту-

пним чином:
> alpha:=sqrt(2):

convert(alpha,RootOf);
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RootOf(_Z 2 − 2, index = 1)

А для числа α =
√
2 +

√
3 матимемо:

> alpha:=sqrt(2)+sqrt(3): convert(alpha,RootOf);

RootOf(_Z 2 − 2, index = 1) + RootOf(_Z 2 − 3, index = 1)

Для заданого числа α =
5

√
3
√
6 +

√
2− 2 матимемо:

> alpha:=((6+sqrt(2))^(1/3)-2)^(1/5);

α := ((6 +
√
2)(1/3) − 2)(1/5)

Знаходимо RootOf-запис числа α (назвемо його ra):
> ra:=convert(alpha,RootOf);

ra := RootOf(_Z 5 − RootOf(_Z 3 − 6− RootOf(_Z 2 − 2, index = 1), index = 1) + 2, index = 1)

Тепер знаходимо мiнiмальний многочлен числа α:
> evala(Norm(x-ra));

2 + 48x5 + 168 x10 + 148x15 + 60 x20 + 12x25 + x30

Завдання 71. Довести, що число α алгебраїчне, i знайти його мiнiмальний
многочлен.

71.1. α = 2 +
3
√
5 +

√
7.

71.2. α + 5
√
7 + 2 = 0.

71.3. α =
√
5 +

√
3.

71.4. α = 3
√
7 + i.

71.5. α =
√
2 + 3

√
3 + 3.

71.6. α =
5

√
3 +

3
√

6 +
√
3.

71.7. α =
4

√√
2 +

√
3 + 5.

71.8. α =
5

√
1 +

4
√

5 +
√
2.

71.9. α = 2 +
3
√
1 +

√
7.

71.10. α =
√
5−

√
3.

71.11. α + 7
√
6− 3 = 0.

71.12. α =
2008
√
i
√
13 + 3.

71.13. α =
5

√
4
√
7 +

√
2 + 3.

71.14. α =
√

3
√
7− 4 + 2.

71.15. α =
3
√

7 +
√
5i.

71.16. α =
3
√

2 +
√
3.

71.17. α = 1 +
3
√√

7− 2.

71.18. α + 4
√
7− 9 = 0.

71.19. α =
4

√
3 +

√
4 +

√
3.

71.20. α = 1 +
3
√
3 +

√
2.

71.21. α =
4

√√√
3− 2− 5.

71.22. α =
3
√√

5− 4.

71.23. α =
5
√

i
√
10 + 2.

71.24. α =
3
√

5 + 4
√
3 + 2.

71.25. α + 2 + 5
√
6 = 0.



515

2. Позбавлення вiд алгебраїчної iррацiональностi
в знаменнику дробу

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI
Основнi методи розв’язування задач на позбавлення вiд iррацiональностi в знаменнику
дробу грунтуються на таких фактах:

1. Якщо f(x) – многочлен вiд однiєї змiнної над полем P з коренями α1, α2, ..., αn

(якi можуть не належати до P ), то кожен симетричний многочлен g(x1, x2, ..., xn) над
полем P при x1 = α1, x2 = α2,..., xn = αn набуває значення, яке є елементом поля P .

2. Поле P (α), утворене з числового поля P приєднанням числа α, мiнiмальний мно-
гочлен якого над полем P має степiнь n, складається з усiх чисел виду

c0 + c1α + c2α
2 + ...+ cn−1α

n−1,

де c0, c1, c2, ..., cn−1 – довiльнi числа з поля P .
Крiм цього, при розв’язуваннi таких задач застосовуються формули скороченого

множення:

xn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + xn−3y2 + ...+ xyn−2 + yn−1),

x2k+1 + y2k+1 = (x+ y)(x2k − x2k−1y + x2k−2y2 − ...− xy2k−1 + y2k).

ПРИКЛАДИ I ЗАДАЧI

Приклад 72. Позбавитись вiд iррацiональностi в знаменнику дробу 1
ω2
1−1

,
де ω1 – один iз коренiв рiвняння

x3 − 2x+ 2 = 0. (VIII.1)

Розв’язання. Спосiб I. Використаємо метод симетричних многочленiв. Не-
хай ω2

2, ω2
3 – решта коренiв рiвняння (VIII.1). Тодi

(ω2
2 − 1)(ω2

3 − 1)

(ω2
1 − 1)(ω2

2 − 1)(ω2
3 − 1)

=
ω2
2ω

2
3 − ω2

2 − ω2
3 + 1

ω2
1ω

2
2ω

2
3 − ω2

1ω
2
2 − ω2

2ω
2
3 − ω2

1ω
2
3 + ω2

1 + ω2
2 + ω2

3 − 1
.

Знаменник дробу

ω2
2ω

2
3 − ω2

2 − ω2
3 + 1

ω2
1ω

2
2ω

2
3 − ω2

1ω
2
2 − ω2

2ω
2
3 − ω2

1ω
2
3 + ω2

1 + ω2
2 + ω2

3 − 1
(VIII.2)

можна розглядати як симетричний многочлен φ(ω1, ω2, ω3) вiд змiнних
ω1, ω2, ω3. Виразимо його через елементарнi симетричнi многочлени

σ1 = ω1 + ω2 + ω3,

σ2 = ω1ω2 + ω1ω3 + ω2ω3,

σ2 = ω1ω2ω3
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(див. приклад 44). Спочатку запишемо φ(ω1, ω2, ω3) як суму однорiдних
многочленiв:

φ(ω1, ω2, ω3) = σ2
3 − φ1(ω1, ω2, ω3) + φ2(ω1, ω2, ω3)− 1,

де φ1(ω1, ω2, ω3) = ω2
1ω

2
2 + ω2

2ω
2
3 + ω2

1ω
2
3,

φ2(ω1, ω2, ω3) = ω2
1 + ω2

2 + ω2
3.

Система показникiв Вищий член Вiдповiдний добуток
вищого члена елементарних
ω1 ω2 ω3 симетричних многочленiв
2 2 0 ω2

1ω2 σ2−
1 σ2−0

2 σ0
3 = σ2

2

2 1 1 aω2
1ω2ω3 aσ2−1

1 σ1−1
2 σ1

3 = aσ1σ3

ω1 ω2 ω3 σ1 σ2 σ3 φ1(ω1, ω2, ω3)
= ω1 + ω2 + ω3 = ω1ω2 + ω1ω3 + ω2ω3 = ω1ω2ω3 = σ2

2 + aσ1σ3
1 1 −1 1 −1 −1 3 = 1− a

Отже, a = −2, а значить, φ1(ω1, ω2, ω3) = σ2
2 − 2σ1σ3. Легко бачити, що

φ2(ω1, ω2, ω3) = ω2
1+ω2

2+ω2
3 = (ω1+ω2+ω3)

2−2(ω1ω2+ω1ω3+ω2ω3) = σ2
1−2σ2,

а отже,

φ(ω1, ω2, ω3) = σ2
3−(σ2

2−2σ1σ3)+σ2
1−2σ2−1 = σ2

1−2σ2
2+σ2

3+2σ1σ3−2σ2−1.

Оскiльки ω1, ω2, ω3 є коренями рiвняння (VIII.1), за теоремою Вiєта
ω1 + ω2 + ω3 = 0,
ω1ω2 + ω1ω3 + ω2ω3 = −2,
ω1ω2ω3 = −2;

або


σ1 = 0,
σ2 = −2,
σ3 = −2;

звiдки φ(ω1, ω2, ω3) = 3.
Розглянемо тепер чисельник дробу (VIII.2):

ω2
2ω

2
3 − ω2

2 − ω2
3 + 1 = (ω2ω3)

2 − (ω2 + ω3)
2 + 2ω2ω3 + 1.

Числа ω2 i ω3 є коренями рiвняння x3−2x+2
x−ω1

= 0. Виконаємо дiлення за
схемою Горнера:

1 0 −2 2

ω1 1 ω1 ω2
1 − 2 ω3

1 − 2ω1 + 2︸ ︷︷ ︸
= 0
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Таким чином, x3−2x+2
x−ω1

= x2 + ω1x + (ω2
1 − 2). Отже, ω2 i ω3 є коренями

рiвняння x2 + ω1x+ ω2
1 − 2 = 0. За теоремою Вiєта{

ω2 + ω3 = −ω1,
ω2ω3 = ω2

1 − 2.

А отже,

1

ω2
1 − 1

=
(ω2

1 − 2)2 − ω2
1 + 2(ω2

1 − 2) + 1

3
=

ω4
1 − 3ω1 + 1

3
.

Степiнь чисельника можна понизити. Оскiльки ω1 є коренем рiвняння
(VIII.1), то ω3

1 = 2ω1 − 2, а тому

1

ω2
1 − 1

=
ω3
1ω1 − 3ω1 + 1

3
=

(2ω1 − 2)ω1 − 3ω1 + 1

3
=

−ω2
1 − 2ω1 + 1

3
.

Спосiб II. Використаємо метод лiнiйного представлення найбiльшого
спiльного дiльника. Многочлен h(x) = x3 − 2x + 2 є незвiдним над полем
Q за ознакою Айзенштайна, тому многочлени g(x) = x2 − 1 i h(x) взаєм-
но простi. Знайдемо лiнiйне представлення їхнього найбiльшого спiльного
дiльника d(x) (див. приклад 40.1).

Спочатку дiлимо многочлен h(x) на многочлен g(x):

h(x) = x3 − 2x+ 2 x2 − 1 = g(x)
x3 − x x

−x+ 2= r1(x)

Далi дiлимо g(x) на r1(x):

g(x) = x2 − 1 −x+ 2 = r1(x)
x2 − 2x −x− 2
2x− 1
2x− 4

3 = d(x)

Маємо: {
h(x)= x · g(x) + r1(x),

g(x) = (−x− 2)r1(x) + d(x).

Звiдси,

d(x) = g(x)− (−x− 2)r1(x) = (−x− 2)(h(x)− x · g(x)) =
= g(x)(−x2 − 2x+ 1) + h(x)(x+ 2)
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або
3 = g(x)(−x2 − 2x+ 1) + h(x)(x+ 2).

Покладемо в останнiй рiвностi x = ω1. Враховуючи те, що ω1 є коренем
многочлена h(x), тобто h(ω1) = 0, маємо: 3 = g(ω1)(−ω2

1 − 2ω1 + 1). Таким
чином, щоб позбавитись iррацiональностi в знаменнику заданого дробу,
слiд помножити його чисельник i знаменник на вираз −ω2

1 − 2ω1 + 1:

1

ω2
1 − 1

=
−ω2

1 − 2ω1 + 1

(ω2
1 − 1)(−ω2

1 − 2ω1 + 1)
=

−ω2
1 − 2ω1 + 1

3
.

Спосiб III. Використаємо метод невизначених коефiцiєнтiв. Будемо шу-
кати вираз, на який слiд помножити чисельник i знаменник дробу у ви-
глядi многочлена s(ω1) з рацiональними коефiцiєнтами вiд змiнної ω1 сте-
пеня, меншого за степiнь многочлена h(x) = x3 − 2x + 2, тобто у виглядi
Aω2

1 + Bω1 + C. Нехай (ω2
1 − 1)(Aω2

1 + Bω1 + C) = 1. Розкривши дужки:
Aω4

1 + bω3
1 +(C −A)ω2

1 −Bω1−C = 1 i пiдставши замiсть ω3
1 вираз 2ω1− 2

(iз урахуванням (VIII.1)), одержимо:

(A+ C)ω2
1 + (B − 2A)ω1 + (−2B − C) = 1.

Прирiвняємо коефiцiєнти при вiдповiдних степенях:
A+ C = 0,

B − 2A = 0,

−2B − C = 1,

звiдки A = −1
3 , B = −2

3 , C = 1
3 . Таким чином, s(ω1) = −1

3ω1 − 2
3ω1 +

1
3 , а

тому

1

ω2
1 − 1

=
−1

3ω1 − 2
3ω1 +

1
3

(ω2
1 − 1)(−1

3ω1 − 2
3ω1 +

1
3)

=
−1

3ω1 − 2
3ω1 +

1
3

1
=

−ω2
1 − 2ω1 + 1

3
.

Розв’язання в Maple. Для позбавлення вiд iррацiональностi в знаменнику
дробу просто обчислимо (за допомогою команди evala) значення 1

ω2
1−1

. Те,
що ω1 є коренем рiвняння x3−2x+2 = 0, записуємо за допомогою RootOf:
> omega1:=RootOf(_Z^3-2*_Z+2):

Далi знаходимо частку:
> evala(1/(omega1^2-1));

1

3
− 2

3
RootOf(_Z 3 − 2_Z + 2)− 1

3
RootOf(_Z 3 − 2_Z + 2)2

Це означає, що 1
ω2
1−1

= 1
3 −

2
3ω1 − 1

3ω
2
1.
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Завдання 72. Позбавитись вiд iррацiональностi в знаменнику дробу трьо-
ма способами:

1) методом симетричних многочленiв;
2) методом лiнiйного представлення найбiльшого спiльного дiльника;
3) методом невизначених коефiцiєнтiв.

72.1. 3
ω3+2

, де ω – один iз коренiв рiвняння x4 − 3x+ 1 = 0.

72.2. 1
ω2+1

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 + 2x2 + 2 = 0.

72.3. 4
ω2+ω

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − x− 1 = 0.

72.4. 2
2−ω2

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − x2 − x+ 2 = 0.

72.5. 3
2+ω2

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − x2 − 3x+ 4 = 0.

72.6. 4
ω−4 , де ω – один iз коренiв рiвняння x4 − x− 2 = 0.

72.7. 2
ω2+ω+1

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − 3x+ 3 = 0.

72.8. 3
ω−1 , де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − 3x2 + 5 = 0.

72.9. 1
ω3+ω

, де ω – один iз коренiв рiвняння x4 − 3x+ 1 = 0.

72.10. 1
ω2+3

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − x+ 5 = 0.

72.11. 3
ω3−2

, де ω – один iз коренiв рiвняння x4 − 2x+ 1 = 0.

72.12. 1
ω2−ω+1

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − 3x+ 4 = 0.

72.13. 2
ω2−ω

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 + x+ 1 = 0.

72.14. 1
ω2+2

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − x+ 2 = 0.

72.15. 3
ω+2 , де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − 5x+ 6 = 0.

72.16. 1
ω2+1

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − 2x2 + 4 = 0.
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72.17. 4
ω+3 , де ω – один iз коренiв рiвняння x4 − x− 4 = 0.

72.18. 5
ω−2 , де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − 2x+ 5 = 0.

72.19. 1
ω2+3

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − 2x2 + 2 = 0.

72.20. 3
2ω−1 , де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − 2x+ 6 = 0.

72.21. 1
ω2−4

, де ω – один iз коренiв рiвняння x4 − 2x+ 1 = 0.

72.22. ω
ω+1 , де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − x− 4 = 0.

72.23. 4
ω2+ω

, де ω – один iз коренiв рiвняння x4 − x+ 2 = 0.

72.24. 1
ω2+ω

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − 2x2 + 5 = 0.

72.25. 3
2+ω2

, де ω – один iз коренiв рiвняння x3 − 2x2 + 6 = 0.

Приклад 73.1. Позбавитись вiд iррацiональностi в знаменнику дробу
1

3
√
4− 3

√
2−1

.

Розв’язання. Заданий дрiб є значенням рацiонального дробу 1
x2−x−1 при

x = 3
√
2, яке є коренем незвiдного над полем Q многочлена h(x) = x3 − 2.

Многочлени g(x) i h(x) взаємно простi. Знайдемо лiнiйне представлення
їхнього найбiльшого спiльного дiльника d(x):

h(x) = x3 − 2 x2 − x− 1 = g(x)
x3 − x2 − x x+ 1
x2 + x− 2
x2 − x− 1

2x− 1 = r1(x)

g(x) = x2 − x− 1 2x− 1 = r1(x)

x2 − 1
2x

1
2x− 1

4

−1
2x− 1

−1
2x+ 1

4

−5
4 = d(x)
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Маємо: {
h(x)= (x+ 1) · g(x) + r1(x),

g(x) = (12x− 1
4)r1(x) + d(x),

звiдки

d(x) = g(x)−
(
1

2
x− 1

4

)
r1(x) = g(x)−

(
1

2
x− 1

4

)(
h(x)−(x+1) ·g(x)

)
=

= g(x)

(
1

2
x2 +

1

4
x+

3

4

)
+ h(x)

(
−1

2
x+

1

4

)
або

−5

4
= g(x)

(
1

2
x2 +

1

4
x+

3

4

)
+ h(x)

(
−1

2
x+

1

4

)
.

Покладемо в останнiй рiвностi x = 3
√
2 i враховуючи, що h( 3

√
2) = 0, маємо:

−5

4
= g(

3
√
2)

(
1

2
3
√
4 +

1

4
3
√
2 +

3

4

)
або

−5 = g(
3
√
2)
(
2

3
√
4 + 2

3
√
2 + 3

)
.

Таким чином, щоб позбавитись вiд iррацiональностi в знаменнику заданого
дробу 1

3
√
4− 3

√
2−1

= 1
g( 3

√
2)

, слiд помножити його чисельник i знаменник на

вираз 2 3
√
4 + 2 3

√
2 + 3:

1
3
√
4− 3

√
2− 1

=
1

g( 3
√
2)

=
2 3
√
4 + 2 3

√
2 + 3

g( 3
√
2)(2 3

√
4 + 2 3

√
2 + 3)

=
2 3
√
4 + 2 3

√
2 + 3

−5
.

Розв’язання в Maple. Для позбавлення вiд iррацiональностi в знаменнику
дробу використаємо, як i в попередньому прикладi, команду evala. При
цьому можна спочатку подати число α = 3

√
2 в RootOf-записi (як у При-

кладi 72):
> alpha:=RootOf(_Z^3-2):
> evala(1/(alpha^2-alpha-1));

−3

5
− 1

5
RootOf(_Z 3 − 2)− 2

5
RootOf(_Z 3 − 2)2

а можна i не подавати:
> evala(1/(4^(1/3)-2^(1/3)-1));

−3

5
− 2(1/3)

5
− 2 2(2/3)

5
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Приклад 73.2. Позбавитись вiд iррацiональностi в знаменнику дробу
1

3
√
5−

√
2
.

Розв’язання. Спосiб I. Заданий дрiб будемо розглядати як значення ра-
цiонального дробу f(x)

g(x) = 1
x−

√
2

при x = 3
√
5, яке є коренем незвiдного над

полем Q многочлена h(x) = x3− 5. Многочлени g(x) i h(x) взаємно простi.
Знайдемо лiнiйне представлення їхнього найбiльшого спiльного дiльника
d(x):

h(x) = x3 − 5 x−
√
2 = g(x)

x3 −
√
2x2 x2 +

√
2x+ 2√

2x2 − 5√
2x2 − 2x
2x− 5

2x− 2
√
2

2
√
2− 5 = d(x)

Маємо:
h(x) = (x2 +

√
2x+ 2) · g(x) + d(x),

звiдки d(x) = h(x)− (x2 +
√
2x+ 2) · g(x) або

5− 2
√
2 = (x2 +

√
2x+ 2) · g(x)− h(x).

Покладемо x = 3
√
5. Тодi з урахуванням того, що h( 3

√
5) = 0, маємо:

5− 2
√
2 = (

3
√
25 +

√
2

3
√
5 + 2) · g( 3

√
5).

Таким чином, чисельник i знаменник заданого дробу слiд помножити на
вираз 3

√
25 +

√
2 3
√
5 + 2:

1
3
√
5−

√
2
=

3
√
25 +

√
2 3
√
5 + 2

( 3
√
5−

√
2)( 3

√
25 +

√
2 3
√
5 + 2)

=
3
√
25 +

√
2 3
√
5 + 2

5− 2
√
2

.

Домножимо чисельник i знаменник одержаного дробу на вираз 5 + 2
√
2 ,

спряжений до знаменника:

1
3
√
5−

√
2
=

( 3
√
25 +

√
2 3
√
5 + 2)(5 + 2

√
2)

(5− 2
√
2)(5 + 2

√
2)

=

=
10 + 5 3

√
25 + 2 3

√
25
√
2 + 4 3

√
5 + 5 3

√
5
√
2 + 4

√
2

17
.

Спосiб II. Застосуємо формулу скороченого множення:

x6 − y6 = (x− y)(x5 + x4y + x3y2 + x2y3 + xy4 + y5).
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Маємо:

1
3
√
5−

√
2
=

=
3
√
5
5
+ 3
√
5
4√

2 + 3
√
5
3√

2
2
+ 3
√
5
2√

2
3
+ 3
√
5
√
2
4
+
√
2
5

( 3
√
5−

√
2)( 3

√
5
5
+ 3
√
5
4√

2 + 3
√
5
3√

2
2
+ 3
√
5
2√

2
3
+ 3
√
5
√
2
4
+
√
2
5
)
=

=
10 + 5 3

√
5
2
+ 2 3

√
5
2√

2 + 4 3
√
5 + 5 3

√
5
√
2 + 4

√
2

( 3
√
5)6 − (

√
2)6

=

=
10 + 5 3

√
25 + 2 3

√
25
√
2 + 4 3

√
5 + 5 3

√
5
√
2 + 4

√
2

17
.

Розв’язання в Maple. Аналогiчно до Прикладу 73.1 використовуємо коман-
ду evala:
> evala(1/(5^(1/3)-sqrt(2)));

10

17
+

4
√
2

17
+

5
√
2 5(1/3)

17
+

4 5(1/3)

17
+

5 5(2/3)

17
+

2 5(2/3)
√
2

17

Завдання 73. Позбавитись вiд iррацiональностi в знаменнику дробу:

73.1. а) 1
3√4+3 3√2+1

;

б) 1
3√2+

√
3+4

.

73.2. а) 1√
7+ 4√7−1

;

б) 1

1+ 3√2−
√
3
.

73.3. а) 1
3√9+2 3√3−1

;

б) 1√
5− 3√2

.

73.4. а) 1

1+
√
2− 3√2

;

б) 1
3√3− 4√2

.

73.5. а) 1

2 3√4− 3√2+3
;

б) 1
3√7− 5√8

.

73.6. а) 1
3√7+ 3√49+5

;

б) 1
3√6−

√
5
.

73.7. а) 1
3√9+3 3√3+2

;

б) 1

1+ 3√2−
√
3
.

73.8. а) 1

5 3√7+ 3√49−3
;

б) 1
5√10−1

.

73.9. а) 1
3√25+ 3√5+4

;

б) 1
4√3+ 3√4

.

73.10. а) 1
3√9+2 3√3+7

;

б) 1√
3+ 3√4−2

.
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73.11. а) 1
3√4+ 3√2+1

;

б) 1√
3−2 3√2

.

73.12. а) 1

2 3√9+ 3√3−5
;

б) 1
3√3+ 4√4

.

73.13. а) 1
3√4−2 3√2+3

;

б) 1

2
√
5− 3√7

.

73.14. а) 1
3√6+ 3√36+1

;

б) 1
3√7+

√
8+1

.

73.15. а) 1
4√5−

√
5+3

;

б) 1√
5− 3√4

.

73.16. а) 1

3 3√5+2 3√25+1
;

б) 1

2 4√3− 4√5
.

73.17. а) 1

1+ 3√2+2 3√4
;

б) 1
3√9+

√
8+7

.

73.18. а) 1
3√25−2 3√5+4

;

б) 1

1+ 7√7
.

73.19. а) 1

1+ 3√2− 3√4
;

б) 1
4√7+ 3√5

.

73.20. а) 1

3+ 3√2+5 3√4
;

б) 1
3√3−

√
2
.

73.21. а) 1

3 3√2−2 3√4−1
;

б) 1√
3+3 3√2

.

73.22. а) 1
3√9− 3√3+2

;

б) 1√
5− 4√3

.

73.23. а) 1
4√8+ 4√2+1

;

б) 1√√
3+ 3√3

.

73.24. а) 1
3√25+2 3√5−1

;

б) 1
3√4+

√
5+6

.

73.25. а) 1
3√7+ 3√49+6

;

б) 1
3√5− 4√6

.
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Таблиця простих чисел вiд 2 до 4057 та їхнiх найменших первiсних коренiв.

p g p g p g p g p g p g p g
2 1 179 2 419 2 661 2 947 2 1229 2 1523 2
3 2 181 2 421 2 673 5 953 3 1231 3 1531 2
5 2 191 19 431 7 677 2 967 5 1237 2 1543 5
7 3 193 5 433 5 863 5 971 6 1249 7 1549 2
11 2 197 2 439 15 691 3 977 3 1259 2 1553 3
13 2 199 3 443 2 701 2 983 5 1277 2 1559 19
17 3 211 2 449 3 709 2 991 6 1279 3 1567 3
19 2 223 3 457 13 719 11 997 7 1283 2 1571 2
23 5 227 2 461 2 727 5 1009 11 1289 6 1579 3
29 2 229 6 463 3 733 6 1013 3 1291 2 1583 5
31 3 233 3 467 2 739 3 1019 2 1297 10 1597 11
37 2 239 7 479 13 743 5 1021 10 1301 2 1601 3
41 6 241 7 487 3 751 3 1031 14 1303 6 1607 5
43 3 251 6 491 2 757 2 1033 5 1307 2 1609 7
47 5 257 3 499 7 761 6 1039 3 1319 13 1613 3
53 2 263 5 503 5 769 11 1049 3 1321 13 1619 2
59 2 269 2 509 2 773 2 1051 7 1327 3 1621 2
61 2 271 6 521 3 787 2 1061 2 1361 3 1627 3
67 2 277 5 523 2 797 2 1063 3 1367 5 1637 2
71 7 281 3 541 2 809 3 1069 6 1373 2 1657 11
73 5 283 3 547 2 811 3 1087 3 1381 2 1663 3
79 3 293 2 557 2 821 2 1091 2 1399 13 1667 2
83 2 307 5 563 2 823 3 1093 5 1409 3 1669 2
89 3 311 17 569 3 827 2 1097 3 1423 3 1693 2
97 5 313 10 571 3 829 2 1103 5 1427 2 1697 3
101 2 317 2 577 5 839 11 1109 2 1429 6 1699 3
103 5 331 3 587 2 853 2 1117 2 1433 3 1709 3
107 2 337 10 593 3 857 3 1123 2 1439 7 1721 3
109 б 347 2 599 7 859 2 1129 11 1447 3 1723 3
113 3 349 2 601 7 863 5 1151 17 1451 2 1733 2
127 3 353 3 607 3 877 2 1153 5 1453 2 1741 2
131 2 359 7 613 2 881 3 1163 5 1459 5 1747 2
137 3 367 6 617 3 883 2 1171 2 1471 6 1753 7
139 2 373 2 619 2 887 5 1181 7 1481 3 1759 6
149 2 379 2 631 2 907 2 1187 2 1483 2 1777 5
151 6 383 5 641 1 911 17 1193 3 1487 5 1783 10
157 5 389 2 643 11 919 7 1201 11 1489 14 1787 2
163 2 397 5 647 5 929 3 1213 2 1493 2 1789 6
167 5 401 3 653 2 937 5 1217 3 1499 2 1801 11
173 2 409 21 659 2 941 2 1223 5 1511 11 1811 6
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Таблиця простих чисел вiд 2 до 4057 та їхнiх найменших первiсних коренiв.

p g p g p g p g p g p g p g
1823 5 2131 2 2437 2 2749 6 3083 2 3433 5 3733 2
1831 3 2137 10 2441 6 2753 3 3089 3 3449 3 3739 7
1847 5 2141 2 2447 5 2767 3 3109 6 3457 7 3761 3
1861 2 2143 3 2459 2 2777 3 3119 7 3461 2 3767 5
1867 2 2153 3 2467 2 2789 2 3121 7 3463 3 3769 7
1871 14 2161 23 2473 5 2791 6 3137 3 3467 2 3779 2
1873 10 2179 7 2477 2 2797 2 3163 3 3469 2 3793 5
1877 2 2203 5 2503 3 2801 3 3167 5 3491 2 3797 2
1879 6 2207 5 2521 17 2803 2 3169 7 3499 2 3803 2
1889 3 2213 2 2531 2 2819 2 3181 7 3511 7 3821 3
1901 2 2221 2 2539 2 2833 5 3187 2 3517 2 3823 3
1907 2 2237 2 2543 5 2837 2 3191 11 3527 5 3833 3
1913 3 2239 3 2549 2 2843 2 3203 2 3529 17 3847 5
1931 2 2243 2 2551 6 2851 2 3209 3 3533 2 3853 2
1933 5 2251 7 2557 2 2857 11 3217 5 3539 2 3853 2
1949 2 2267 2 2579 2 2861 2 3221 10 3541 2 3863 5
1951 3 2269 2 2591 7 2879 7 3229 6 3547 2 3877 2
1973 2 2273 3 2593 7 2887 5 3251 6 3557 1 3881 13
1979 2 2281 7 2609 3 2897 3 3253 2 3559 3 3889 11
1987 2 2287 19 2617 5 2903 5 3257 3 3571 2 3907 2
1993 5 2293 2 2621 2 2909 2 3259 3 3581 2 3911 13
1997 2 2297 5 2633 3 2917 5 3271 3 3583 3 3917 2
1999 3 2309 2 2641 3 2927 5 3259 2 3593 3 3919 3
2003 5 2311 3 2657 3 2939 2 3301 6 3607 5 3923 2
2011 3 2333 2 2659 2 2953 13 3307 2 3613 2 3929 3
2017 5 2339 2 2663 5 2957 2 3313 10 3617 3 3931 2
2027 2 2341 7 2671 7 2963 2 3319 6 3623 5 3943 3
2029 2 2347 3 2677 2 2969 3 3323 2 3631 15 3947 2
2039 7 2351 13 2683 2 2971 10 3329 3 3637 2 3967 6
2053 2 2357 2 2687 5 2999 17 3331 3 3643 2 3989 2
2063 5 2371 2 2689 19 3001 14 3343 6 3659 2 4001 3
2069 2 2377 5 2693 2 3011 2 3347 2 3671 13 4003 2
2081 3 2381 3 2699 2 3019 2 3359 11 3673 5 4007 5
2083 2 2383 5 2707 2 3023 5 3361 22 3677 2 4013 2
2087 5 2389 2 2711 7 3037 2 3371 2 3691 2 4019 2
2089 7 2393 3 2713 5 3041 3 3373 5 3697 5 4021 2
2099 2 2399 11 2719 3 3049 11 3389 3 3701 2 4027 3
2111 7 2411 6 2729 3 3061 6 3391 3 3709 2 4049 3
2113 5 2417 3 2731 3 3067 2 3407 5 3719 7 4051 6
2129 3 2423 5 2741 2 3079 6 3413 2 3727 3 4057 5
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Iндекси

Просте число 3. Первiснi коренi: 2.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2

Просте число 5. Первiснi коренi: 2, 3.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 3 2

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 4 3

Просте число 7. Первiснi коренi: 3, 5.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 2 1 4 5 3

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 3 2 6 4 5

Просте число 11. Первiснi коренi: 2, 6, 7, 8.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 8 2 4 9 7 3 6
1 5

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 4 8 5 10 9 7 3 6

Просте число 13. Первiснi коренi: 2, 6, 7, 11.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 4 2 9 5 11 3 8
1 10 7 6

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 4 8 3 6 12 11 9 5
1 10 7 6

Просте число 17. Первiснi коренi: 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 14 1 12 5 15 11 10 2
1 3 7 13 4 9 6 8

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 3 9 10 13 5 15 11 16 14
1 8 7 4 12 2 6

Просте число 19. Первiснi коренi: 2, 3, 10, 13, 14, 15.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 13 2 16 14 6 3 8
1 17 12 15 5 7 11 4 10 9

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 4 8 16 13 7 14 9 18
1 17 15 11 3 6 12 5 10

Просте число 23. Первiснi коренi: 5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 2 16 4 1 18 19 6 10
1 3 9 20 14 21 17 8 7 12 15
2 5 13 11

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 5 2 10 4 20 8 17 16 11
1 9 22 18 21 13 19 3 15 6 7
2 12 14

* Скрiзь за основу таблицi iндексiв береться найменший первiсний корiнь.
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Iндекси

Просте число 29. Первiснi коренi: 2, 3, 8, 10, 11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 5 2 22 6 12 3 10
1 23 25 7 18 13 27 4 21 11 9
2 24 17 26 20 8 16 19 15 14

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 4 8 16 3 6 12 24 19
1 9 18 7 14 28 27 25 21 13 26
2 23 17 5 10 20 11 22 15

Просте число 31. Первiснi коренi: 3, 11, 12, 13, 17, 21, 22, 24.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 24 1 18 20 25 28 12 2
1 14 23 19 22 21 6 7 26 4
2 8 29 17 27 13 10 5 3 16 9
3 15

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 3 9 27 19 26 16 17 20 29
1 25 13 8 24 10 30 28 22 4 12
2 5 15 14 11 2 6 18 23 7 21

Просте число 37. Первiснi коренi: 2, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 33, 35.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 26 2 23 27 32 3 16
1 24 30 28 11 33 13 4 7 17 35
2 25 22 31 15 29 10 12 6 34 21
3 14 9 5 20 8 19 18

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 4 8 16 32 27 17 34 31
1 25 13 26 15 30 23 9 18 36 35
2 33 29 21 5 10 20 3 6 12 24
3 11 22 7 14 28 19

Просте число 41. Первiснi коренi: 6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28, 29,
30, 34, 35.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 26 15 12 22 1 39 38 30
1 8 3 27 31 25 37 24 33 16 9
2 34 14 29 36 13 4 17 5 11 7
3 23 28 10 18 19 21 2 32 35 6
4 20

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 6 36 11 25 27 39 29 10 19
1 32 28 4 24 21 3 18 26 33 34
2 40 35 5 30 16 14 2 12 31 22
3 9 13 37 17 20 38 23 15 8 7

Просте число 43. Первiснi коренi: 3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 27 1 12 25 28 35 39 2
1 10 30 13 32 20 26 24 38 29 19
2 37 36 15 16 40 8 17 3 5 41
3 11 34 9 31 23 18 14 7 4 33
4 22 6 21

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 3 9 27 38 28 41 37 25 32
1 10 30 4 12 36 22 23 26 35 19
2 14 42 40 34 16 5 15 2 6 18
3 11 33 13 39 31 7 21 20 17 8
4 24 29
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Основнi позначення

N – множина всiх натуральних чисел;
Z – множина всiх цiлих чисел;
Z+ – множина всiх цiлих додатних чисел;
nZ – множина всiх цiлих чисел, що дiляться на n;
Zn = Z/⟨n⟩ – кiльце класiв лишкiв за модулем n;
Z[i] – множина всiх цiлих гаусових чисел;
Q – множина всiх рацiональних чисел;
Q+ – множина всiх додатних рацiональних чисел;
Q∗ = Q\{0} – множина всiх вiдмiнних вiд нуля рацiональних чисел;
R – множина всiх дiйсних чисел;
R+ – множина всiх додатних дiйсних чисел;
R∗ = R\{0} – множина всiх вiдмiнних вiд нуля дiйсних чисел;
C – множина всiх комплексних чисел;
C∗ = C\{0} – множина всiх вiдмiнних вiд нуля комплексних чисел;
∅ – порожня множина;
∈ – вiдношення належностi;
/∈ – заперечення вiдношення належностi;
⊂ – вiдношення строгого включення;
⊆ – вiдношення нестрогого включення;
... – вiдношення подiльностi;
a

... b – a дiлиться на b;
НСД(a, b) = (a, b) – найбiльший спiльний дiльник чисел a i b;
НСК(a, b) = [a, b] – найменше спiльне кратне чисел a i b;
[x] – цiла частина числа x;
≡ – вiдношення конгруентностi;
a ≡ b (modI) – елементи a i b кiльця K конгруентнi за iдеалом I;
a ≡ b (modm) – цiлi числа a i b конгруентнi за модулем m;
⋆, ∗, ◦ – значки для позначення бiнарних операцiй;
∪ – операцiя об’єднання множин;
∩ – операцiя перетину множин;
\ – операцiя вiднiмання множин;
∀,∃ – квантори загальностi та iснування;
φ : A → B – вiдображення множини A в (на) множину B;
φ(a) – образ елемента a при вiдображеннi φ : A → B;
Kerφ – ядро гомоморфiзму φ;
⟨G; ·⟩ – група G iз заданою на нiй операцiєю ·;
⟨K; +, ·⟩ – кiльце K iз заданими на ньому операцiями + i ·;
G – загальне позначення групи;
Sn – симетрична група n-го степеня;
An – знакозмiнна група n-го степеня;
K – загальне позначення кiльця;
K∗ – мультиплiкативна група кiльця K;
P – загальне позначення поля;
Mn (P ) – множина всiх матриць n-го порядку над полем P ;
|A| – визначник матрицi A;
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|G| – порядок групи G;
|a| – порядок елемента a групи;
G/H – фактор-група групи G за пiдгрупою H;
K/I – фактор-кiльце кiльця K за iдеалом I;
a = K

(m)
a – клас лишкiв з представником a за модулем m;

⟨a⟩ – головний iдеал кiльця K, породжений елементом a;
⟨a⟩ – циклiчна група, породжена елементом a;
K[x] – кiльце многочленiв вiд однiєї змiнної x над комутативним кiльцем K з одиницею;
P [x] – кiльце многочленiв вiд однiєї змiнної x над полем P ;
f(x) = anx

n + an−1 + . . . + a1x + a0, ai ∈ K, – канонiчна форма запису многочлена вiд
однiєї змiнної x над областю цiлiсностi K;
deg f – степiнь многочлена f(x);
K[x1, x2, . . . , xn] – кiльце многочленiв вiд n змiнних x1, x2, . . . , xn над комутативним кiль-
цем K з одиницею;
P [x1, x2, . . . , xn] – кiльце многочленiв вiд n змiнних x1, x2, . . . , xn над полем P ;
НСД(f, g) = (f, g) – найбiльший спiльний дiльник многочленiв f(x) i g(x);
НСК(f, g) = [f, g] – найменше спiльне кратне многочленiв f(x) i g(x);
f ′(x) – похiдна многочлена f(x);
σ1, σ2, . . . , σn – елементарнi симетричнi многочлени вiд n змiнних;
f(x), F0(x), F1(x), . . . , Fm(x) – ряд многочленiв Штурма;
P (α) – просте розширення поля P за допомогою числа α.
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