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Исторические решения ХХ1У съезда КПСС ставят перед со­ветской школой величественную задачу: завершить в девятой пятилетке полный пероход ко всеобщему среднему образованию молодежи. Но решения партии предусматривают развитие школы не только вширь. Партийные и правительственные документы о школе последних лет, в частности, постановление ЦК КПСС и Совета Министров СССР "О мерах дальнейшего улучшении работы средней общеобразовательной школы" /ноябрь 1966 г./ обязы­ва ют работников просвещения совершенствовать всю систему об­разования, привести ее содержание в соответствие с потреб­ностями развития науки, техники и культуры.В связи с огромной ролью математики в современном науч­ном и техническом п р огр ессе , возрастает роль школьного мате­матического образования.За последнее время в нашей стране немало сделано для совершенствования преподавания математики в школе. Постепен­но внедряются новые учебные планы и программы, которые в ос­новном соответствуют возросшим требованиям жизни. Издан ряд новых учебников и методических пособий. Но это еще не означа­ет, что проблема модернизации преподавания математики в шко­ле решена и что уже отсутствует необходимость дальнейших пе­дагогических исследований в этом направлении.Преподавание школьного курсе математики, в частнос ти арифметического материала, страдает , как известно, существен­ными недос татками.В учении о числовых системах нечетко выделены общие идеи расширения числовых систем, нарушено правильное соотно­шение между идейными и вычислительными аспектами. При изуче­



нии отдельных числовых областей основное внимание уделяется самим числам и очень мало -  структурам с оответствующих чис­ловых множеств.На протяжении ряда лет в преподавании арифметики и ал­гебры внимание к теории было ослаблено. Учащихся средней шко­лы недостаточно приучаю т к посильным обобщениям, им не приви­вают осознанного умения абстрагировать, мало знакомят с ак­сиоматическим методом и не вооружают в достаточной степени навыками дедуктивных расс уждений. Более т о г о , некоторое вре­мя в связи с извращением идеи полите х низации школы упомяну­тые выше требования почти не ставились. Считали, что с в я з ь , науки с жизнью можно осуществить за счет обильного насыщения учебников и задачников техническими терминами.Против т аких ошибочных взглядов выступают некоторые на­ши видные математики и педагоги. Та к , Б .В .Гнеденко в статье “О перспективах математического образования"  /"Математика в шк ол е", 1965, № 6/ пишет: "Со всей ответственностью можно заявить, что для будущего общественного прогресса несравнен­но важнее приучить учащихся к логически безупречному мышле­нию, чем подменять э ту большую задачу рассмотрением частных и зачастую лишь по форме прикладных п р и м е р о в ... Тем более я являюсь решительным противником такого положения, когда под видом с вязи с практикой желают выхолостить суть математичес­кого образования и подменить его заучиванием рецептов, реше­нием стандартных задач по готовым правилам, рассмотрением примеров, лишь одетых в прикладные одежды. Полноценное мате­матическое образо вание с логически отточенными доказатель­ствами сейчас необходимо несравненно больше, чем в какую бы



то ни было пору в прежние времена".В школьном курс е математики рассматриваются различные дейс твия над числами, многочленами, векторами, функциями и другими объектами. Но традиционное изучение их не способст­вует формированию общего понятия алгебраичес кой операции. Не фиксируется внимание учащихся на инвариантности ряда свойств действий над числами и нечисловыми объектами.Не формируется также важнейшая ид е я  современной матема­тики -  идея алгебраической системы /алгебраической структу­ры/. Правда , в известном пособии Кочетковых1/ вводится поня­тие числового поля, но содержащиеся о нем мизерные сведения не позволяют ученикам усматривать в нем обобщающее математи­ческое понятие.Учащиес я не имеют также представления об идее изомор­физма, хотя с  ней часто вс тречают ся при изучении математики . Более т о г о , с  этой идеей недостаточно ознакомлены сами учи­т е л я . Именно это приводит к тому, что в школьной практике, особенно при геометрической интерпретации различных классов чисел точками /или векторами/ прямой или плоск ости , часто пользуются изоморфным соответствием двух множеств только на том основании, что между их элементами существует взаимно однозначное с оответс тви е.Общие алгебраические идеи не нашли также отражения внововведенном /обязательном/ курс е математики и в новыхучебниках /действующих и пробных/, написанных в соответствиис новой программой. Лишь в одной теме факультативов новая1 .  Е .С .К о ч ет к о в , Е .С .К о ч е т к о в а , Алгебра и элементарные функции, ч .1 ,  ч .П , "Просвещение", М. ,  1968.



программа предусматривает ознакомление учащихся с группой геометрических преобразований.На недостаточность внимания новой программы к идеям сов­ременной алгебраической науки указывалось в ряде статей при обсуждении проекта программы.  Авторы одной из критических с татей справедливо заметили, что ал гебра, как таковая, к уд а- то исчезла из новой программы, что в ней по существу "нет ни числа ,  ни группы, ни уравнения, осталось лишь изучение функции. Такой ярко выраженный функциональный уклон едва ли может быть оправдан и в наш е время тоже выглядит архаично"1/Известно, что преподавание математики в школе продолжи­тельное время подвергалось критике за т о , что развитие логи­ческого мышления учеников, ознакомление их  с начальными с в е­дениями об аксиоматическом методе и с дедуктивными р ассужде­ниями в основном возлагалось на г еометрию.  Тем не менее в новой программе предусмотрено ознакомление с аксиома тическим построением науки на геометрическом материале. К тому же трудно не согласиться с мнением многих математиков и методис­тов , что для этой цели алгебраический материал больше подхо­д и т, чем геометрический.Числовые множества представляют собой богатый конкрет­ный материал для формирования представлений о т а к и х  о бобща ­ющих идеях, как идеи алгебраической операции, алгебраичес­кой структуры, изоморфизм а.В нашей методической литературе еще недостаточно разра­ботан вопрос о возможности и формах внедрения идей алгебраи­1 .  Г .В .В ендерский А.ф .Пичурин, Соде ржание проекта прог­раммы и кадры, "Математика в школе" ,  1967 ,  № 6 ,  с т р .1 7 .



че с кой науки в школьный курс математики. Правда, за послед­нее время появилось нес колько педагогических исследований в этом направлении.  В нек оторых из них / н а п р .,в  работе А .А .Сто­л я р а , Методы обучения математике, "Высшая шко л а " , Минс к , 1968/ вопрос о внедрении современных математических идей /в том числе и алгебраических / рассмотрен лишь в проблемати­чном плане.Диссертационные работы Н .А .Б а л акина и К.П .Захаровой посвящены изучению простейших  теоретико-групповых понятий в старших клас сах .  В диссертациях Г .А .Г и н зб у р г и И.А.Барыбиной разработана системы изучения некоторых понятий современной алгебры /группы, кольца, поля, изоморфизма/ в школьном кур­се  математики, причем в последней работе рассматривается так­же проблема разрешимости алгебраических уравнений в радика­лах . Но в перечисленных исследованиях разработана методика введения в школьное обучение элементов общей алгебры толь­к о  для учащихся ст арших клас с о в , хотя приобщать учеников к современным математическим идеям, в чем убеждает и наш опыт можно и нужно по возможности раньше. Кроме т о го , в указан­ных исследованиях экспериментальная проверка методических рекомендаций проводилась в основном на кружковых  и факульта­тивных занятиях, в ЮМШ и  школах с математическим уклоном. Однако нам неизвестны работы по исследованию форм внедрения идей алгебраической науки не только в старших, но и в сред­них классах с использованием для этого вс ех видов занятий, включая прежде вс его уроки.



Высказанные выше соображения обусловили выбор темы рефе­рируемого исследования.В настоящей диссертации исследуютс я возможности и пути  формирования представлений об основных идеях современной ал­гебры в школьном курсе математики /на арифметическом материа­ле/ . В исследовании выделяются такие важнейшие идеи алгебраи­ческой науки, как идеи алге браическ ой операции, алгебраичес­ко й системы , изоморфизма.  Заметим , что тема диссертации -  широка.  Поэтому пришлось ограничиться числовыми системами, входящими в обязательный курс ново й программы.
Соответственно проблеме исс ле дования диссертант поста­вил перед собой цель решить такие конкретные задачи.1. Проанализировать идейную сторону изложения материала о числовых системах, чтобы выяснить причины некоторых типич­ных ошибок учеников и выявить возможности внедрения в соот­ветствующие школьные предметы объединяющих алгебраических идей. 2 .  Опираясь на данные психологии, педагогики и матема­тики, установить наиболее целесообразное распределение не­традиционног о материала, используемого в исследовании, меж­ду разными формами и видами занятий /обычными уроками, уро­ками повторения и систематизации, беседами, кружковыми заня­тиями/.3 .  Определить методические принципы формирования алгеб­раических идей при изучении числовых систем .



4 .  Исследовать и экспериментально проверить возможность ознакомления учащихся средних классов с примерами нечисловых алгебраических систем .5 .  Экспериментально проверить возможность усиления тео­ретического уровня изучения числовых систем в обязательном курсе школьной математики.6 .  Разработать на арифметическом материале школьного курса математики сис тему упражнений, которая способствовала бы формированию идей современной алгебры и вместе с  тем бо­лее глубокому пониманию соответствующего программного мате­риа л а .
Диссертация написана на основе: а/ изучения отечественной и зарубежной литературы по психологии, педагогике, методике, математике;б/ изучения и обобщения опыта учителей Винницкой облас­ти ; в/ многолетнего опыта работы автора в школе и в у зе ; г/  констатирующего и обучающего экспериментов в школах №№ 6 ,8 ,4  г.Винницы, школе № 2 г .Т ул ь чи на ,  ряде сельских школ Винницкой облас ти /Ново-Гребельс кой, Лука-Мелешковс кой, Ива­новской, Мизяково-Хуторянской и других/, а также эксперимен­тов в юноше с ких математических школах гг.Винницы и Хмельника. Диссертация состоит из введения, двух г л а в , общих выво­дов и библиографии.Во в ведении дано обоснование необходимости исследования по избранной тем е, изложены задачи и методы ис следования,с истема работы учителя по формированию у школьников представ­



ле ний об идеях современной алгебры.
Рекомендованная в исследовании система работы учителя основывается на таких общенаучных, педагогических и психоло­гических принципах.01.  Обновление содержания школьного математического об­разования должно происходить не столько за счет введения ново­го материала , сколько за счет идейного обогащения и способа изложения материала традиционного. Иными словами, внедрение в школьный курс современных математических идей должно опи­раться на использование минимального числа новых понятий.02. Автор исследования руководствуется принципом необ­ходимости идейного объединения арифметического и алгебраичес­кого материала школьного курса математики.03. При определении теоретического уровня изложения ма­териала, а также при установлении возрастных рубежей для вве­дения новых абстрактных понятий использовались результаты психолого-педагогических исследований о познавательных воз­можностях детей.04. В процессе работы диссертант руководствовался из­вестными принципами дидактики.
В первой главе исследуется возможность использования традиционного материала о целых числах для формирования пред­ставлений об идеях современной алгебры. Учитывая возраст и математическое развитие учеников, мы не вводим абстрактных алгебраических понятий; представление о новых идеях даем исключительно на конкретном и доступном материале.Первые два параграфа посвящены изучению алгебраических



операций над натуральными числами. Понятно, что изучение это­го вопроса зависит от способа построения данной числовой сис­темы.  В исследовании мы исходим из множественной трактовки натурального чи сл а, хотя большинство наших рекомендаций при­г одно для традиционного изложения. Определения основных поло­жений арифметики натуральных чисел мы приняли примерно т акие, как в пособии И.К.Андронова и В .М .Б р ад и са.1В этих параграфах делается попытка усовершенствовать систему изучения действий над натуральными числами таким об­разом , чтобы она готовила учащихся к соответствующим обобще­ниям и способствовала лучшему пониманию структуры арифметики натуральных чи сел.Предлагаемая система предусматривае т  в первую очередь углубленное изучение свойств арифметических действий. Особое внимание уделяетс я основным свойствам прямых действий. Под э тим подразумевается следующее:а/ разбиение с войств на основные /законы действий/ и не о сновные /их следствия/;б/ четкая формулировка свойств с использованием кванто­ров /без употребления самого термина "квантор" и с оответст­вующих символов/;в/ доступные учащимся обос нования;г /  выяснение значения основных с войств в обосновании правил действий и упрощении вычислений .Соответственно этому в диссертации дан ряд методических рекомендаций, в частности, приведено несколько адаптированных доказательств основных с войств прямых действий, которые, как 1 . И. К.Андронов, В .М .Б р ад и с, Арифметика ,  Учпедгиз, 1962 ,



показывает опыт, доступны учащимся и мало теряют в общности рассуждений.В школьной практике при изучении арифметических дейст­вий не уделяется должного в нимания свойствам существования и однозначности, хотя они имеют важное значение для формирова­ния общего понятия алгебраической операции. В с вязи с этим выделяем их четкой формулировкой /тоже с использованием кван­торов/, например, для сложения: с умма произвольных двух нату­ральных чисел вс егда существует /существование/; для произ­вольных двух натуральных чисел существует не более одного на­турального чи сл а, являющегося их суммой /однозначность/.Вводя нуль через понятие пустого множества, отмечаем та­кие его свойства, как существование, единственность, коммута­тивность и ассоциатив ность сложения. Отмечаем аналогичные свойства единицы для умножения. Выясняем целесообразность введения дополнительных определений умножения на нуль и еди­ницу.Приводим примеры действий, не имеющих нейтральных элемен­т о в . В исследовании вопроса об обратных операциях прежде все­го приводятся психологические и дидактические мотивы в пользу существующего в школе порядка изучения арифметических дейст­вий. Как и для прямых действий, с должным вниманием рассмат­риваются вопросы, связанные со свойствами существования и од­нозначности, даются посильные обоснования соответствующих утверждений.Вводятс я известные понятия выполнимости действия в опре­



деленном множестве и замкнутости множества относительно дан­ного действия.Много внимания в исследовании уделяется урокам повторе­ния. Опыт показывает, что в школьной практике такие уроки в основном сводятся к опросу основных положений темы и решению примеров на комбинированное применение действий или преобра­зований. Это, конечно, нужно. Но в обучении еще редко исполь­зуется повторение изученного материала для соответствующих обобщений, выяснения связей между отдельными частями темы или раздела, осмысливания внутреннего логического единства материала, выявления новых аспектов приобретенных знаний.Уроки повторения материала о система N 0  1  используют­ся для формирования представлений об идеях алгебраической операции и алгебраической структуры. С этой целью сравнивают­ся свойства прямых и обратных им арифметических действий.Для примера приведем таблицу сравнения определений и основных свойств сложения и умножения чисел множества N0.

№
пп

Название действия
Сложение Умножение

1. Определение Действие нахождения 
суммы /числа/по двум 

слагаемым /числам/.

Действие нахождения 
произведения /числа/ 
по двум сомножителям 

/числам /.1. Пользуемся следующими обозначениями для числовых мно­жеств: N  -  множество всех натуральных чисел , N0 -  множество всех целых неотрицательных чисел, Z -  мно­жество всех целых чисел, Q -  множество всех рациональ­ных чисел, R -  множество всех действительных чисел.



1 2 3 4
2 . Существова­ние Сумма двух произволь­ных чисел множества N0 сущ ествует.

Произведение двух произвольных чисел множества N0 суще­ствует .3 . Однознач­ность Для произвольных двух чисел множества N0 существует не более одного числа этого множества, являющегося их с уммой .

Для произвольных двух чисел множества N0 существует не более одного числа этого множества, являющего­с я их  произведением.4 . Перемести­тельность a + b = b +а. a b = b а5 . Сочетатель­ность (a + b ) + с = a + (b + с) (a b )*c = а*(bc)6 . Существова­ние нейтра­льного эле­мента а + 0 =  а а*1= а

7 . Монотон­ность Если а > b ,  то а + с > b +с Если а >b, то ас> b с

Аналогичные сравнения проводим для свой ств, являющихся следствием основных. Такие сравнения дают возможность учени­кам глубже усвоить материал об арифметичес ких действиях , а учителям -  подготовить их к  пониманию в дальнейшем общего понятия алгебраичес кой операции, обратить внимание на свой­ства действий, характеризующих множество натуральных чисел как алгебраическую систему ,  усматривать аналогию в строении множества N0 относительно операций сложения и умножения. Обобщение материала о действиях помо га ет ученикам выделить



в них наиболее существенное и пренебречь второстепенными чер­т а ми. Именно при выявлении общих признаков и свойств действий вырисовываются контуры идеи алгебраичес кой операции.В третьем парагр аф е , посвященном изучению основных свойств алгебраических операций над целыми числами, сначала рас­сматриваются мотивы в пользу целесообразности расширения чис­лового множества N0 до системы целых чисел, а не положи­тельных рациональных.В этом же параграфе дан с жатый обзор и анализ возможных способов и приемов введения в школьное обучение отрицатель­ных чи сел . В диссертации исходим из тех приемов введения о т ­рицательных чи сел , в основу которых положены их конкретные представления. На уроках п овторения указываем учащимся на возможност ь мотивировать по требнос ть в новых числах необхо­димостью сделать операцию вычитания всегда выполнимой.При изучении прямых действий над целыми числами выясня­ем , по мере возможн о с т и, целесообразность введенных правил /определений/. С этой целью на примерах показываем, что дру­г и е , отличные от принятых, определения сложения или умножения целых чисел приводят к противоречию с арифметикой натураль­ных чи сел .При рассмотрении дейс твий вычитания и деления целых чи­се л обращаем внимание на общность схемы изучения обоих обрат­ных  действий в множествах Z и N 0 .  В этой схеме выделены такие пункты:а/ определение действия /вычитание, деление/; б/ существование; в/ однозначность;



г/  название результата действия /р азн ость, частное/;д/ обозначение / a - b  , а : b  / ;е/ установление правила нахождения результата действия.Подчеркивание универсальности такой схемы /а она верна не только для чисел этих множеств/ учит школьников выявлять существенное сходство между различными понятиями, готовит к пониманию общего понятия обратной операции.В четвертом и восьмом параграфах описан опыт организа­ции повторения материала о целых чи сл ах. Это повторение мож­но ис пользовать для формирования представлений об алгебраи­ческих идеях.Прежде всего сопоставлены определения и свойства прямых дейс твий над натуральными и целыми числами. При этом обраще­но внимание на т о , что действия над целыми числами не имеют той непос редс твенности и конкретност и , которую они имели в множестве N0 .  В самом д ел е, умножение не является час т ным случаем сложения, с умма двух целых чисел необязательно долж­на превышать каждое из с лагаемых, умножение не всегда означа­ет увеличение и т .п .  Такое с опоставление позволяет ученикам увидеть, как при расширении числовой системы быстро формали­зуется и обобщается понятие действия.Отмечая общие признаки определений действий над числами множес тв N 0  и Z  ,  выделяем идею закона композиции:  с оот­ветс твия произвольной пары чисел множества N 0  или Z един­ственному третьему числу этого же множества .Сравнив множества N  ,  N 0  ,  Z  относительно основных свойств прямых действий, отмечаем появление в Z новых свойств: з амкнутос ти множества относительно операции вычита­



ния и существование для каждого числа , противоположного ему. Фиксируем внимание учащихся на том, что множество Z замк­нуто относительно прямых действий сложения и умножения, ко­торые удовлетворяют свойствам сочетательности, переместитель­ности и распределительности, а также действия вычитания. Та­ким образом, этим выясняется, что множество целых чисел наде­лено структурой коммутативного кольца.Технику действий над числами в школьной практике неред­ко вырабатывают с помощью решения однотипных примеров . Она подтверждает, что нужные тренировочные упражнения можно раз­нообразить, использовав их для внедрения новых математичес­ких идей.На одном из уроков повторения действий над целыми чис­лами была предложена вниманию класса такая заранее приготов­ленная таблица:

Установив взаимно однозначное соответствие между элемен­тами множеств целых и четных чисел, выполнили сложение соот­
ветствующих чисел верхнего и нижнего рядов таблицы. Большин­
ство учащихся самостоятельно замечает, что при таких сложе­
ниях чисел множеств Z и S существует взаимно однознач­

ное соответствие между слагаемыми и суммами. Для чисел, поме­

ченных в таблице стрелками, записываем:



- 1  + 3 = 2 -  с ложение в множестве Z
- 2  + 6 = 4 -  сложение в множестве S

Непосредственной про веркой учащиес я убеждаются, что за­меченное сходство между множествами Z и S  относитель­но сложения распространяется и на вычитание, но не на умно­жение и деление.Далее учащимся предложили таблицу, в верхнем ряду кото­рой помещены числа натурального р я д е, а в нижнем -  двенадца­тикратные им . Как и в предыдущем с л у ч а е , учащиеся убеждают­ся в существовании между выписанными множествами отмеченного выше сходства относительно действий сложения и вычитания. Сопоставление нескольких конкретных  сложений и вычитаний соответствующих чисел обоих множеств показы вает, что сложе­ние и вычитание чисел нижнего ряда можно заменить сложением и вычитанием им соответствующих /меньших!/ чисел верхнего р я д а. Рассмотренные примеры показывают, что на традиционном материале в урочные часы можно дать представление об изоморф­ном соответствии двух конкретных алгебраических структур и возможности использования этой идеи в вычислительной практике.Шестой и седьмой параграфы посвящены кружковой работе. В первом из них исследуется возможность ознакомления учащих­ся У- УІ классов с примерами алгебраической операции в мно­жестве произвольной природы.Рассматриваем следующий пример. Пусть элементами мно­жества М  будут две буквы -  П и Н  .  Для введения действия



над этими буквами руководствовались следующими сооб ражения ми. Допустим, что имеются плас тины двух видов : одни из них под действием определенной силы практическ и  не прогибаю тся, дру­гие -  прогибаются. Под результатом действия понимаем прогиба­ние двух сложенных пластин. Свойства рассматриваемой опера­
ции сравниваем со свойствами арифметических действий.Такие примеры, как свидетельствует опыт, доступны. Они расширяют представление учащихся об операциях, развивают у них обобщающее и абстрактное мышление, что в свою очередь ускоряет процесс их общ его, в частности матем атического, развития.На кружковых занятиях проводится дальнейшее формирова­ние представлений об идее изоморфизма. С этой целью с опостав­ляются свойства множеств целых чисел и линейных векторов /свободных/ относительно действий. Заметим, что на данном эта­пе не дается определение изоморфизма и не употребляется со о т­ветствующий термин. Мы лишь добиваемся, чтобы учащ иеся, уви­дев идентичность двух множес тв относительно определенных действий, осознали возможность замены изучения дейс т вий в одном множестве изучением соответствующих действий в другом. Выясняется выгода указанной замены.В седьмом параграфе подобраны примеры, решение которых должно способствовать формированию представлений о д едуктив­ном характере рассуждений.

Вторая глава посвящена формированию представлений об идеях современной а лгебры при изучении рациональных и дей­ствительных чи сел.



Как и в первой главе , п о  известным причинам, мы не даем строгих определений отдельных видов алгебраических струк­тУР. И з  соответствующих названий вводим лишь термины "коль­цо" и "поле".Большинство наших рекомендаций касается традиционного материала ,  а их  ре а лизация рассчитана в основном на урочные часы и почти не требует дополнительной затраты времени.В пе р вом параграфе дан краткий обзор и анализ способов построения теории рациональных чи сел .Второй параграф посвящен изучению алгебраических опера­ций над рациональными числами. В стабильных учебниках арифме­т ики правила прямых действий обычно не определяются, а опи­с ывают с я . Опыт по д тверждает д оступность тех определений у к а ­занных действий, которые приведены в отмеченном выше пособии И . К. Андронова и В.М.Брадиса.В ис с ледов ании даны методические рекомендации, касающие­с я  в в е дения прямых и обратных действий , изучения их свойств, особенно законов действий и свойств нуля, единицы, чи сел, взаимных /противоположного, обратного/ данному. Цель этих
рекомендаций - ПОДГОТОВИТЬ учащихся К ВОСПРИЯТИЮ Обобщающихидей алгебраической науки.Исходя из наметившейся в нашей методике тенденции к усилению р оли теории в средних к л а с с а х , а также опираясь на личный опыт и ряд педагогических исследований, мы пришли к выводу о возможности доступного обоснования многих свойств дейс т вий над дробными числами, для подтверждения которых при традиционном обучении прибегают только к примерам.  Для иллю­страции приведем схему доказательства одного из с в о й с т в , на ­



пример, распределительности умножения относительно сложения.

№ № 
ша г о в Р а с с у ж д е н и я  н а к о н к р е т ­н о м п р и м е р е Р а с с у ж д е н и я в общ ем  в и д е О б о с н о в а н и я

1 п р а в и л о  / опре­д е л е н и е /  с у м ­м ы д в у х  д р о б ­ных ч и с е л ;
2 п р а в и л о / опре­д е л е н и е /  ум н о ­ж е н и я  Д ро б н ы х

чисел;
3 р а с п р е д е л и т е ­л ь ный з а к о н  у м н о ж е н и я  о т ­н о с и т е л ь н о  с л о ж е н и я  д л я  н а т у р а л ь н ы х  ч и с е л ;
4 _ п р а в и л о  суммы д в у х  д р о б н ы хч и с е л ;  ___________5 п р а в и л о  у м н о ­ж е н и я д р о б ных ч и с е л 1.

Для лучшего выделения идеи закона композиции приводятся

примеры операций, отличных от арифметических.

Вопрос об именованных числах рассматривается только в

связи с формированием представлений о понятии алгебраической

операции. Высказываются соображения о нецелесообразности вве­

дения самого термина "именованные числа" и традиционного 
1 . Кроме того,мы здесь молчаливо восполь зовались симметрич­

ностью равенства.



выполнения действий над ними.Повторение теоретических сведений о рациональных числах проводилось в форме з а к люч ительной беседы , в которой просле­живался процесс обобщения понятия действия и изменения с трук­турных свойств изученных числовых множеств в с вязи с расшире­нием понятия о чи сл е. Выделяя основные свойства прямых дей­ствий над рациональными числами, даем представление о струк ­туре числового поля. Запоминание термина "поле" на данном этапе не считается обязательным.Опыт убеждает, что сделанный обзор теоретического мате­риала и подобранная система упражнений дают возможность на конкретных примерах ознакомить учеников с алгебраическими структурами группы, кольц а, поля, изучить некоторые их прос­тейшие св о й ст в а , а также помогают в определенной мере понять тот фа к т , что в множестве рациональных чисел изучаются не столько сами ч и сл а, сколько отношения между ними.Представление об идее изоморфизма дается /как и в первой гл аве/ с  помощью сравнения относительно действий  сложения и умножения множеств Q  и рациональных линейных век т ор о в .Шестой параграф посвящен описанию кружковых занятий по ознакомлению учащихся УІ - х  классов с арифметикой остатк ов.Чтобы лучше использовать жизненный опыт учеников, мы снача­ла рассмотрели множество чисел A = { 0 , 1 , 2 , . . . , 1 1 } ,  соответ­ствующих отметкам циферблата ч а с о в , и привели несколько при­меров "ч асо в о го " сложения. После этого рассмотрели множество B={0,1,2} наименьших неотрицательных остатков по моду­



лю 3  ,  ввели в нем операции сложения , умножения и провери­ли для них выполнимость основных св о й ст в . С целью выделения объединяющих идей, отмечаются общие черты в определениях о пе­раций сложения и умножения, а т а кже нейтральных и взаимных Элементов в множествах N ,  Z ,  Q  и B  .  Сравнение основныхсвойств прямых действий в множествах Z ,  Q  и B  даловозможность учащимся увидеть исключительное сходство относи­тельно введенных операций между множествами Q  и B  , т . е . ,  что множество B  наделено структурой поля.Как показал опыт, эти начальные сведении об арифметике остатков доступны у ч е никам-к р ужковцам и вызывают у них боль­шой интерес ; значение же этого материала для формирования об­щих понятий алгебраической операции и алгебраической струк­туры -  общеизвестно.В следующем параграфе описана экспериментальная прове р­ка нашей работы на данном этапе исследования. Проводя опросы /устные, письменные/ и контрольные работы, мы преследовали цель проверить, к а к , с одной с тороны, проходит процесс форми­рования представлений об основных идеях современной алгебры, 
и, с другой -  как влияет проведенная нами работа на усвоение программного материала.Проверка п о казал а, что ученики экспериментального клас ­с а ,  по сравнению с учениками других к л а ссо в , имеют лучшее представление о структуре числовых множеств, глубже у сваи ва­ют традиционные вопросы, относящиеся к числовым системам.Восьмой параграф посвящен формированию пр ед ставлений о поле действи тельных чис е л . П р ежде всего мы выражаем согласие



с мнением тех методистов, которые в озражают против наметив­шейся в последнее время тенденции уменьшения объема и сниже­ния теоретического уровня изучения в школе иррациональных чи­с е л .  Эта тенденция нашла определенное отражение и в новой программе по математике.Принимая во внимание большое з начение системы действи­тельных ч и се л , с читаем целесообразным соответствующий мате­риал выделить в программе в отдельную тему: "Понятие о поле действительных ч и се л ".Изложение этой трудной темы не должно, по нашему мнению, сопровождаться формальными определениями и доказательствами вс ех утверждений, важно четко сформулировать з адачу о постро­ении множества действительных чисел и по возможности дать бо­лее полное представление о его струк тур е.Чтобы помочь учащимся лучше постичь общую идею расшире­ния понятия о чи сл е, осмыслить роль операций и их свойств в этой и д е е , а также четче представить контуры новой структуры, мы провели целенаправленное повторение материала о предыдущих числовых расширениях.Исходя из педагогического опыта и анализа учебно-методи­ческой литературы, с читаем целесообразным задачу о построении системы дейс твительных чисел сформулировать в виде таких тре­бований.1 ° .  Числа расширенного множества должны быть обобщением рациональных ч и се л .2 ° .  Действия сложения и умножения над новыми числами Должны быть о бобщением соответствующих действий над рацио­нальными числами и для них должны выполняться извес тные



основные свойства прямых действий.3 ° .  Числа нового множества можно сравнивать, т . е .  для произвольных двух его чисел a  и b  имеет место одно из соотношений: a = b  ,  a < b  ,  а > b  ,  причем для неравенств выполнимы такие основные свойства: а/ если a < b  ,  то b > a  ,  и  если a > b  ,  то b < a  ; б/ если a < b  ,  а b<c , то a < c  ; в/ если a < b  ,  то а + с< b +с  ;  г/ еслиa < b  ,  то а с  < bс  при c > о ,  и a c > b c  при с <0 .4 ° .  Должно существовать взаимно однозначное соответст­вие между числами расширенного множества и точками прямой.Такая постановка вопроса не предусматривает увеличения объема и уровня преподавания материала об иррациональных чис­лах, содержащегося в упомянутом выше пособии Кочетковых.Перед определением прямых действий над действительными числами объясняется учащимся, почему для названия ранных объектов -  натуральных, отрицательных, дробных, иррациональ­ных чисел, отличающихся своей конкретной природой, происхож­дением, изображением, - употребляется один и тот же термин "число" .  Это объяснение приводит учащихся к пониманию общего понятия коммутативной числовой системы.Выделяется важная роль в алгебре формы вычислений, что способствует пониманию руководящего принципа с овременной ал­гебры:". . . из двух основных составляющих всякого "исчисления" 1 , т . е .  из тех объектов, над которыми производят какие-то опера­ции и , с другой стороны, правилами операций, только послед­1 . Термин " исчисление" автор цитируемой статьи употребляет как синоним термина " алгебраическая структура " .



ние являются действительно существенными".2В исследовании дается ряд методических рекомендаций по изучению алгебраических операций над действительными чис лами. На уроках повторения мы провели с равнение поля дейс т ви­тельных чисел с числовыми сис темами N  ,  Z  ,  Q  .  Обра­тив внимание учащихся на совпадение основных с войств прямых действий, объяснили право переноса на действительные числа различных свойств действий над рациональными числами, а так­же некоторых алгебраических тож деств, известных учащимся еще до изучения действительных чи сел .В  конце главы останавливаемся также на вопросе существо­вания и единственности поля R  .  Вопрос о существовании ре­шается положительно тем , что при рассмотрении множества б ес­конечных десятичных дробей была построена числовая сис тем а, являющаяся полем и удовлетворяющая требованиям, сформулирован­ным в постановке зад ачи . Вопрос о единственнос ти мы выясня­ем позж е, когда рассматриваем изоморфизм поля действительных чисел и множества векторов прямой.В исследования придается большое значение подбору упраж­нений. При этом исходили из т о г о , что они должны способство­вать не только формированию представлений о новых алгебраи­ческих и д ея х, но и более глубокому ус воению традиционного материала, повышению интереса в обучении.Содержание предлагаемой нами системы характеризуется такими типами упражнений:1 .  Дьедонне X . ,  Абстракция в математике и эволюция алгебры , с б.П реподавание математики", У чпедгиз, М ., -  1960.



а/ на правильное понимание определений действий, поня­тий выполнимости действия в определенном множестве и з амкну­тости множества относительно некоторого действия;б/ на раскрытие значения основных свойств прямых дейс т­вий для преобразования выражений;в/ на проверку выполнимости законов действий, наличия нейтральных и взаимных элементов для различных конкретных алгебраических операций;г /  на сопоставление соответствующих свойств прямых и обратных действий в одном и том же и разных множествах, выде­ления сходства множеств относительно введенных в них дейс т­вий; д/ на исследование в озможно с ти распространения некото­рых утверждений с одной конкретной алгебраической структуры на другую /тоже конкретную/;е/ на соотношения между числовыми множествами; ж/ на формирование навыков дедуктивного мышления.В моде рниз ации школьного математического образования выдвинута проблема ознакомления учащихся с  основными иде ями и методами с овременной алгебры . Проведенное нами исследова­ние представляет собой возможный вариант решения одной из частей этой большой и трудной методической проблемы, а имен­но -  формирование представлений об объединяющих идеях алгеб­раичес кой науки.  Экс перимент подтвердил возможность внедрения Такихидей при изучении в школе числовых систем без расширенияпрограммного материала и значительной затраты  времени.



Опыт показывает, что в средних классах нет необходимос­ти стремиться к высокой формализации и абстракции, представ­ления об алгебраических идеях можно давать на конкретном ма­териале, в частности числовом.Предлагаемая нами система изучения традиционного ариф­метического материала позволяет учащимся лучше видеть струк­турные свойс тва различных множеств относительно определенных в них алгебраических операций, выявлять существенные связи и з амечать общее между отдельными фактами, учит рассуждать по аналогии, прививает интерес к закономерностям. Все эт о , в свою очередь, способствует прочному усвоению программного ма­териала и воспитывает ценные качества мышления.Опытные данные подтверждают возможность увеличения удельного веса теории при изучении числовых систем. Причем это можно сделать не во вред вычислительным аспектам.Проведенные нами эксперименты свидетельствуют о возмож­ности и целесообразности ознакомления учащихся средних клас­сов /хотя бы на кружке/ с примерами алгебраических систем, введенные операции в которых отличаются от обычных .
Результаты наших исследований широко обсуждались и полу­чили положительную оценку:а/ на отчетных научных се сс иях математических кафедр Винницкого пединститута;б/ на заседаниях кафедры элементарной математики и мето­

дики преподавания математики этого же института;в/ на республиканском научно-методическом семинаре



/1966-1971 г г »/;г/ на августовских и январских конференциях учителей /196 7 -1 969 г г ./ ;д/ на совещании учителей математики Винницкой области;е / на кустовых совещаниях учителей математики в г г .В и н ­нице , Гайсине и Хмельнике /1967 г . / ;ж/ на пос тояннодействующем с еминаре учителей г.Винницы /1966, 1968 г г . / ;з/ на областных курсах повышения квалификации учителей /г.В инн ица, 1967-1969 г г . / .
Основные положения диссертации опубликованы в с татьях автора:1 . Ос новные направления и особе ннос ти движения за ре­форму преподавания математики в средней школе з а рубежом и в Советском Союзе, с б."Доклады и сообщения кафедр института на отчетной научной сесси и" /Тезисы/, вып .1 ,  Винница ,  1965 /на укр .яз . / .2 .  Реалистическ ий проект, ж."Математика в школе" ,  М .,1968, № 1 /совм.  с  Б .Н .Белы м, А .П .В ой цеховским , П .К .Г л у шко­вым/ ,  использована в о б зо р е .3 . Понятие изоморфизма в школьном курсе математики, с б ."В икладання математики в школі" ,  вы п.У, "Радянська школа", К . ,  1969 /на  у кр .я з ./ .4 . К вопросу об обновлении содержания школьного матема­тического образования, сб."Методика виклада ння математики" ,  вып.УІ , "Радянська школа", К. ,  1970 /на укр.яз,/.



5 . Опыт факультативного изучения темы "Комплексные чис­ла "  в  ш коле , в с б ." Математика” , XXIУ Герценовские чтения, 
Л. ,  1971.
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