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Одним из важнейших численных методов решения диффе
ренциальных уравнений в частных производных является 
метод конечных разностей. Отличающийся большой универ
сальностью, этот метод применяется как для качественных 
исследований разного рода задач, так и для приближенного 
фактического решения этих задач. За небольшим исключе
нием решение конечноразностных уравнений, соответству
ющих уравнениям в частных производных, является столь 
громоздкой задачей, что оно выполняется только на быстро
действующих электронных вычислительных машинах. Это 
объясняется тем, что в таких задачах приходится решать сис
темы линейных (или нелинейных) алгебраических уравнений 
высокого порядка. Решение последних предъявляет большие 
требования к скорости выполнения операций, а также к объ
ему запоминающих устройств.

Поэтому наряду с повышением быстродействия и увеличе
нием памяти ЭЦВМ исключительно важной проблемой явля
ется изыскание новых, более экономичных методов решения 
конечноразностных краевых задач, соответствующих кра
евым задачам для дифференциальных уравнений в частных 
производных, которые наряду с малой погрешностью самого 
метода не приводили бы к большой вычислительной погреш
ности, могущей возникнуть при выполнении большого коли
чества арифметических операций.

В этом отношении до некоторой степени выгодно отлича
ется-метод суммарных представлений Г. Н. Положего [1, 2], 
который можно рассматривать как дискретный аналог все
возможных классических методов интегральных представле
ний. Сущность этого метода заключается в нахождении ре
шения конечноразностных краевых задач, соответствующих 
краевым задачам математической физики, в явном виде или 
в виде довольно простых формул, содержащих небольшое ко
личество параметров, определяемых из небольшого числа ли
нейных алгебраических уравнений.

Метод суммарных представлений применим для числен
ного решения краевых задач, связанных с дифференцнальны-



ми уравнениями в частных производных не только с постоян
ными, но и с переменными коэффициентами.

Настоящая работа представляет собой непосредственное 
развитие метода суммарных представлений применительно к 
краевым задачам, связанным с уравнением осесимметрично
го потенциала.

Работа состоит из введения, трех глав и приложения.
Первая глава носит реферативный характер. В ней, следуя 

[1, 2], приводятся основы метода суммарных представлений и 
отдельные простейшие формулы суммарных представлений для 
уравнения Гельмгольца. Затем излагаются некоторые общие 
положения метода суммарных представлений применительно 
к краевым задачам, связанным с дифференциальными уравне
ниями в частных производных с переменными коэффициен
тами.

В § 1 второй главы выводится основная формула суммар
ных представлений для уравнения

( 1)

где Lhu — конечноразностный оператор

аппроксимирующий дифференциальный оператор в частных 
производных

для сеточного прямоугольника
Эта формула

имеет вид

А, В—п -  мерные векторы



Pi — матрица, фундаментальная для матрицы

(3 )

диагональные матрицы
в зависимости от величин

(4)

где Уt — собственные числа матрицы (3), определяются 
при помоїди формул, указанных в табл. 1 (см. [I]), р — диаго
нальная матрица

(5)
Входящие в формулу (2) векторы произвольных постоянных
A и В определяются из краевых условий на вертикальных 
сторонах прямоугольника у =  у0 и у =  уm+1. Постоянные 
tga и tgb определяются в зависимости от вида краевых ус
ловий на горизонтальных сторонах прямоугольника. В част
ности tga=tgb = 0, если на сторонах прямоугольника х = х 0 
и х =xn+1 краевые условия совпадают с краевыми условиями 
первой краевой задачи.



Формула суммарных представлений (2) позволяет при ре
шении краевых задач резко сократить количество линейных 
алгебраических уравнений, подлежащих численному реше
нию, если известны диагональная матрица собственных чисел 
и фундаментальная матрица, соответствующие матрице Т4. 
В связи с вопросом о численном построении таких матриц ис
следуются специальные функции дискретного аргумента пер
вого и .второго рода [1] и устанавливаются их некоторые свой
ства. Используя результаты работы [3], устанавливается про
межуток, в котором расположены нули специальной функции 
дискретного аргумента первого рода Рl (xk), а также да
ются нижние оценки для них в случае а =0 . Здесь же выво
дится явная формула для специальной функции дискретного 
аргумента первого рода в виде

(6 )

где f(z, l ) — известная элементарная функция.
В § 2 этой главы рассматривается вопрос о численном по

строении диагональных матриц собственных чисел матрицы 
Т4. При этом предлагается итерационный способ нахождения 
всех собственных чисел трехдиагональных матриц

(7)

где Qk(l ) =  П (l - l i k ) ,  значения Фn+1(lik) легко вычисляются 
при помощи рекуррентных соотношений

Метод решения алгебраических уравнений по формуле (7) 
в некотором смысле близкий к известному методу Ньютона 
п был предложен также в работе [4], где доказывается квад-



ратичная сходимость метода. Мы приводим доказательство 
сходимости итерационного процесса (7) при менее жестких 
чем в [4] ограничениях на начальные приближения корней и 
несколько другим способом получаем оценку сходимости.

В § 3 второй главы указывается способ численного постро
ения фундаментальных матриц для матрицы Т 4.

В этой же главе строятся таблицы указанных матриц (6- 
го, 10-го, 20-го и 30-го порядков), соответствующие различ
ным типам краевых условий на горизонтальных сторонах 
прямоугольника. Эти таблицы могут быть использованы при 
численном решении ряда практически важных задач.

В третьей главе решаются конкретные краевые задачи те
ории осесимметричного потенциала в случае сплошного ци
линдра.

В § 1 этой главы дается решение первой краевой конечно- 
разностной задачи для уравнения (1) при l  >  0. Получен
ное решение при сколь угодно большом количестве внутрен
них узлов прямоугольника явно выражается через краевые 
условия и правую часть уравнения. Здесь же приводится ре
шение конечноразностной задачи Неймана для уравнения 
(1) в случае l  = 0 и др. При этом устанавливается необхо
димое условие разрешимости задачи Неймана, представля
ющее конечноразностный аналог условия

(8)

Приводятся числовые примеры на 100 и на 320 внутренних 
узлов.

В § 2 приводятся простейшие формулы суммарных пред
ставлений для неограниченных областей—сплошного бесконеч
ного и сплошного полубесконечного цилиндров. Эти форму
лы получаются путем предельного перехода в соответствую
щих формулах для сплошного конечного цилиндра.

В § 3 третьей главы дается применение метода суммарных 
представлений к численному решению краевых задач теории 
осесимметричного потенциала в случае области, составленной 
из двух сплошных цилиндров различных радиусов, в случае 
цилиндра с разрезами и др. Приводится числовой пример на 
320 внутренних узлов.

В приложении приводятся построенные во второй главе 
таблицы фундаментальных матриц и диагональных матриц 
собственных чисел, соответствующих матрице Т4.



Основные результаты работы изложены в [5—9] и были 
доложены на Второй (апрель 1965 г.) и Третьей (апрель 
1966 г.) конференциях молодых математиков Украины, на 
Республиканском семинаре по вычислительной математике 
при Научном совете по кибернетике АН УССР (Киевский 
госуниверситет).
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