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Особое место в теории математического программирования занимают экстремальные задачи на сети. Интерес к этим задачам объясняется тем, что таковыми являются разнообразные проблемы транспортного типа, сетевого планирования и многие другие- комбинаторные задачи. Исследованию указанных задач посвящена большая журнальная и монографическая литература [1], [2], [3], [8], [9], [10], среди которой следует выделить известную монографию Л. Форда и Д . Фалкер- сона «Потоки в сетях», содержащую ряд фундаментальных фактов теории экстремальных задач на сети и методов их' решения.Одним из центральных результатов теории экстремальных задач на сети с ограниченными сверху пропускными, способностями дуг является теорема о равенстве максимального потока минимальному разрезу. Между тем этот результат означает по сути перефразировку применительно к задаче о максимальном потоке известной теоремы о том, что экстремальные значения пары двойственных задач линейного программирования совпадают. Это немедленно обнаруживается, если наряду с задачей о максимальном потоке рассмотреть двойственную к ней задачу, являющуюся экстремальной задачей на двойственной в смысле К- Бержа [1] сети.Оказывается, что вообще учет специфики экстремальных задач на сети, которую обнаруживает двойственный подход, Является более полным, когда переходу к двойственной экстремальной задаче сопутствует также переход к двойственной сети. Исследованию с указанных позиций ряда экстремальных задач и построению методов их решения посвящена настоящая диссертационная работа.Большинство исследуемых в работе задач рассматривается на лгплгп -плоских ориентированных сетях (графах) =  А], иод которыми понимают множество вершин И  =|лс0, лс,.........и множество дуг .4 =  соединяющихвершины так, что пересечение любой пары дуг является вершиной сети, при этом вершины х п и х п могут быть соединены дугой, которая не пересекает ни одну дугу из множества А .



В § 1  п е р в о й  главы приводится, следуя [1], методика построения двойственных ориентированных сетей и устанавливаются некоторые свойства этих сетей [11], [12].Второй параграф рассматриваемой главы посвящен задаче о минимальном и максимальном потоках в х 0 д'„-плоской сети, пропускные способности дуг которой ограничены снизу и сверху, т. е. речь идет о задаче отыскания минимального и максимального значений функции2  -  V О )при ограничениях:
( 2)

а ц < / (лс{, Х]) Ьц для всех ( д ^ ) е Д ,где: А ( Х | )  множество всех X ;  е N ,  для которых (Х!, Х}) е А , 
В(Х\) — множество всех X; 6 .V, ДЛЯ которых ( Х ( ,  х0  е А ,  числа / ( Х | ,  X;) дуговые П О Т О К И , ац и Ьц — нижняя и верхняя границы пропускной способности дуги ( Х | ,  X , ) .Двойственная задача заключается в отыскании минимального и максимального значений функции

10  =  £ т(Х1, XI) Ьц V о(хь х ]) ац (3 )при ограничениях (4)
Пусть (хь Л"Д и (_у|, у к) взаимно соответствующие дуги двойственных сетей О  и О*. Дуге (_Уь Ук) отнесем числа 

<1\к -  ац и 0\к—Ьц, которые интерпретируются соответственно как нижняя и верхняя границы допустимой длины этой дуги.Оказывается, что на сети О* задача (3) — (4) может быть сформулирована следующим образом: требуется каждой дуге 
{у и у к) сети О* приписать длину >чк е [г/|К, Ак| так, чтобы все пути по й* из у 0 в Ун имели одну и ту же длину 10 и надо, найти наименьшее и наибольшее значения 10 .



Для решения этой задачи предложен в § 3 алгорифм, основанный на специальном методе расстановки и исправления пометок в вершинах сети О*. Показано, как по решению двойственной задачи (3) — (4) получить решение задачи (1) — (2).Во в т о р о й  главе приведены методы для решения некоторых задач дискретного программирования на сети. Хотя подобные задачи изучались в работах — [4], [5], [6], [7] — однако общего подхода к их решению не существует. В рассматриваемой главе для решения этих задач приведены алгорифмы, основанные на методе ветвей и границ, существенно использующие специфику рассматриваемых задач.В § 1 рассматривается задача отыскания максимального потока но произвольной сети О = [Ы ;А ] по каждой дуге (л'|, Ху) которой величина потока является некоторым числом из множества х,) - 10| и |« н , ЛД, где 0 -< а ц -< 6 ц ,«и и Ьц — целые числа. Поставленная так задача имеет комбинаторный характер. Для ее решения приведен алгорифм [13] типа метода ветвей и границ. Особенностью алгорифма является то, что для отыскания границ на каждом шаге решается классическая задача о максимальном потоке. При этом полученное решение используется при построении некоторого приближения в последующих задачах о максимальном потоке, решаемых для отыскания границ.В § 2 исследуется транспортная задача на сети 0=[1Ч; А] с  величиной потока но каждой дуге (Х), X}) е А  равной некоторому числу из множества ф (хв  Ху), т. е. изучается задача отыскания минимума функцииг = Е с ц / ( Х |, х }) (5)
Апри ограничениях на дуговые потоки / (хц х^):| V еСЛИ X) — х„X /  (Х|. X,) X/(Ху, Х|) ] О еСЛИ Х| ф  х 0, Хн (6)

X ; е А  (Х|) Ху 6 В(Х\) } Т* если Х| X»/(Х|, Ху) е С?(Хи Ху) ДЛЯ всех (х ь Ху) е А ,  где Сц — СТОИМОСТЬ перевозки единицы груза из Ху И Ху по дуге (Х|, Х у), V — количество единиц груза, которое необходимо доставить из х 0 в х „.Задача (5) — (6) также решается методом типа ветвей и границ. При этом для построения оценок используется реше- ‘ние этой задачи при условии, что ()(Х1, X)) =  [<*Ч, Ьц\, где ад



;равно либо 0, либо щ .  Решение последней задачи основано на критерии оптимальности, устанавливаемом следующей теоремой:Т Е О Р Е М А . Допустимое решение |/0 (Х|, .д̂ ), -и] задачи (5) — (6) при (л'ь X]) =  [а,,-, Ьц\ оптимально тогда и только тогда,' когда нет циклов отрицательной длины в сети О с длинами дуг, определенными следующим образом:| сц если / 0 (лк X]) : Ьц ! если / 0(х ь X}) = ЬцI О) если / 0 (л:|, > « ^^  '  ( -о если /„ (х и х ^  а£|Последний параграф второй главы посвящен решению 'следующей задачи: среди всех допустимых стационарных потоков фиксированной величины V из х„ в х„ по х пх „ -плоской сети П =  [Ы;А], по каждой дуге (лд х^) которой величина потока является числом из множества (х) (ЛГ|, х{)(%, & ]̂ найти потоку которого число дуг с нулевым дуговым потоком максимально.Задача, двойственная к этой, при рассмотрении на двойственной сети заключается в отыскании максимального числа .дуг (VI, ух) нулевой длины Аш двойственной сети О*, если прд длиной Х)к дуги ( у и у к) этой сети, соответствующей дуге (ЗС|, Х\) сети в , понимать число >чк е <3(ЭС|. х^), выбранное так, чтобы все пути по О* из у п в _у5 имели одну и ту же длину V.Для получения решения прямой задачи ищется решение двойственной методом тина ветвей и границ. При отыскании нижней и верхней оценок возможного числа дуг с нулевой длиной для каждого допустимого решения двойственной задачи использован алгорифм, изложенный в § 3 первой главы.В т р е т ь е й  главе исследуется задача выпуклого целочисленного программирования: каждой дуге {Х\, х-̂ ) произвольной ориентированной сети О == [Л?; 4̂] отнесено множество 
{XI, л*) \щ, Ьц\ действительных чисел, где о

ац и Ь\] — целые числа, и некоторая функция /у (/ц) определенная для всех t\j е (3(х(, лгр). Необходимо каждой дуге



т(ля, х\) сопоставить целое число /11 е Ц (лч. х \). интерпретируемое как длина дуги (лщлу), так, чтобы длина любой цени из х (1 в .ху, по О не превышала некоторого наперед заданного числа Т и чтобы при этом достигался минимум функции~ Е / у ( Д ) .
лПодобная задача для случая линейных или кусочно-линейных функций /ц (ПО изучалась в совместной работе Келли и Уолкера [15] и в работе Келли [16] и изложена в [3], [10]. Предложенные там алгорифмы при линейных /у (ПО сводятся к решению ряда задач о максимальном потоке на сети 0=[Л/;Л] со специально определенными параметрами. В случае кусочно-линейных функций /у  (/у) строится вспомогательная сеть, имеющая значительно большее число вершин и дуг, чем исходная, что создает известные неудобства при решении. Эта же задача в случае выпуклых убывающих функций /у (ПО и без требования целочисленности решается в работе [9] методом наискорейшего спуска.В рассматриваемой главе предложены методы решения поставленной задачи для случая, когда /у (/у) выпуклые вниз функции и сеть О является х п х п-плоской, при этом существенно используется двойственный подход.Для сети П =  [У; А] строится двойственная сеть аналогично тому, как это делается в первой главе настоящей работы. Пусть {Д , 7’!}, £=тЧ/, /. У--0 ,1 ,..., п — некоторое допустимое решение задачи, которое удовлетворяет условию: для каждой некритической дуги (XI, X}) имеют место неравенства:

/ц  (Д  +  1) /у ( Д ) > 0  если /1] <  Ь\\/й (Д  1) /ц (Д ) > 0  если Д  >  щ(Здесь Т\ величина самой длинной цепи из х 0 в ду, если считать длину каждой дуги (да, лу) равной Д ; критическими Называем дуги каждой цепи из х 0 в х„ длина которой равна Т  для заданной системы значений Д ) .Исходя из этого допустимого решения {Д , каждой дуге (до, X]) сети О ставится в соответствие два числа су и С]1 — по правилу:



{ 1) /\] (<и) если дуга рл ,л ^) критическая
1И ^1] >  ~С1\]| если дуга (хь А'|) критическая и /4 ац,

I /и Нч 1) /ч ( ч̂) если дуга (ап, л̂ ) критическая, сц [ Н] Ь\\ и /\\ (/ц -г 1) /|] (/4 ) < 0 .! 0 во всех остальных случаях.
С\) С}1 I) для всех некритических дуг.Число П] (ср) характеризует -величину приращения целевой функции ~, если /р ДЛЯ дуги (ап, X}) уменьшить ■(увеличить) на единицу.Длину /ц< каждой дуги (_ум, >»к) сети (7* определяем так:Чк с]\ если (ш, Ук) пересекает дугу (.п , лр) е А  так, что вершина дх нахо дится справа от (у\, Ук);

, л ' ' <7>Мк су если Ом, Ук) пересекает дугу (лп, л )̂ е А так, что вершина д̂  находится справа от Ом, Ук):Имеет место следующаяТ Е О Р Е М А  (критерий оптимальности допустимого решения).Допустимое решение [/р, Т)У оптимально тогда и только тогда, когда двойственная сеть с длинами дуг, определенными в соответствии с (7), не содержит ни одного простого направленного цикла отрицательной длины.Предложены два варианта алгорифма для решения поставленной задачи, каждый из которых существенно использует полученный критерий оптимальности.Первый из них состоит в следующем: отправляясь от некоторого допустимого решения, уменьшаем от шага к шагу значение целевой функции путем исправления величин /ц для дуг(лл.Дч), соответствующих дугам циклов отрицательной длины по О*. Последние ищем при помощи метода, использующего идею Форда и Фалкерсона [10] для обоснования алгорифма отыскания кратчайшей цепи посети. Процесс закончен, если сеть О*  с длинами дуг, определенными по некоторому допустимому решению . 7 ' не содержит циклов отрицательной длины.



Во втором варианте отправляемся от системы значении/і] є Q(A'i, .vj) и соответствующих значений Т), j  = - 0 , 1 /г, при которых достигается min с  -- S / ij (/ij).
АЕсли оказалось, что /’„ Т, то найдено оптимальное решение. Если же 7 '„> Г , то производим следующую операцию:исходя из системы чисел j/jj, 7j}, определяем длины дуг сети 

G *  в соответствии с (7) и находим кратчайшую цепь из_у„ b _vs. Если теперь по специальному правилу [12] исправить t\\ для дуг (ли, -Vj), соответствующих дугам этой кратчайшей цепи.то уменьшим Т и по крайней мере на единицу и получим систему значений J/jj, 7 jj, 7',, 1, при этом значение целевойфункции увеличится минимально т. е. будет получен minс  для 7',, Тп 1. Процесс продолжается до тех пор, пока не будет найдено первое допустимое решение, являющееся оптимальным решением задачи.Этот вариант алгорифма близок но идее к методу Келли решения параметрической задачи минимизации стоимости проекта для случая f\\ (6j) 'Щ /jj Щ . Вместо отыскания минимального разреза в сети с определенными специальным образом числовыми параметрами путем решения задачи о максимальном потоке, предлагаемый метод для этих же целей использует алгорифм построения кратчайшей цепи по двойственной сети.Все изложенные в диссертации алгорифмы иллюстрируются числовыми примерами.Основные результаты, изложенные в статьях автора [11], [12], [13], [14] докладывались и обсуждались на Киевском семинаре по математическому программированию, на Второй и Третьей всесоюзных зимних школах по математическому программированию и смежным вопросам в г. Дрогобыч, на IV республиканской конференции молодых математиков Украины, на научно-методических конференциях профессорско- преподавательского состава Дрогобычского пединститута им. Ив. Франко.
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