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Анотацiя. Вводяться в розгляд i дослiджуються перетворення простору Rn, якi
зберiгають фрактальну ентропiйну розмiрнiсть. Показано, що бiлiпшицевi перетво-
рення, зокрема афiннi перетворення R2, належать групi таких перетворень. Дове-
дено критерiй належностi функцiї розподiлу випадкової величини з незалежними
s-адичними цифрами до групи перетворень одиничного вiдрiзка, якi зберiгають фра-
ктальну ентропiйну розмiрнiсть.

Abstract. We introduce and study transformations of Rn preserving the fractal en-
tropy dimension. It is shown that bi-Lipschitz transformations, in particular affine trans-
formations of R2, belong to the group of such transformations. We also prove the criterion
for the distribution function of the random variable with independent s-adic digits to
belong to the group of transformations of unit interval preserving the fractal entropy
dimension.

1. Вступ

Центральним поняттям теорiї фракталiв (фрактальної геометрiї, фрактального
аналiзу) є поняття метричної розмiрностi, яка може набувати як цiлих, так i дробо-
вих значень. Широко використовується цiлий ряд рiзних метричних розмiрностей.
Класичними в цьому вiдношеннi є розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича (її iнодi нази-
вають просто розмiрнiстю Хаусдорфа) та ентропiйна розмiрнiсть. Першоджерелом
iдей метричних розмiрностей i мiр дробових порядкiв є робота Фелiкса Хауcдорфа
”Розмiрнiсть i зовнiшнi мiри” [8]. Цi поняття покладенi в основу фрактальної геоме-
трiї [6], групове тлумачення якої було дано в роботах [2, 4].
Мiра Хаусдорфа. Нехай M — повний метричний простiр з метрикою ρ, E —

його обмежена пiдмножина, d(E) — дiаметр E, h(t) — неперервна зростаюча дiй-
снозначна функцiя, задана на пiвосi t ≥ 0, причому h(0) = 0 (клас таких функцiй
позначатимемо через H0), FM — сiм’я пiдмножин простору M така, що для ∀E ⊂ M
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i ∀ε > 0 iснує не бiльш нiж зчисленне ε-покриття {Gi}, Gi ∈ FM , множини E (тобто
∃{Gi}, Gi ∈ FM , E ⊂ ⋃

i

Gi, d(Gi) ≤ ε). Для заданих E, h i будь-якого ε > 0

означимо функцiю

mε
h(E) = inf

d(Gi)≤ε

{∑
i

h[d(Gi)] : E ⊂
⋃
i

Gi

}
,

де нижня грань береться за всеможливими, не бiльш нiж зчисленними, ε-покриттями
{Gi}, Gi ∈ FM , множини E.

Число
Hh(E) = lim

ε↓0
mε

h(E) = sup
ε>0

mε
h(E) (1)

називають зовнiшньою h-мiрою Хаусдорфа множини E, що вiдповiдає сiм’ї покрит-
тiв FM . При цьому функцiю h називають вимiрюючою, а зовнiшню мiру mε

h — мi-
рою наближення порядку ε.
Оскiльки функцiя множиниmε

h(E) є незростаючою по ε (при зменшеннi ε iнфiмум
визначається по все бiднiшому класу покриттiв), то границя в (1) (скiнченна чи
нескiнченна) завжди iснує, а отже, завжди визначена величина Hh(E), яка на σ-
кiльцi Hh-вимiрних множин простору Rn є борелiвською регулярною мiрою.
Нагадаємо [5], що множина E ∈ 2M називається μ∗-вимiрною (або вимiрною по

вiдношенню до зовнiшньої мiри μ∗), якщо для довiльного A ⊂ M

μ∗(A) = μ∗ (A ∩ B) + μ∗ (
A ∩ Ē)

)
= μ∗(A ∩ E) + μ∗(A \ E).

Рiзнi сiм’ї FM i функцiї h приводять, взагалi кажучи, до рiзних мiр Hh(·). В
наукових дослiдженнях фiгурує чимало рiзних варiацiй означення мiри Хаусдорфа.
Далi M = Rn. Якщо в якостi FM розглядається сiм’я всiх непорожнiх пiдмножин
простору M , а h(t) = γ(α)tα, де α — фiксоване додатне (не обов’язково цiле) число,
а γ(α) — додатна константа, залежна лише вiд α (зокрема,

γ(α) =
Γα(1

2
)

2αΓ(1 + α
2
)
, де Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−t dt — гамма-функцiя Ейлера), (2)

то h-мiру Хаусдорфа називають α-мiрною мiрою (α-мiрою) Хаусдорфа. Її позначати-
мемо Hα(·) (права частина равностi (2) є об’ємом α-мiрної кулi радiуса t).
Якщо в якостi FM розглядати сiм’ю всiх непорожнiх замкнених множин або сiм’ю

всiх вiдкритих множин простору M , то отримаємо ту ж саму Hα-мiру Хаусдорфа,
хоча наближаючi мiри порядку ε можуть вiдрiзнятись одна вiд одної.
Якщо FM — сiм’я всiх замкнених (вiдкритих) куль в M , то Hα(E) називається

сферичною α-мiрою Хаусдорфа. Коли ж покриття здiйснюються кулями однакового
дiаметра, то таку мiру називають ентропiйною.
При натуральних m Hm-мiра Хаусдорфа з функцiєю h(t), означеною рiвнiстю

(2), для множин простору Rn спiвпадає з зовнiшньою m-вимiрною мiрою Лебега.
Для iнших констант γ(m) цi мiри кiлькiсно вiдрiзняються, але їх рiвнiсть нулю або
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нескiнченностi досягаються одночасно. Таким чином,Hα-мiра Хаусдорфа узагальнює
зовнiшню мiру Лебега з цiлочисельних значень α на довiльнi додатнi. При її означеннi
не використовується розмiрнiсть простору, в якому вона розглядається, що створює
додатковi зручностi. Бiльше того, вона дозволяє сформулювати суттєвi вiдмiнностi
у властивостях множин нетривiальної (вiдмiнної вiд нуля i нескiнченностi) Hα-мiри
для цiлих та дробових α в термiнах самої Hα-мiри [5].

Теорема 1. [11] Для того щоб компакт C ⊂ Rn мав нульову h-мiру Хаусдорфа,
необхiдно i досить, щоб для кожного ε > 0 iснував скiнченний розклад компакта
C = A1

⋃
...

⋃
Ak такий, що

h[d(A1)] + ... + h[d(Ak)] < ε.

Очевидно, що h-мiра Хаусдорфа є монотонно неспадною функцiєю множини, тоб-
то з E1 ⊂ E2 випливає Hh(E1) ≤ Hh(E2). Кожне стискуюче вiдображення, визначене
в околi множини, може, як легко показати, тiльки зменшити його h-мiру.

Фрактальною розмiрнiстю множини E ⊂ M , що вiдповiдає сiм’ї покриттiв FM ,
називається число

α0 = α0(E, FM) = inf{α : Hα(E) = 0} = sup{α : Hα(E) 
= 0}. (3)

Фрактальна розмiрнiсть множини E визначається поведiнкою Hα(E) як функцiї
числа α. Коректнiсть означення фрактальної розмiрностi обгрунтовує наступна вла-
стивiсть мiри Хаусдорфа:

якщо Hα1 < ∞, то Hα2 = 0 для всiх α2 > α1;
якщо Hα2 
= 0, то Hα1 = ∞ для всiх α1 < α2.
Взагалi кажучи, Hα0(E) може бути додатним числом, нулем або нескiнченнiстю.
Вiдмiтимо деякi властивостi фрактальної розмiрностi.

(1) якщо E1 ⊂ E2, то α0(E1) ≤ α0(E2);

(2) α0

(
m⋃

n=1

En

)
= max

1≤n≤m
{α0(En)} (властивiсть скiнченної стабiльностi);

(3) якщо множини E1 i E2 геометрично подiбнi (тобто iснує перетворення подi-
бностi, яке переводить E1 в E2), то α0(E1) = α0(E2).

В роботi [2] введенi в розгляд i дослiдженi перетворення, що зберiгають розмiр-
нiсть Хаусдорфа-Безиковича. З їх допомогою в [3, 4] дано трактування фрактальної
геометрiї як науки про iнварiанти групи перетворень простору, якi зберiгають роз-
мiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича.
В данiй роботi ми, пiдтримуючи попередню iдеологiю, вивчаємо аналогiчнi пере-

творення для ентропiйної мiри (розмiрностi).
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2. Фрактальна ентропiйна розмiрнiсть множини

Нехай Hα
∗ — ентропiйна α-мiра, про яку йшлося вище. Її можна означити на-

ступним чином. Нехай E — обмежена множина простору Rn, α — фiксоване дiйсне
додатне число. Для кожного ε > 0 покладемо

Hα
∗ (E, ε) = inf

d≤ε
N(d)dα,

де N(d) — найменше число dα-куль, необхiдних для покриття множини E. Нижня
грань береться за всеможливими покриттями dα-кулями з дiаметрами d ≤ ε. При
цьому число N(d)dα називається α-об’ємом покриття.
Функцiя N(d) набуває натуральнi значення для всiх додатних d, змiнюючись ли-

ше в точках деякої послiдовностi {εn}, εn → 0 (n → ∞). Вона є постiйною на
iнтервалах (εn+1, εn), n = 1, 2, ..., i необмежено зростає, коли d прямує до нуля (якщо
множина E не є скiнченною). Наприклад, якщо E = [0; 1], то

N(d) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
d
, коли 1

d
— цiле,

[
1
d

]
+ 1, коли 1

d
— не є цiлим,

де [x] — цiла частина числа x. Тому послiдовнiстю {εn} в цьому випадку є
{

1
n

}
, де

n = 1, 2, ... . Таким чином, для обмеженої множини E i фiксованого α ≥ 0 однозначно
визначається значення функцiї Hα

∗ (E, ε). Вона є незростаючою по ε, тобто для ε1 > ε2

Hα
∗ (E, ε1) ≤ Hα

∗ (E, ε2). Справдi, зменшуючи ε, нижня грань береться за все бiльш
бiдним класом покриттiв.

Ентропiйною α-мiрною мiрою множини E називається число

Hα
∗ (E) = lim

ε→0
Hα

∗ (E, ε) = lim
ε→0

(
inf
d≤ε

N(d)dα

)
.

Ентропiйна мiра Hα
∗ (E) множини E, в залежностi вiд α, може бути рiвною нулю,

додатному числу або ж нескiнченностi. Дiйсне невiд’ємне число α∗(E), при якому
α-мiрна ентропiйна мiра множини E нетривiальна або

α∗(E) = inf{α : Hα
∗ (E) = 0} = sup{α : Hα

∗ (E) 
= 0}
називається ентропiйною розмiрнiстю множини E.

Зауваження. Ентропiйна розмiрнiсть вiдрiзняється вiд розмiрностi Хаусдорфа-
Безиковича. Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича зчисленної множини рiвна 0, а ен-
тропiйна розмiрнiсть зчисленної, але всюди щiльної множини бiльша 0. Наприклад,
множина рацiональних чисел вiдрiзка [0, 1] має ентропiйну розмiрнiсть рiвну 1.
Ентропiйна розмiрнiсть не має властивостi зчисленної стабiльностi:

α0

(⋃
n

En

)
= sup

n
α0(En),

але володiє скiнченною стабiльнiстю.
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3. Локальна ентропiйна розмiрнiсть

Означення 1. Локальною ентропiйною розмiрнiстю множини E в точцi x0 на-
зивається число

α∗(E, x0) = lim
ε→0

α∗(E ∩ O(x0, ε)) = inf
ε>0

α∗(E ∩ O(x0, ε)), (4)

де O(x0, ε) — ε-окiл точки x0.

Якщо ε1 < ε2, то
E ∩ O(x0, ε1) ⊂ E ∩ O(x0, ε2)

i
α∗(E ∩ O(x0, ε1)) ≤ α∗(E ∩ O(x0, ε2)).

Тому границя (4) завжди iснує, а отже визначена локальна ентропiйна розмiрнiсть
множини E в довiльнiй точцi.
Очевидно, що 0 ≤ α∗(E, x0) ≤ α∗(E) для довiльного x0 ∈ Rn.

Теорема 2. 1. Для кожної обмеженої множини E ⊂ Rn

α∗(E) = sup
x∈E

α∗(E, x).

2. Якщо E — замкнена множина, то iснує точка x0 ∈ E така, що

α∗(E) = α∗(E, x0).

Доведення. Розiб’ємо простiр Rn на пiввiдкритi куби K
(i)
1 з довжиною ребра 1.

Обмежена множина E має лише зi скiнченною кiлькiстю кубiв непорожнiй перерiз.
Нехай це Kim

1 , m = 1, m1. Серед них є принаймнi один (нехай K
im1
1 ), такий, що

α∗(E) = α∗
(
E ∩ [K

im1
1 ]

)
,

[K
im1
1 ] замикання K

im1
1 .

Розбивши Km1
1 на 2n рiвних кубiв Km1m

2 з довжиною ребра 1
2
, знайдемо Km1m2

2

такий, що
α∗(E) = α∗(E ∩ [Km1m2

2 ])

i т.д. Отримаємо послiдовнiсть вкладених замкнених кубiв Km1m2...mk , k = 1, 2, ...,
таких, що

α∗(E) = α∗(E ∩ [Km1m2...mk ]).

За аксiомою Кантора iснує єдина точка x0 — спiльна для всiєї послiдовностi кубiв.
За означенням локальної розмiрностi

α∗(E, x0) = α∗(E).

Якщо E — замкнена, то x0 ∈ E, а отже , має мiсце друге твердження теореми. �
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4. Перетворення, якi зберiгають ентропiйну розмiрнiсть

Означення 2. Перетворення f метричного простору Rn (тобто бiєктивне вiдобра-
ження Rn на себе) називатимемо перетворенням, яке зберiгає ентропiйну розмiр-
нiсть, якщо розмiрнiсть довiльної множини G ⊂ Rn i ї ї образу G′ = f(G) спiвпада-
ють, тобто

α∗(G) = α∗(G′) = α∗(f(G)).

Такi перетворення називатимемо ентропiйними або E-перетвореннями.

Теорема 3. Множина E всiх перетворень метричного простору (M, ρ), що збе-
рiгають ентропiйну розмiрнiсть, утворює групу вiдносно операцiї ◦ (композицiя
перетворень), одиничним (нейтральним) елементом якої є тотожнє перетворен-
ня.

Доведення. Як вiдомо, множина F всiх перетворень кожної непорожньої мно-
жини (зокрема Rn) разом з операцiєю ”композицiя” утворює групу. Оскiльки E пiд-
множина F , то скористаємось критерiєм пiдгрупи.
Очевидно, що з f1, f2 ∈ E випливає f2 ◦ f1 ∈ E , оскiльки

α∗(G′′) = α∗(f2(G
′)) = α∗(f1(G)) = α∗(G) ∀G ⊂ M.

З того, що f ∈ E випливає, що f−1 ∈ E .

Справдi, якщо F = f(G′), то F ′ = f−1(G); i з того, що α∗(G) = α∗(G′) маємо
α∗(G′) = α∗(f−1(G′)) = α∗(G).
Отже, (E , ◦) — група за критерiєм пiдгрупи. �

Зауважимо, що група E є нетривiальною, оскiльки кожне перетворення подiбностi
є E-перетворенням.

Теорема 4. Якщо для перетворення f метричного простору Rn iснують дода-
тнiй константи λ1 i λ2 (λ1 < λ2) такi, що для довiльних точок x, y ∈ M i їх образiв
f(x) i f(y) мають мiсце нерiвностi

λ1ρ(x, y) ≤ ρ(f(x), f(y)) ≤ λ2ρ(x, y), (5)

то перетворення f зберiгає ентропiйну розмiрнiсть.

Доведення. З нерiвностей (5) випливає

λ1d(E) ≤ d[f(E)] ≤ λ2d(E) ∀E ⊂ M.

Якщо {Ej} — довiльне ε-покриття E, то {f(Ej)} — деяке ε1-покриття множини
f(E) i

inf
d(Ej)≤ε1

λ1N(d)dα(Ej) ≤ inf
d[f(Ej)]≤ε

N(d)dα[f(Ej)] ≤ inf
d(Ej)≤ε1

λ2N(d)dα(Ej)

для довiльного α > 0. Тому

λ1H
α
∗ (E) ≤ Hα

∗ [f(E)] ≤ λ2H
α
∗ (E).
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Тобто Hα
∗ [f(E)] i Hα

∗ (E) одначасно рiвнi 0 або ∞, а отже, E i f(E) мають однакову
ентропiйну розмiрнiсть. �

Наслiдок 1. Кожне афiнне перетворення простору R2 є перетворенням, що
зберiгає ентропiйну розмiрнiсть.

Доведення. Дане твердження випливає з того, що для кожного афiнного пере-
творення iснують додатнi константи λ1 i λ2 такi, що виконується умова (5). �

Означення 3. Перетворення f простору Rn, для якого виконується рiвнiсть

α∗(E, x) = α∗(E ′, x′)

для кожної множини E ⊂ Rn, будь-якого x ∈ Rn та їх образiв E ′ = f(E), x′ = f(x),
називається перетворенням, що зберiгає локальну ентропiйну розмiрнiсть.

Теорема 5. Неперервне перетворення f простору Rn зберiгає ентропiйну роз-
мiрнiсть тодi i тiльки тодi, коли воно зберiгає локальну розмiрнiсть.

Доведення. 1. Нехай f — неперервне перетворення, що зберiгає ентропiйну роз-
мiрнiсть. Доведемо, що f зберiгає локальну ентропiйну розмiрнiсть.
Нехай E — довiльна множина, x0 — довiльна точка простору, E ′ = f(E), x′

0 =

f(x0).
Якщо x0 — iзольована точка для E, то x′

0 — iзольована точка для E ′ i

α∗(E, x) = α∗(E ′, x′) = 0.

Нехай x0 — гранична точка для E. Оскiльки перетворення f неперервне, то x′
0 —

гранична для E ′. За умовою
α∗(E) = α∗(E ′).

Тому
α∗(E ′, x′

0) = lim
ε→0

α∗(E ′ ∩ O(x′
0, ε)) = lim

ε→0
α∗(Eε(x0)), (6)

де Eε(x0) — прообраз E ′ ∩ O(x′
0, ε), тобто f(Eε(x0) = E ′ ∩ O(x′

0, ε).

Очевидно, що x0 ∈ Eε(x0) i Eε1(x0) ⊂ Eε2(x0), якщо ε1 < ε2.
Оскiльки f — неперервне вiдображення, то для будь-якого ε > 0 iснує δ = δ(ε)

таке, що
|x0x| < δ ⇒ |f(x0)f(x)| < ε.

Тому для ε > 0 iснує δ-окiл O(x0, δ) точки x0 такий, що

f(O(x0, δ)) ⊂ O(x′
0, ε), а отже, O(x0, δ) ⊂ Eε(x0).

Звiдки E ∩ O(x0, δ) ⊂ E ∩ Eε(x0) i α∗(E ∩ O(x0, δ)) ≤ α∗(E ∩ Eε(x0)).

Перехiд до границь в останнiй нерiвностi з урахуванням (6) приводить до нерiв-
ностi

α∗(E ′, x′
0) ≥ α∗(E, x0).
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Враховуючи, що f−1 теж неперервне перетворення, аналогiчними мiркуваннями
отримаємо

α∗(E, x0) = lim
ε→0

α∗(E ∩ O(x0, ε)) = lim
ε→0

α∗(E ′
ε(x

′
0)) ≥ α∗(E ′, x′

0).

Двi останнi нерiвностi дають рiвнiсть α∗(E, x0) = α∗(E ′, x′
0), тобто f зберiгає локальну

розмiрнiсть.
2. Нехай тепер f зберiгає локальну розмiрнiсть, тобто

α∗(E, x) = α∗(E ′, x′) ∀E ⊂ Rn, ∀x ∈ Rn. (7)

Доведемо, що f зберiгає i глобальну фрактальну ентропiйну розмiрнiсть.
Оскiльки

α∗(E) = sup
x∈E

α∗(E, x) ∀E ⊂ Rn,

то з (7) маємо
α∗(E) = sup

x∈E
α∗(E, x) = sup

x′∈E′
α∗(E ′, x′) = α∗(E ′),

що й треба було довести. �

5. Неперервнi перетворення вiдрiзка [0, 1]

Нехай f — неперервне перетворення [0, 1] ⊂ R1. Тодi, очевидно, що f є строго
тзростаючою або строго спадною функцiєю. В першому випадку f(x) є неперервною
функцiєю розподiлу на [0, 1], а в другому f(x) = 1 − F (x), де F (x) є неперервною
строго зростаючою функцiєю розподiлу.
Серед строго зростаючих функцiй є такi, якi змiнюються досить ”плавно” гло-

бально i локально, iншi ж ”достатньо сильно” деформують множини. Серед функцiй
розподiлу, що бiльш менш правильно змiнюються, є абсолютно неперервнi. Непе-
рервно ж сингулярнi функцiї здатнi значно сильнiше трансформувати властивостi.
Чи узгодженi цi лебегiвськi властивостi функцiй з властивiстю зберiгати ентропiйну
розмiрнiсть?
Дiйсну неперервну строго монотонну (зростаючу або спадну) функцiю на R на-

зиватимемо E-функцiєю або функцiєю, яка зберiгає ентропiйну розмiрнiсть, якщо
для довiльної обмеженої множини G ⊂ R:

α∗(G) = α∗(f(G)),

де α∗(·) — ентропiйна розмiрнiсть.
E-функцiю f , для якої

0 < Hα
∗ (G) < ∞ ⇒ 0 < Hα

∗ (f(G)) < ∞ ∀G ⊂ R

називатимемо EH-функцiєю.
Очевидно, що кожна EH-функцiя є E-функцiєю.

Лема 1. Якщо f є E-функцiєю, то такою є kf , де k > 0.
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Дане твердження є наслiдком теореми 4.

Лема 2. Якщо f1 i f2 неперервнi строго зростаючi функцiї, то для довiльної
множини G

α∗[fm(G)] ≤ α∗[f(G)], (8)

де f = f1 + f2, m ∈ {1, 2}, α∗(·) — ентропiйна розмiрнiсть.

Доведення. Очевидно, що функцiя f є неперервною строго зростаючою. Вра-
ховуючи, що для довiльного вiдрiзка Δ = [a; b]

f(Δ) = [f1(a) + f2(a); f1(b) + f2(b)],

маємо
|fm(Δ)| < |f(Δ)| = |f1(Δ)| + |f2(Δ)|

i для всiх α ∈ (0; 1]

|fm(Δ)|α ≤ |f(Δ)|α ≤ |f1(Δ)|α + |f2(Δ)|α ≤ 2 max{|f1(Δ)|α, |f2(Δ)|α}. (9)

Якщо {Δi} — покриття dε-кулями множини G, то {fm(Δi)} є покриттям образу
G′. Оскiльки |fm(Δ)| < |f(Δ)|, то Nε(fm(G)) ≤ Nε(f(G)) i

Hα
∗ (fm(G)) ≤ Hα

∗ (f(G)).

З властивостi ентропiйної α-мiри:

Hα
∗ (B) =

{
0 при α > α∗,

∞ при α < α∗,

де α∗ = α∗(B), випливає нерiвнiсть (8). �

Наслiдок 2. Якщо f1 i f2 неперервнi строго зростаючi функцiї, якi зберiгають
ентропiйну розмiрнiсть, то функцiя f = f1 + f2 її не зменшує.

Теорема 6. Для того, щоб неперервна строго зростаюча функцiя f зберiгала
ентропiйну розмiрнiсть будь-якої борелiвської множини, необхiдно i достатно, щоб
вона зберiгала розмiрнiсть досконалих нiде не щiльних нуль-множин Лебега.

Доведення. Необхiднiсть очевидна. Вона випливає з означення функцiї, що
зберiгає ентропiйну розмiрнiсть, i того, що кожна досконала нiде не щiльна нуль-
множина Лебега є борелiвською.

Достатнiсть (вiд супротивного). Нехай iснує борелiвська множина G така, що

α∗ = α∗(G) 
= α∗(G′) = α∗, де G′ = f(G).

Оскiльки f — неперервна строго зростаюча функцiя, то G′ є борелiвською множиною.
Можливi випадки:

1. α∗ < α∗, 2. α∗ > α∗.
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Зупинимось на випадку 1. Розглянемо α′ ∈ (α∗; α∗). За властивiстю ентропiйної
α-мiри

Hα′
∗ (G′) = ∞.

Тодi iснує [6] компактна множина G′′ ⊂ G така, що

0 < Hα′
∗ (G′′) < ∞,

тобто α∗(G′′) = α′ < α∗ ≤ 1. З того, що α∗(G′′) < 1 випливає, що G′′ — нiде не щiльна
нуль-множина Лебега. Тодi множина G′′

0 = G′′ \ I, де I — множина iзольованих точок
G′′ (якщо такi iснують), є досконалою нiде не щiльною нуль-множиною Лебега

α∗(G′′
0) = α∗(G′) = α′.

Досконалою i нiде не щiльною є множина G0 = f−1(G′′
0), що випливає з строгої

монотонностi фуекцiї f . Оскiльки G0 ⊂ G, то α∗(G0) ≤ α∗. Тодi

α∗(f(G0)) = α∗(G′′
0) = α′ > α∗,

що суперечить умовi, а саме, що f зберiгає розмiрнiсть.
2. Нехай тепер виконується α∗ > α∗. Розглянемо α′ ∈ (α∗, α∗). Тодi за власти-

вiстю ентропiйної α-мiри Hα′
∗ (G) = ∞ i по згаданiй вище причинi iснує досконала

пiдмножина G̃ ⊂ G така, що

0 < Hα′
∗ (G̃) < ∞, тобто α∗(G̃) = α′.

Використовуючи аналогiчнi вище наведеним мiркування, можна отримати про-
тирiччя i в цьому випадку. �

6. Збереження розмiрностi функцiєю розподiлу випадкової величини з
незалежними s-адичними цифрами

Розглядається випадкова величина

ξ =
∞∑

k=1

ηks
−k, (10)

де ηk — незалежнi випадковi величини, якi набувають значень 0, 1, ..., s− 1 з ймовiр-
ностями p0k, p1k, ..., p(s−1)k вiдповiдно (pik ≥ 0, p0k + p1k + ... + p(s−1)k = 1), k = 1, 2, ....
Структура i властивостi, включаючи фрактальнi, розподiлiв цього класу випад-

кових величин добре вивченi [5].

Теорема 7. [5] Розподiл випадкової величини ξ є чистим, причому
1) чисто дискретним — тодi i тiльки тодi, коли

∞∏
k=1

max
0≤i≤s−1

{pik} > 0; (11)
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2) чисто абсолютно неперервним — тодi i тiльки тодi, коли
∞∑

k=1

s−1∑
i=0

(1 − spik)
2 < ∞; (12)

3) чисто сингулярним — тодi i тiльки тодi, коли нескiнченний добуток (11) i
ряд (12) розбiгаються одночасно.

Наслiдок 3. Якщо s-адичнi цифри випадкової величини ξ однаково розподiленi
(тобто pik = pi ∀k ∈ N), то розподiл ξ є чисто дискретним тодi i тiльки тодi,

коли max
i

{pi} = 1; чисто абсолютно неперервним тодi i тiльки тодi, коли pi =
1

s
,

i = 0, s − 1, сингулярно неперервним, коли iснує pi 
= 1

s
.

Лема 3. [5] Функцiя розподiлу Fξ випадкової величини ξ представляється у ви-
глядi

Fξ = βα1(x) +
∞∑

k=2

[
βαk(x)

k∏
j=1

pαj(x)j

]
, x ∈ [0; 1],

де αk(x) — k-та s-адична цифра x (αk(x) ∈ {0, 1, ..., s − 1}), βαk(x) =
αk(x)−1∑

i=0

pij.

Теорема 8. Для того, щоб функцiя розподiлу випадкової величини ξ з незале-
жними однаково розподiленими s-адичним цифрами зберiгала ентропiйну розмiр-

нiсть необхiдно i достатньо, щоб pi =
1

s
, i = 0, s − 1.

Доведення. Достатнiсть очевидна, оскiльки при pi =
1

s
функцiя розподiлу є

лiнiйною: Fξ(x) = x i задає тотожнє перетворення.
Необхiднiсть доведемо методом вiд супротивного. Припустимо, що функцiя Fξ(x)

зберiгає ентропiйну розмiрнiсть i iснує pi 
= 1

s
. Оскiльки p0 + p1 + ... + ps−1 = 1, то, не

порушуючи загальностi, можна вважати, що pi >
1

s
.

Нехай j = |i − 1|. Розглянемо множину
C = {x : x = Δs

α1...αn..., (α2k−1α2k) ∈ {(i, i), (j, j)} ∀k ∈ N}.
Множина C є самоподiбною [5], її самоподiбна розмiрнiсть спiвпадає з ентропiйною

i дорiвнює α∗(C) =
1

2
logs 2.

Множина C ′ = Fξ(C) також є самоподiбною i її самоподiбна (а отже, i ентропiйна)
розмiрнiсть α∗(C ′) є розв’язком рiвняння:

p2x
i + p2x

j = 1,

який при умовi, що pi 
= 1

s
, не спiвпадає з

1

2
logs 2. Отримане протирiччя доводить

необхiднiсть. �
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Наслiдок 4. Функцiя розподiлу випадкової велчини ξ з незалежними однаково
розподiленими s-адичними цифрами зберiгає ентропiйну розмiрнiсть тодi i тiльки
тодi, коли вона є абсолютно неперервною.
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