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Про аномальну фрактальнiсть одного класу
множин ланцюгових дробiв iз зростаючими елементами

Д. В. Кюрчев

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова)

Анотацiя. Розглядається множина елементарних ланцюгових дробiв, елементи
яких утворюють строго зростаючу послiдовнiсть. Побудовано сингулярну ймовiр-
нiсну мiру, зосереджену на такiй множинi. Також вивчено один клас пiдмножин цiєї
множини, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича яких дорiвнює нулю.

Abstract. We take into consideration the set of elementary continued fractions whose
partial quotients form a strictly increasing sequence. We construct a singular probability
measure supported on this set. We also study one class of the subsets of this set, whose
Hausdorff-Besicovitch dimension equals zero.

Вiдомо [1], що кожне iррацiональне число x єдиним чином представляється у
виглядi нескiнченного ланцюгового дробу

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
. . .

≡ [a0; a1, a2, . . .], (1)

а кожне рацiональне — у виглядi скiнченного ланцюгового дробу

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
. . . +

1

an

≡ [a0; a1, a2, . . . , an], (2)

де a0 — цiле, ak (k = 1, 2, . . .) — натуральнi числа, якi називаються його елементами.
Будемо розглядати далi лише випадок, коли x ∈ (0, 1], тобто a0 = 0, i вживати
позначення x = [a1, a2, . . .] або x = [a1, a2, . . . , an] вiдповiдно.

В метричнiй теорiї ланцюгових дробiв виникає чимало множин, числа яких воло-
дiють певними властивостями свого елементарного ланцюгового представлення. Як
правило, такi множини однаково малi з точки зору мiри Лебега (вона дорiвнює нулю),
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проте вiдрiзняються своїми фрактальними властивостями[10]. Проблемам обчислен-
ня розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича таких множин присвячено цiлий ряд наукових
дослiджень: [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]. Створено прийоми, що дозволяють знаходити
розмiрнiсть з певною точнiстю та знайдено її оцiнки, проте точнi формули для обчи-
слення розмiрностi множин, визначених в термiнах ланцюгових дробiв, у бiльшостi
випадкiв не вiдомi.

Багато дослiджень присвячено проблемам знаходження розмiрностi Хаусдорфа-
Безиковича множини E ′

M = {x : x = [a1, a2, . . . , ai, . . .], ai ≤ m ∀i = 1, 2, . . .}, зокрема,
це роботи Ярнiка[2], Гуда[3], Кiннi i Пiтчера[4], Хенслi[8] та iншi.

Починаючи з роботи [3], вивчалися фрактальнi властивостi множин ланцюго-
вих дробiв iз зростаючими елементами. Серед цих множин були i такi, розмiрнiсть
Хаусдорфа-Безиковича яких дорiвнює нулю. Так, в роботi [3] стверджується, що
множина

{x : x = [a1, a2, . . . , an, . . .], lim
n→∞

(ln an)
1
n → ∞}

має нульову розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, проте запропоноване в [3] доведення
виявилося некоректним i було обґрунтовано набагато пiзнiше в роботi [9], що свiдчить
про складнiсть i нетривiальнiсть таких задач.

В роботах [5] i [7] отримано оцiнки розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича множин
чисел, елементи ланцюгового представлення яких зростають не повiльнiше деякої на-
перед заданої функцiї f(n): an(x) ≥ f(n). Чим швидше зростають елементи an(x), тим
меншою є розмiрнiсть вiдповiдної множини. Зокрема, в роботi [7] доведено, що роз-
мiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини {x : x = [a1, a2, . . . , an, . . .], an ≥ 222n ∀n =

1, 2, . . .} дорiвнює нулю.

В данiй роботi ми розглядаємо клас множин EM та множину E =
∞⋃

M=1

EM . Еле-

менти ланцюгового представлення чисел цих множин an(x) зростають вiдносно по-
вiльно, проте через певнi обмеження множини EM i E виявляються також "бiдни-
ми"у фрактальному сенсi — їх розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича виявляється рiв-
ною нулю. Ми також будуємо сингулярну функцiю розподiлу, що вiдображає кожну
множину EM у множину E ′

M .
Нехай M — додатне цiле число, M > 1. Означимо множини

EM = {x : x = [a1, a2, . . . , ak, . . .]; 0 < ak − ak−1 ≤ M ∀k = 1, 2, 3, . . .},

E =
∞⋃

M=1

EM .

Очевидно, що EM i E континуальнi. Розглянемо детальнiше їх тополого-метричнi та
фрактальнi властивостi.

Нагадаємо [10], що цилiндричним вiдрiзком (цилiндром) рангу n з основою
a1a2 . . . an називається множина Δa1a2...an чисел x ∈ (0, 1], першi n елементiв лан-
цюгового представлення яких дорiвнюють a1, a2, . . . , an вiдповiдно, тобто
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Δa1a2...an =

⎧⎨
⎩

[[a1, a2, . . . , an + 1], [a1, a2, . . . , an]] , якщо n − непарне,

[[a1, a2, . . . , an], [a1, a2, . . . , an + 1]] , якщо n − парне.

Довжина цилiндра Δa1a2...an знаходиться за формулою[1]:

|Δa1a2...an| =
1

qn(qn + qn−1)
, (3)

де qn i qn−1 — знаменники пiдхiдних дробiв довiльного числа даного цилiндра, що
визначаються рекурентно: q−1 = 0, q0 = 1, qk = akqk−1 + qk−2 (k = 1, 2, . . .).

Нехай I — множина iррацiональних чисел, a−1 = 0, a0 = 0. Означимо функцiю
рiвностями:

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[a1, a2 − a1, . . . , ai − ai−1, . . .], якщо x ∈ I, ai − ai−1 > 0 ∀i ∈ N ;

[a1, a2 − a1, . . . , am − am−1 + 1], якщо ai − ai−1 > 0 ∀i = 1,m i

am+1 − am ≤ 0;

[a1, a2 − a1, . . . , am − am−1], якщо x = [a1, . . . , am], ai − ai−1 > 0

∀i = 1,m, am − am−1 > 1;

[a1, a2 − a1, . . . , am−1 − am−2 + 1], якщо x = [a1, . . . , am], ai − ai−1 > 0

∀i = 1,m, am − am−1 = 1;

0, якщо x = 0.

Очевидно, що функцiя F (x) встановлює взаємно однозначу вiдповiднiсть мiж
множинами [0; 1] ∩ I i EN = {x : x = [a1, a2, . . . , ak, . . .]; ak−1 < ak ∀k = 2, 3, . . .}.
При цьому множина EN є нiде не щiльною. Використовуючи iдеї з [1] i [10], легко
довести, що мiра Лебега множини EN дорiвнює нулю. Дослiдимо властивостi функцiї
F (x).

Лема 1. Функцiя F (x) є сталою на всiх сумiжних до множини EN iнтервалах.

Доведення. Iнтервал In, що має кiнцi [a1, . . . , am − 1, am] i [a1, . . . , am−1, am], де
ak+1 − ak > 0, k = 1,m − 2, i am − am−1 > 1, є сумiжним до множини EN . Кожна
точка x0 з iнтервалу In має ланцюгове зображення у виглядi

x0 = [a1, a2, . . . , am−1, am − 1, am+1(x0), am+2(x0), . . .],

де 1 ≤ am+1(x0) < am. Тому для довiльного x0 ∈ In має мiсце рiвнiсть:

F (x0) = [a1, a2 − a1, . . . , am − am−1],

таке ж значення функцiя F (x) приймає i на кiнцях iнтервалу In. Таким чином, зна-
чення F (x0) залежить вiд перших m символiв числа x0 i функцiя F (x) є сталою на
iнтервалi In. �

Лема 2. Функцiя F (x) є неспадною на вiдрiзку [0, 1].
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Доведення. Покажемо, що для довiльних двох точок x1 i x2 з вiдрiзку [0, 1],
таких що x1 < x2, виконується нерiвнiсть F (x1) ≤ F (x2).

Нехай точки x1 i x2 належать множинi EN , i не є кiнцями сумiжних iнтервалiв.
Тодi x1, x2 ∈ I ∩ EN . Отже, iснує число m таке, що ai(x1) = ai(x2), i < m, i am(x1) �=
am(x2). Якщо m - парне, то am(x1) < am(x2) i F (x1) < F (x2); якщо m - непарне, то
am(x1) > am(x2) i F (x1) < F (x2).

Нехай тепер обидвi точки x1 i x2 є кiнцями сумiжних iнтервалiв. Якщо x1 i x2 -
кiнцi одного iнтервалу, то з доведення леми 1 випливає, що F (x1) = F (x2). Якщо x1

i x2 - кiнцi рiзних сумiжних iнтервалiв, то оскiльки функцiя F (x) набуває однакових
значень на кiнцях одного iнтервалу In, можна розглядати лише тi x1 i x2, рiзниця за
модулем останнiх двох елементiв ланцюгового зображення яких бiльша за одиницю.
Якщо m — число, таке що ai(x1) = ai(x2) при i < m i am(x1) �= am(x2), то m - парне,
am(x1) < am(x2) i F (x1) < F (x2). Якщо m - непарне, то аналогiчно F (x1) < F (x2).
Якщо всi n елементiв ланцюгового зображення числа x1 спiвпадають з першими n

елементами x2, то n - парне i F (x1) < F (x2); якщо ж всi l елементiв x2 спiвпадають
з першими l елементами x1, то l — непарне i F (x1) < F (x2).

Якщо x1 є кiнцем деякого iнтервалу i має вигляд x1 = [a1, . . . , am], am − am−1 > 1,
а x2 ∈ EN i не є кiнцем iнтервалу, то за умови спiвпадання перших l < m елементiв,
аналогiчно попереднiм випадкам, F (x1) < F (x2). Якщо всi m елементiв x1 спiвпада-
ють з першими m елементами x2, то m - парне, i

F (x1) = [a1, a2 − a1, . . . , am − am−1] < F (x2) = [a1, a2 − a1, . . . , am − am−1, . . .].

Аналогiчно доводиться випадок, коли x2 - кiнець деякого iнтервалу, а x1 не є
кiнцем жодного iнтервалу.

Випадки, коли точки x1, x2 є внутрiшнiми точками iнтервалiв In, зводяться до
попереднiх, оскiльки за лемою 1 функцiя F (x) є сталою на кожному iнтервалi In

(включаючи його кiнцi). �

Лема 3. Функцiя F (x) є неперервною на вiдрiзку [0, 1].

Доведення. Оскiльки F (x) є сталою на всiх сумiжних до множини EN iнтер-
валах In, то вона неперервна у всiх внутрiшнiх точках iнтервалiв In. Залишається
довести неперервнiсть на множинi EN .

Нехай x0 — iррацiональна точка множини EN , тодi x0 = [a1, a2, . . .], ak+1 > ak

∀k = 1, 2, . . .. Розглянемо довiльну послiдовнiсть (xn), збiжну до x0. Тодi xn можна
представити у виглядi

xn = [a1, a2, . . . , am, am+1(xn), am+2(xn), . . .],

де першi m елементiв спiвпадають з елементами числа x0 i m → ∞ при xn → x0.
Звiдси

F (xn) → [a1, a2 − a1, . . .] = F (x0)
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при n → ∞ i функцiя F (x) неперервна в точцi x0.
Нехай x0 — рацiональна точка множини EN , тодi x0 = [a1, a2, . . . , am], де am −

am−1 = 1 або am −am−1 > 1. При am −am−1 = 1 для непарного m точка x0 буде лiвим
кiнцем деякого сумiжного до EN iнтервалу, тому достатньо довести неперервнiсть
злiва.

Розглянемо довiльну послiдовнiсть (xn), збiжну до x0, xn < x0 ∀n ∈ N . Починаю-
чи з деякого номера n, xn = [a1, a2, . . . , am, rm], причому rm → ∞ при xn → x0, звiдки
випливає, що am+1(xn) → ∞ i

F (xn) = [a1, a2 − a1, . . . , am−1 − am−2, 1, . . .] →
→ [a1, a2 − a1, . . . , am−1 − am−2 + 1] = F (x0)

при n → ∞. Для парного m при am − am−1 = 1 доведення аналогiчне (x0 тодi буде
правим кiнцем iнтервалу).

За умови am − am−1 > 1 для непарного m точка x0 буде лiвим кiнцем iнтервалу
In. Покажемо неперервнiсть злiва в точцi x0. Розглянемо довiльну послiдовнiсть (xn),
збiжну до x0, xn < x0 ∀n = 1, 2, . . .. Починаючи з деякого номера, члени послiдовностi
мають вигляд xn = [a1, a2, . . . , am, rm], i при xn → x0 маємо rm → ∞ i am+1(xn) → ∞,
звiдки випливає, що

F (xn) → [a1, a2 − a1, . . . , am − am−1] = F (x0).

Для парного m у випадку am − am−1 > 1 доведення аналогiчне.
Крiм того, очевидно, що

lim
x→0+

F (x) = F (0) = 0, lim
x→1−0

F (x) = F (1) = 1.

Отже, функцiя F (x) є неперервною на вiдрiзку [0; 1]. �

Нагадаємо, що функцiя розподiлу називається чисто сингулярною, якщо вона
неперервна i її похiдна майже скрiзь в смислi мiри Лебега рiвна нулю.

Наслiдком лем 1 — 3 є наступне твердження:

Теорема 1. Функцiя F (x) є сингулярною функцiєю розподiлу на вiдрiзку [0, 1],
множиною точок росту якої є множина EN .

Очевидно, що розглядувана функцiя F (x) задає деяку неперервну ймовiрнiсну
мiру μ, зосереджену на множинi EN , i вiдображає кожну множину EM у множину
E ′

M = {x : ak(x) ≤ M ∀k ∈ N}.
Теорема 2. Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини E дорiвнює нулю.

Доведення. Нехай x = [a1, a2, . . .] ∈ EM , q′k = qk(a1, a2−a1, . . . , ak−ak−1). Оскiль-
ки мiра Лебега

λ(Δa1a2...ak
) =

1

qk(qk + qk−1)
,
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a значення μ(Δa1,a2,...,ak
) дорiвнює мiрi Лебега вiдрiзка з кiнцями [a1, a2 − a1, . . . , ak −

ak−1] i [a1, a2 − a1, . . . , ak − ak−1 + 1], то

μ(Δa1,a2,...,ak
) =

1

q′k(q
′
k + q′k−1)

.

Тодi
ln μ(Δa1a2...ak

)

ln λ(Δa1a2...ak
)

=
ln q′k(q

′
k + q′k−1)

ln qk(qk + qk−1)
=

ln q′k
ln qk + ln(qk + qk−1)

+

+
ln(q′k + q′k−1)

ln qk + ln(qk + qk−1)
<

2 ln q′k
ln qk

+
ln 2

ln qk

.

Знайдемо границю, використовуючи вiдому з [1] нерiвнiсть

a1a2 . . . ak < qk(a1, a2, . . . , ak) < (a1 + 1)(a2 + 1) · . . . · (ak + 1) :

lim
k→∞

ln q′k
ln qk

≤ lim
k→∞

ln((a1 + 1)(a2 − a1 + 1) . . . (ak − ak−1 + 1))

ln(a1a2 · . . . · ak)
=

= lim
k→∞

ln(ak − ak−1 + 1)

ln ak

≤ lim
k→∞

ln(M + 1)

ln ak

= 0.

Оскiльки lim
k→∞

ln q′k
ln qk

= 0 i lim
k→∞

ln 2

ln qk

= 0, то

lim
k→∞

ln μ(Δa1a2...ak
)

ln λ(Δa1a2...ak
)

= 0. (4)

З (4) випливає, що для будь-якого δ > 0 iснує номер k0 = k0(x) такий, що для
будь-якого k > k0 μ(Δa1a2...ak

) ≥ λδ(Δa1a2...ak
).

Нехай

Eη = {x : x ∈ EM i μ(Δa1a2...ak
) ≥ η або μ(Δa1a2...ak

) ≥ λδ(Δa1a2...ak
) ∀k = 1, 2, . . .},

де η > 0 i пробiгає зчисленну множину значень, як завгодно близьких до нуля.
Очевидно, що Eη розширюється iз зменшенням η. Бiльше того, для будь-якого x ∈
EM можна вказати η = μ(Δa1a2...ak0

) > 0. При цьому якщо μ(Δa1a2...ak
) < η, то k > k0

i μ(Δa1a2...ak
) ≥ λδ(Δa1a2...ak

), тобто x ∈ Eη. Отже, lim Eη =
⋃
η

Eη = EM .

Нехай 0 < η1 < η. Розглянемо μ — η1-покриття цилiндричними вiдрiзками Δi

множини Eη (μ(Δi) ≤ η1). Тодi

μη1(Eη) = inf
Δi - цилiндричний

вiдрiзок⋃
i

Δi⊇Eη

μ(Δi)≤η1

∞∑
i=1

μ(Δi) ≥ inf
Δi - цилiндричний

вiдрiзок⋃
i

Δi⊇Eη

λδ(Δi)≤η1

∞∑
i=1

λδ(Δi) ≥
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≥ inf
Fi - замкнений

вiдрiзок⋃
i

Fi⊇Eη

λδ(Fi)≤η1

∞∑
i=1

λδ(Fi) = λδ,η1(Eη).

Вiдомо [1], що λ(E ′
M) = 0 . Враховуючи той факт, що використання в якостi класу

покриттiв цилiндричних вiдрiзкiв дає вiрне значення мiри Лебега, отримуємо:

lim
η1↓0

μη1(Eη) = μ(Eη) ≤ μ(EM) = λ(E ′
M) = 0,

звiдки, враховуючи нерiвностi для iнфiмумiв, отримуємо: λδ(Eη) = lim
η1↓0

λδ,η1 = 0 i

α0(Eη) < δ для будь-якого η > 0. Таким чином, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича

α0(EM) = α0(
⋃
η

Eη) = sup
η

α0(Eη) ≤ δ

для будь-якого δ > 0, тобто α0(EM) = 0. Тодi для множини E

α0(E) = α0(
⋃
M

EM) = sup
M

α0(EM) = 0.

�

Вiдмiтимо, що за класифiкацiєю фрактальних множин, наведенiй в [10], множини
EM i E є аномально фрактальними.
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