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Деякi метричнi спiввiдношення,
породженi Φ-зображенням дiйсних чисел

Н. М. Василенко

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова)

Анотацiя. Робота присвячена геометричним аспектам подання чисел неповни-

ми сумами ряду
∞∑

i=1

1
ui

, де ui — i−ий член класичної послiдовностi Фiбоначчi

(Φ−зображенню). Вивчається специфiка перекриттiв цилiндричних множин, що вiд-
повiдають Φ−зображенню чисел, розв’язуються супутнi метричнi задачi.

Abstract. We study the geometry of representation of real numbers by incomplete

sums of the series
∞∑

i=1

1
ui

, where ui is the i-th term of the classical Fibonacci sequence

(F -representation). The features of overlaps of the cylindrical sets corresponding to
the F -representation of the numbers are described and the related metric problems are
solved.

Нехай u0, u1, u2, . . . — класична послiдовнiсть Фiбоначчi, тобто u0 = u1 = 1,

un+1 = un + un−1, n ≥ 1. Вiдомо [1, ст. 150], [5], що довiльне цiле додатне число a

можна подати у виглядi

a =
k∑

i=0

εiui, де εi ∈ {0, 1}, i = 0, k,

а також те, що сума S ряду
∞∑
i=1

1
ui

= 1
u1

+· · ·+ 1
un

+rn = Sn+rn є числом iррацiональним

i наближено рiвним 2, 35988566 [2].
Доведено [4], що довiльне дiйсне число x ∈ [0, S] можна подати у виглядi

x =
∞∑

k=1

fk

uk

=
f1

u1

+
f2

u2

+ · · · + fk

uk

+ · · · , (1)

де fk ∈ {0, 1}, k ∈ N. Таке подання числа називається його Φ-розкладом (Φ-
поданням). Символiчно це записується x = Δf1...fk..., де fi залежить вiд x, тобто
fi = fi(x) i називається Φ-зображенням цього числа.

Нагадаємо, що цилiндричною множиною рангу k з основою (c1c2 . . . ck),
ci ∈ {0, 1}, що вiдповiдає розкладу (1), називається множина Δc1...ck

всiх чисел x,
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якi можуть бути представленi у виглядi (1) i при цьому fi = ci, i = 1, k, тобто

Δc1...ck
=

{
x : x =

k∑
i=1

ci

ui

+
∞∑

i=k+1

fi

ui

, fi ∈ {0; 1}
}

.

У роботi [4] вивчалися властивостi цилiндричних множин, якi вiдповiдають Φ-
зображенню чисел. Метою даної роботи є дослiдження специфiки перекриттiв ци-
лiндричних множин. Результати дослiдження мають бути корисними для розвитку
метричної та ймовiрнiсної теорiї дiйсних чисел. Зокрема, при вивченнi розподiлу ви-
падкової величини

ξ = Δη1...ηk...,

де
1) ηk — послiдовнiсть незалежних випадкових величин (далi в.в.) з наперед заданими
розподiлами;
2) ηk — послiдовнiсть в.в., що утворюють ланцюг Маркова.
Непростою, але цiкавою, є задача про розподiл Φ-символiв рiвномiрно розподiленої
на [0, S] в.в. ξ.

Далi будуть корисними наступнi нерiвностi.
Для довiльних натуральних k i n :

1

u2k−1

>
1

u2k

+
1

u2k+1

; (2)

1

u2k

<
1

u2k+1

+
1

u2k+2

; (3)

1

un

>
1

un+1

+
1

un+3

; (4)

1

un

<
1

un+1

+
1

un+2

+
1

un+3

; (5)

1

un

< rn; (6)

1

u2k−1

> r2k; (7)

1

u2k

< r2k+1; (8)

1

un

<
1

un+1

+ rn+2. (9)

Перекриття цилiндричних множин k-го рангу Δ01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

⋂
Δ10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

будемо позна-

чати Πk (01 . . . 1, 10 . . . 0) , k ∈ N. Перекриття цилiндричних множин
Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸

m

⋂
Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

рангу (n + m) позначатимемо Πn+m
c1...cn

(01 . . . 1, 10 . . . 0) .
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Властивiсть 1. [4] Цилiндрична множина рангу k з основою (c1 . . . ck), ck ∈
{0, 1}, є вiдрiзком Δc1...ck

≡ [Δc1...ck00...; Δc1...ck11...] .

Iнтервал з тими ж кiнцями позначатимемо через ∇c1...ck
.

Властивiсть 2. [4] Довжина цилiндричної множини k-го рангу

|Δc1...ck
| = rk → 0 (k → ∞).

Властивiсть 3. [4] Цилiндричнi множини Δc1...cmαm+1...αm+k
i

Δc1...cm(1−αm+1)...(1−αm+k) симетричнi вiдносно середини Δc1...cm, де
ci, αj ∈ {0, 1}, i = 1,m, j = m + 1,m + k.

Наслiдок. [4] Цилiндричнi множини Δc1...ck
i Δ(1−c1)...(1−ck) симетричнi вiдносно

середини вiдрiзка [0, S], де ci ∈ {0, 1}, i = 1, k.

Властивiсть 4. Кожнi двi цилiндричнi множини (k + 1)−го рангу, якi нале-
жать однiй цилiндричнiй множинi k−го рангу перекриваються, причому∣∣∣Δc1...ck0

⋂
Δc1...ck1

∣∣∣ = rk+1 − 1

uk+1

.

Властивiсть 5. Для цилiндричних множин рангу (2k + 1), k ≥ 1 :

Π2k+1
c1...c2k−1

(00, 10) =
[
Δc1...c2k−11000...; Δc1...c2k−10011...

]
,

Π2k+1
c1...c2k−1

(01, 11) =
[
Δc1...c2k−11100...; Δc1...c2k−10111...

]
,

причому
∣∣∣Π2k+1

c1...c2k−1
(00, 10)

∣∣∣ =
∣∣∣Π2k+1

c1...c2k−1
(01, 11)

∣∣∣ = r2k+1 − 1
u2k

.

Доведення. Враховуючи властивiсть 3, доведення досить провести для першої
рiвностi. Як вiдомо (див. властивiсть 1)

Δc1...c2k−100 =
[
Δc1...c2k−10000...; Δc1...c2k−10011...

]
=

[
2k−1∑
i=1

ci

ui
;
2k−1∑
i=1

ci

ui
+ r2k+1

]
,

Δc1...c2k−110 =
[
Δc1...c2k−11000...; Δc1...c2k−11011...

]
=

[
2k−1∑
i=1

ci

ui
+ 1

u2k
;
2k−1∑
i=1

ci

ui
+ 1

u2k
+ r2k+1

]
.

Для того, щоб з’ясувати чи є непорожнiм перерiз, розглянемо рiзницю

sup Δc1...c2k−100 − inf Δc1...c2k−110 =
2k−1∑
i=1

ci

ui

+ r2k+1 −
2k−1∑
i=1

ci

ui

− 1

u2k

= r2k+1 − 1

u2k

> 0,

оскiльки має мiсце нерiвнiсть (8).
Отже, цилiндричнi множини Δc1...c2k−100 i Δc1...c2k−110 перетинаються, причому∣∣∣Π2k+1

c1...c2k−1
(00, 10)

∣∣∣ =
∣∣[Δc1...c2k−11000...; Δc1...c2k−10011...

]∣∣ = r2k+1 − 1

u2k

.

�
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Властивiсть 6. Для цилiндричних множин рангу (2k + 1), k ∈ N :

Π2k+1
c1...c2k−2

(010, 100) =
[
Δc1...c2k−210000...; Δc1...c2k−201011...

]
,

Π2k+1
c1...c2k−2

(011, 101) =
[
Δc1...c2k−210100...; Δc1...c2k−201111...

]
,

причому
∣∣∣Π2k+1

c1...c2k−2
(010, 100)

∣∣∣ =
∣∣∣Π2k+1

c1...c2k−2
(011, 101)

∣∣∣ = r2k+1 − 1
u2k−1

+ 1
u2k

.

Доведення. Враховуючи властивiсть 3, доведення досить провести для першої
рiвностi. Як вiдомо (див. властивiсть 1)

Δc1...c2k−2010 =
[
Δc1...c2k−201000...; Δc1...c2k−201011...

]
=

[
2k−2∑
i=1

ci

ui
+ 1

u2k
;
2k−2∑
i=1

ci

ui
+ 1

u2k
+ r2k+1

]
,

Δc1...c2k−2100 =
[
Δc1...c2k−210000...; Δc1...c2k−210011...

]
=

[
2k−2∑
i=1

ci

ui
+ 1

u2k−1
;
2k−2∑
i=1

ci

ui
+ 1

u2k−1
+ r2k+1

]
.

З’ясуємо чи перетинаються цилiндричнi множини Δc1...c2k−2010 i Δc1...c2k−2100. Для
цього розглянемо рiзницю

sup Δc1...c2k−2010 − inf Δc1...c2k−2100 =
2k−2∑
i=1

ci

ui

+
1

u2k

+ r2k+1 −
2k−2∑
i=1

ci

ui

− 1

u2k−1

=

= r2k+1 − 1

u2k−1

+
1

u2k

.

Оскiльки за нерiвнiстю (9)

1

u2k−1

<
1

u2k

+
∞∑

i=2k+2

1

ui

,

то
sup Δc1...c2k−2010 − inf Δc1...c2k−2100 > 0.

Отже, цилiндричнi множини Δc1...c2k−2010 i Δc1...c2k−2100 перетинаються, причому∣∣∣Π2k+1
c1...c2k−2

(010, 100)
∣∣∣ =

∣∣[Δc1...c2k−210000...; Δc1...c2k−201011...

]∣∣ = r2k+1 − 1

u2k−1

+
1

u2k

.

�

Властивiсть 7. Для цилiндричних множин рангу 2k(k ≥ 1) :

Π2k
c1...c2k−2

(00, 10) = ∅, Π2k
c1...c2k−2

(01, 11) = ∅.
Доведення. Для доведення скористаємося тими ж мiркуваннями, що й при до-

веденнi властивостi 5. Розглянемо

Δc1...c2k−200 =

[
2k−2∑
i=1

ci

ui

;
2k−2∑
i=1

ci

ui

+ r2k

]
,

Δc1...c2k−210 =

[
2k−2∑
i=1

ci

ui

+
1

u2k−1

;
2k−2∑
i=1

ci

ui

+
1

u2k−1

+ r2k

]
.
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Оскiльки

sup{Δc1...c2k−200} − inf{Δc1...c2k−210} =
2k−2∑
i=1

ci

ui

+ r2k −
2k−2∑
i=1

ci

ui

− 1

u2k−1

= r2k − 1

u2k−1

< 0

(див. (7)), то Πc1...c2k−2
(00, 10) = ∅.

З властивостi 3 також слiдує, що Πc1...c2k−2
(01, 11) = ∅. �

Властивiсть 8. Для цилiндричних множин рангу 2k(k ≥ 2) :

Π2k
c1...c2k−3

(010, 100) =
[
Δc1...c2k−310000...; Δc1...c2k−301011...

]
,

Π2k
c1...c2k−3

(011, 101) =
[
Δc1...c2k−310100...; Δc1...c2k−301111...

]
,

причому
∣∣∣Π2k

c1...c2k−3
(010, 100)

∣∣∣ =
∣∣∣Π2k

c1...c2k−3
(011, 101)

∣∣∣ = r2k +
1

u2k−1

− 1

u2k−2

.

Доведення. Враховуючи властивiсть 3, доведення досить провести для першої
рiвностi. Вiдомо, що
Δc1...c2k−3010 =

=
[
Δc1...c2k−301000...; Δc1...c2k−301011...

]
=

[
2k−3∑
i=1

ci

ui
+ 1

u2k−1
;
2k−3∑
i=1

ci

ui
+ 1

u2k−1
+ r2k

]
,

Δc1...c2k−3100 =

=
[
Δc1...c2k−310000...; Δc1...c2k−310011...

]
=

[
2k−3∑
i=1

ci

ui
+ 1

u2k−2
;
2k−3∑
i=1

ci

ui
+ 1

u2k−2
+ r2k

]
.

Розглянемо рiзницю

sup{Δc1...c2k−3010} − inf{Δc1...c2k−3100} =

=
2k−3∑
i=1

ci

ui

+
1

u2k−1

+ r2k −
2k−3∑
i=1

ci

ui

− 1

u2k−2

=
1

u2k−1

+ r2k − 1

u2k−2

> 0,

оскiльки має мiсце нерiвнiсть (9).
Отже, цилiндричнi множини Δc1...c2k−3010 i Δc1...c2k−3100 мають непорожнiй перерiз.

Причому,∣∣∣Π2k
c1...c2k−3

(010, 100)
∣∣∣ =

∣∣[Δc1...c2k−310000...; Δc1...c2k−301011...

]∣∣ =
1

u2k−1

+ r2k − 1

u2k−2

.

�

Теорема 1. Нехай маємо цилiндричнi множини Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

i Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

.

Якщо n = 2k(k ∈ N), то
1) для m = 1, 2, 3

Δc1...cn0

⋂
Δc1...cn1 = Δc1...cn01

⋂
Δc1...cn10 = Δc1...cn011

⋂
Δc1...cn100 =

=

[
n∑

i=1

ci

ui

+
1

un+1

;
n∑

i=1

ci

ui

+ rn+1

]
;
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2) для m = 4

Δc1...cn0111

⋂
Δc1...cn1000 =

[
n∑

i=1

ci

ui

+ rn+1 − rn+4;
n∑

i=1

ci

ui

+
1

un+1

+ rn+4

]
,

причому
Δc1...cn0111

⋂
Δc1...cn1000 
= Δc1...cn0

⋂
Δc1...cn1;

3) для m ≥ 5

Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

⋂
Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

= ∅.

Якщо n = 2k − 1(k ∈ N), то
1) для m = 1, 2

Δc1...cn0

⋂
Δc1...cn1 = Δc1...cn01

⋂
Δc1...cn10 =

[
n∑

i=1

ci

ui

+
1

un+1

;
n∑

i=1

ci

ui

+ rn+1

]
;

2) для m = 3, 4

Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

⋂
Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

=

[
n∑

i=1

ci

ui

+ rn+1 − rn+m;
n∑

i=1

ci

ui

+
1

un+1

+ rn+m

]
,

причому
Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸

m

⋂
Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m


= Δc1...cn0

⋂
Δc1...cn1;

3) для m ≥ 5

Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

⋂
Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

= ∅.

Доведення. Врахувавши нерiвнiсть (6), одержимо
n∑

i=1

ci

ui

<

n∑
i=1

ci

ui

+
1

un+1

<

n∑
i=1

ci

ui

+ rn+1 <

n∑
i=1

ci

ui

+ rn.

Звiдки

Δc1...cn0

⋂
Δc1...cn1 =

[
n∑

i=1

ci

ui

+
1

un+1

;
n∑

i=1

ci

ui

+ rn+1

]
.

З’ясуємо, для яких m ∈ N має мiсце рiвнiсть

Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

⋂
Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

= Δc1...cn0

⋂
Δc1...cn1. (10)

Розглянемо цилiндричнi множини рангу (n + m), n, m ∈ N :

Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

=

[
n∑

i=1

ci

ui

+ rn+1 − rn+m;
n∑

i=1

ci

ui

+ rn+1

]
,

Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

=

[
n∑

i=1

ci

ui

+
1

un+1

;
n∑

i=1

ci

ui

+
1

un+1

+ rn+m

]
.
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Для виконання рiвностi (10) необхiдно i достатньо (див. рис. 1), щоб

inf Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

< inf Δc1...cn1 ⇐⇒ sup Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

> sup Δc1...cn0,

що рiвносильно нерiвностi

rn+1 − rn+m <
1

un+1

. (11)

Для n = 2k нерiвнiсть (11) набуває вигляду:
1

u2k+1

> r2k+1 − r2k+m. (12)

Оскiльки 1
u2k+1

> 1
u2k+2

i 1
u2k+1

> 1
u2k+2

+ 1
u2k+3

(див. (2)), то нерiвнiсть (12) має мiсце
для m = 2, 3.

При n = 2k − 1 нерiвнiсть (11) набуває вигляду:
1

u2k

> r2k − r2k−1+m. (13)

Нерiвнiсть (13) має мiсце лише для m = 2, оскiльки 1
u2k

> 1
u2k+1

, а 1
u2k

< 1
u2k+1

+ 1
u2k+2

(див. (3)).
Отже, для n = 2k

Δc1...cn0

⋂
Δc1...cn1 = Δc1...cn01

⋂
Δc1...cn10 = Δc1...cn011

⋂
Δc1...cn100.

Для n = 2k − 1

Δc1...cn0

⋂
Δc1...cn1 = Δc1...cn01

⋂
Δc1...cn10.

З’ясуємо для яких m ∈ N

Δc1...cn0

⋂
Δc1...cn1 
= Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸

m

⋂
Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m


= ∅. (14)

Для виконання умов системи (14) необхiдно, щоб (див. рис. 2):

inf Δc1...cn1 < inf Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

< sup Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

,

що рiвносильно виконанню системи нерiвностей:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1

un+1

< rn+1 − rn+m,

rn+1 − rn+m <
1

un+1

+ rn+m.

(15)

Якщо n = 2k, то система нерiвностей (15) набуває вигляду:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1

u2k+1

< r2k+1 − r2k+m,

r2k+1 − r2k+m <
1

u2k+1

+ r2k+m.

(16)
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Рис. 1

Рис. 2

Оскiльки за нерiвнiстю (5)
1

u2k+1

<
1

u2k+2

+
1

u2k+3

+
1

u2k+4

= r2k+1 − r2k+4,

то перша нерiвнiсть системи (16) матиме мiсце для довiльного m ≥ 4,m ∈ N.
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Перепишемо другу нерiвнiсть системи (16) у виглядi:
1

u2k+1

> (r2k+1 − r2k+m) − r2k+m.

Покажемо, що вона виконується лише для m = 4.
Нехай m = 4, матимемо:

1

u2k+1

>
1

u2k+2

+
1

u2k+3

+
1

u2k+4

− r2k+4.

Остання нерiвнiсть має мiсце для довiльного k ∈ N, оскiльки
1

u2k+1

>
1

u2k+2

+
1

u2k+3

,
1

u2k+4

< r2k+4

(див. (2) та (6)).
Таким чином, система нерiвностей (16) виконується лише для m = 4. А, отже,

має мiсце твердження 2) теореми 1 для випадку n = 2k.

Покажемо, що для m ≥ 5 знак другої нерiвностi системи (16) змiниться на про-
тилежний.

Нехай m = 5. Доведемо, що для довiльного k ∈ N має мiсце нерiвнiсть

r2k+1 − r2k+5 >
1

u2k+1

+ r2k+5. (17)

Додамо до обох частин останньої нерiвностi 1
u2k+5

, одержимо рiвносильну їй нерiвнiсть

2k+4∑
i=2k+2

1

ui

+
2

u2k+5

>
1

u2k+1

+ r2k+4. (18)

Доведено (див. (7)), що
1

u2k+3

> r2k+4 для довiльного k ∈ N. Покажемо, що для

довiльного k ∈ N
1

u2k+2

+
1

u2k+4

+
2

u2k+5

>
1

u2k+1

. (19)

Розглянемо рiзницю
2

u2k+5

+

(
1

u2k+2

+
1

u2k+4

− 1

u2k+1

)
=

2

u2k+5

+
u2k+2u2k+1 − u2k+4u2k

u2k+1u2k+2u2k+4

=

=
2

u2k+5

+
−1 − u2ku2k+2

u2k+1u2k+2u2k+4

=
2u2k+1u2k+2u2k+4 − u2k+5(1 + u2ku2k+2)

u2k+1u2k+2u2k+4u2k+5

.

Визначимо знак отриманого дробу. Очевидно, що його знаменник набуває дода-
тних значень для довiльного k ∈ N. Отже, визначимо знак чисельника. Оскiльки
для довiльного k ∈ N мають мiсце нерiвностi:

2u2k+4 > u2k+5, u2k+1u2k+2 > u2ku2k+2 + 1,
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то 2u2k+1u2k+2u2k+4−u2k+5 (1 + u2ku2k+2) > 0, тобто чисельник набуває додатних зна-
чень для довiльного k ∈ N. Тодi має мiсце нерiвнiсть (19), а, отже, i нерiвностi (18)
та (17).

Таким чином, для m ≥ 5

r2k+1 − r2k+m >
1

u2k+1

+ r2k+m, тобто sup Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

< inf Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

.

Це означає, що Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

⋂
Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

= ∅.

Нехай n = 2k − 1. Тодi система нерiвностей (15) набуває вигляду:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1

u2k

< r2k − r2k−1+m,

r2k − r2k−1+m <
1

u2k

+ r2k−1+m.

(20)

Оскiльки, 1
u2k

< 1
u2k+1

+ 1
u2k+2

, то перша нерiвнiсть системи матиме мiсце для до-
вiльного m ≥ 3,m ∈ N .

Другу нерiвнiсть системи (20) перепишемо у виглядi:
1

u2k

> (r2k − r2k−1+m) − r2k−1+m.

Покажемо, що остання нерiвнiсть виконується лише для m = 3, 4.

Нехай m = 3, матимемо:
1

u2k

>
1

u2k+1

+
1

u2k+2

− r2k+2. (21)

Оскiльки
1

u2k

>
1

u2k+1

i
1

u2k+2

< r2k+2,

то нерiвнiсть (21) матиме мiсце для довiльного k ∈ N.

Нехай m = 4, матимемо:
1

u2k

>
1

u2k+1

+
1

u2k+2

+
1

u2k+3

− r2k+3. (22)

Оскiльки
1

u2k+2

< r2k+3 i
1

u2k

>
1

u2k+1

+
1

u2k+3

(див. (8) та (4)), то нерiвнiсть (22) правильна для довiльного k ∈ N.

Отже, система нерiвностей (20) має мiсце для m = 3, 4. Тобто має мiсце твердже-
ння 2) теореми 1 для випадку n = 2k − 1.

Для m ≥ 5

r2k − r2k−1+m >
1

u2k

+ r2k−1+m.

Справдi, для m = 5 матимемо:

r2k − r2k+4 >
1

u2k

+ r2k+4. (23)
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Нерiвнiсть (23) має мiсце для довiльного k ∈ N , оскiльки нескладно переконатися,
що 1

u2k
< 1

u2k+1
+ 1

u2k+2
+ 1

u2k+4
(див. (3)) i r2k+4 < 1

u2k+3
(див. (7)).

Отже, для m ≥ 5

sup Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

< inf Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

, тобто Δc1...cn 01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

⋂
Δc1...cn 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

= ∅.

�

Наслiдок. Мають мiсце спiввiдношення:

Δ0

⋂
Δ1 = Δ01

⋂
Δ10 = Δ011

⋂
Δ100 =

[
1

u1

; r1

]
,

Δ0111

⋂
Δ1000 =

[
r1 − r4;

1

u1

+ r4

]

= Δ0

⋂
Δ1.

При m ≥ 5

Δ01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

⋂
Δ10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

= ∅.

Означення 1. Порядком перекриття двох цилiндричних множин одного ран-
гу назвемо число, що дорiвнює найменшому рангу цилiндричних множин, якi утво-
рюють це перекриття.

Через lk (k ∈ N) позначимо суму довжин перекриттiв k−го порядку або вiдрiзкiв
перекриттiв k−го порядку, якi мають порожнiй перерiз з перекриттями цилiндри-
чних множин рангу меншого або рiвного (k − 1).

Нехай k — ранг цилiндричних множин (k ∈ N). Обчислимо для кожного рангу lk

та пiдрахуємо
∞∑

k=1

lk = |Π| .
Для k = 1 маємо двi цилiндричнi множини першого рангу, якi утворюють одне

перекриття 1−го порядку: Δ0

⋂
Δ1 = Π1(0, 1).

Зрозумiло, що l1 = |Π1(0, 1)| = r1 − 1
u1

(за властивiстю 4).
Для k = 2 маємо 22 цилiндричних множин другого рангу, якi мають 22 − 1 = 3

перекриття (див. рис. 3):
Δ00

⋂
Δ01 = Π2

0(0, 1),

Δ01

⋂
Δ10 = Δ0

⋂
Δ1 = Π2(01, 10) = Π1(0, 1),

Δ10

⋂
Δ11 = Π2

1(0, 1).

Причому,
1) перекриття 2-го порядку мають порожнiй перерiз з перекриттям 1-го порядку i не
перетинаються мiж собою;

2) |Π2
0(0, 1)| = |Π2

1(0, 1)| = r2 − 1

u2

(за властивiстю 4).

Тодi l2 = |Π2
0(0, 1)| + |Π2

1(0, 1)| = 2
(
r2 − 1

u2

)
.

Позначимо через Π2 = Π2
0(0, 1)

⋃
Π2

1(0, 1)
⋃

Π1(0, 1).
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Рис. 3

Для k = 3 маємо 23 цилiндричних множин третього рангу, якi мають 23 − 1 = 7

перекриттiв з сусiднiми цилiндричними множинами i 23 − 2 = 6 перекриттiв з не
сусiднiми цилiндричними множинами (див. рис. 4). Але тiльки 4 перекриття 3−го
порядку частково перетинаються з Π2.

Δ000

⋂
Δ001 = Π3

00(0, 1),

Δ001

⋂
Δ010 = Δ00

⋂
Δ01 = Π3

0(01, 10) = Π2
0(0, 1),

Δ010

⋂
Δ011 = Π3

01(0, 1),

Δ011

⋂
Δ100 = Δ01

⋂
Δ10 = Δ0

⋂
Δ1 = Π3(011, 100) = Π2(01, 10) = Π1(0, 1),

Δ100

⋂
Δ101 = Π3

10(0, 1),

Δ101

⋂
Δ110 = Δ10

⋂
Δ11 = Π3

1(01, 10) = Π2
1(0, 1),

Δ110

⋂
Δ111 = Π3

11(0, 1).

Причому,
1) Π3

cc(c, 1 − c)
⋂

Π2 
= ∅, Π3
c(1−c)(c, 1 − c)

⋂
Π2 
= ∅, c ∈ {0, 1};

2) |Π3
00(0, 1)| = |Π3

01(0, 1)| = |Π3
10(0, 1)| = |Π3

11(0, 1)| = r3 − 1

u3

(за властивiстю 4).

Для перекриттiв несусiднiх цилiндричних множин третього рангу характерно те,
що вони повнiстю належать перекриттям цилiндричних множин другого рангу. Тоб-
то,
Δ000

⋂
Δ010 = Π3

0(00, 10) ⊂ Π2
0(0, 1),

Δ001

⋂
Δ011 = Π3

0(01, 11) ⊂ Π2
0(0, 1),

Δ010

⋂
Δ100 = Π3(010, 100) ⊂ Π2(01, 10),

Δ011

⋂
Δ101 = Π3(011, 101) ⊂ Π2(01, 10),

Δ100

⋂
Δ110 = Π3

1(00, 10) ⊂ Π2
1(0, 1),

Δ101

⋂
Δ111 = Π3

1(01, 11) ⊂ Π2
1(0, 1),

причому

|Π3
0(00, 10)| = |Π3

0(01, 11)| = |Π3
1(00, 10)| = |Π3

1(01, 11)| = r3 − 1

u2

(див. властивiсть 5);

|Π3(010, 100)| = |Π3(011, 101)| =
1

u2

+ r3 − 1

u1

(див. властивiсть 6).
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Рис. 4

Врахувавши особливостi перекриття цилiндричних множин 3−го рангу, можемо
записати
l3 = (|Π3

00(0, 1)| − |Π3
0(00, 10)|) + (|Π3

01(0, 1)| − |Π3
0(01, 11)| − |Π3(010, 100)|) +

+ (|Π3
10(0, 1)| − |Π3

1(00, 10)| − |Π3(011, 101)|) + (|Π3
11(0, 1)| − |Π3

1(01, 11)|) =

= 2

((
1

u2

− 1

u3

)
+

(
1

u1

− r2

))
.

Враховуючи наведенi вище мiркування, нескладно переконатися, що об’єднання
перекриттiв цилiндричних множин третього рангу спiвпадає з вiдрiзком

[Δ00100...; Δ11011...] = Π3 довжиною S − 2

u3

. Тому при здiйсненнi подальших мiркувань

будемо розглядати перекриття цилiндричних множин на вiдрiзках [Δ00000...; Δ00100...]

i [Δ11011...; Δ11111...], симетричних вiдносно середини [0, S] (див. наслiдок з властивостi
3).

Для k = 4 маємо 24 цилiндричних множин четвертого рангу. Але лише 4 з них
утворюють 2 перекриття 4−го порядку, якi не перетинаються з Π3 :

Π4
000(0, 1) ⊂ [Δ00000...; Δ00100...], Π4

111(0, 1) ⊂ [Δ11011...; Δ11111...].

Причому |Π4
000(0, 1)| = |Π4

111(0, 1)| = r4 − 1
u4

(за властивiстю 4).

Тодi зрозумiло, що l4 = |Π4
000(0, 1)| + |Π4

111(0, 1)| = 2

(
r4 − 1

u4

)
.

Позначимо через Π4 = Π4
000(0, 1)

⋃
Π4

111(0, 1)
⋃

Π3.

Для k = 5 маємо 25 цилiндричних множин п’ятого рангу. Але лише 8 з них утво-
рюють 4 перекриття 5−го порядку, якi лише частково перетинаються з Π4 :

Π5
0000(0, 1)

⋂
Π4 
= ∅, Π5

0001(0, 1)
⋂

Π4 
= ∅,
Π5

1110(0, 1)
⋂

Π4 
= ∅, Π5
1111(0, 1)

⋂
Π4 
= ∅.

Тодi
l5 = |Π5

0000(0, 1)\Π5
000(00, 10)| + |Π5

0001(0, 1)\ (Π5
000(01, 11)

⋃
Π5

00(010, 100))| +

+ |Π5
1110(0, 1)\ (Π5

111(00, 10)
⋃

Π5
11(011, 101))| + |Π5

1111(0, 1)\Π5
111(01, 11)| =

= 2

((
1

u4

− 1

u5

)
+

(
1

u3

− r4

))
.

Здiйснюючи аналогiчнi мiркування для k = 2m (m ≥ 2) матимемо:

l2m = |Π2m
0...0(0, 1)| + |Π2m

1...1(0, 1)| = 2

(
r2m − 1

u2m

)
.
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Для k = 2m + 1(m ≥ 3) матимемо:
l2m+1 =

=
∣∣Π2m+1

0...0 (0, 1)\Π2m+1
0...0 (00, 10)

∣∣ +
∣∣Π2m+1

0...01 (0, 1)\ (
Π2m+1

0...0 (01, 11)
⋃

Π2m+1
0...0 (010, 100)

)∣∣ +

+
∣∣Π2m+1

1...10 (0, 1)\ (
Π2m+1

1...1 (00, 10)
⋃

Π2m+1
1...1 (011, 101)

)∣∣ +
∣∣Π2m+1

1...1 (0, 1)\Π2m+1
1...1 (01, 11)

∣∣ =

= 2

((
1

u2m

− 1

u2m+1

)
+

(
1

u2m−1

− r2m

))
.

Отже,

|Π| =
∞∑

k=1

lk =

(
r1 − 1

u1

)
+ 2

(
r2 − 1

u2

)
+ 2

((
1

u2

− 1

u3

)
+

(
1

u1

− r2

))
+

+2

(
r4 − 1

u4

)
+ 2

((
1

u4

− 1

u5

)
+

(
1

u3

− r4

))
+ . . .

+ 2

(
r2m − 1

u2m

)
+ 2

((
1

u2m

− 1

u2m+1

)
+

(
1

u2m−1

− r2m

))
+ . . . =

= S− 2

u3

−2
∞∑
i=2

1

u2i

+2
∞∑
i=2

u2i−1

u2iu2i+1

+2
∞∑
i=2

1

u2i−1

= S− 2

u3

−2
∞∑
i=2

1

u2i+1

+2
∞∑
i=2

1

u2i−1

= S,

де

Π = Π1(0, 1)
⊕ ∞⋃

m=1

Π2m
c...c(c, 1 − c)

⊕ ∞⋃
m=1

(Π2m+1
c...c (c, 1 − c)\Π2m+1

c...c (cc, (1 − c)c))
⊕

⊕ ∞⋃
m=1

(
Π2m+1

c...c(1−c)(c, 1 − c)\ (Π2m+1
c...c (c(1 − c), (1 − c)(1 − c))

⋃
Π2m+1

c...c (c(1 − c)c, (1 − c)cc))
)

,

c ∈ {0, 1}.
Таким чином, ми довели наступне твердження:

Теорема 2. Мiра Лебега множини точок [0, S]\Π рiвна нулю.
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