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Ряди Остроградського 2-го виду
i розподiли їх випадкових неповних сум

I. М. Працьовита

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова)

Анотацiя. В данiй роботi вивчаються властивостi рядiв Остроградського 2-го виду.
Доводиться, що їх суми є iррацiональними числами. Знайдено деякi спiввiдношення
мiж членами ряду та виразами, що в ньому фiгурують. Описано тополого-метричнi
та фрактальнi властивостi множини неповних сум довiльного заданого ряду Остро-
градського 2-го виду. Доведено, що випадкова неповна сума заданого ряду Остро-
градського з незалежними доданками має або чисто дискретний, або чисто сингу-
лярний розподiл канторiвського типу. Знайдено достатнi умови, при яких функцiя
розподiлу випадкової неповної суми зберiгає фрактальну розмiрнiсть.

Abstract. In this paper we study properties of the second Ostrogradsky series. It
is proven that sums of such series are irrational. Some relations between terms of the
second Ostrogradsky series and other expressions related to the series are found. Metric,
topological and fractal properties of sets of incomplete sums of an arbitrary second
Ostrogradsky series are described. It is also proven that a random incomplete sum of a
given Ostrogradsky series with independent addends has either purely discrete or purely
singularly continuous distribution of the Cantor type. Sufficient conditions under which
the probability distribution function of a random incomplete sum preserves the fractal
dimension are also found.

1. Вступ

В XIX столiттi в роботах Дедекiнда, Кантора, Вейєрштрасса та iнших була ство-
рена теорiя дiйсних чисел. Пiзнiше була побудована аксiоматична теорiя дiйсного
числа. Сьогоднi бурхливо розвиваються ймовiрнiсна, метрична, ергодична та фрак-
тальна теорiї чисел. Загальна аксiоматична теорiя дiйсних чисел має рiзнi iнтерпре-
тацiї. Рiзнi теорiї вивчають окремi її моделi. Це теорiя s-кових розкладiв [4], лан-
цюгових дробiв [10], Q̃-зображень [4] тощо [11]. В кожнiй з цих теорiй дiйсне число
”одягається” в ту чи iншу форму, що часто є формально або змiстовно зручним при
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розв’язаннi ряду задач. Два алгоритми розкладу чисел в знакозмiннi ряди незадов-
го до смертi розглянув вiтчизняний математик М.В.Остроградський, якi детально
описанi в роботах Ремеза ([8],[9]).
Перший алгоритм Остроградського дозволяє розкласти дiйсне число в ряд виду
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де
q1, q2, . . . ∈ N, qk+1 ≥ qk + 1, k ∈ N.

За другим алгоритмом числа розкладаються в ряди виду
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де
qk ∈ N, qk+1 ≥ qk(qk + 1), k ∈ N.

Iнтерес до розкладiв Остроградського висловлював iнший видатний вiтчизняний
математик Б.В.Гнєденко, в примiтках наукового редактора до книги Хiнчина ”Це-
пные дроби” [10]. Вiдзначимо, що незалежно вiд Остроградського до розкладiв (1) i
(2) прийшов польський математик В.Серпiнський [15]. Розвинення чисел в ряд (1)
вивчав також Пiрс [16], що обумовило називати в англомовнiй лiтературi такi роз-
клади — розкладами Пiрса ([12], [13], [14]).
За останнє десятилiття ряди Остроградського 1-го виду iнтенсивно вивчались([1],

[2], [4], [5], [6]), що не можна сказати про ряди Остроградського 2-го виду. Незва-
жаючи на деяку вiзуальну схожiсть, розклади чисел в ряди Остроградського 1-го
та 2-го виду мають принциповi вiдмiнностi. В першу чергу, це рiзний алгебраїчний
(арифметичний) та геометричний змiст елементiв представлення. Цi розклади по-
роджують рiзнi метричнi спiввiдношення, а отже, мають рiзнi метричнi теорiї. В
перспективi ми плануємо детально вивчити цi вiдмiнностi i по аналогiї з ланцюго-
вими дробами i рядами Остроградського 1-го виду створити теорiю розкладiв чисел
в ряди Остроградського 2-го виду, належну увагу при цьому придiливши геометрiї
таких представлень, розвинути метричну та ергодичну теорiї.

2. Ряди Остроградського 2-го виду

Означення 1. Числовий ряд виду
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+ ... ≡
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(−1)k−1
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, (3)

де qk — натуральнi числа, причому

qk+1 ≥ qk(qk + 1) ∀k ∈ N, (4)

називається рядом Остроградського 2-го виду.
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Прикладами рядiв Остроградського 2-го виду є такi ряди:
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1
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− . . . ; (5)
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∞∑
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, (6)

де 2 ≤ s ∈ N, m1 = 1, mk = 2mk−1 + 1;

3)
1

2 · 3 − 1

24 · 3 +
1

28 · 38
− 1

28 · 332
+

1

264 · 364
− 1

2256 · 364
+ . . . ; (7)

4)
1

2
− 1

7
+

1

59
− 1

3541
+ . . . =

∞∑
k=1

(−1)k−1

pk

, (8)

де {pk} — нескiнченна послiдовнiсть простих чисел така, що
p1 = 2, p2 = 7, p3 = 59, . . . ,

pk — найменше просте число таке, що pk ≥ pk−1(pk−1 + 1).

Зауваження 1. Iснують ряди Остроградського 1-го виду, якi не є рядами
Остроградського 2-го виду i навпаки.

Справдi, ряд Остроградського 1-го виду
∞∑

k=1

(−1)k−1

k!
= 1 − 1

2!
+

1

3!
− 1

4!
+ ...

не є рядом Остроградського 2-го виду, оскiльки не виконується умова (4).
Прикладом ряду Остроградського 2-го виду, що не є рядом Остроградського 1-го

виду, є ряд (8).

Лема 1. Ряд Остроградського 1-го виду (1) є рядом Остроградського 2-го виду
(3) тодi i тiльки тодi, коли для довiльного k ∈ N виконується нерiвнiсть

qk+1 ≥ q1...qk + 1. (9)

Доведення. Справдi, якщо ряд Остроградського 1-го виду (1) задовольняє умо-
ву (9), то вiн, очевидно є рядом Острградського 2-го виду згiдно з означенням.
Якщо ж принаймнi для одного значення k нерiвнiсть (9) не виконується, то по-

уршується вимога означення i ряд не є рядом Остроградського 2-го виду. �

З умови (4) легко отримуються наступнi наслiдки.

Лема 2. Для довiльного ряду Остроградського 2-го виду (2) i будь-якого нату-
рального числа n мають мiсце спiввiдношення:

1. qn ≥ n!, причому qn > n! при n ≥ 4;
2. qn+1 ≥ qnqn−1 . . . q2q1(q1 + 1) + qn . . . q2 + . . . + qnqn−1 + qn;

3. qn+2 > q2n

2 > q2n+1

1 ;

qn+2 > q2
2n ≥ 22n

.
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+ . . . +
1
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Доведення. Твердження 1 є очевидним.
Твердження 2 є наслiдком наступних iндуктивних мiркувань:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

q2 ≥ q1(q1 + 1) = q2
1 + q1 ≥ q2

1 + 1 ≥ q2
1;

q3 ≥ q2(q2 + 1) = q2
2 + q2 ≥ q2q1(q1 + 1) + q2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

qk+1 ≥ qk(qk + 1) ≥ qkqk−1 . . . q2q1(q1 + 1) + qk . . . q2 + . . . + qkqk−1 + qk.

Твердження 3 є наслiдком твердження 2.
Перша з нерiвностей 4 випливає з наступних мiркувань

1

qn + 1
− qn

qn+1

=
qn+1 − qn

2 − qn

(qn + 1)qn+1

≥ 0.

Друга з нерiвностей 4 випливає з таких спiввiдношень:
1
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qn(qn + 1)
=

1

qn(qn + 1)
≥ 1

qn+1

;

1

qn
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≥ 1
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.

Доведемо твердження 5:
∞∑

i=n+1

1
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≤ 1
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+
∞∑
i=1

1

qn+i(qn+i + 1)
<

1

qn+1

+
1

qn+1

∞∑
i=1

1

qn+i + 1
≤

≤ 1

qn+1

(
1 +

∞∑
i=1

1

qn+i

)
<

1

qn+1

(
1 +

1

2!
+

1

3!
+ . . .

)
≤ 1

qn+1

(e − 1) ≤ 2

qn+1

.

Твердження 6 випливає з наступних мiркувань
q1...qn

qn+1

≤ q1...qn

qn(qn + 1)
=

q1...qn−1

qn + 1
≤

≤ q1...qn−1

qn−1(qn−1 + 1) + 1
=

q1...qn−2

qn−1 + 1 + 1
qn−1

≤

≤ q1...qn−2

qn−2(qn−2 + 1) + 1 + 1
qn−1

=
q1...qn−3

qn−2 + 1 + 1
qn−2

+ 1
qn−2qn−1

.

Далi по iндукцiї за n − 3 кроки отримуємо першу з нерiвностей 6. Друга нерiвнiсть
є очевидною.

�
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Наслiдок 1. lim
n→∞

qn

qn+1

= 0.

Зауваження 2. Кожен ряд Остроградського 2-го виду є абсолютно збiжним.

Справдi, ряд
∞∑

n=1

1

qn

з модулiв членiв ряду (3) є збiжним згiдно з ознакою Далам-

бера збiжностi знакододатних рядiв:
1

qn+1

:
1

qn

=
qn

qn+1

≤ 1

qn + 1
→ 0 (n → ∞).

Сума S ряду Остроградського (3) згiдно з теоремою Лейбнiца про збiжнiсть зна-
козмiнних рядiв не перевищує 1

q1
. Бiльше того, має мiсце наступне твердження.

Лема 3. Всi частковi суми

Sn =
1

q1

− 1

q2

+ . . . +
(−1)n−1

qn

ряду Остроградського (3) є додатними, причому:
1) частковi суми парного порядку є меншими його суми S i утворюють зроста-

ючу послiдовнiсть;
2) частковi суми непарного порядку є бiльшими S i утворюють спадну послi-

довнiсть, тобто
0 < S2k < S2k+2 < S < S2k+1 < S2k−1.

Доведення. Оскiльки ряд (3) можна переписати у виглядi
q2 − q1

q1q2

+
q4 − q3

q3q4

+ . . . +
q2k − q2k−1

q2k−1q2k

+ . . .

i
1

qn

− 1

qn+1

=
qn+1 − qn

qnqn+1

≥ qn

qn+1

> 0, ∀n ∈ N,

то Sn > 0 для довiльного n.
Бiльше того,

S > S2k+2 =
q2 − q1

q1q2

+
q4 − q3

q3q4

+ . . . +
q2k − q2k−1

q2k−1q2k

+
q2k+2 − q2k+1

q2k+1q2k+2

=

= S2k +
q2k+2 − q2k+1

q2k+1q2k+2

≥ S2k +
q2k+1

q2k+2

> S2k;

S < S2k+1 = S2k−1 −
(

1

q2k

− 1

q2k+1

)
= S2k−1 − q2k+1 − q2k

q2kq2k+1

< S2k−1.

�

Лема 4. Якщо S — сума ряду Остроградського (3), то q1 = [ 1
S
] – цiла частина

числа 1
S
.
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Доведення. Досить показати, що

q1 ≤ 1

S
< q1 + 1. (10)

Як уже зазначалось, згiдно з теоремою Лейбнiца, S ≤ 1
q1

. Бiльше того, оскiльки

1

q2

− 1

q3

+ . . . +
(−1)n−1

qn

+ . . . > 0,

то S < 1
q1

. Тому 1
S

> q1.

Тепер доведемо праву з нерiвностей (10). Оскiльки

S >
1

q1

− 1

q2

=
q2 − q1

q1q2

≥ q1

q2

> 0,

то
1

S
<

q1q2

q2 − q1

,

1

S
<

q1

1 − q1

q2

<
q1

1 − q1

q1+1

= q1 + 1,

що й вимагалось довести. Отже, [ 1
S
] = q1. �

Наслiдок 2. Цiла частина

[
1

1
qk

− 1
qk+1

+ . . . + (−1)n−1

qn
+ . . .

]
= qk.

3. Iррацiональнiсть суми ряду Остроградського 2-го виду

Теорема 1. Сума S ряду Остроградського другого виду є iррацiональним числом.

Доведення. Скористаємось методом вiд супротивного. Припустимо, що сума S

ряду Остроградського (3) є числом рацiональним, тобто S = m
n
, де m ∈ N, n ∈ N.

Оскiльки S ∈ (0; 1), то дрiб m
n
є правильним (m < n). Тодi додатне число

r1 =
1

q1

− S =
1

q1

− m

n
=

1

q2

− 1

q3

+ . . .

теж є рацiональним. Бiльше того

rk =
1

qk+1

− 1

qk+2

+ . . .

є додатним рацiональним числом при довiльному k ∈ N. Нехай

rk =
mk

nk

, mk ∈ N, nk ∈ N.

Якщо m1

n1
– нескоротний дрiб, що дорiвнює r1, то

m1

n1

=
1

q1

− m

n
=

n − q1m

q1n
, m1 ≤ n − q1m. (11)

Очевидно, що для цiлої частини числа [ n
m

] мають мiсце нерiвностi
n

m
− 1 <

[ n

m

]
≤ n

m
,
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а отже,
0 = n − m

n

m
≤ n − m

[ n

m

]
< n − m

( n

m
− 1

)
= m.

Оскiльки r1 = m1

n1

= 0, а цiла частина

[
n
m

]
згiдно з лемою 3 дорiвнює q1, то

0 < n − m
[ n

m

]
= n − q1m < m.

Отже, враховуючи (11), отримуємо m1 < m, тобто чисельник нескоротного дробу
m1

n1
менший за m. Аналогiчно мiркуючи стосовно нескоротного дробу

m2

n2

=
1

q2

− m1

n1

> 0,

отримаємо m2 < m1 i т.д.
mk

nk

=
1

qk

− mk−1

nk−1

> 0, mk < mk−1 ∀k ∈ N.

Але iснує лише скiнченне число натуральних чисел, менших вiд m. Тому отримали
суперечнiсть з тим, що mk ∈ N для всiх натуральних k. �

4. Множина неповних сум ряду Остроградського

Нехай M — пiдмножина множини N натуральних чисел. Розглянемо довiльний
фiксований ряд Остроградського (3).

Означення 2. Число

x = x(M) =
∑

k∈M⊂N

(−1)k−1

qk

називається неповною сумою ряду Остроградського (3).

Iншими словами, кожне число

x =
∞∑

k=1

(−1)k−1ak

qk

, (12)

де ak ∈ {0, 1}, називається неповною сумою ряду (3). Число x i його вираз (12)
формально зображатимемо Δa1...ak....

Зрозумiло, що всi частковi суми Sn i залишки

σn =
∞∑

k=n+1

(−1)k−1

qk

ряду Остроградського (3) є його неповними сумами. Але не лише вони. Неповними
сумами також є

d =
∞∑
i=1

1

q2i−1

i b = −
∞∑
i=1

1

q2i

.

Очевидно, що d є найбiльшою неповною сумою, а b — найменшою.
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Означення 3. Множина

C =

{
x =

∑
k∈M⊂N

(−1)k−1

qk

, M ∈ σ(N)

}
,

де σ(N) — множина всiх пiдмножин множини N (булiан множини N), називається
множиною неповних сум ряду Остроградського (3).

Оскiльки послiдовнiсть {ak} (див. рiвнiсть (12)) пробiгає всю множину A×A×. . . ,

де A = {0, 1}, то очевидно, що C є континуальною множиною. З метою вивчення
топологiчних, метричних i фрактальних властивостей множини C неповних сум ряду
Остроградського (3), розглянемо цилiндричнi множини i деякi їх властивостi.
Нехай c1, c2,..., cm — фiксований набiр нулiв та одиниць.

Означення 4. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm (це символiчно познача-
тимемо: Δ′

c1...cm
) називається множина всiх неповних сум, якi мають зображення

Δc1...cmam+1...am+j ..., am+j ∈ {0, 1}, j ∈ N.

Очевидно, що
Δ′

c1...cm
= Δ′

c1...cm0 ∪ Δ′
c1...cm1.

Означення 5. Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1c2 . . . cm (символiчно:
Δc1...cm) називається вiдрiзок, кiнцi якого є вiдповiдно нижньою i верхньою гранями
цилiндра Δ′

c1...cm
, тобто

Δc1...cm =

[
sm −

∑
i:2i>m

1

q2i

; sm +
∑

i:2i−1>m

1

q2i−1

]
= [−b + um; d − vm],

де

sm =
m∑

k=1

(−1)k−1ck

qk

,

um =
∑

i:2i−1≤m

c2i−1

q2i−1

+
∑

i:2i≤m

1 − c2i

q2i

,

vm =
∑

i:2i−1<m

1 − c2i−1

q2i−1

+
∑

i:2i≤m

c2i

q2i

.

Лема 5. Цилiндричнi множини мають властивостi:

1. Δ′
c1...cm

⊂ Δc1...cm ;

2. Δc1...cm = Δc1...cm0

⋃
Δc1...cm1;

3. |Δc1...cm | = diam(Δ′
c1...cm

) = d + b −
m∑

k=1

1

qk

=
∞∑

k=m+1

1

qk

<
2

qm+1

→ 0 (m → ∞);

4. Δc1...cm0

⋂
Δc1...cm1 = O;

5.
∞⋂

m=1

Δc1...cm =
∞⋂

m=1

Δ′
c1...cm

= x ≡ Δc1...cm...;
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6. C =
∞⋂

m=1

⋃
ci∈A,

i=1,m

Δc1...cm , A = {0, 1}.

Теорема 2. Множина C неповних сум ряду Остроградського 2-го виду є:
1) нiде не щiльною;
2) досконалою;
3) нуль-множиною Лебега;
4) множиною нульової розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича.

Доведення. 1. Перше твердження випливає з попередньої леми, а саме власти-
востей цилiндричних множин 3, 4 та 6.
2. Якщо x — гранична точка множини неповних сум C, то для довiльного k

знайдеться цилiндричний вiдрiзок Δc1...ck
, який мiстить x, оскiльки в протилежному

випадку x належав би до одного iз сумiжних цилiндричних iнтервалiв i iснувало б
ε > 0 таке, що

(x − ε; x + ε) ∩ C = O.

А це суперечить тому, що x — гранична точка множини C. Перерiз
∞⋂

k=1

Δc1...ck
мiстить

єдину точку, яка належить C i спiвпадає з x. Отже, C — замкнена множина.
Припустимо, що C мiстить iзольованi точки, x = Δa1...ak... — одна з них. Тодi, за

означенням iзольованої точки, iснує ε > 0 таке, що

(x − ε; x + ε) ∩ [C \ {x}] = O. (13)

Виберемо k таким великим, щоб |Δa1...ak
| < ε (це завжди можна зробити в силу леми

3, властивiсть 3). Тодi
Δa1...ak

⊂ (x − ε; x + ε)

i
x 
= x′ = Δa1...ak(1−ak+1)ak+2ak+3... ∈ (x − ε; x + ε),

що суперечить (13). Отже, C — замкнена множина, яка не має iзольованих точок,
тобто є досконалою за означенням.
3. З леми 5 (властивостей 6 i 3) випливає, що мiра Лебега множини C обчислює-

ться за формулою

λ(C) = lim
m→∞

2m

( ∞∑
i=m+1

1

qi

)
.

За лемою 5 (властивостi 5 i 3) маємо

λ(C) ≤ lim
m→∞

2m+1

qm+1

< 22 lim
m→∞

2m−1

q2m−1

2

= 0.
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4. Усi цилiндричнi вiдрiзки рангу m утворюють покриття множини неповних сум
C. Тодi α-об’єм цього покриття виражається наступним чином

lαm(C) = 2m ·
( ∞∑

k=m+1

1

qk

)α

За лемою 5 (властивiсть 5)

lαm(C) < 2m

(
2

qm+1

)α

.

Враховуючи порядок росту елементiв qk (лема 5, властивiсть 3), маємо:

lαm(C) < 2α · 2m

(q2m−1

2 )α
= 2α+2 · 2m−2

(q2α
2 )2m−2 .

Оскiльки q2α
2 > 1 для довiльного α i

2x

a2x → 0 (x → ∞) при a > 1,

то
2m−2

(q2α
2 )2m−2 → 0 (m → ∞),

а отже,
lim

m→∞
lαm(C) = 0

для довiльного α, що й вимагалось довести. �

5. Випадкова неповна сума заданого ряду Остроградського 2-го виду з
незалежними доданками

Нехай (3) — фiксований ряд Остроградського другого виду. Розглянемо випадко-
ву величину

X =
∞∑

k=1

(−1)k−1τk

qk

, (14)

де {τk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значень 0 i
1, причому

P{τk = 0} = p0k ≥ 0, P{τk = 1} = p1k ≥ 0, p0k + p1k = 1.

Згiдно з теоремою Джессена-Вiнтнера [4], випадкова величина X має чисто дискре-
тний, чисто сингулярний або чисто абсолютно неперервний (вiдносно мiри Лебега)
розподiл.

Теорема 3 (наслiдок з теореми П.Левi). Для того, щоб випадкова величина X
мала дискретний розподiл, необхiдно i достатньо, щоб

M =
∞∏

k=1

max{p0k, p1k} > 0.
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Наслiдок 3. Для того, щоб випадкова величина X мала неперервний розподiл,
необхiдно i достатньо, щоб M = 0.

Означення 6. Спектром SX розподiлу випадкової величини X називається мно-
жина всiх точок росту її функцiї розподiлу FX , тобто мiнiмальна замкнена множина,
на якiй зосереджений розподiл X:

SX = {x : FX(x + ε) − FX(x − ε) > 0 ∀ε > 0} =

= {x : P{X ∈ (x − ε; x + ε)} > 0 ∀ε > 0}
Якщо pik > 0 для всiх i ∈ {0, 1} i k ∈ N, то спектр SX спiвпадає з множиною всiх
неповних сум ряду Остроградського (3).

Лема 6. Спектром розподiлу випадкової величини X є множина

E = {x : x = �a1...ak..., pakk > 0 ∀k ∈ N}.
Доведення. 1. Покажемо, що E ⊂ SX . Нехай �a1...ak... = x ∈ E. Тодi

P{X ∈ �a1...ak
} =

k∏
i=1

paii > 0 ∀k ∈ N.

Для довiльного ε > 0 iснує k таке, що

�a1...ak
⊂ (x − ε; x + ε).

Тому
P{X ∈ (x − ε; x + ε)} ≥ P{X ∈ �a1...ak

} > 0,

тобто x ∈ SX i E ⊂ SX .
2. Покажемо тепер, що SX ⊂ E. Нехай x ∈ SX , тобто

P{X ∈ (x − ε; x + ε)} > 0 ∀ε > 0. (15)

Припустимо, що iснує k таке, що pakk = 0. Тодi

P{X ∈ �a1...ak
} =

k∏
i=1

paii = 0.

Розглянемо довiльне x таке, що x = �a1...ak.... Можливi випадки:
1) iснує ε > 0 таке, що (x − ε; x + ε) ⊂ �a1...ak

;

2) (x − ε; x + ε) 
⊂ �a1...ak
для довiльного ε > 0.

У першому випадку

P{X ∈ (x − ε; x + ε)} ≤ P{X ∈ �a1...ak
} = 0,

що суперечить (15).
У другому випадку x є односторонньо граничною точкою множини C. Для кон-

кретностi, нехай лiвосторонньою. Тодi iснує таке ε > 0, що

(x − ε; x) ⊂ �a1...ak
, P{X ∈ (x; x + ε)} = 0.
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I в цьому випадку

P{X ∈ (x − ε; x + ε)} = P{X ∈ �a1...ak
} = 0,

що суперечить умовi (15). Отримана суперечнiсть доводить, що pakk > 0 для довiль-
ного k ∈ N, тобто x ∈ E.

Отже, SX = E, що й вимагалось довести. �

Теорема 4. Якщо M = 0, то розподiл X є сингулярним розподiлом канторiв-
ського типу з аномально фрактальним спектром.

Доведення. ПриM = 0 розподiл, згiдно з наслiдком з теореми 3, є неперервним.
Оскiльки SX = E ⊂ C, то SX , як i C, є аномально фрактальною множиною. Оскiльки
мiра Лебега λ(C) = 0, то i λ(SX) = 0. Отже, X має канторiвський сингулярний
розподiл, що й вимагалось довести. �

6. Функцiя розподiлу випадкової неповної суми ряду Остроградського
другого виду з незалежними доданками

Спочатку розглянемо випадок, коли X має дискретний розподiл (M > 0). Нехай

x∗ = �a′
1...a′

k...,

де
{a′

k} := {i : pik ≥ p(1−i)k}.
Очевидно, що x∗ є атомом розподiлу X, оскiльки

P{X = x∗} = M > 0.

Бiльше того, x∗ є атомом з найбiльшою ”масою” (ймовiрнiстю). Iншi атоми вiдрiзня-
ються вiд x∗ лише скiнченною кiлькiстю символiв ak. Точнiше, x є атомом розподiлу
випадкової величини X тодi i тiльки тодi, коли⎧⎪⎨⎪⎩

x = �a1...ak...,

pakk > 0 ∀k ∈ N,

ak = a′
k, k > m.

Якщо x — атом розподiлу X, причому ak(x) = a′
k при k > m, то

P{X = x} =
m∏

k=1

pak(x)k

m+1∏
k=1

pa′
kk = M

m∏
k=1

pak(x)k

pa′
kk

i функцiя розподiлу
FX(x) =

∑
x′<x,
x′∈E

P{X = x′}.

Якщо x0 не належить спектру SX , то FX(x0) = FX(x), де x = sup{x : x ∈ E, x ≤ x0}.
Розглянемо тепер випадок неперервностi розподiлу X, тобто M = 0.
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Лема 7. В точцi �a1...ak... = x ∈ SX функцiя розподiлу FX випадкової величини
X виражається формулою:

FX(x) = βa11 +
∞∑

k=2

[
βakk

k−1∏
j=1

Pajj

]
, (16)

де при непарному k

βakk =

{
0, якщо ak = 0,

p0k, якщо ak = 1;

i при парному k

βakk =

{
0, якщо ak = 1,

p1k, якщо ak = 0.

Доведення. Подiя {X < x} має вираз
{X < x} = {τ1 < a1}

⋃
{τ1 = a1, τ2 > a2}

⋃
{τ1 = a1, τ2 = a2, τ3 < a3}

⋃
. . .⋃

{τ1 = a1, τ2 = a2, . . . , τk−1 = ak−1, τk ∨ ak}
⋃

. . . ,

де знак ∨ має такий змiст:

∨ =

{
>, якщо k = 2n, n ∈ N,

<, якщо k = 2n − 1, n ∈ N.

Тодi

P{X < x} = P{τ1 < a1} + P{τ1 = a1, τ2 > a2} + P{τ1 = a1, τ2 = a2, τ3 < a3} + . . . +

+P{τ1 = a1, τ2 = a2, . . . , τk−1 = ak−1, τk ∨ ak} + . . . .

Оскiльки подiї τi = ai, τj = aj i τk ∨ ak є незалежними, то

P{τ1 = a1, τ2 = a2, . . . , τk−1 = ak−1, τk ∨ ak} =

=

(
k−1∏
i=1

P{τi = ai}
)

· P{τk ∨ ak} = βakk

k−1∏
j=1

pajj.

Отже, функцiя розподiлу Fx(x) = P{X < x} виражається у формi (16). Лему дове-
дено. �

Теорема 5. Функцiя розподiлу FX випадкової величини X виражається

FX(x) = FX(x),

де
x = sup{u : u < x, u ∈ SX}.

Теорема 5 випливає з леми 7 i означення функцiї розподiлу.
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7. Збереження фрактальної розмiрностi

Локальнi властивостi сингулярно неперервного розподiлу характеризуються вла-
стивiстю його функцiї розподiлу зберiгати чи змiнювати фрактальнi властивостi пiд-
множин спектра, що коректно виражається в термiнах розмiрностi Хаусдорфа.
Нагадаємо, що α-мiрною мiрою Хаусдорфа-Бiллiнгслi множини E вiдносно мiри

μ називається число

Ĥα(E) = lim
ε↓0

(
inf

μ(ui)≤ε

{∑
i

μα(ui),
⋃
i

ui ⊃ E

})
,

де iнфiмум береться за всеможливими покриттями {ui} множини E вiдрiзками ui,
для яких μ(ui) ≤ ε. Число

αμ = αμ(E) = inf{α : Ĥα(E) = 0} = sup{α : Ĥα(E) 
= 0}
називається розмiрнiстю Хаусдорфа-Бiллiнгслi множини E вiдносно мiри μ.

Кажуть, що функцiя розподiлу F (x) зберiгає фрактальну розмiрнiсть, якщо роз-
мiрнiсть Хаусдорфа-Бiллiнгслi αμ(·) довiльної пiдмножини E спектра розподiлу SX

i розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича її образу E ′ = F (E) спiвпадають, тобто

αμ(E) = α0(E
′),

де μ — мiра, що вiдповiдає рiвномiрному розподiлу на SX .

Нехай X — випадкова величина, означена рiвнiстю (14). Якщо pik > 0 для всiх
i ∈ {0; 1} та k ∈ N, то SX = C i

μ{(−∞; x]} = FX0(x), де X0 =
∞∑

k=1

(−1)k−1εk

qk

, P{εk = i} = pik =
1

2

для всiх i ∈ {0; 1} та k ∈ N.

Теорема 6. Якщо

lim
k→∞

p0k =
1

2
, (17)

то функцiя розподiлу FX випадкової величини X, означеної рiвнiстю (14), зберiгає
фрактальну розмiрнiсть.

Доведення. Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що pik > 0. Нехай μX —
ймовiрнiсна мiра, що вiдповiдає розподiлу випадкової величини X, μ(·) — мiра, що
вiдповiдає рiвномiрному розподiлу на SX .

Тодi

μX(�c1...cm) = P{X ∈ �c1...cm} =
m∏

i=1

pcii =
m∏

i=1

(
1

2
τcii

)
,

де τcii = 2pcii.
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З рiвностi (17) маємо

τcii → 1 (i → ∞) i lim
i→∞

ln(τcii) = 0. (18)

для довiльної послiдовностi {ci}, ci ∈ {0, 1}.
Тодi

lim
m→∞

ln μX(�c1...cm)

ln μ(�c1...cm)
= lim

m→∞

ln
m∏

i=1

pcii

ln 2−m
= lim

m→∞

m∑
i=1

ln pcii

−m ln 2
=

= lim
m→∞

ln 2−m +
m∑

i=1

ln τcii

−m ln 2
= 1 + lim

m→∞

1
m

m∑
i=1

ln τcii

− ln 2
.

Враховуючи (18), маємо

lim
m→∞

1

m

m∑
i=1

ln τcii = 0.

Тому

lim
m→∞

ln μX(�c1...cm)

ln μ(�c1...cm)
= 1 (19)

для довiльного x ∈ SX .

Для цилiндричного зображення чисел i розмiрностi Хаусдорфа-Бiллiнгслi має
мiсце аналог теореми Бiллiнгслi: якщо ν1, ν2 — неперервнi ймовiрнiснi мiри i

E ⊂ E0 =

{
x : lim

m→∞
ln ν1(�c1...cm)

ln ν2(�c1...cm)
= δ

}
,

то αν2(E) = δαν1(E). Тому враховуючи рiвнiсть (14), αμ(E) = 1 · αμX
(E). Отже, FX

зберiгає фрактальну розмiрнiсть. �
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