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Анотацiя. Розглянуто клас однопараметричних неперервних функцiй, кожна з
яких задається як гранична функцiя деякої функцiональної послiдовностi. Дослi-
джено умови нiде не диференцiйовностi функцiй з цього класу, а також деякi фра-
ктальнi властивостi їх графiкiв.

Abstract. A one-parameter class of continuous functions, each of those is defined as a
limit function of some functional sequence, was considered. The conditions of nowhere
differentiability and also some fractal properties of their graphs are investigated in this
article.

1. Вступ

Пiсля того, як в 1872 роцi Карл Вейєрштрасс представив Берлiнськiй академiї
наук приклад неперервної нiде не диференцiйовної функцiї, багато математикiв зо-
середили свою увагу на пошуку нових неперервних функцiй, якi нiде не мають похi-
дної. На сьогоднiшнiй день вiдомо чимало прикладiв неперервних недиференцiйовних
функцiй [1, 2], зокрема функцiї Такаґi, ван дер Вардена, а також їхнi узагальнення
[3, 4]. Засоби теорiї фракталiв, що розвивається швидкими темпами, дають певний
iнструментарiй для дослiдження локальних властивостей таких функцiй.

Об’єктом дослiдження в данiй роботi є клас однопараметричних неперервних
функцiй, який будується в наступний спосiб [5]. Передусiм зафiксуємо параметр
a ∈ (0, 1). На вiдрiзку [0, 1] означимо наступним чином по iндукцiї послiдовнiсть непе-
рервних числових функцiй (fn(x)). Нехай f0(x) = x, а для будь-якого натурального n

функцiя fn(x) є лiнiйною на кожному з вiдрiзкiв виду
[

k

3n
;
k + 1

3n

]
, k = 0, 1, . . . , 3n−1,

причому мають мiсце рiвностi:

• fn+1

(
k

3n

)
= fn

(
k

3n

)
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• fn+1

(
3k + 1

3n+1

)
= fn

(
k

3n

)
+ a

(
fn

(
k + 1

3n

)
− fn

(
k

3n

))

• fn+1

(
3k + 2

3n+1

)
= fn

(
k

3n

)
+ (1 − a)

(
fn

(
k + 1

3n

)
− fn

(
k

3n

))

• fn+1

(
k + 1

3n

)
= fn

(
k + 1

3n

)
, для k = 0, 1, . . . , 3n − 1.

Нехай
Fa(x) = lim

n→∞
fn(x).

Нижче ми покажемо, що Fa(x) — неперервна на вiдрiзку [0, 1] функцiя.
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Рис. 1. Операцiя переходу вiд функцiї fn (лiворуч) до fn+1 (праворуч)
на кожному з вiдрiзкiв виду

[
k
3n ; k+1

3n

]
, k = 0, 1, . . . , 3n − 1

Для деяких конкретних a, Fa(x) набуває вигляд функцiй, що вивчались ранiше.
Наприклад, якщо a = 5

6
, то Fa(x) — це приклад нiде не диференцiйовної функцiї

Перкiнса (Perkins) [6]. Якщо a = 2
3
, то Fa(x) є прикладом нiде не диференцiйовної

функцiї Бурбакi [7, с. 28]. Крiм Бурбакi, до аналогiчного прикладу нiде не дифе-
ренцiйовної функцiї дiйшов Катсуура (Katsuura) [8], щоправда вiн використав iнший
пiдхiд для задання цiєї функцiї. Нехай X = [0, 1] × [0, 1]. Розглянемо наступнi сти-
скуючi вiдображення Ti(x) : X → X (i = 1, 2, 3)

T1(x, y) =

(
x

3
,
2y

3

)

T2(x, y) =

(
2 − x

3
,
1 + y

3

)

T3(x, y) =

(
2 + x

3
,
1 + 2y

3

)
.

Нехай D0 = (x, x) ∈ X — дiагональ вихiдного одиничного квадрата X, i

Dn =
3⋃

i=1

Ti(Dn−1), n � 1.
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Кожне Dn є графiком деякої неперервної функцiї fn(x). Гранична функцiя, як пока-
зав Катсуура, є неперервною i нiде не диференцiйовною. Саме тому функцiю F2/3(x)

називають нiде не диференцiйовною функцiєю Бурбакi або ж функцiєю Катсуури.
Вiдмiтимо, що F 1

2
(x) — це знаменита функцiя Кантора. Граничнi випадки пара-

метра a (0 та 1) також можуть бути розглянутi, проте в обох з них функцiя Fa(x) не
є неперервною. Зауважимо також, що F 1

3
(x) = x.

2. Диференцiальнi властивостi дослiджуваних функцiй

Теорема 1. Для усiх a ∈ (0, 1) Fa(x) є неперервною на вiдрiзку [0, 1].

Доведення. Перш за все вiдзначимо, що Fa(x0) = fn(x0), якщо x0 =
k

3n
для

n = 1, 2, ..., k, k = 0, 1, ..., 3n. Нехай A = max{a, |2a − 1|}. Очевидно, що 0 < A < 1.
Зазначимо, що для довiльного n � 1:

|f ′
n(x)| � (3A)n

в усiх точках, в яких похiдна iснує. Також вiдзначимо, що

min

{
fn

(
k

3n

)
, fn

(
k + 1

3n

)}
� fn+p(x) � max

{
fn

(
k

3n

)
, fn

(
k + 1

3n

)}

для усiх p ∈ N i k
3n � x � k+1

3n . Нарештi для кожного x ∈ [0, 1] та довiльного ε > 0

iснують такi натуральнi n i k, що An < ε i k
3n � x � k+1

3n . Тодi:

|fn+p(x) − fn(x)| � An < ε для усiх p > 0.

Таким чином, оскiльки n обирається незалежно вiд x, то функцiональна послiдов-
нiсть (fn(x)) рiвномiрно-збiгається, а врахувавши те, що кожний член послiдовностi
є неперервна функцiя на вiдрiзку [0, 1], стверджуємо, що iснує гранична функцiя
Fa(x), яка є неперервною на вiдрiзку [0, 1]. �

Для дослiдження диференцiальних властивостей описаного класу функцiй вико-
ристовуватимемо наступну лему, яку легко довести.

Лема 1. Якщо функцiя f(x) — диференцiйовна в точцi x0, то

lim
h↓0,k↓0

f(x0 − h) − f(x0 + k)

h + k
= f ′(x0),

Теорема 2 ([5]). Якщо a ∈ (
0, 1

2

]
, то функцiя Fa(x) диференцiйовна майже

скрiзь; якщо a ∈ [
2
3
, 1

)
, то функцiя Fa(x) є нiде недиференцiйовною; якщо ж

a ∈ (1
2
, 1

3
), то Fa(x) диференцiйовна на однiй нескiнченнiй множинi точок i не-

диференцiйовна на iншiй, також нескiнченнiй множинi точок.

Доведення. Доведення цiєї теореми проведемо в три етапи.
1. Нехай a ∈ (

0, 1
2

]
. Тодi, очевидно, функцiя Fa(x) є неспадною. За теоремою Лебе-

га про диференцiйовнiсть монотонної функцiї стверджуємо, що вона диференцiйовна
майже скрiзь (в смислi мiри Лебега).
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2. Нехай a ∈ [
2
3
, 1

)
. Зауважимо, що в цьому випадку A = max{a, 2a − 1} = a.

Легко бачити, що:
(3(2a − 1))n � |f ′

n(x)| � (3a)n

в усiх точках, де f ′
n(x) iснує. Нехай x — довiльне число з вiдрiзка [0, 1]. Для як

завгодно великого n завжди iснує k ∈ N, що k
3n � x < k+1

3n . Тодi:∣∣∣∣∣∣∣∣
Fa

(
k + 1

3n

)
− Fa

(
k

3n

)

1

3n

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
fn

(
k + 1

3n

)
− fn

(
k

3n

)

1

3n

∣∣∣∣∣∣∣∣
� (3(2a − 1))n,

тобто прямує до нескiнченностi, якщо a > 2
3
. Згiдно з лемою 1, Fa(x) є недиференцi-

йовною в кожнiй точцi.
У випадку, коли a = 2

3
, похiдна f ′

n(x) може бути обмеженою в деяких точках
(наприклад, при x = 1

2
). Але навiть в таких точках, з одного боку, послiдовнiсть

(f ′
n(x)) змiнює знак нескiнченне число разiв, тобто може збiгатися лише до 0, а з

iншого боку, очевидно, що |f ′
n(x)| � 1 для кожного n. Ця суперечнiсть i доводить

недиференцiйовнiсть функцiї F 2
3
(x) в кожнiй точцi вiдрiзку [0, 1].

3. Нехай тепер a ∈ (
1
2
, 2

3

)
. Покажемо, що функцiя Fa(x) є недиференцiйовною в

усiх трiйково-рацiональних точках вiдрiзка [0, 1], тобто в точках виду x = k
3n , де n ∈

N , k = 0, 1, . . . , 3n. Не втрачаючи загальностi припустимо, що k не дiлиться на 3. Тодi
якщо k ≡ 1 mod 3, то тодi D−Fa(x) = +∞, де через D−Fa(x) позначена лiва похiдна
функцiї Fa(x). Якщо ж k ≡ 2 mod 3, то тодi D+Fa(x) = +∞, де через D+Fa(x)

позначена права похiдна функцiї Fa(x). Крiм цього, D+Fa(0) = +∞, D−Fa(1) = +∞.
Диференцiйовнiсть функцiї Fa(x) при iнших значеннях аргументу залежить вiд

числових властивостей x. Розглянемо трiйково-iррацiональне число:

x =
α1

3
+

α2

32
+ · · · + αn

3n
+ · · · = Δ3

α1α2...αn..., αi = 0, 1, 2.

Позначимо через i(n) кiлькiсть одиниць в трiйковому представленнi числа x до n-го
мiсця включно. Тодi f ′

n(x) = (3(1 − 2a))i(n) · (3a)n−i(n). Якщо (3(1 − 2a))i(n) · (3a)n−i(n)

збiгається при n → ∞, то функцiя Fa диференцiйовна в точцi x, в протилежному
випадку — нi.

Якщо αj = 1 для скiнченної множини таких j, то |f ′
n(x)|, очевидно, прямує до

нескiнченностi. Якщо αj(x) = 1 нескiнченно часто, то (оскiльки 1 − 2a < 0), послi-
довнiсть (f ′

n(x)) змiнює знак нескiнченно часто. Тому вона може збiгатися лише до
нуля.

Нехай
γ = lim

n→∞
i(n)

n
.
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Тодi послiдовнiсть (f ′
n(x)) збiгається до нуля, якщо |3(1 − 2a)γ · a1−γ| < 1. Отже,

F ′
a(x) = 0, якщо

γ >
− lg (3a)

lg(2a − 1) − lg a
.

Зокрема, якщо αj = 1 для всiх j, за виключенням скiнченного числа, то тодi γ =

1 i, таким чином, Fa(x) = 0. Зауважимо, що усi такi значення x — це середини
iнтервалiв виду

(
k
3n , k+1

3n

)
. З iншого боку, якщо γ < − lg (3a)

lg(2a−1)−lg a
, то послiдовнiсть (f ′

n(x))

розбiгається i функцiя Fa(x) в точцi x недиференцiйовна. �

3. Аналiтичне задання дослiджуваних функцiй

Розглянемо функцiю f1(x). Вона складається з трьох вiдрiзкiв, довжини проекцiй
яких на вiсь абсцис дорiвнюють 1

3
, причому два з них своїми проекцiями на вiсь

ординат мають вiдрiзки довжиною a, а один довжину 2a − 1.

Лема 2. Кожна з функцiй fn(x) (n ∈ N) складається з 3n вiдрiзкiв, довжини
проекцiй кожного з яких на вiсь Ox дорiвнюють 3−n, а на вiсь Oy — число виду
ak(2a− 1)n−k, k = 0, 1, . . . , n, причому число вiдрiзкiв, для яких довжина проекцiї на
вiсь Oy рiвна ak(2a − 1)n−k дорiвнює Ck

n · 2k.

Доведення. Перша частина теореми слiдує безпосередньо з означення послiдов-
ностi функцiй (fn(x)).

Покажемо, що для довiльного n ∈ N число вiдрiзкiв довжиною ak(2a − 1)n−k, з
яких складається функцiя fn(x), дорiвнює Ck

n · 2k.
Дiйсно, розглянемо деяку функцiю fn(x), а також трiйкове представлення ар-

гументу x = Δα1α2...αn.... Тодi лiнiйний вiдрiзок функцiї, який має своєю проекцiєю
на вiсь Ox [Δα1α2...αn00...; Δα1α2...αn22...] , своєю проекцiєю на вiсь Oy має вiдрiзок, дов-
жина якого визначається числом одиниць серед цифр α1, α2, . . . αn, тобто довжини
проекцiй на вiсь Oy двох вiдрiзкiв будуть однаковими, якщо трiйкове представлення
лiвих кiнцiв кожного з вiдрiзкiв мiстить однакову кiлькiсть одиниць. Кiлькiсть чи-
сел, в трiйковому записi яких мiститься рiвно n− k одиниць, дорiвнює Cn−k

n · 2k, або,
що те ж саме, Ck

n · 2k. �

Нехай x = Δα1α2...αn..., αi ∈ N
0
2. Дамо геометричну iнтерпретацiю побудови значе-

ння функцiї Fa(x) за даним значенням аргументi.
Введемо позначення: Q = {q0, q1, q2}, де q0 = a, q1 = 1 − 2a, q2 = a. Нехай

a ∈ (
0, 1

2

)
. Очевидно, що в цьому випадку усi qi > 0 i

2∑
i=0

qi = 1. Тодi кожне дiйсне

число y з вiдрiзка [0, 1] має єдине представлення у виглядi

y = βα1 +
∞∑
i=2

βαi

i−1∏
k=1

qαk
,
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де βm =
m−1∑
j=0

qj, αk ∈ N0
2 (таке представлення називають Q-представленням дiйсно-

го числа [4, 9]). Тодi очевидно, що прообразом так поданого значення функцiї y є
трiйкове число x = Δ3

α1α2...αn....
Нехай тепер a ∈ [

1
2
, 1

)
. Роздiлимо вiдрiзок [0, 1] на три вiдрiзки Δy

i , i ∈ N
0
2, дов-

жини яких визначаються спiввiдношенням |Δy
i | = |qi|, причому вiдрiзок Δy

1 вiдкла-
датимемо в протилежному напрямi. Очевидно, що Δy

1 ⊂ Δy
0 i Δy

1 ⊂ Δy
2. Очевидно, що

Fa(Δα1α2...αn...) ⊂ Δy
α1
.

Продовживши цей процес, на m-му кроцi одержимо вiдрiзки Δy
α1α2...αm

, довжини

яких рiвнi
∣∣Δy

α1α2...αm

∣∣ =
m∏

k=1

|qαk
|. Очевидно, що довжини цих вiдрiзкiв прямують до

нуля, при m → ∞. Також Fa(Δ
y
α1α2...αm...) ⊂ Δy

α1α2...αm
, Δy

α1α2...αmαm+1
⊂ Δy

α1α2...αm
.

Отже, нами побудована система вкладених вiдрiзкiв i за аксiомою Кантора iснує
єдина точка, що належить нескiнченнiй послiдовностi вiдрiзкiв Δα1α2...αm.... Нашими
мiркуваннями ми по сутi довели теорему:

Теорема 3. Нехай x = α1

3
+ α2

32 + · · ·+ αn

3n + . . . . Тодi значення функцiї Fa(x) може
бути обчислене за формулою:

Fa(x) = βα1 +
∞∑
i=2

βαi

i−1∏
k=1

qαk
,

де q0 = a, q1 = 1 − 2a, q2 = a; β0 = 0, β1 = a, β2 = 1 − a.

4. Фрактальнi властивостi графiкiв дослiджуваних функцiй

Нагадаємо [2], що число

αK(E) = lim
δ→0

lg Nδ(E)

− lg δ
,

де Nδ(E) — найменша кiлькiсть прямокутникiв дiаметра δ, необхiдних для покрит-
тя множини E, називається фрактальною клiтинковою розмiрнiстю множини E. У
випадку, коли покриття здiйснюється однаковими δ-„кубами“ виду

[m1δ, (m1 + 1)δ] × · · · × [mnδ, (mn + 1)δ] ,

де m1, m2, . . . , mn — цiлi („кубом“ називаємо iнтервал в просторi R1 i квадрат в
R2), число αK(E) називають фрактальною клiтинковою ентропiйною розмiрнiстю
множини E.

Теорема 4. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича функцiї Fa(x) при a ∈ (
0, 1

2

]
до-

рiвнює 1.

Доведення. Оскiльки при заданих значеннях параметра a функцiя неспадна,
то вона має скiнченну довжину, тобто Fa(x) є спрямлюваною кривою, а отже її роз-
мiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича дорiвнює одиницi [2, стор. 82]. �
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Теорема 5. Фрактальна клiтинкова ентропiйна розмiрнiсть графiка функцiї
Fa(x), a ∈ (

1
2
, 1

)
дорiвнює log3(12a − 3).

Доведення. Визначимо, якою найменшою кiлькiстю Nδ(ΓFa) квадратiв зi сторо-
ною δ = 3−n можна покрити графiк функцiї Fa(x). Зауважимо, що Nδ(Γfn) = Nδ(ΓFa),
якщо δ = 3−n, тому

αK(Fa) = lim
n→∞

lg Nδ(fn)

− lg 3−n
.

Згiдно з лемою 2, fn(x) складається iз вiдрiзкiв, проекцiї яких на вiсь Ox дорiвнюють
3−n, а на вiсь Oy — ak(2a − 1)n−k. Для того, щоб покрити квадратами зi стороною
3−n один такий вiдрiзок, необхiдно:

(1) pn,k =
ak(2a − 1)n−k

3−n
, якщо значення цього виразу — цiле;

(2) pn,k =

[
ak(2a − 1)n−k

3−n

]
+ 1, якщо значення виразу ak(2a − 1)n−k3−n — не є

цiлим (тут [x] — найбiльше цiле число, що не перевищує x).

Оцiнимо Nδ(fn). З одного боку:

Nδ(fn) =
n∑

k=0

Ck
n · 2k · pn,k �

n∑
k=0

Ck
n · 2k · ak(2a − 1)n−k

3−n
=

= 3n ·
n∑

k=0

Ck
n · (2a)k(2a − 1)n−k = 3n · (4a − 1)n = (12a − 3)n.

тодi фрактальна клiтинкова ентропiйна розмiрнiсть графiка функцiї:

αK(ΓFa) � lim
n→∞

lg(12a − 3)n

− lg 3−n
= log3 (12a − 3). (1)

З iншого боку,

Nδ(fn) =
n∑

k=0

Ck
n · 2k · pn,k �

n∑
k=0

Ck
n · 2k ·

(
ak(2a − 1)n−k

3−n
+ 1

)
=

= 3n ·
n∑

k=0

Ck
n · (2a)k(2a − 1)n−k +

n∑
k=0

Ck
n · 2k =

= 3n · (4a − 1)n + 3n = (12a − 3)n + 3n.

Врахувавши, що при a > 1
2
, lim

n→∞

(
3

12a − 3

)n

= 0, матимемо:

αK(ΓFa) � lim
n→∞

lg((12a − 3)n + 3n)

− lg 3−n
=

= lim
n→∞

lg(12a − 3)n + lg
(
1 +

(
3

12a−3

)n)
− lg 3−n

= log3 (12a − 3). (2)

Спiвставивши (1) i (2) знаходимо:

αK(ΓFa) = log3(12a − 3).
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