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Випадковi величини, G2
∞-символи яких

утворюють ланцюг Маркова

О. Ю. Фещенко

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова)

Анотацiя. В роботi вивчаються самоподiбнi i фрактальнi властивостi спектра роз-
подiлу випадкової величини ξ, G2

∞-символи якої утворюють однорiдний ланцюг
Маркова. Отримано критерiй наявностi атомiв розподiлу та його неперервностi, об-
числено фрактальну розмiрнiсть спектра розподiлу випадкової величини ξ в окре-
мих випадках.

Abstract. We study self-similar and fractal properties of the spectrum of a random
variable ξ with markovian G2

∞-symbols. Necessary and sufficient conditions for the
continuity resp. discreteness of ξ are found. Fractal dimension of the spectrum of the
random variable ξ is calculated for some specaial cases.

1. Вступ

Розподiли випадкових величин, символи деякого фiксованого, наприклад, s-
адичного, ланцюгового тощо, зображення яких є незалежними, iнтенсивно вивча-
ються на протязi останнiх кiлькох десятилiть. Дещо менше уваги в дослiдженнях
було придiлено випадковим величинам, символи яких утворюють ланцюг Маркова,
хоча бури статтi, що стосувалися Q̃-зображення, ланцюгового зображення, зображе-
ння чисел рядами Остроградського.

В данiй роботi розглядаються розподiли випадкових величин, символи так звано-
гоG2

∞-зображення яких утворюють однорiдний ланцюг Маркова. Специфiчними вла-
стивостями цього зображення є залежнiсть вiд одного параметра ϕ (”золоте вiдноше-
ння”), нескiнченнiсть алфавiту, єдинiсть зображення i дещо схожi з Q∞-зображенням
метричнi спiввiдношення. В нiй ми цiкавимось фрактальними властивостями спектра
розподiлу, якi є, власне, наслiдком рiзних типiв самоподiбних властивостей.
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2. G2
∞-зображення дiйсних чисел

Нехай ϕ = 1+
√

5
2

— ”золоте вiдношення” (число Фiдiя). Легко довести, що

1

ϕ3
+

2

ϕ4
+

2

ϕ5
+ ... +

2

ϕc
+ ... = 1 =

0∑
c=−∞

1

ϕ3−c
+

∞∑
c=1

1

ϕ3+c
=

∞∑
c=−∞

1

ϕ3+|c| . (1)

Нехай для довiльного цiлого c

gc :=
1

ϕ3+|c| ;

ac :=
c−1∑

i=−∞
gi =

{
ϕc−2, якщо c ≤ 0,

ϕ−3 + ϕ−2(2 − ϕ1−c), якщо c > 0.
(2)

Очевидно, що
1) g−c = gc > 0;
2) 0 < ac−1 < ac < ac+1 < 1 для довiльного c ∈ Z.
В роботi [6] доведено, що для довiльного x ∈ (0; 1) iснує єдина скiнченна або

нескiнченна послiдовнiсть цiлих чисел (ck) така, що

x = ac1 +
∑
k>1

[
ack

k−1∏
j=1

1

ϕ3+|cj |

]
. (3)

Подання (представлення) числа x ∈ (0; 1) рядом (3) називається його G2
∞-пред-

ставленням, що формально записується у виглядi x = Δc1...cn... i називається G2
∞-

зображення числа x.
Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm називається множина всiх чисел x, що ма-

ють G2
∞-зображення, першi m символiв якого спiвпадають з c1, c2, ..., cm вiдповiдно,

що символiчно позначається Δc1...cm .
Цилiндри мають наступнi властивостi [6]:

1) |Δc1...cm| =
m∏

i=1

gci
= |Δc1...cm| → 0 (m → ∞), де ci = −ci.

2) Δc1...cmc ⊂ Δc1...cm . Бiльше того,

max Δc1...cmc = min Δc1...cm(c+1) (4)

i

(0; 1) =
+∞⋃

c=−∞
Δc, ∇c1...cm =

+∞⋃
c=−∞

Δc1...cmc. (5)

3) Для довiльних m ∈ N , (ck) ∈ L, (sk) ∈ L

∇c1...cm ∩∇s1...sm = O,

якщо iснує ci 
= si, для деякого i ≤ m.
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3. Структура розподiлу випадкової величини ξ, G2
∞-символи якої

утворюють ланцюг Маркова

Розглядається випадкова величина

ξ = aη1 +
∞∑

k=2

[
aηk

k−1∏
j=1

gηj

]
= Δη1...ηk..., (6)

де a0 = 0, ak =
k−1∑

j=−∞
gj, ηk — випадковi величини, що набувають цiлих значень i

утворюють однорiдний ланцюг Маркова з початковими ймовiрностями pi > 0, i ∈ Z,
i матрицею перехiдних ймовiрностей ||pik||.

Очевидно,що властивостi розподiлу ξ однозначно визначають нескiнченновимiр-
ний стохастичний вектор �p = (..., p−m, ..., p0, ..., pm, ...) i нескiнченна стохастична ма-
триця ||pik||.
Лема 1. Функцiя розподiлу Fξ(x) випадкової величини ξ записується у виглядi

Fξ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, x < 0,

βα1(x) + pα1(x)

∞∑
k=2

[
βαk(x)αk+1(x)

k−1∏
j=1

pαj(x)αj+1(x)

]
, 0 ≤ x < 1,

1, x ≥ 1,

(7)

де αk(x) — k-ий G2
∞-символ числа x, βα1(x) =

α1(x)−1∑
i=−∞

pi,

βαk(x)αk+1(x) =
αk+1(x)−1∑

j=−∞
pαk(x)j.

Доведення. Оскiльки Fξ(x) = P{ξ < x}, а
{ξ < x} = {η1 < α1(x)} ⋃ {η1 = α1(x), η2 < α2(x)}⋃ . . .

. . .
⋃ {ηj = αj(x), j = 1, k − 1, ηk < αk(x)}⋃ . . . ,

де подiї в правiй частинi рiвностi попарно несумiснi i

P{ηj = αj(x), j = 1, k − 1, ηk < αk(x)} = βαk(x)αk+1(x)

k−1∏
j=1

pαj(x)αj+1(x),

то має мiсце рiвнiсть (7). �

Наслiдок 1. Якщо всi елементи матрицi перехiдних ймовiрностей ‖pik‖ дода-
тнi, то функцiя розподiлу Fξ(x) випадкової величини ξ є строго зростаючою на [0; 1]

i її спектр фрактальними властивостями не володiє. Якщо ж pτs = 0, то F (x) є
постiйною на кожному з iнтервалiв

∇α1...αkτs =
(
Δα1...αkτs(0); Δα1...αkτ(s+1)(0)

)
.
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Лема 2. Спектром Sξ розподiлу випадкової величини ξ є замикання множини

A =
{
x : x ∈ [0; 1], pα1(x) > 0, pαk(x)αk+1(x) > 0 ∀ k ∈ N

}
.

Легко бачити, що розподiл випадкової величини ξ не завжди чистий.

Лема 3. Розподiл випадкової величини ξ матиме атоми тодi i тiльки тодi,
коли iснує нескiнченний набiр G2

∞-знакiв i1, . . . , im, ..., (ij ∈ Z) такий, що
∞∏

j=1

pijij+1
> 0. (8)

Доведення. Оскiльки для довiльної послiдовностi {ik}, ik ∈ Z, має мiсце рiв-
нiсть

P{ξ = Δi1...im...} =
∞∏

j=1

pijij+1
,

то точка Δi1...im... є атомом тодi i тiльки тодi, коли
∞∏

j=1

pijij+1
> 0. �

Наслiдок 2. Якщо iснує скiнченний набiр G2
∞-знакiв i1, . . . , im, (ij ∈ Z) такий,

що
pimi1 = 1, pi1i2 = 1, ..., pim−1im = 1,

то точка Δ(i1i2...im) є атомом розподiлу випадкової величини ξ.

4. Фрактальнi властивостi розподiлу випадкової величини ξ

Займемося вивченням самоподiбних (а отже, i фрактальних) властивостей спе-
ктра розподiлу випадкової величини ξ для випадку, коли матриця перехiдних ймо-
вiрностей має принаймнi один нуль.

Далi, використовуватимемо позначення: Δ′
α1...αk

= Δα1...αk
∩ Sξ.

Теорема 1. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей ||pik|| мiстить рiвно один
нуль (pc1c2 = 0), то випадкова величина ξ має сингулярний розподiл канторiв-
ського типу (C-типу), а її спектр Sξ є N-самоподiбним фракталом, розмiрнiсть
Хаусдорфа-Безиковича якого є розв’язком рiвняння:

(1) (
1 + gx

c1

)∑
j �=c1

gx
j = 1, (9)

якщо c1 = c2;
(2)

gx
c1

+ gx
c2
− gx

c1
gx

c2
+
∑

c1 �=j �=c2

gx
j = 1, (10)

якщо c1 
= c2.
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Доведення. Згiдно з лемою 2 з точнiстю до зчисленної множини має мiсец рiв-
нiстьв

Sξ = D[G2
∞, c1c2] ≡ {x : x = Δα1...αk..., αkαk+1 
= c1c2 ∀k ∈ N} .

1. Розглянемо випадок c1 = c2. Тодi⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
D[G2

∞, c1c2] =

[ ⋃
j �=c1

Δ′
j

]⋃[ ⋃
j �=c1

Δ′
c1j

]
,

Δ′
j

gj∼ D[G2
∞, c1c2],

Δ′
c1j

gc1gj∼ D[G2
∞, c1c2],

(11)

i ”вiдрiзки” правої частини останньої рiвностi попарно не перекриваються.
З спiввiдношень (11) випливає, що D[G2

∞, c1c2] є N -самоподiбною множиною i її
N -самоподiбна розмiрнiсть є розв’язком рiвняння (9). Оскiльки ж, в даному випадку,
N -самоподiбна розмiрнiсть спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича, то має
мiсце перше твердження теореми.

Зауважимо, що рiвняння (9) завжди має єдиний додатний розв’язок, що належить
(0; 1). Це випливає з неперервностi i монотонностi функцiї

f1(x) = (1 + gx
c1

)
∑
j �=c1

gx
j − 1 при x ∈ [0; 1],

оскiльки f1(0) > 0, f1(1) < 0.

Якщо ж c1 
= c2, то

D[G2
∞, c1c2] =

[⋃
j �=c1

Δ′
j

]⋃⎡⎣ ∞⋃
k=1

⋃
c1 �=j �=c2

Δ′
c1...c1︸ ︷︷ ︸

k

j

⎤⎦⋃Δc1c1...c1...,

Δ′
j

gj∼ D[G2
∞, c1c2],

Δ′
c1...c1︸ ︷︷ ︸

k

j

gk
c1

gj∼ D[G2
∞, c1c2].

Звiдки випливає самоподiбнiсть множини D[G2
∞, c1c2] i те, що її самоподiбна розмiр-

нiсть, яка спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича, задовольняє рiвняння∑
j �=c1

gx
j +

gx
c1

1 − gx
c1

∑
c1 �=j �=c2

gx
j = 1.

Останнє ж рiвносильне рiвнянню (10), яке має єдиний додатний розв’язок на
iнтервалi (0; 1), що випливає з неперервностi i монотонностi функцiї

f2(x) = gx
c1

+ gx
c2
− gx

c1
gx

c2
+
∑

c1 �=j �=c2

gx
j − 1,

оскiльки f2(0) > 0, f2(1) < 0.

З того, що, при виконаннi умов теореми, спектр випадкової величини ξ є фра-
ктальним (α0(Sξ) < 1), випливає, що мiра Лебега λ(Sξ) = 0. Отже, розподiл не
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мiстить абсолютно неперервної компоненти. Разом з цим, вiн не має атомiв, оскiльки
нуль в матрицi ||pik|| лише один. Тому вiн є сингулярним. �

Теорема 2. Для того щоб спектр Sξ розподiлу випадкової величини ξ мав ну-
льову мiру Лебега, необхiдно i достатньо, щоб матриця перехiдних ймовiрностей
‖pik‖ мала принаймнi один нуль.

Доведення. Необхiднiсть випливає з наслiдка леми 1.
Достатнiсть. Як легко бачити, досить довести для випадку, коли матриця ‖pik‖

має лише один нуль. Тодi за теоремою 1 розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спектра
Sξ розподiлу випадкової величини ξ є дробовим числом, тому λ(Sξ) = 0. �

Наслiдок 3. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей ||pik|| має принаймнi один
нуль, то розподiл випадкової величини ξ не мiстить абсолютно неперервної компо-
ненти, а у випадку вiдсутностi атомiв має сингулярний розподiл канторiвського
типу.

Наслiдок 4. Якщо розподiл випадкової величини ξ має атоми, то вiн не мi-
стить абсолютно неперервної компоненти.

Теорема 3. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей ‖pik‖ мiстить нулi ви-
ключно в одному рядку (pcτ = 0, τ ∈ T 
= O), то спектр Sξ розподiлу випадкової
величини ξ є:

1. N- самоподiбним фракталом, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(Sξ) якого
задовольняє рiвняння ∑

j �=c

gx
j + gx

c

∑
ν∈N\T

gx
ν = 1, якщо pcc = 0, (12)

2. майже N-самоподiбним фракталом, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(Sξ)

якого задовольняє рiвняння∑
j �=c

gx
j +

gx
c

1 − gx
c

∑
j∈N\T

ν �=c

gx
ν = 1, pcc 
= 0. (13)

Доведення. 1. При pcc = 0⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Sξ =

[⋃
j �=c

Δ′
j

]⋃[ ⋃
ν∈N\T

Δ′
cν

]
,

Δ′
j

gj∼ Sξ,

Δ′
cν

gcgν∼ Sξ,

Звiдки випливає, що Sξ — N -самоподiбна множина (оскiльки принаймнi одна з мно-
жин T або N \T нескiнченна) i її самоподiбна розмiрнiсть задовольняє рiвняння (12)
i, очевидно, менша 1. Отже, Sξ — фрактал.



ВИПАДКОВI ВЕЛИЧИНИ, G2
∞-СИМВОЛИ ЯКИХ УТВОРЮЮТЬ ЛАНЦЮГ МАРКОВА 149

2. Нехай pcc 
= 0. Тодi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Sξ =

[⋃
j �=c

Δ′
j

]⋃⎡⎣ ∞⋃
m=1

⋃
ν∈N\T

ν �=c

Δ′
c...c︸︷︷︸

m

ν

⎤⎦⋃Δ(c),

Δ′
j

gj∼ Sξ,

Δ′
c...c︸︷︷︸

m

ν
k∼ Sξ, k = gm

c gν .

Останнє є свiдченням того, що Sξ є майжеN -самоподiбною множиною,N -самоподiбна
розмiрнiсть (i розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича) якої задовольняє рiвняння∑

j �=c

gx
j +

∞∑
m=1

∑
ν∈N\T

ν �=c

gmx
c gx

ν = 1,

яке рiвносильне рiвнянню (13). Оскiльки ж вона спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-
Безиковича i менша 1, то Sξ — фрактал. �

Теорема 4. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей ‖pik‖ мiстить нулi лише
в одному стовпцi (pτs = 0, τ ∈ T ), то спектр Sξ розподiлу випадкової величини ξ є:

1. кусково N-самоподiбним фракталом, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(Sξ)

якого задовольняє рiвняння ∑
j �=s

gx
j = 1, коли T = N, (14)

2. об’єднанням двох множин S ′
ξ i S ′′

ξ , де S ′
ξ є N-самоподiбним фракталом, роз-

мiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(S
′
ξ) якого задовольняє рiвняння

∑
ν∈N\T

ν �=s

gx
ν

∑
τ∈T

gx
τ −
(

1 −
∑
τ∈T

gx
τ

)⎛⎜⎝1 −
∑

ν∈N\T
ν �=s

gx
ν

⎞⎟⎠ = 0, (15)

S ′′
ξ є самоподiбним фракталом, якщо T — скiнченна множина та N-самоподiбним

фракталом, якщо T — нескiнченна множина. Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича
α0(S

′′
ξ ) задовольняє рiвняння

∑
τ∈T

gx
τ = 1;

3. об’єднанням двох множин S ′
ξ i S ′′

ξ , де S ′
ξ є N-самоподiбним фракталом, роз-

мiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(S
′
ξ) якого задовольняє рiвняння

∑
ν∈N\T

gx
ν

∑
τ∈T

gx
τ −

⎛⎜⎝1 −
∑
τ∈T
τ �=s

gx
τ

⎞⎟⎠
⎛⎝1 −

∑
ν∈N\T

gx
ν

⎞⎠ = 0, (16)

якщо s ∈ T 
= N. S ′′
ξ є самоподiбним (N-самоподiбним) фракталом, розмiрнiсть

Хаусдорфа-Безиковича α0(S
′′
ξ ) якого задовольняє рiвняння∑

s�=τ∈T

gx
τ = 1.
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Доведення. З означення кусково N -самоподiбної множини i того, що⎧⎪⎨⎪⎩ Sξ =

[
n−1⋃
i=1

⋃
j �=s

Δ′
ij

]
;

Δ̃′
ij

gj∼ Δ̃′
i, j 
= s,

випливає перше твердження теореми.
З означення N-самоподiбної множини, N-самоподiбної розмiрностi i того, що⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Sξ =

[ ⋃
ν∈N\T

Δ′
ν

]⋃⎡⎢⎣ ∞⋃
m=1

⋃
ν �=s

(i1,...,im)∈T m

Δ′
i1...imν

⎤⎥⎦⋃C(T ) = S ′
ξ

⋃
C(T );

Δ′
i1...imν

k∼ S ′
ξ, k = gν

m∏
c=1

gic ;

Δ′
ν

gν∼ S ′
ξ,

де S ′′
ξ = C(T ) = {x : x = Δα1...αk... , αk ∈ T}, випливає друге твердження.
Аналогiчно, з означення N-самоподiбної множини, N-самоподiбної розмiрностi i

того, що⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Sξ =

[ ⋃
ν∈N\T

Δ′
ν

]⋃⎡⎣ ∞⋃
m=0

⋃
τ∈τ

(i1,...,im)∈Am

Δ′
τi1...imν

⎤⎦⋃C(A) = S ′
ξ

⋃
C(A);

Δ′
τi1...imν

k∼ S ′
ξ, k = gνgτ

m∏
c=1

gic ;

Δ′
ν

gν∼ S ′
ξ; де A = T \ {s},

випливає третє твердження. �

Теорема 5. Якщо O� = T 
= Z i матриця перехiдних ймовiрностей ‖pik‖ має
нулi, причому їх мiсця визначаються умовою

pij = 0 ⇔ (i, j) ∈ T × T,

то спектр Sξ розподiлу випадкової величини ξ є N-самоподiбним фракталом, роз-
мiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(Sξ) якого задовольняє рiвняння(

1 +
∑
τ∈T

gx
τ

) ∑
ν∈N\T

gx
ν = 1. (17)

Доведення. Твердження теореми 5 випливає з означення N -самоподiбної мно-
жини, N -самоподiбної розмiрностi, з урахуванням того, що⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

Sξ =

[ ⋃
ν∈N\T

Δ′
ν

]⋃[ ⋃
ν∈N\T

⋃
τ∈T

Δ′
τν

]
;

Δ′
ν

gν∼ Sξ;

Δ′
τν

k∼ Sξ, k = gτgν .

�
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Теорема 6. Якщо O� = T 
= N i матриця перехiдних ймовiрностей ‖pik‖ має
нулi, причому їх положення визначається умовою

pij = 0 ⇔ (i, j) ∈ T 2 ∧ i 
= j,

то спектр Sξ розподiлу випадкової величини ξ є N-самоподiбним фракталом, роз-
мiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(Sξ) якого задовольняє рiвняння∑

ν∈N\T
gx

ν

[
1 +
∑
τ∈T

gx
τ (1 − gx

τ )−1

]
= 1. (18)

Доведення. Легко бачити, що⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Sξ =

∞⋃
m=0

⋃
ν∈N\T

⋃
τ∈T

Δ′
τ...τ︸︷︷︸

m

ν

⋃[ ⋃
τ∈T

Δ(τ)

]
;

Δ′
τ...τ︸︷︷︸

m

ν

gm
τ qν∼ Sξ.

Отже, Sξ — майже N -самоподiбна множина i її N -самоподiбна розмiрнiсть задоволь-
няє рiвняння ∑

ν∈N\T
gx

ν

[
1 +
∑
τ∈T

∞∑
m=1

gmx
τ

]
= 1,

яке рiвносильне рiвнянню (18). Додатний розв’язок останнього рiвняння менший
1. Тому, враховуючи, що N -СП-розмiрнiсть спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-
Безиковича, Sξ є фракталом. �
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