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Ергодичний пiдхiд до дослiдження
сингулярних ймовiрнiсних мiр

Г. В. Iваненко, Р. О. Нiкiфоров, Г. М. Торбiн

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова)

Анотацiя. У роботi розвиваються загальнi методи доведення сингулярностi та аб-
солютної неперервностi (вiдносно мiри Лебега) ймовiрнiсних мiр, якi є нелiнiйними
проекцiями продакт–мiр.

Вводиться в розгляд та дослiджується клас ймовiрнiсних мiр з незалежними
G–символами. Отриманi результати застосовуються для встановлення лебегiвської
структури згорток Бернуллi з певних класiв.

У роботi також розвиваються методи фрактального аналiзу сингулярно непе-
рервних ймовiрнiсних мiр. Значну увагу придiлено розвитку ергодичної теорiї сим-
вольних динамiчних систем та її застосуванню до вивчення мультифрактальних
властивостей розподiлiв з незалежними Q–символами та розподiлiв, породжених
випадковими ланцюговими дробами. Доведено, що мiри з двох вищевказаних кла-
сiв є мiрами внутрiшньо точної розмiрностi Хаусдорфа i обчислено точнi значення
вiдповiдних розмiрностей.

Abstract. We develop general methods for proving of singularity resp. absolute con-
tinuity (w.r.t. Lebesgue measure) of probability measures, which are non–linear projec-
tions of product–measures. A class of probability measures with independent G–symbols
is introduced and studied. We apply the results to study the Lebesgue structure of
Bernoulli convolutions from special classes.

We also develop methods of fractal analysis of singularly continuous probability
measures. A special attention is paid to the development of ergodic theory of symbolic
dynamical systems and its applications to the investigation of multifractal properties
of probability distributions with independent Q–symbols and probability distributions
generated by random continued fractions.

We prove that measures from the above mentioned two classes are measures of in-
ternally exact Hausdorff dimension. Sharp values of the corresponding dimensions are
also calculated.
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1. Вступ

Як вiдомо, iснує лише три типи чистих iмовiрнiсних розподiлiв: дискретнi, сингу-
лярно неперервнi та абсолютно неперервнi. Дискретнi та абсолютно неперервнi мiри
є найбiльш вивченими типами розподiлiв (бiльш того, в багатьох пiдручниках з теорiї
ймовiрностей клас неперервних розподiлiв помилково ототожнюють з класом абсо-
лютно неперервних розподiлiв). Iнтерес до сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр,
зародившись на початку ХХ–го столiття вiдразу пiсля створення теорiї мiри Лебега,
перiодично то спалахував, то дещо згасав протягом всього ХХ–го столiття. Серед фа-
кторiв, якi стимулювали розвиток теорiї сингулярних мiр варто вiдзначити зв’язок
цiєї теорiї з розв’язанням деяких проблем гармонiчного аналiзу i, зокрема, загальної
теорiї тригонометричних рядiв, теорiї динамiчних систем, спектральної теорiї сингу-
лярних мiр.

Особливо iнтенсивно теорiя сингулярних мiр почала розвиватись в кiнцi ХХ–
го столiття у зв’язку з розвитком теорiї фракталiв, яка дала новий iнструментарiй
дослiджень.

Незважаючи на сторiчну iсторiю дослiджень проблема доведення сингулярностi
все ще залишається актуальною для широких класiв ймовiрнiсних розподiлiв.

Однiєю з важливих нерозв’язаних задач сучасної теорiї ймовiрностей була i за-
лишається проблема знаходження необхiдних i достатнiх умов сингулярностi випад-
кової величини, що є сумою збiжного (з iмовiрнiстю 1) ряду з незалежних дискретно
розподiлених випадкових величин. Ця проблема залишається нерозв’язаною навiть
для значно вужчого класу мiр: так званих нескiнчених симетричних згорток Бернул-
лi ([20]). Зокрема, на сьогоднi невiдомо, чи iснують дiйснi числа λ ∈ (1

2
, 1), для яких

1
λ
не є числом Пiзо i для яких випадкова величина ξ =

∞∑
k=1

ξk · λk (ξk — незалежно

набувають значень ±1 з ймовiрностями 1
2
) має сингулярний розподiл.

У випадку ж доведення сингулярностi, актуальними питаннями (для мотивацiї
див. [3, 2]) є вивчення фрактальних властивостей вiдповiдних мiр.

Дана робота присвячена розвитку нових методiв доведення сингулярностi ймовiр-
нiсних розподiлiв та методiв дослiдження тонких мультифрактальних властивостей
таких мiр, якi базуються на ергодичнiй теорiї динамiчних систем та методах дослi-
джень нелiнiйних проекцiй нескiнченних добуткiв ймовiрнiсних мiр.

Ефективнiсть запропонованих методiв iлюструється на прикладах дослiджень
тонких фрактальних властивостей випадкових величин з незалежними G–символами,
спецiальних класiв згорток Бернуллi та випадкових ланцюгових дробiв.

Розвиненi в статтi методи фрактального аналiзу сингулярних мiр можуть бути
перенесенi на iншi класи ймовiрнiсних мiр.
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2. Сингулярнiсть та абсолютна неперервнiсть нескiнченних добуткiв
ймовiрнiсних мiр та їх проекцiй.

2.1. Розглянемо нескiнченнi добутки ймовiрнiсних просторiв

(Ω,F , μ) =
∞∏

k=1

(Ωk,Fk, μk)

та

(Ω,F , ν) =
∞∏

k=1

(Ωk,Fk, νk).

Якщо iснує k0 ∈ N таке, що μk0 i νk0 взаємно сингулярнi, то, очевидно, мiри μ

i ν будуть також взаємно сингулярними. Якщо iснує k1 ∈ N таке, що лебегiвський
розклад мiри μk1 вiдносно мiри νk1 мiстить ненульову сингулярну компоненту, то ле-
бегiвський розклад мiри μ вiдносно мiри ν теж буде мiстити ненульову сингулярну
компоненту. Тому умова μk � νk,∀k ∈ N є необхiдною умовою абсолютної неперерв-
ностi μ вiдносно ν. Але ця умова, взагалi кажучи, не є достатньою.

[[1]] Нехай μk � νk,∀k ∈ N . Мiра μ чисто абсолютно неперервна вiдносно мiри ν

тодi i тiльки тодi, коли
∞∏

k=1

[∫
Ωk

√
dμk

dνk

dνk

]
> 0 (1)

Мiра μ чисто сингулярна вiдносно мiри ν у всiх iнших випадках (тодi i тiльки тодi,
коли нескiнченний добуток 1 розбiгається до нуля).

Якщо iснує k0 ∈ N таке, що мiра μk0 є неперервною, то, очевидно, мiра μ буде
неперервною. Якщо iснує k1 ∈ N таке, що лебегiвський розклад мiри μk1 мiстить
ненульову неперервну компоненту, то розклад мiри μ теж буде мiстити неперервну
компоненту. Тому чиста дискретнiсть всiх мiр μk є необхiдною умовою дискретностi
μ. Як показує наступна теорема ця умова, взагалi кажучи, не є достатньою.

[[12]] Нехай всi мiри μk є чисто дискретними. Тодi мiра μ є чисто дискретною тодi
i тiльки тодi, коли

∞∏
k=1

max
ωk∈Ωk

μk(ωk) > 0. (2)

В усiх iнших випадках (коли нескiнченний добуток 2 розбiгається до нуля) мiра μ є
чисто неперервною. Комбiнуючи двi останнi теореми отримуємо критерiй сингуляр-
ностi неперервної мiри μ вiдносно мiри ν.

Нехай f — вимiрне вiдображення з (Ω, F) на R1. Означимо мiру μ∗ на σ–алгебрi
борелiвських пiдмножин числової прямої наступним чином:

∀E ∈ B(R1) : μ∗(E) = μ(f−1(E)).

Мiри μ∗ := μ(f−1) та ν∗ := ν(f−1) називаються образами мiр μ та ν пiд дiєю вiд-
ображення f . Першою задачею даної роботи є задача знаходження умов, при яких
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вiдображення f зберiгає вiдношення сингулярностi, абсолютної неперервностi, дис-
кретностi та чистоти однiєї мiри вiдносно iншої.

Розв’яжемо цi задачi в дещо ширшiй постановцi. Нехай (Ω,F) — довiльний ви-
мiрний простiр, μ та ν — довiльнi ймовiрнiснi мiри на цьому просторi, i вимiрне
вiдображення f дiє з (Ω,F) в деякий вимiрний простiр (Ω∗,F∗), на якому iндукує
мiри μ∗ := μ(f−1) та ν∗ := ν(f−1).

Можна показати ([12]), що:
1) Якщо μ � ν, то μ∗ � ν∗;
2) Якщо μ∗ ⊥ ν∗, то μ ⊥ ν.

Iмплiкацiя μ∗ � ν∗ ⇒ μ � ν може не виконуватись навiть у випадку, коли f є
взаємно–однозначним вимiрним вiдображенням (див. [12]).

Означення 1. Вимiрне вiдображення f : (Ω,F) → (Ω∗,F∗) називається бiвимiр-
ним, якщо f(E) ∈ F∗, ∀E ∈ F .

Однiєї бiвимiрностi вiдображення f теж не достатньо для правильностi вищена-
веденої iмплiкацiї (в [12] наведено приклад бiвимiрного вiдображення, iндукованого
нескiнченними згортками Бернуллi такого, що μ∗ � ν∗, але μ ⊥ ν.)

Означення 2. Бiвимiрне вiдображення f називається Tν–вiдображенням , якщо
ν(A) = 0 ⇔ ν∗(f(A)) = 0,∀A ∈ F .

Теорема 1. Якщо f є Tν–вiдображенням, то μ << ν ⇔ μ∗ << ν∗.

Доведення. Оскiльки iмплiкацiя μ << ν ⇒ μ∗ << ν∗ правильна для довiльного
вимiрного вiдображення f , то залишається довести, що для Tν–вiдображення f має
мiсце iмплiкацiя μ∗ << ν∗ ⇒ μ << ν.

Нехай A — довiльна множина з F така, що ν(A) = 0. Оскiльки f є Tν–
вiдображенням, то ν∗(f(A)) = 0. Так як μ∗ << ν∗, то μ∗(f(A)) = 0. Отже,
μ(A) ≤ μ(f−1(f(A))) =: μ∗(f(A)) = 0. Тому μ << ν. �

Наслiдок 1. Нехай f — бiвимiрне вiдображення. Якщо iснує вимiрна пiдмно-
жина Ω0 ⊂ Ω така, що ν(Ω0) = 0 i вiдображення f : (Ω\Ω0) → Ω∗ є бiєктивним,
то f зберiгає вiдношення сингулярностi та абсолютної неперервностi, тобто

μ � τ тодi i тiльки тодi, коли μ∗ � ν∗ ,

μ ⊥ ν тодi i тiльки тодi, коли μ∗ ⊥ ν∗.

Доведення. Якщо вiдображення f задовольняє умови наслiдку, то f є Tν–
вiдображенням. �

Наслiдок 2. Нехай Mν = {x : x ∈ Ω∗, ∃y1(x) ∈ Ω, y2(x) ∈ Ω : f(y1(x)) =

f(y2(x)) = x}. Якщо ν∗(Mν) = 0, то бiвимiрне вiдображення f зберiгає вiдношення
сингулярностi та абсолютної неперервностi.
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Наслiдок 3. Якщо f — бiвимiрне бiєктивне вiдображення, то f зберiгає вiдно-
шення сингулярностi та абсолютної неперервностi.

Застосувавши теорему 1, транзитивнiсть вiдношення абсолютної неперервностi та
теорему А, отримуємо наступний результат.

Теорема 2. Нехай (Ω,F , μ) та (Ω,F , ν) — ймовiрнiснi простори, f є Tν–
вiдображенням з Ω в Rn i мiра ν∗ еквiвалентна n–мiрнiй мiрi Лебега λn. Тодi
μ∗ � λn тодi i тiльки тодi, коли μ � ν.

Зокрема, якщо (Ω,F , μ) =
∞∏

k=1

(Ωk,Fk, μk) та (Ω,F , ν) =
∞∏

k=1

(Ωk,Fk, νk), то при

виконаннi умов теореми μ∗ << λn тодi i тiльки тодi, коли
∞∏

k=1

[∫
Ωk

√
dμk

dνk
dνk

]
> 0.

Застосуємо теорему 2 для знаходження умов абсолютної неперервностi та сингу-
лярностi деяких класiв випадкових величин.

2.2. Клас випадкових величин з незалежними G−символами. Введемо
в розгляд G−зображення дiйсних чисел з одиничного вiдрiзка, яке є в певнiй мiрi
аналогом Q̃–зображення дiйсних чисел, але бiльш зручне в застосуваннях.

Розглянемо матрицю G = ‖gik‖ , i ∈ N0 = N
⋃{0}, k ∈ N , елементи якої задо-

вольняють наступнi умови:

gik ≥ 0 , i ∈ N0, k ∈ N ; (3)∑
i

gik = 1,∀k ∈ N ; (4)

∞∏
k=1

max
i

{gik} = 0. (5)

Для заданої стохастичної матрицi G здiйснюємо розбиття [0, 1] наступним чином.
Крок 1. Розiб’ємо вiдрiзок [0, 1] (злiва направо) на вiдрiзки ΔG

i1
, (без спiльних

внутрiшнiх точок) з довжинами
∣∣ΔG

i1

∣∣ = gi11,

[0, 1] =
⋃
i1

ΔG
i1
.

Кожен вiдрiзок ΔG
i1
називатимемо цилiндром першого рангу G–представлення.

Крок k ≥ 2. Розiб’ємо (послiдовно злiва направо) кожен цилiндр ΔG
i1i2...ik−1

рангу
(k − 1) G–представлення на цилiндри k–го рангу ΔG

i1i2...ik−1ik
, таким чином, що∣∣∣ΔG

i1i2...ik−1i

∣∣∣ :
∣∣∣ΔG

i1i2...ik−1j

∣∣∣ = gik : gjk,∀i, j.

Очевидно, що ∣∣ΔG
i1i2...ik

∣∣ = gi11 · gi22 · · · gikk =
k∏

s=1

giss, (6)
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Для довiльної послiдовностi iндексiв {ik} iснує послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв

ΔG
i1
⊃ ΔG

i1i2
⊃ · · · ⊃ ΔG

i1i2...ik
⊃ · · ·

таких, що |ΔG
i1...ik

| → 0, k → ∞, згiдно з (5). Таким чином, iснує єдина точка x ∈ [0, 1],
що належить всiм вiдрiзкам ΔG

i1
, ΔG

i1i2
, ..., ΔG

i1i2...ik
, ....

I навпаки, для будь–якої точки x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв
ΔG

i1
⊃ ΔG

i1i2
⊃ ... ⊃ ΔG

i1i2...ik
⊃ ..., що мiстять x, тобто,

x =
∞⋂

k=1

ΔG
i1i2...ik

=
∞⋂

k=1

ΔG
i1(x)i2(x)...ik(x) =: ΔG

i1(x)i2(x)...ik(x).... (7)

Позначення (7) будемо називати G−представленням точки x ∈ [0, 1] .

Очевидно, що при gi1 = 0, вiдповiдний цилiндр першого рангу є точкою. Анало-
гiчна ситуацiя i з цилiндрами вищих рангiв. Така ситуацiя може призвести до того,
що деякi точки з [0, 1] мають континуальну кiлькiсть рiзних G–зображень (напри-
клад, при g01 = 1

2
, g11 = 0 точка x = 1

2
= ΔG

1 i2 ... ik ..., i2 ∈ N0, i3 ∈ N0, ...). Якщо
використовувати G–зображення з метою кодування чисел одиничного вiдрiзка, то
цей "недолiк"(наявнiсть у деяких точок континуальної кiлькостi зображень) легко
виправляється простою модифiкацiєю G–зображення.

Нехай Ak = {i : i ∈ N0, gik > 0}. Впорядкуємо Ak в порядку зростання елементiв.

A :=
∞∏

k=1

Ak.

Зображення x ∈ [0, 1] у виглядi

x = ΔG
i1(x)i2(x)...ik(x)..., ik(x)∈Ak

(8)

називається GA− зображенням точки x.

Зауваження 1. Якщо серед множин A1, A2, ..., Ak, ... iснує нескiнченна кiль-
кiсть множин, що мiстять нескiнченну кiлькiсть елементiв, то вiдповiднiсть
[0, 1] ∈ x ⇔ {(i1(x), i2(x), ..., ik(x), ...)} в ( 5) є бiєктивною, тобто, GA−зображення
єдине для кожної точки x ∈ [0, 1]. В iншому випадку iснує зчисленна множина
точок x ∈ [0, 1], що мають два рiзних GA−зображення.
Зауваження 2. G–зображення точок одиничного вiдрiзка iндукується насту-

пним бiвимiрним вiдображенням f : ∀ω = (ω1, ω2, ..., ωk, ...) ∈ (N0)
∞

f(ω) =
∑
i<ω1

gi1 + gω11

∑
i<ω2

gi2 + ... + gω11 · gω22 · ... · gωkk

∑
i<ωk+1

gi(k+1) + ... , (9)

а GA−зображення iндукується вiдображенням fA: ∀a = (a1, a2, ..., ak, ...) ∈ A

fA(a) =
∑
i<a1

gi1 + ga11

∑
i<a2

gi2 + ... + ga11 · ga22 · ... · gakk

∑
i<ak+1

gi(k+1) + ... . (10)
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Зауваження 3. Якщо матриця G має властивiсть gik = 0 ⇒ g(i+1)k = 0 (тоб-
то всi ненульовi елементи матрицi G зосередженi на початку вiдповiдних стов-
пчикiв), то GA–зображення спiвпадає з Q̃–представленням. Тому зрозумiло, що
GA–зображення є узагальненням класичного s–адичного розкладу, Q–зображення
та Q∗–зображення. Переваги G– та GA– зображень будуть показанi нижче при
дослiдженнi ймовiрнiсних мiр зi складною локальною будовою, зокрема при дослi-
дженнi згорток Бернуллi.

Для фiксованої матрицi G, нехай ξ— випадкова величина з незалежними G–
символами ξk:

ξ = ΔG
ξ1ξ2...ξk..., (11)

де ξk — незалежнi випадковi величини, що набувають значень з множини 0, 1, 2, ..., n, ...

з ймовiрностями p0k, p1k, ..., pnk, ... (
∑
i

pik = 1), причому pik = 0,∀i �∈ Ak.

Нехай Ωk = N0,F = 2Ωk , μk(i) = pik, νk(i) = gik, де числа pik та gik є елементами
вище означених матриць P = ‖pik‖ та G. Вiдображення f , задане рiвнiстю (9) iндукує
вимiрний простiр ([0, 1],B) з ймовiрнiсними мiрами μ∗ i ν∗, якi є образами продакт–
мiр μ та ν, причому мiра μ∗ спiвпадає з розподiлом випадкової величини ξ .

Теорема 3. Випадкова величина ξ має чистий розподiл, причому
ξ чисто дискретно розподiлена тодi i тiльки тодi, коли

∞∏
k=1

max
i

pik > 0;

ξ чисто абсолютно неперервно розподiлена тодi i тiльки тодi, коли
∞∏

k=1

∑
i

√
pikgik > 0;

ξ чисто сингулярно неперервно розподiлена в усiх iнших випадках.

Доведення. Оскiльки pik = 0,∀i �∈ Ak, то μk � νk, ∀k ∈ N . Тому μ � ν ⇔ ви-

конується умова (1), що еквiвалентно збiжностi нескiнченного добутку
∞∏

k=1

∑
i

√
pikgik.

Мiра ν∗ спiвпадає з мiрою Лебега на [0, 1] (за побудовою). Крiм того, множина
Mν тих точок одиничного вiдрiзка, якi мають не єдине G–зображення, є не бiльше
як зчисленною i тому ν∗(Mν) = 0. Оскiльки вiдображення (9) є бiвимiрним, то безпо-
середнє застосування наслiдку 2 теореми 2 завершує доведення критерiю абсолютної
неперервностi мiри μ∗ вiдносно мiри Лебега.

Нехай (A,A, μA) =
∞∏

k=1

(Ak, 2
Ak , μk). Для доведення критерiю дискретностi заува-

жимо, що мiра μ∗
A := μ(f−1

A ) спiвпадає з мiрою μ∗, де вiдображення fA задано форму-
лою (10). Оскiльки кожна точка одиничного вiдрiзка має не бiльше двох прообразiв
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в множинi A i згiдно теореми B мiра μA є чисто дискретною тодi i тiльки тодi, ко-

ли
∞∏

k=1

max
i

pik > 0, то мiра μ∗ є чисто дискретною тодi i тiльки тодi, коли останнiй

нескiнченний добуток збiгається. �

2.3. Нескiнченнi згортки Бернуллi та випадковi величини з незалежни-
ми G–символами.

Розглянемо два класи нескiнчених згорток Бернуллi.
2.3. a) Нехай η =

∑
k

ηkak, де {ηk}— послiдовнiсть незалежних випадкових вели-

чин, що набувають значень 0 та 1 з ймовiрностями p
′
0k та p

′
1k вiдповiдно,

∑
k

ak = 1 —

збiжний знакододатний ряд, для якого ak ≥ rk := ak+1 + ak+2 + ...,∀k ∈ N .
У цьому випадку ймовiрнiсна мiра μη є мiрою з незалежними G–символами, при-

чому матрицi G i P мають наступну структуру:

g0k =
rk

rk−1

, g1k =
ak − rk

rk−1

, g2k =
rk

rk−1

;

p0k = p
′
0k, p1k = 0, p2k = p

′
1k.

Застосувавши попередню теорему, отримаємо висновок:
випадкова величина η чисто дискретно розподiлена тодi i тiльки тодi, коли

∞∏
k=1

max
i

p
′
ik > 0;

η чисто абсолютно неперервно розподiлена тодi i тiльки тодi, коли
∞∏

k=1

∑
i

√
p
′
ik

rk

rk−1

= lim
k→∞

√
rk

k∏
j=1

(
√

p
′
0j +

√
p
′
1j) > 0;

η чисто сингулярно неперервно розподiлена в усiх iнших випадках.
2.3. b) Нехай η =

∑
k

ηkak, де {ηk} — послiдовнiсть незалежних випадкових вели-

чин, що набувають значень 0 та 1 з ймовiрностями p
′
0k та p

′
1k вiдповiдно,

∑
k

ak = 1 —

збiжний знакододатний ряд, для якого виконуються умови⎧⎪⎨⎪⎩
a3k−2 = a3k−1 + a3k,

r3k−1 ≤ a3k−1,

r3k ≤ a3k, k ∈ N.

(12)

Дослiдженню даної випадкової величини була присвячена робота [13]. Можна
показати, що у цьому випадку ймовiрнiсна мiра μη є мiрою з незалежними G–
символами, причому матриця G має наступну структуру:

g0k = g2k = g4k = g6k = g8k = g10,k = g12,k =
r3k

r3k−3

,

g1k = g5k = g7k = g11,k =
a3k − r3k

r3k−3

,
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g3k = g9k =
a3k−1 − r3k−1

r3k−3

;

а матриця P наступну:

p1k = p3k = p5k = p7k = p9k = p11,k = p13,k = 0,

p0k = p
′
0,3k−2p

′
0,3k−1p

′
0,3k, p2k = p

′
0,3k−2p

′
0,3k−1p

′
1,3k, p4k = p

′
0,3k−2p

′
1,3k−1p

′
0,3k,

p6k = p
′
0,3k−2p

′
1,3k−1p

′
1,3k + p

′
1,3k−2p

′
0,3k−1p

′
0,3k,

p8k = p
′
1,3k−2p

′
0,3k−1p

′
1,3k, p10,k = p

′
1,3k−2p

′
1,3k−1p

′
0,3k, p12,k = p

′
1,3k−2p

′
1,3k−1p

′
1,3k.

Розподiл випадкової величини η також є мiрою з незалежними Q̃–символами, але
процес формального опису вiдповiдних матриць Q̃ та P̃ є з технiчного боку значно
бiльш громiздкий (див., наприклад [13]). Застосувавши попередню теорему, отриму-
ємо необхiднi i достатнi умови дискретностi, абсолютної неперервностi та сингуляр-
ностi. Додатковий аналiз (див. [13] ) показує, що для вищевказаних матриць G i P не-

скiнченний добуток
∞∏

k=1

∑
i

√
pikgik буде завжди розбiгатися до нуля. Отже, випадкова

величина η або чисто дискретно розподiлена (тодi i тiльки тодi, коли
∞∏

k=1

max
i

p
′
ik > 0)

або сингулярно неперервно розподiлена ( в усiх iнших випадках).
Для застосування теореми 2 необхiдно, щоб образ ν∗ однiєї з продакт–мiр був еквi-

валентним мiрi Лебега. Тому в деяких ситуацiях теорема 2 не може бути використана
для знаходження умов сингулярностi та абсолютної неперервностi продакт–мiр. На-
приклад, ймовiрнiсна мiра μ∗, що вiдповiдає розподiлу випадкового елементарного
ланцюгового дробу, тобто випадковiй величинi

η=
1

η1 + 1
η2 + 1

η3 + ...

(13)

(де незалежнi випадковi величини ηk набувають значень 1, 2, 3, . . . з ймовiрностя-
ми p1k, p2k, p3k, . . . вiдповiдно), є, очевидно, образом продакт–мiри μ з простору

(Ω,F , μ) =
∞∏

k=1

(Ωk,Fk, μk) з Ωk = N, μk(i) = pik при наступному бiвимiрному вiд-

ображеннi f :

∀ w = (ω1, ω2, ..., ωk, ...) ∈ Ω : f(ω) = f(ω1, ω2, ..., ωk, ...) =
1

ω1 + 1
ω2 + 1

ω3 + ...

Але серед мiр μ∗ немає жодної, яка була б абсолютно неперервною до мiри Лебега
на одиничному вiдрiзку. Для глибшого аналiзу (в тому числi i фрактального) таких
мiр використаємо методи ергодичної теорiї динамiчних систем, яким i присвячується
наступний роздiл.
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3. Динамiчнi системи, породженi перетворенням зсуву в нескiнченних
добутках ймовiрнiсних просторiв та їх проекцiй

Розглянемо нескiнченний добуток ймовiрнiсних просторiв

(Ω, F, μ) =
∞∏

k=1

(Ω′, F′, μk)

i розглянемо перетворення зсуву T :

∀ w = (ω1, ω2, ..., ωk, ...) ∈ Ω : T (ω) = (ω2, ω3, . . .).

Нехай T−1A = {ω : Tω ∈ A}, A ∈ F . Нагадаємо, що множина A називається
iнварiантною або нерухомою вiдносно перетворення T, якщо A = T−1A. Мiра μ на-
зивається ергодичною вiдносно перетворення T, якщо довiльна iнварiантна множина
A ∈ F є множиною або нульової або одиничної мiри. Мiра μ називається iнварiантною
вiдносно перетворення T , якщо для довiльної множини E ∈ F виконується рiвнiсть
μ(T−1E) = μ(E).

Теорема 4. 1) Продакт–мiра μ є ергодичною вiдносно перетворення T.

2) Якщо μ1 = μ2 = ... = μk = ..., то продакт–мiра μ буде iнварiантною вiдносно
перетворення T .

Доведення. 1) Нехай множина A є нерухомою вiдносно перетворення T , тобто
T−1A = A,A ∈ F. Тодi T (T−1A) = T (A) i A = TA. Тому A = T−1A = T−1(TA).

Якщо ω ∈ A, то T−1(Tω) = Ω
′ × ω2(ω) × ω3(ω) × ... ∈ A.

Тому належнiсть ω до iнварiантної множини A не залежить вiд першої "коорди-
нати"точки ω. Аналогiчно доводиться, що належнiсть ω до нерухомої множини A не
залежить вiд перших n "координат"ω. Тому множина A є залишковою, i за законом
нуля i одиницi Колмогорова, μ(A) = 0 або μ(A) = 1. Отже, μ ергодична вiдносно
перетворення T .

2) Оскiльки σ-алгебра F породжується системою цилiндрiв, тобто множин виду
K = K1 ×K2 × ...×Kn ×Ω

′ ×Ω
′ ×Ω

′ × ..., Kn ∈ F ′ , то досить показати iнварiантнiсть
мiри на цилiндрах ([7]). Очевидно, що μ(K) = μ1(K1) · μ2(K2) · ... · μn(Kn). Оскiльки

T−1(K) = Ω
′ × K1 × K2 × ... × Kn × Ω

′ × Ω
′ × Ω

′ × ...,

то
μ(T−1(K)) = μ1(Ω

′
) · μ2(K1) · μ3(K2) · ... · μn+1(Kn) = μ(K),

що i треба було довести. �

Теорема 5 ([7]). Двi ергодичнi iнварiантнi вiдносно перетворення T ймовiрнiснi
мiри або спiвпадають або взаємно сингулярнi.

Наслiдок 4. Двi довiльнi iнварiантнi (вiдносно T ) продакт–мiри μ i ν або спiв-
падають, або взаємно сингулярнi.
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Нехай

A1(ω) = T−1(T (ω)), A2(ω) = T−2(T 2(ω)), ..., An(ω) = T−n(T n(ω)), ... ,

A(ω) =
∞⋃

n=0

An(ω).

За побудовою, множина A(ω) мiстить саму точку ω i всi точки з Ω, якi вiдрiзняються
вiд ω скiнченною кiлькiстю координат. Аналогiчно означаємо

A(E) = {y : y ∈ A(ω), ω ∈ E}.
Множина A(E) є залишковою.

Твердження 1. Якщо для мiри λ виконується iмплiкацiя

λ(E) = 0 ⇒ λ(T−1E) = λ(T (E)) = 0, (14)

то продакт–мiра μ є мiрою чистого типу вiдносно мiри λ.

Доведення. Якщо iснує така точка z, що μ(z) > 0, тодi μ(A(z)) = 1, оскiльки
z ∈ A(z) i A(z) є залишковою. У цьому випадку μ є чисто дискретною. Якщо такої
точки не iснує, то мiра μ неперервна.

Якщо для довiльної вимiрної множини E з умови λ(E) = 0 випливає рiвнiсть
μ(E) = 0, то мiра μ буде абсолютно неперервною вiдносно мiри λ.

Якщо ж iснує множина E така, що λ(E) = 0 i при цьому μ(E) > 0, то μ(A(E)) = 1,
оскiльки E ⊂ A(E).

λ(A(E)) = λ(
∞⋃

n=0

An(E)) ≤
∞∑

n=0

λ(An(E)) =
∞∑

n=0

λ(T−n(T n(E))).

З умови (14) i λ(E) = 0 випливає, що λ(TE) = 0. Тому λ(T−1(TE)) = 0.
З того, що λ(TE) = 0 також слiдує λ(T 2E) = 0. Тому λ(T−1(T 2E)) = 0 i

λ(T−2(T 2E)) = 0. Аналогiчно доводиться, що λ(T−n(T n(E))) = 0.
Отже, λ(A(E)) = 0, i тому мiри μ та λ є взаємно сингулярними. �

4. Застосування ергодичної теорiї до дослiдження фрактальних
властивостей сингулярних ймовiрнiсних мiр

Покажемо яким чином методи ергодичної теорiї динамiчних систем можна вико-
ристати для встановлення факту сингулярностi ймовiрнiсних мiр та дослiдження їх
фрактальних властивостей.

4.1
Нехай

ξ = ΔQ
ξ1ξ2...ξ...

— випадкова величина з незалежними однаково розподiленими Q–знаками ξ1, ξ2, . . .,
ξk, . . ., якi набувають значень 0, 1, . . . , s − 1 з ймовiрностями p0, p1, . . . , ps−1. Дана
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випадкова величина належить до вищеописаного класу випадкових величин з неза-
лежними G–символами (у цьому випадку g0k = q0, g1k = q1, . . . , gs−1,k = qs−1; gik =

0,∀i ≥ s,∀k ∈ N). Дивись також [2] для огляду деяких властивостей розподiлу ви-
падкової величини ξ.

Теорема 6. 1) Якщо p0 = q0, p1 = q1, . . . , ps−1 = qs−1, то ξ рiвномiрно розподiлена
на [0, 1]. В усiх iнших випадках ξ сингулярно розподiлена.

2) Мiра μξ є мiрою точної розмiрностi Хаусдорфа i для довiльної точки x спе-
ктра Sξ має мiсце рiвнiсть:

dimH(μξ, x) =

s−1∑
i=0

pi ln pi

s−1∑
i=0

pi ln qi

.

Доведення. Перше твердження теореми очевидне. Сингулярнiсть μξ у випадку
pi �= qi для деякого i ∈ {0, 1, . . . , s − 1} є прямим наслiдком теореми 3. Дослiдимо
фрактальнi властивостi мiри μξ. Для цього розглянемо поведiнку границi

lim
k→∞

ln μξ

(
ΔQ

α1(x)α2(x)...αk(x)

)
ln λ

(
ΔQ

α1(x)α2(x)...αk(x)

) ,

де ΔQ
α1(x)α2(x)...αk(x) — цилiндричний вiдрiзок Q–представлення, що мiстить точку x ∈

[0, 1], а λ — мiра Лебега.
Нехай Ωk = {0, 1, . . . , s − 1}, Fk = 2Ωk , μk(i) = pi, νk(i) = qi, ∀i ∈ Ωk. Розглянемо

бiвимiрне вiдображення ϕ : (Ω, F) → ([0, 1],B), яке задане наступним чином

∀ω = (ω1, ω2, . . . , ωk, . . .) ∈ Ω

ϕ(ω) = ΔQ
ω1ω2.......

Вiдображення ϕ визначає образ–мiри μ∗ = μ(ϕ−1) та ν∗ = ν(ϕ−1) та перетворення
зсуву T ∗

T ∗(ΔQ
α1(x)α2(x)...αk(x)...) = ΔQ

α2(x)...αk(x)....

Мiра μ∗ спiвпадає з мiрою μξ (за побудовою), а мiра ν∗ спiвпадає з мiрою Лебега
λ (за першою частиною теореми).

Оскiльки мiри μξ i λ є ергодичними та iнварiантними вiдносно T ∗, то, згiдно з
ергодичною теоремою, для μξ–майже всiх x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть

1

n

n−1∑
i=0

f(T ∗ix) =

1∫
0

f(x)dμξ

для довiльної функцiї f з простору L1([0, 1], dμξ).
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Виберемо f(x) = ln qα1(x) = ln qi, при x ∈ ΔQ
i . Обчислимо

1∫
0

f(x)dμξ =
s−1∑
i=0

∫
Δi

ln qi dμξ(x) =∑
pi ln qi. З iншого боку,

1

n

n−1∑
i=0

f(T ∗ix) =
ln qα1(x) + ln qα2(x) + . . . + ln qαn(x)

n
=

ln λ(ΔQ
α1(x)α2(x)...αn(x))

n
.

Поклавши f(x) = ln pα1(x), отримаємо:∫ 1

0

f(x)dμξ =
s−1∑
i=0

∫
Δi

ln pi dμξ(x) =
s−1∑
i=0

pi ln pi.

З iншого боку,

1

n

n−1∑
i=0

f(T ∗ix) =
ln pα1(x) + ln pα2(x) + . . . + ln pαn(x)

n
=

ln μξ(Δ
Q
α1(x)α2(x)...αn(x))

n
.

Отже, для μξ–майже всiх x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть:

lim
k→∞

ln μξ(Δ
Q
α1(x)...αk(x))

ln λ(ΔQ
α1(x)...αk(x))

= lim
k→∞

1
k

ln μξ(Δ
Q
α1(x)...αk(x))

1
k

ln λ(ΔQ
α1(x)...αk(x))

=

s−1∑
i=0

pi ln pi

s−1∑
i=0

pi ln qi

= α0(μξ)

Тому (див. [3]), мiра μξ є мiрою внутрiшньо точної розмiрностi α0(μξ) =

s−1∑
i=0

pi ln pi

s−1∑
i=0

pi ln qi

(тоб-

то iснує носiй мiри μξ, який має розмiрнiсть α0(μξ) i для довiльної вимiрної множини
E з α0(E) < α0(μξ) має мiсце рiвнiсть μξ(E) = 0).

Теорема доведена. �

Наслiдок 5. Для довiльної точки спектра Sξ випадкової величини ξ локальна

розмiрнiсть Хаусдорфа мiри μξ є постiйною i dimH(μ, x) =

s−1∑
i=0

pi ln pi

s−1∑
i=0

pi ln qi

.

Доведення. Нагадаємо ([3]), що ймовiрнiсна мiра μ називається мiрою зовнi-
шньо точної розмiрностi Хаусдорфа, якщо для довiльної точки x спектра мiри μ

локальна розмiрнiсть Хаусдорфа мiри μ в точцi x спiвпадає з глобальною розмiрнi-
стю Хаусдорфа цiєї мiри, тобто

dimH(μ, x) = dimH μ, ∀x ∈ Sμ.

В [3] доведено, що довiльна мiра внутрiшньо точної розмiрностi α0 є мiрою зовнiшньо
точної розмiрностi α0.

Твердження доведене. �
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4.2
Нехай ψ = 1

ψ1+ 1

ψ2+...+ 1
ψk+...

= Δc.f.
ψ1ψ2...ψk... — випадкова величина з незалежними

однаково розподiленими елементами ψk, якi набувають значень 1, 2, . . . , k, . . . з ймо-
вiрностями p1, p2, . . . , pk, . . . вiдповiдно. Нехай μψ— ймовiрнiсна мiра, що вiдповiдає
випадковiй величинi ψ.

Теорема 7. 1) При довiльному виборi стохастичного вектора p = (p1, p2, . . . , pk, . . .)

ймовiрнiсна мiра μψ є сингулярною вiдносно мiри Лебега (дискретною, якщо pi = 1

для деякого i ∈ N i сингулярно неперервною в iншому разi).
2) Якщо випадкова величина ψ1 має скiнченну ентропiю, то при довiльному вибо-

рi вектора p ймовiрнiсна мiра μψ є мiрою внутрiшньо точної розмiрностi Хаусдорфа
i для довiльної точки x спектра Sψ має мiсце рiвнiсть:

dimH(μψ, x) =

∞∑
i=1

pi ln pi

2
1∫
0

ln x dμψ(x)

. (15)

Доведення. Нехай Ωk = N, F = 2Ωk , μk(i) = pi,∀i ∈ N ;

(Ω, F, μ) =
∞∏

k=1

(Ωk,F, μk).

Розглянемо перетворення T : ∀ω = (ω1, ω2, . . . , ωk, . . .) T (ω) = (ω2, ω3, . . . , ωk, . . .).

Згiдно доведеної ранiше теореми мiра μ є ергодичною i iнварiантною вiдносно T .
Розглянемо бiвимiрне вiдображення f ,

∀ω = (ω1, ω2, . . . , ωk, . . .) : f(ω) = Δc.f.
ω1ω2...ωk,....

Вiдображення f породжує образ–мiру μ∗ = μ(f−1) та перетворення зсуву T∗ на [0, 1]:

T∗(Δc.f
ω1ω2...ωk...) = Δc.f

ω2ω3...ωk....

Мiра μ∗ спiвпадає з ймовiрнiсною мiрою μψ (за побудовою), яка є ергодичною та
iнварiантною вiдносно перетворення T∗.

Як вiдомо ([7], ст. 43–45) мiра Гауса (тобто ймовiрнiсна мiра зi щiльнiстю 1
ln 2

· 1
1+x

на [0, 1]) є також iнварiантною i ергодичною вiдносно перетворення T∗. Оскiльки двi
ймовiрнiснi iнварiантнi i ергодичнi вiдносно перетворення T∗ мiри або спiвпадають,
або є взаємно сингулярними i мiра μG є еквiвалентною мiрi Лебега на [0, 1] (тобто
μG � λ i λ � μG), то мiра μψ взаємно сингулярна з мiрою Лебега при довiльному
виборi стохастичного вектора p = (p0, p1, . . . , pk, . . .).

Згiдно з ергодичною теоремою Бiркгофа, для довiльної функцiї g(x) з L1([0, 1], dμψ)

має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

g(T ix) =

1∫
0

g(x)dμψ(x)
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для μψ–майже всiх x ∈ [0, 1]. Вибравши g(x) = g(Δc.f.
α1(x)α2(x)...αk(x)...) = ln pα1(x), маємо

1
n

n−1∑
i=0

g(T ix) = 1
n
(ln pα1(x) + . . . + ln pαn(x)) = 1

n
ln μψ(Δc.f.

α1(x)α2(x)...αk(x));

1∫
0

g(x)dμψ(x) =
1∫
0

ln pα1(x)dμψ(x) =
∞∑
i=1

∫
Δc.f.

i

ln pidμψ(x) =

= lim
n→∞

n∑
i=1

∫
Δc.f.

i

ln pidμψ(x) = lim
n→∞

n∑
i=1

pi ln pi =:
∞∑
i=1

pi ln pi.

Отже, для μψ–майже всiх x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

1

n
ln μψ(Δc.f.

α1(x)α2(x)...αn(x)) =
∞∑
i=1

pi ln pi. (16)

Для дослiдження поведiнки границi

lim
n→∞

1

n
ln λ(Δc.f.

α1(x)α2(x)...αn(x)...),

нагадаємо ([7], [25]), що для x = Δc.f.
α1(x)α2(x)...αn(x)... має мiсце рiвнiсть

λ(Δc.f.
α1(x)α2(x)...αk(x)...) =

1

qn(x) · (qn(x) + qn−1(x))
, (17)

де qn(x)—знаменник пiдхiдного дробу n–го порядку числа x.
Вiдомо (див. [8], ст. 46), що

1

n
ln qn(x) = − 1

n

n−1∑
i=1

ln(T i
∗x) + 4 · θ

n
, (18)

де θ = θ(x, n) за модулем не перевищує одиницi. Тому

lim
n→∞

1

n
ln qn(x) = lim

n→∞
(− 1

n

n−1∑
i=0

ln(T i
∗x)).

З iншого боку, для функцiї g(x) = ln x маємо

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

ln(T i
∗x) = lim

n→∞

1∫
1
n

ln xdμψ(x) =:

1∫
0

ln xdμψ(x).

для μψ–майже всiх x ∈ [0, 1].
Отже, для μψ–майже всiх x ∈ [0, 1] має мiсце

lim
n→∞

−1

n
ln λ(Δc.f.

α1(x)α2(x)...αn(x)) = lim
n→∞

1

n
(ln qn(x) + ln(qn(x) + qn−1(x)) =

lim
n→∞

1

n
(ln qn(x) + ln 2qn(x)) = 2 lim

n→∞
(− 1

n

n−1∑
i→∞

ln T i
∗x) = −2

∫ 1

0

ln xdμψ(x).
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lim
n→∞

ln μψ(Δc.f.
α1(x)α2(x)...αk(x))

ln λ(Δc.f.
α1(x)α2(x)...αk(x))

= lim
n→∞

1
n

ln μψ(Δc.f.
α1(x)α2(x)...αk(x))

1
n

ln λ(Δc.f.
α1(x)α2(x)...αk(x))

=

lim
n→∞

n∑
i=1

pi ln pi

2
1∫

1/n

ln xdμψ(x)

=:

∞∑
i=1

pi ln pi

2
1∫
0

ln xdμψ(x)

,

тобто μψ є мiрою внутрiшньо точної розмiрностi Хаусдорфа

∞∑
i=1

pi ln pi

2
1∫
0

ln xdμψ(x)

. Тодi, з тео-

реми 3 з [3] випливає, що

dimH(μψ, x) =

∞∑
i=1

pi ln pi

2
1∫
0

ln xdμψ(x)

, ∀x ∈ Sψ.

Теорема доведена. �
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