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Про класифiкацiю одновимiрних
сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр

за їх спектральними властивостями

М. В. Працьовитий, Г. М. Торбiн

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова)

Анотацiя. У роботi запропоновано нову тонку класифiкацiю сингулярно неперерв-
них ймовiрнiсних мiр на R1 на основi аналiзу спектральних властивостей таких мiр
(топологiчних та метричних властивостей спектра мiри, а також локальної поведiн-
ки мiри на пiдмножинах спектра). Доведено теорему про структурне представлення
довiльної сингулярно неперервної ймовiрнiсної мiри як опуклої комбiнацiї трьох син-
гулярно неперервних мiр, що мають чистий спектральний тип.

Abstract. We introduce a new fine classification of singularly continuous probability
measures on R1 on the basis of the analysis of spectral properties of such measures
(topological and metric properties of the spectrum of a measure as well as local behavior
of a measure on subsets of the spectrum). The theorem on the structural representation
of any one-dimensional singularly continuous probability measure in a form of a convex
combination of three singularly continuous probability measures of pure spectral type
are proven.

1. Вступ

Як вiдомо, довiльна одновимiрна ймовiрнiсна мiра μ може бути єдиним чином
представлена у виглядi опуклої комбiнацiї

μ = α1μd + α2μac + α3μsc,

де αi ≥ 0; α1+α2+α3 = 1, μd - дискретна ймовiрнiсна мiра, μac - ймовiрнiсна мiра, яка
є абсолютно неперервною вiдносно одновимiрної мiри Лебега λ, а μsc - ймовiрнiсна
мiра, яка є сингулярно неперервною вiдносно одновимiрної мiри Лебега (тобто μsc є
неперервною ймовiрнiсною мiрою, для якої iснує борелiвська множина E така, що
μsc(E) = 1 i λ(E) = 0).
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Дослiдження властивостей сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр є однiєю
з проблем теорiї ймовiрностей, актуальнiсть якої вмотивована з одного боку вну-
трiшньою логiкою розвитку математики, а з iншого - застосуваннями в теорiї чи-
сел, теорiї динамiчних систем, спектральнiй теорiї самоспряжених операторiв (див.
[1, 2, 3, 2, 8] ). Зазвичай сингулярно неперервнi мiри асоцiюються з мiрами кан-
торiвського типу, тобто неперервними мiрами у яких спектр (мiнiмальна замкнена
множина, на якiй зосереджена мiра) є нiде не щiльною множиною нульової мiри Ле-
бега. Але, як вiдомо (див. [3, 5, 7, 8]), iснують сингулярно неперервнi ймовiрнiснi
мiри, для яких спектр може бути нiде не щiльною множиною додатної мiри Лебега
або може повнiстю мiстити цiлi вiдрiзки. Очевидно, що нормована сума скiнченної
кiлькостi сингулярних розподiлiв канторiвського типу є розподiлом канторiвського
типу. Зчисленна ж нормована сума розподiлiв канторiвського може мати спектр,
метричнi i топологiчнi властивостi якого можуть суттєво вiдрiзнятись вiд множи-
ни, яка є об’єднанням спектрiв доданкiв i має нульову мiру Лебега. Тому видається
природним той факт, що для адекватної спектральної характеризацiї сингулярно не-
перервних ймовiрнiсних мiр необхiдно дослiджувати не лише топологiчнi та метричнi
властивостi спектра мiри як фiксованої пiдмножини, а й поведiнку мiри на певних
пiдмножинах спектра. Результати таких дослiджень приводять до спектральної кла-
сифiкацiї сингулярних мiр, яка пропонується в наступному роздiлi.

2. Класифiкацiя одновимiрних сингулярно неперервних ймовiрнiсних
мiр за їх спектральними властивостями

Нехай μ - одновимiрна ймовiрнiсна мiра. Позначимо через Sμ її спектр - мiнiмаль-
ну замкнену множину повної μ-мiри.

Означення 1. Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра μ на R1 називається мiрою
чистого GC-типу (узагальненого канторiвського типу), якщо iснує нiде не щiльна
множина E така, що⎧⎪⎨
⎪⎩

E ⊂ Sμ,

μ(E) = 1,

∀x ∈ E ∃ε(x) > 0 : [x − ε(x), x + ε(x)] ∩ Sμ — множина нульової мiри Лебега.

Приклад 1.
а) Нехай

ξ =
∞∑

k=1

ξk

3k
,

де ξ - незалежнi однаково розподiленi випадковi величини, що набувають значень
0 та 2 з iмовiрностями p i q, p + q = 1, p ∈ (0, 1). При довiльному виборi p ∈ (0, 1)

ймовiрнiсна мiра μξ є сингулярно неперервною мiрою GC-типу. Її спектр спiвпадає
з класичною множиною Кантора C0 i в якостi множини E, яка фiгурує в означеннi,
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можна вибрати власне спектр C0. При p = 1
2
отримуємо "класичну- мiру Кантора

на одиничному вiдрiзку.
б) Нехай I = [0, 1], {(ai, bi)} - послiдовнiсть iнтервалiв без спiльних межових

точок, така що (ai, bi) ⊂ I,
∞∑
i=1

(bi − ai) = a0 < 1, i P = I\⋃
i

(ai, bi) - нiде не щiльна

множина додатної мiри Лебега. Позначимо di := bi−ai i побудуємо мiру ν наступним
чином:

ν =
∞∑
i=1

νi

2i
,

де мiра νi спiвпадає з "класичною"ймовiрнiсною мiрою Кантора на [ai + 1
4
di, ai +

3
4
di] (Sνi

подiбна множинi Кантора з коефiцiєнтом подiбностi 1
2
di, inf Sνi

= ai +
1
4
di, sup Sνi

= ai + 3
4
di). Мiра ν є ймовiрнiсною (за побудовою), а її спектр склада-

ється з об’єднання спектрiв Sνi
i точок, якi належать замиканню цього об’єднання.

Тобто,
Sν = (

⋃
i

Sνi
)
⋃

P.

Мiра ν є мiрою чистого GC-типу (в якостi множини E, яка фiгурує в означеннi,
можна вибрати

⋃
i

Sνi
). При цьому спектр мiри ν має додатну мiру Лебега (λ(Sν) =

1 − a0 > 0), яка може бути як завгодно близькою до 1.

Зауваження 1. Спектр сингулярно неперервної мiри чистого GC-типу може
мати як нулеву, так i додатну мiру Лебега.

Означення 2. Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра μ називається мiрою чи-
стого GP -типу, якщо iснує нiде не щiльна множина E така, що⎧⎪⎨

⎪⎩
E ⊂ Sμ,

μ(E) = 1,

∀x ∈ E ∀ε > 0 : [x − ε, x + ε] ∩ Sμ — множина додатної мiри Лебега.

Приклад 2.
а) Нехай

ψ =
∞∑

k=1

ψkck,

де ck = 9
10

( 1
2k + 1

10k ), а ψk - незалежнi однаково розподiленi випадковi величини, що
набувають значень 0 та 1 з iмовiрностями p i q, p + q = 1, p 	= q, p ∈ (0, 1).

При довiльному виборi p ∈ (0, 1
2
)
⋃

(1
2
, 1) ймовiрнiсна мiра μψ є сингулярно непе-

рервною ([5]). Її спектр є нiде не щiльною множиною додатної мiри Лебега, причому
перетин зi спектром довiльного окола довiльної точки спектра теж є нiде не щiльною
множиною додатної мiри Лебега. Тому μψ є сингулярно неперевною мiрою GP -типу
(в якостi множини E, яка фiгурує в означеннi, можна вибрати власне спектр). На-
звемо цю мiру "класичною"мiрою GP -типу на одиничному вiдрiзку.



98 М. В. Працьовитий, Г. М. Торбiн

б) Нехай I = [0, 1], {(fi, gi)} - послiдовнiсть iнтервалiв без спiльних межових
точок, така що (fi, gi) ⊂ I, i P1 = I\⋃

i

(fi, gi) - нiде не щiльна досконала множина

(вона може бути як нулевої, так i додатної мiри Лебега). Позначимо gi − fi = hi i
побудуємо мiру μ наступним чином:

μ =
∞∑
i=1

μi

2i
,

де мiра μi спiвпадає з "класичною"ймовiрнiсною мiрою GP -типу на вiдрiзку [fi +
1
4
hi, fi + 3

4
hi] (при цьому спектр Sμi

подiбний спектру ранiше побудованої мiри μψ з
коефiцiєнтом подiбностi 1

2
hi, inf Sμi

= fi + 1
4
hi, sup Sμi

= fi + 3
4
hi). Очевидно, що

мiра μ є ймовiрнiсною i сингулярно неперервною, а її спектр складається з об’єднання
спектрiв Sμi

i точок, якi належать замиканню цього об’єднання. Тобто,

Sμ = (
⋃
i

Sμi
)
⋃

P1.

Мiра μ є мiрою чистого GP -типу (в якостi множини E, яка фiгурує в означеннi,
можна вибрати

⋃
i

Sνi
). При цьому P1 ⊂ Sμ i μ(P1) = 0 незалежно вiд мiри Лебега

множини P1.

Означення 3. Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра μ називається мiрою чи-
стого GS-типу, якщо iснує послiдовнiсть (неперекривних) вiдрiзкiв {[ai, bi]} таких,
що ⎧⎨

⎩
[ai, bi] ⊂ Sμ,

μ

(⋃
i

[ai, bi]

)
= 1.

Лема 1. Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра μ на R1 є мiрою чистого GS-
типу тодi i тiльки тодi, коли внутрiшнiсть спектра є носiєм цiєї мiри, тобто

μ(int(Sμ)) = 1.

Доведення. Оскiльки мiра μ неперервна, то у вищенаведеному означеннi вiд-
рiзки [ai, bi] можна замiнити на iнтервали (ai, bi), якi є пiдможинами внутрiшностi
int(Sμ) спектра мiри μ. Отже, Sμ ⊃ int(Sμ) ⊃ ⋃

i

(ai, bi) i тому для всякої мiри GS-

типу має мiсце рiвнiсть μ(int(Sμ)) = 1.
З iншого боку, за теоремою про структуру вiдкритих множин в просторi R1, всяка

вiдкрита пiдмножина числової осi є об’єднанням скiнченної чи зчисленної кiлькостi
iнтервалiв. Отже, якщо μ(int(Sμ)) = 1, то iснує послiдовнiсть iнтервалiв {(ai, bi)}
така, що

⋃
i

(ai, bi) = int(Sμ) ⊂ Sμ. Тому μ(
⋃
i

(ai, bi)) = μ(
⋃
i

[ai, bi]) = 1. Оскiльки Sμ-

замкнена множина i (ai, bi) ⊂ Sμ, то [ai, bi] ⊂ Sμ, звiдки випливає належнiсть мiри до
GS-типу. �
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Приклад 3.
а) Нехай

η =
∞∑

k=1

ηk

2k
,

де ηk - незалежнi однаково розподiленi випадковi величини, що набувають значень 0
та 1 з iмовiрностями p i q, p + q = 1, p 	= q, p ∈ (0, 1).

При довiльному виборi p ∈ (0, 1
2
)
⋃

(1
2
, 1) ймовiрнiсна мiра μη є сингулярно непе-

рервною ([5, 5]). Її спектр спiвпадає з одиничним вiдрiзком. Тому μη є сингулярно
неперервною мiрою GS-типу (в якостi вiдрiзкiв, що фiгурують в означеннi, можна
вибрати один вiдрiзок [0, 1]). Назвемо цю мiру "класичною"мiрою GS-типу на оди-
ничному вiдрiзку.
б) Нехай {(ai, bi)} - послiдовнiсть iнтервалiв одиничного вiдрiзка, якi є сумiжними

для множини Кантора C0. Позначимо di := bi − ai i побудуємо мiру m наступним
чином:

m =
∞∑
i=1

mi

2i
,

де мiра mi спiвпадає з "класичною"ймовiрнiсною мiрою GS-типу на [ai +
1
4
di, ai +

3
4
di]

(при цьому Smi
спiвпадає з вiдрiзком [ai + 1

4
di, ai + 3

4
di]). Мiра m є ймовiрнiсною (за

побудовою), а її спектр складається з об’єднання вiдрiзкiв Smi
i точок, якi належать

замиканню цього об’єднання. Тобто,

Sm = (
⋃
i

Smi
)
⋃

C0.

Мiра m є мiрою чистого GS-типу (в якостi вiдрiзкiв, що фiгурують в означеннi,
можна вибрати вiдрiзки Smi

).
При цьому C0 ⊂ Sm, C0

⋂
(
⋃
i

Smi
) = ∅, λ(Sm) = λ(

⋃
i

Smi
), i m(C0) = 0.

в) Нехай множина P2 спiвпадає зi спектром мiри μψ з прикладу 2а), а {(ai, bi)}
- послiдовнiсть iнтервалiв одиничного вiдрiзка, якi є сумiжними до множини P2.
Позначимо di := bi − ai i побудуємо мiру m∗ наступним чином:

m∗ =
∞∑
i=1

m∗
i

2i
,

де мiра m∗
i спiвпадає з "класичною"ймовiрнiсною мiрою GS-типу на [ai +

1
4
di, ai +

3
4
di]

(при цьому, як i ранiше, Smi
спiвпадає з вiдрiзком [ai + 1

4
di, ai + 3

4
di]). Мiра m∗ є

ймовiрнiсною i сингулярно неперервною, а її спектр має вигляд:

Sm∗ = (
⋃
i

Sm∗
i
)
⋃

P2.

Мiра m∗ є мiрою чистого GS-типу (в якостi вiдрiзкiв, що фiгурують в означеннi,
знову можна вибрати вiдрiзки Smi

), але при цьому λ(Sm∗) > λ(
⋃
i

Sm∗
i
), i m∗(P2) = 0.
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Зауваження 2. Якщо μ має GC- або GP -тип, то iснує нiде не щiльна мно-
жна повної μ-мiри. З цього випливає, що iснує всюди щiльна сукупнiсть iнтервалiв
{(ci, di)} нульової мiри μ. Отже, Sμ — нiде не щiльна множина i μ не може бути
мiрою GS-типу.

Зауваження 3. Мiра μ не може одночасно бути GC- i GP -типу.

Доведення проведемо методом вiд супротивного. Припустимо, що мiра μ є мiрою
GC- i GP -типу. Тодi

μ — мiра GP типу ⇔
∃E1 ⊂ Sμ : μ(E1) = 1 i ∀x ∈ E1 ∀ε > 0 : [x−ε, x+ε]∩Sμ — множина додатної мiри;

μ — мiра GC типу ⇔
∃E2 ⊂ Sμ : μ(E2) = 1 i ∀x ∈ E2 ∃ε(x) > 0 : [x−ε(x), x+ε(x)]∩Sμ — множина нульової мiри.

Нехай x — довiльна точка з множини E = E1 ∩ E2. Тодi, оскiльки x ∈ E2, iснує
ε(x) > 0 таке, що λ([x−ε(x), x+ε(x)]∩Sμ) = 0. Виберемо ε′ = 1

2
ε(x). Тодi [x−ε′, x+ε′] ⊂

[x−ε(x), x+ε(x)], але, оскiльки x ∈ E1, λ([x−ε′, x+ε′]∩Sμ) > 0. Отримане протирiччя
показує, що мiра μ не може одночасно бути GC- i GP -типу.

Iз вищенаведених зауважень випливає, що сингулярно неперервнi мiри GC-, GP-
та GS- типiв утворюють неперетиннi сiмейства. Об’єднання цих сiмейств не спiв-
падає з сiмейством всiх сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр на R1, оскiльки
iснують сингулярно неперевнi ймовiрнiснi мiри на R1, якi не належать до жодного з
вищеназваних класiв, але має мiсце наступна теорема.

Теорема 1. Довiльна сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра μ на R1 може
бути представлена у виглядi

μ = α1μ
GS + α2μ

GC + α3μ
GP , (1)

де α1 ≥ 0, α2 ≥ 0, α3 ≥ 0, α1 + α2 + α3 = 1; μGS, μGC i μGP — сингулярно неперервнi
ймовiрнiснi мiри GS, GC та GP -типу вiдповiдно.

Доведення. Доведення теореми природним чином розпадається надоведення
двох наступних лем.

Лема 2. Довiльна сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра μ на R1 може бути
представлена у виглядi

μ = β1μ
GS + β2μ

T ∗
, (2)

де β1 ≥ 0, β2 ≥ 0, β1 + β2 = 1, μGS — сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра GS-
типу, μT ∗ — сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра з нiде не щiльним спектром.
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Доведення. 1. Якщо мiра μ має GS-тип, то β1 = 1, μGS = μ, β2 = 0 i в якостi
мiри μT ∗ можна вибрати класичну мiру Кантора.

2. Якщо Sμ є нiде не щiльною множиною, то β1 = 0, β2 = 1, μT ∗
= μ i в якостi

мiри μGS можна вибрати довiльну мiру GS-типу.
3. Нехай μ не є мiрою GS-типу i Sμ не є нiде не щiльною множиною. Тодi Sμ,

будучи замкненою множиною, мiстить хоча б один вiдрiзок. Вiдрiзок [a, b] ⊂ Sμ на-
зиватимемо ”повним”, якщо не iснує вiдрiзка [c, d], який би мiстив [a, b] i повнiстю
мiстився б в Sμ (тобто, якщо для будь-якого ε > 0 iнтервали (a − ε, a) i (b, b + ε)

мiстять точки, що не належать Sμ).
Нехай {[ai, bi]} — сiмейство всiх неперетинних ”повних” вiдрiзкiв з Sμ i нехай

S =
⋃
i

[ai, bi]. З припущення п.3 випливає, що

μ(S) = μ

(⋃
i

[ai, bi]

)
= μ

(⋃
i

(ai, bi)

)
∈ (0, 1).

Позначимо β1 = μ(S) i

μGS(E) :=
1

μ(S)
· μ(E ∩ S), ∀E ∈ B(R1).

Мiра μGS є ймовiрнiсною. Її сингулярна неперервнiсть випливає з сингулярної непе-
рервностi μ. Мiра μGS має GS-тип за означенням, оскiльки множина S =

⋃
i

[ai, bi] є

пiдмножиною топологiчного носiя мiри μGS i μGS(S) = 1.
Розглянемо множину T = Sμ \ S. Очевидно, що T — нiде не щiльна множина

(оскiльки Sμ — досконала, а S мiстить всi внутрiшнi точки, якi входили до Sμ).
Позначимо β2 = μ(T ) = 1 − μ(S) ∈ (0, 1) i

μT ∗
(E) :=

1

μ(T )
· μ(E ∩ T ), ∀E ∈ B(R1).

Мiра μT ∗ є ймовiрнiсною. Її сингулярна неперервнiсть випливає з сингулярної непе-
рервностi мiри μ. Очевидно, що μT ∗

(T ) = 1. Тому SμT∗ , будучи пiдмножиною зами-
кання нiде не щiльної множини T , сама є нiде не щiльною.

Iснування розкладу (2) доведено. �

Лема 3. Нехай μT ∗ — довiльна сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра на R1

з нiде не щiльним топологiчним носiєм. Тодi мiра μT ∗ може бути представлена у
виглядi

μT ∗
= γ1μ

GC + γ2μ
GP , (3)

де γ1 ≥ 0, γ2 ≥ 0, γ1 + γ2 = 1, μGC — сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра
GC-типу, а μGP — сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра GP -типу.
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Доведення. Нехай SμT∗ — топологiчний носiй мiри μT ∗ . Кожна точка з SμT∗

належить однiй з двох наступних множин

TC = {x : x ∈ SμT∗ i (∃ε(x) > 0 : λ(SμT∗ ∩ (x − ε(x), x + ε(x))) = 0)},
TP = {x : x ∈ SμT∗ i (∀ε > 0 : λ(SμT∗ ∩ (x − ε, x + ε)) > 0)}.

Очевидно, що TC ∩ TP = O i TC ∪ TP = SμT∗ .
Покажемо, що TC — борелiвська множина нульової мiри Лебега. Для кожної точки

x ∈ TC означимо
ε1(x) = sup{ε : λ(SμT∗ ∩ (x − ε, x]) = 0},
ε2(x) = sup{ε : λ(SμT∗ ∩ [x, x + ε)) = 0}.

Нехай Ax = (x−ε1(x), x+ε2(x))∩SμT∗ . За побудовою, Ax — непорожня нiде не щiльна
множина нулевої мiри Лебега для довiльного x ∈ TC .

Розглянемо множину C =
⋃

x∈TC

Ax. Якщо x ∈ TC i y ∈ TC , то або Ax ≡ Ay (якщо

мiж x та y немає точок з множини TP ), або Ax ∩ Ay = O (якщо мiж x та y є хоча б
одна точка з TP ). Отже, останнє об’єднання мiстить не бiльш як зчисленну кiлькiсть
рiзних множин Ax, x ∈ TC . Оскiльки всi Ax борелiвськi (як перерiз двох борелiвських
множин), то C — борелiвська множина (як об’єднання зчисленної кiлькостi борелiв-
ських множин). Крiм того, λ(C) = 0 (оскiльки C — об’єднання зчисленної кiлькостi
нуль-множин).

Якщо x ∈ TC , то x ∈ Ax. Отже, TC ⊂ C.
Якщо x ∈ C, то x ∈ Ay для деякого y ∈ TC . Тому x ∈ (y − ε1(y), y + ε2(y)) i

x ∈ SμT∗ .
Отже, iснує ε > 0 таке, що (x− ε, x + ε) ⊂ (y − ε1(y), y + ε2(y)) i тому λ((x− ε, x +

ε) ∩ SμT∗ ) = 0, звiдки випливає належнiсть x до TC . Отже, C ⊂ TC . Тому C = TC .
Оскiльки TC — борелiвська множина з λ(TC) = 0, то TP = SμT∗ \ TC — теж бо-

релiвська. Зауважимо, що множина TP є замкненою. Справдi, нехай {xn} - деяка
послiдовнiсть точок з TP , яка збiгається до x0. Так як множина SμT∗ замкнена як
спектр, то x0 ∈ SμT∗ . Отже, x0 належить або множинi TP або множинi TC . Припусти-
мо, що x0 ∈ TC . Тодi iснує ε(x0) > 0 таке, що λ((x0 − ε(x0), x0 + ε(x0))

⋂
SμT∗ ) = 0. З

iншого боку, iснує N0 ∈ N таке, що xn ∈ (x0−ε(x0), x0 +ε(x0)) для всiх n > N0. Вибе-
ремо n > N0 i ε1 > 0 таким, щоб (xn − ε1, xn + ε1) ⊂ (x0 − ε(x0), x0 + ε(x0)). Оскiльки
xn ∈ TP , то λ((x0−ε(x0), x0+ε(x0))

⋂
SμT∗ ) ≥ λ((xn−ε1, xn+ε1)

⋂
SμT∗ ) > 0. Отримане

протирiччя показує, шо x0 ∈ TP , що й доводить замкненiсть множини TP .
Якщо μT ∗

(TC) = 1, то μT ∗ має GC-тип (за означенням). У цьому випадку покла-
демо γ1 = 1, γ2 = 0; μGC = μT ∗ (а в якостi μGP можна взяти довiльну сингулярну
мiру чистого GP -типу).

Якщо μT ∗
(TP ) = 1, то μT ∗ має GP -тип (за означенням). У цьому випадку покла-

демо γ1 = 0, γ2 = 1; μGP = μT ∗ (а в якостi μGC можна взяти довiльну мiру GC-типу,
наприклад, класичну мiру Кантора на [0, 1]).
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Якщо 0 < μT ∗
(TC) < 1, то означимо мiри

μGP (E) =
1

μT ∗(TP )
· μT ∗

(E ∩ TP ),

μGC(E) =
1

μT ∗(TC)
· μT ∗

(E ∩ TC), ∀E ∈ B(R1).

μGP i μGC — ймовiрнiснi мiри, сингулярнiсть i неперервнiсть яких випливає безпосе-
редньо з сингулярної неперервностi мiри μT ∗ .

Нехай T ∗
P = TP

⋂
SμGP . Очевидно, що μGP (T ∗

P ) = 1. Множина TP - замкнена, i
є пiдмножиною SμGP . З iншого боку, спектр SμGP є мiнiмальним замкненим носiєм
мiри μGP . Тому T ∗

P = SμGP (сама множина TP , взагалi кажучи, може не спiвпадати з
множиною SμGP i мiстити останню як власну пiдмножину). Тому μGP — мiра GP -типу
(в якостi множини E, яка фiгурує в означеннi, множна взяти T ∗

P ).
Нехай T ∗

C = TC

⋂
SμGC . Очевидно, що μGC(T ∗

C) = 1, i T ∗
C ⊂ SμGC . Тому μGC— мiра

GC-типу (в якостi множини E, яка фiгурує в означеннi, множна взяти T ∗
C).

Поклавши γ1 = μT ∗
(TC) i γ2 = μT ∗

(TP ), маємо ∀E ∈ B(R1):

μT ∗
(E) = μT ∗

(E ∩ (TC ∪ TP )) =

= γ1 · 1

μT ∗(TC)
· μ(E ∩ TC) + γ2 · 1

μT ∗(TP )
· μ(E ∩ TP ) =

= γ1μ
GC(E) + γ2μ

GP (E),

що й треба було довести. �

Теорема є безпосереднiм наслiдком двох щойно доведених лем. �

Приклад 4. Нехай мiра η спiвпадає з сингулярно неперервною мiрою, яка роз-
глядалась в прикладi 2а) i P2 = I\⋃

i

(ai, bi) - її спектр ([ai, bi]
⋂

[aj, bj] = ∅, i 	= j).

Позначимо λ(ai, bi) = di.
Побудуємо мiри νi та μi наступним чином. Нехай мiра νi спiвпадає з "класи-

чною"мiрою GC-типу на вiдрiзку Sνi
= [ai + 1

7
di, ai + 2

7
di] (приклад 1а) ), а мiра μi -

з "класичною"мiрою GS-типу на вiдрiзку Sμi
= [ai + 5

7
di, ai + 6

7
di] (приклад 3а) ).

Означимо ν =
∞∑
i=1

νi

2i , μ =
∞∑
i=1

μi

2i . Тодi мiра

μ∗ =
1

3
(η + ν + μ)

є сингулярно неперервною ймовiрнiсною мiрою, що є сумiшшю мiр трьох вищевка-
заних чистих типiв. Її спектр спiвпадає з об’єднанням спектрiв мiр ν та μ, оскiльки
спектр мiри η спiвпадає з перерiзом множин Sμ та Sν .

Зауваження 4. Доведена теорема допускає очевидне узагальнення для випадку
скiнченних та σ-скiнченних одновимiрних мiр.
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Зауваження 5. Проведена класифiкацiя i доведена теорема допускає узагальне-
ння на випадок багатовимiрних сингулярно неперервних мiр, якому буде присвячена
окрема робота.

Лiтература

[1] Albeverio S., Torbin G. Fractal properties of singularly continuous probability distributions with
independent Q* -digits // Bull. Sci. Math. — 2005. — 129, no. 4. — P. 356 – 367.

[2] Albeverio S., Pratsiovytyi M., Torbin G. Singular probability distributions and fractal properties
of sets of real numbers defined by the asymptotic frequencies of their s-adic digits // Ukrainian
Math. J. — 2005. — 57, no. 9. — P. 1361 – 1370.

[3] Albeverio S., Pratsiovytyi M., Torbin G. Topological and fractal properties of subsets of real
numbers which are not normal // Bull.Sci.Math. — 2005. — 129, no. 8. — P. 615 – 630.

[4] Torbin G. (coauthors: Albeverio S., Pratsiovytyi M.) Fractal probability distributions and
transformations preserving the Hausdorff-Besicovitch dimension // Ergodic Theory and Dynamical
Systems. — 2004. — 24, no. 1. — P. 1 – 16.

[5] Працьовитий М. В., Торбiн Г. М. Один клас випадкових величин типу Джессена-Вiнтнера
// Доп. НАН України. — 1998. — № 4. — С. 48 – 54.

[6] Працьовитий М. В.Фрактальний пiдхiд у дослiдженнях сингулярних розподiлiв. — Київ: Вид-
во НПУ iменi М.П.Драгоманова, 1998. — 296 с.

[7] Торбiн Г. Мультифрактальний аналiз сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр // Укр.
Матем. Журн. — 2005. — 57, № 5. — C. 837 – 857.

[8] Турбин А. Ф., Працевитый Н. В. Фрактальные множества, функции, распределения. — Киев:
Наук.думка, 1992. — 208 с.


