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Про норму циклiчних пiдгруп
непростих порядкiв у неперiодичних групах

Т. Д. Лукашова, М. Г. Друшляк

(Сумський державний педагогiчний унiверситет iменi А.С. Макаренка)

Анотацiя. Вивчаються неперiодичнi групи, що мають недедекiндову норму циклi-
чних пiдгруп непростих порядкiв. Встановлено, що такi групи є майже дедекiндо-
вими i збiгаються з вказаною нормою.

Abstract. Non-periodic groups, which norm of cyclic subgroups of non-prime order is
non-Dedekind, are studied. Such groups are almost Dedekind and coincide with given
norm.

У сучаснiй теорiї груп важливе мiсце займають результати, пов’язанi з вивченням
груп залежно вiд властивостей рiзних систем їх пiдгруп. До цього напрямку вiдно-
сяться також дослiдження, в яких обмеження накладаються не власне на пiдгрупи,
а на вiдповiднi норми. Σ-нормою прийнято називати максимальну пiдгрупу, що нор-
малiзує кожну пiдгрупу системи Σ �= � всiх пiдгруп групи G з певною теоретико-
груповою властивiстю.

Поштовхом до розв’язування цiєї проблеми стала низка дослiджень щодо вивче-
ння будови груп, якi збiгаються зi своїми Σ-нормами для заданої системи пiдгруп Σ,
тобто груп, в яких кожна пiдгрупа системи Σ є iнварiантною.

Уперше ситуацiю, коли Σ-норма є власною пiдгрупою групи, було розглянуто
Р.Бером [8] для системи Σ, що складалася з усiх пiдгруп даної групи. Цi дослiдже-
ння було продовжено у роботах [9]-[12] для рiзних систем пiдгруп Σ та при рiзних
обмеженнях, що накладалися на вiдповiднi Σ-норми.

Авторами продовжується вивчення властивостей груп за заданими властивостя-
ми їх Σ-норм i розглядаються неперiодичнi групи, в яких норма циклiчних пiдгруп
непростих порядкiв є недедекiндовою.

Нормою циклiчних пiдгруп непростих порядкiв групи G будемо називати перетин
нормалiзаторiв усiх циклiчних пiдгруп групи G, що мають складений або нескiнчен-
ний порядок, та позначатимемо її NG(Cp̄).

Зрозумiло, що в неперiодичнiй групi G, яка збiгається зi своєю нормою NG(Cp̄),
iнварiантними є всi циклiчнi пiдгрупи складеного чи нескiнченного порядку. Такi
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групи за умови їх недедекiндовостi вивчалися в [13] i були названi майже дедекiн-
довими групами. Будову неперiодичних майже дедекiндових груп описує наступне
твердження.

Твердження 1 ([13]). Неперiодична група G є майже дедекiндовою тодi i тiль-
ки тодi, коли G = Cλ 〈b〉, де C — неперiодична абелева група, |b| = 2, b−1cb = c−1

для будь-якого елемента c ∈ C.

Безпосередньо з твердження 1 випливає, що в довiльнiй неперiодичнiй групi без
iнволюцiй норма NG(Cp̄) абелева.

Оскiльки норма NG(Cp̄) неперiодичної групи нормалiзує кожну нескiнченну ци-
клiчну пiдгрупу групи G, то NG(Cp̄) ⊆ NG(C∞), де NG(C∞) — норма нескiнченних ци-
клiчних пiдгруп групи (див. [9]). Окрiм того, в групах без скруту NG(Cp̄) = NG(C∞),
тому, враховуючи результати роботи [9], встановленi для норми NG(C∞), мають мiсце
твердження.

Теорема 1. Якщо G — група без скруту, то її норма NG(Cp̄) є центральною
пiдгрупою i збiгається з нормою NG(C∞).

Доведення. Нехай G — група без скруту, тодi вона не мiстить циклiчних пiдгруп
складеного порядку, а значить NG(Cp̄) = NG(C∞). За теоремою 1 [9] NG(C∞) = Z(G).
Отже, й NG(Cp̄) = Z(G). �

Наслiдок 1. Довiльна група G без скруту, що є скiнченним розширенням норми
NG(Cp̄), абелева.

Доведення. Нехай [G : NG(Cp̄)] < ∞. Тодi NG(Cp̄) = Z(G), [G : Z(G)] < ∞ i за
лемою Шура

∣
∣G/

∣
∣ < ∞. Оскiльки G - група без скруту, це можливо лише за умови

G/ = E. Отже, група G абелева. �

Перейдемо до вивчення мiшаних неперiодичних груп. Наступнi приклади пiдтвер-
джують, що норма NG(Cp̄), яка є власною пiдгрупою мiшаної неперiодичної групи
G, може як спiвпадати з нормою NG(C∞), так i бути вiдмiнною вiд неї.

Приклад 1. G = (〈a〉 × 〈b〉)λ 〈c〉, |a| = |b| = ∞, |c| = 3, c−1ac = b, c−1bc = a−1b−1.
У цiй групi i NG(Cp̄) = NG(C∞) = 〈a〉 × 〈b〉 i NG(Cp̄) породжується всiма елемен-

тами нескiнченного порядку групи.

Приклад 2. G = (〈a〉 × 〈b〉)λ 〈c〉, |a| = |b| = ∞, |c| = 6, c−1ac = ab, c−1bc = a−1.
У цьому випадку NG(C∞) = (〈a〉 × 〈b〉)λ 〈c3〉, а NG(Cp̄) = Z(G) = E. Отже,

NG(Cp̄) �= NG(C∞).

Лема 1. Якщо центр Z(G) неперiодичної групи G мiстить елементи нескiн-
ченного порядку, то норма NG(Cp̄) абелева i збiгається з центром Z(G).
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Доведення. Нехай у центрi Z(G) групи мiститься елемент нескiнченного поряд-
ку. Тодi за лемою 2 роботи [9] норма NG(C∞) нескiнченних циклiчних пiдгруп групи
G абелева i збiгається з центром групи. Враховуючи включення NG(C∞) ⊇ NG(Cp̄),
одержимо, що NG(Cp̄) = Z(G). �

Наслiдок 2. Будь-яка неперiодична група G, що є скiнченним розширенням цен-
тра Z(G), має абелеву норму NG(Cp̄).

Лема 2. Якщо норма NG(Cp̄) неперiодичної групи G не мiстить елементiв не-
скiнченного порядку, то вона абелева.

Доведення. Нехай норма NG(Cp̄) перiодична. Тодi для довiльного елемента
x ∈ G нескiнченного порядку 〈x〉 ∩ NG(Cp̄) = E. Оскiльки у групi G1 = 〈x〉NG(Cp̄)

пiдгрупи 〈x〉 та NG(Cp̄) є iнварiантними, то G1 = 〈x〉 × NG(Cp̄) i x ∈ Z(G1). За ле-
мою 1 норма NG1(Cp̄) групи G1 абелева, отже й норма NG(Cp̄) ⊆ NG1(Cp̄) також буде
абелевою. �

Наслiдок 3. Якщо G — мiшана неперiодична група, то її норма NG(Cp̄) циклi-
чних пiдгруп непростих порядкiв є або абелевою (перiодичною чи неперiодичною),
або неперiодичною неабелевою групою.

Лема 3. Якщо центр Z(G) неперiодичної групи G мiстить елементи складеного
порядку, то її норма NG(Cp̄) абелева.

Доведення. Враховуючи лему 2, достатньо розглянути випадок, коли норма
NG(Cp̄) неперiодична.

Припустимо, що пiдгрупа NG(Cp̄) неабелева. Тодi NG(Cp̄) - неперiодична майже
дедекiндова група (див. твердження 1). Оскiльки центр такої групи не мiстить еле-
ментiв складеного порядку, припущення невiрне i норма NG(Cp̄) абелева. �

Наслiдок 4. Якщо в неперiодичнiй групi G iснує така циклiчна пiдгрупа 〈x〉
нескiнченного чи складеного порядку, що 〈x〉∩NG(Cp̄) = E, то норма NG(Cp̄) абелева.

Доведення. Нехай пiдгрупа 〈x〉 задовольняє умови наслiдку. Тодi пiдгрупи 〈x〉
та NG(Cp̄) є iнварiантними в групi G1 = 〈x〉NG(Cp̄) = 〈x〉 × NG(Cp̄) i x ∈ Z(G1). За
лемами 1 та 3 норма NG1(Cp̄) групи G1 абелева, тому абелевою буде й норма NG(Cp̄)

групи G. �

Наслiдок 5. У неперiодичнiй групi G з неабелевою нормою NG(Cp̄), довiльна ци-
клiчна пiдгрупа 〈x〉 нескiнченного чи складеного порядку має неодиничний перетин
з нормою NG(Cp̄).
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Далi будемо розглядати лише мiшанi неперiодичнi групи, в яких норма NG(Cp̄)

неабелева, тобто є неперiодичною майже дедекiндовою групою. За твердженням 1
NG(Cp̄) = Cλ 〈b〉, де C — неперiодична абелева група, |b| = 2, b−1cb = c−1 для будь-
якого елемента c ∈ C.

Позначимо A — пiдгрупу, породжену всiма елементами нескiнченного порядку
групи G.

Лема 4. Якщо неперiодична група G має неабелеву норму NG(Cp̄), то пiдгрупа
A, породжена всiма елементами нескiнченного порядку групи G, абелева i мiстить
усi елементи складеного порядку даної групи.

Доведення. Доведемо спочатку, що C ⊆ Z(A). Вiзьмемо довiльнi елементи c ∈
C та a ∈ A такi, що [c, a] �= 1. Без порушень загальностi можна вважати |a| = |c| = ∞.
Оскiльки 〈a〉 �G1 = 〈a〉NG(Cp̄), то c−1ac = a−1, звiдки 〈a〉 ∩ 〈c〉 = E. Отже, [c2, a] = 1,
|c2a| = ∞ i 〈c2a〉 є c-iнварiантною пiдгрупою. Але тодi c−1(c2a)c = c−2a−1 = c2a−1 i
c4 = 1, всупереч вибору елемента c. Отже, C ⊆ Z(A).

Покажемо, що пiдгрупа A мiстить також всi елементи складеного порядку групи
G. Нехай y ∈ G - довiльний елемент складеного порядку. Тодi 〈y〉 � G1 = 〈y〉NG(Cp̄) i
[G1 : CG1(y)] < ∞. Отже, знайдеться елемент c ∈ C, |c| = ∞ такий, що [c, y] = 1. Тодi
|cy| = ∞, cy ∈ A i y ∈ A, що й треба було довести. �

З’ясуємо тепер, як дiє елемент b на елементи пiдгрупи A. Для будь-якого елемента
a ∈ A, |a| = ∞ маємо 〈a〉 � G1 = 〈a〉NG(Cp̄). Тому якщо [a, b] = 1, то |ba| = ∞,
звiдки ba ∈ A i за доведеним [c, ab] = 1 для довiльного елемента c ∈ C, |c| = ∞, що
неможливо. Отже, b−1ab = a−1, де a ∈ A — довiльний елемент нескiнченного порядку.

Нехай тепер a — елемент скiнченного порядку з A. Тодi |ca| = ∞, де c ∈ C,
|c| = ∞ i

b−1(ca)b = (ca)−1 = c−1a−1 = c−1b−1ab,

тобто i в цьому випадку b−1ab = a−1.
Позначимо x та y — довiльнi елементи групи A такi, що [x, y] �= 1. Тодi

b−1(xy)b = y−1x−1 = b−1xbb−1yb = x−1y−1,

звiдки [x, y] = 1, всупереч їх вибору. Таким чином, пiдгрупа A абелева.

Теорема 2. Неперiодична група G має неабелеву норму NG(Cp̄) циклiчних пiд-
груп непростих порядкiв тодi i тiльки тодi, коли всi елементи нескiнченного поряд-
ку групи породжують iнварiантну абелеву пiдгрупу A, яка мiстить усi елементи
непростих порядкiв групи G, i iснує елемент b порядку 2 такий, що b−1ab = a−1 для
довiльного елемента a ∈ A. При цьому NG(Cp̄) = Aλ 〈b〉.
Доведення. Достатнiсть умов теореми очевидна. Їх необхiднiсть випливає з до-

ведення леми 4. �
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Наслiдок 6. Якщо норма NG(Cp̄) неперiодичної групи G неабелева, то фактор-
група G/NG(Cp̄) перiодична i не мiстить елементiв непростих порядкiв.

Наслiдок 7. Якщо в неперiодичнiй групi G норма NG(Cp̄) неабелева i iснує не-
скiнченна циклiчна пiдгрупа 〈x〉, iнварiантна в G, то NG(Cp̄) = G.

Доведення. За умовою NG(Cp̄) = Aλ 〈b〉, де A — неперiодична абелева група,
|b| = 2 i b−1ab = a−1 для довiльного елемента a ∈ A i 〈x〉 � G, |x| = ∞. Тодi за
теоремою 2, x ∈ A, b−1xb = x−1, [G : CG(〈x〉)] = 2 i G = CG(〈x〉)λ 〈b〉.

Нехай y — довiльний елемент непростого порядку з CG(〈x〉). Тодi за лемою 4
y ∈ A. Якщо ж y ∈ CG(〈x〉), |y| = p, де p - просте число, то враховуючи, що [x, y] = 1,
одержимо |xy| = ∞. Отже, xy ∈ A i y ∈ A. Таким чином, CG(〈x〉) = A i NG(Cp̄) = G,
що й треба було довести. �

Теорема 3. Будь-яка неперiодична група G, що має неабелеву норму NG(Cp̄) ци-
клiчних пiдгруп непростих порядкiв, є майже дедекiндовою групою i збiгається з
нормою NG(Cp̄).

Доведення. Нехай норма NG(Cp̄) циклiчних пiдгруп непростих порядкiв непе-
рiодичної групи G неабелева. Тодi NG(Cp̄) = Aλ 〈b〉, причому за теоремою 2 пiдгру-
па A мiстить усi елементи нескiнченного та складеного порядку групи G, |b| = 2 i
b−1ab = a−1 для будь-якого елемента a ∈ A.

Припустимо, що NG(Cp̄) �= G i x - довiльний елемент групи G, що не належить
нормi NG(Cp̄). Тодi |x| = p, де p - деяке просте число.

Нехай p �= 2. У фактор-групi G = G/A,
∣
∣b

∣
∣ = 2, b ∈ Z(G) i тому елемент xb матиме

порядок, рiвний 2p. З цього випливає, що xb також є елементом непростого порядку.
За теоремою 2 xb ∈ NG(Cp̄), звiдки x ∈ NG(Cp̄), що суперечить його вибору.

Нехай тепер p = 2, тобто |x| = 2. Тодi |xb| = 2 i [x, b] = 1. За лемою 4 для
довiльного елемента a ∈ A, |a| = ∞, [x, a] �= 1. Тому, враховуючи умови A � G

та [A, 〈x〉] ⊆ A, покладемо x−1ax = ac, c ∈ A. Оскiльки |x| = 2, то [x2, a] = 1,
a = x−2ax2 = acx−1cx i x−1cx = c−1. Якщо |c| > 2, то [xb, c] = 1, |xbc| > 2 i за лемою
4 xbc ∈ A, звiдки x ∈ NG(Cp̄), що неможливо. Отже, |c| = 2. Але тодi [a2, x] = 1,
|a2x| = ∞ i знову a2x ∈ A, x ∈ A. Отже, припущення невiрне, G = NG(Cp̄) i теорему
доведено. �

Наслiдок 8. Якщо норма NG(Cp̄) циклiчних пiдгруп непростих порядкiв непе-
рiодичної групи G неабелева, то вона збiгається з нормою NG(C∞) нескiнченних
циклiчних пiдгруп цiєї групи.
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