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Факторкiльця нетерових
напiвдосконалих кiлець

В. М. Дармосюк

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка)

Анотацiя. Нехай R радикал Джекобсона черепичного порядку A. Ми доводимо,
що черепичний порядок A є спадковим тодi i тiльки тодi, коли факторкiльце A/R2

є праворядним. Побудовано приклад черепичного порядку A, такого що A/I є пра-
ворядним нерозкладним кiльцем, але A не є напiвланцюговим.

Abstract. Let R be the Jacobson radical of a tiled order A. We prove that a tiled
order A is hereditary if and only if the quotient ring A/R2 is right serial. We construct
the example of the tiled order A such that A/I is right serial indecomposable ring, but
A is not serial.

1. Вступ

Метою данної статтi є вивчення факторкiлець напiвланцюгових кiлець, якi зав-
жди є напiвдосконалими i також нетерових з двох сторiн напiвдосконалих напiв-
дистрибутивних первинних кiлець з ненульовим радикалом Джекобсона. Такi кiльця
згiдно з [9, c.263] називаються черепичними порядками.

2. Сагайдаки напiвдосконалих кiлець

Скрiзь в цiй статтi ми вважаємо, що A асоцiативне кiльце з 1 �= 0, R його радикал
Джекобсона, всi модулi над кiльцем A є правими i унiтарними. Якщо модуль є лiвим,
то це зазначається окремо.

Нагадаємо, що модуль називається ланцюговим, якщо гратка його пiдмодулiв є
ланцюгом, тобто множина всiх його пiдмодулiв є лiнiйно впорядкованою вiдносно
включення. Модуль називається напiвланцюговим, якщо вiн розкладається в скiнче-
ну пряму суму ланцюгових пiдмодулiв. Кiльце називається напiвланцюговим справа
(напiвлвнцюговим злiва) або праворядним (лiворядним), якщо воно є напiвланцю-
говим справа (злiва) модулем над собою. Напiвланцюгове справа та напiвланцюгове
злiва кiльце називається напiвланцюговим.

В роботi [8] Накаяма довiв наступну теорему.
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Теорема 1. (Теорема Накаями) Артiнове кiльце A є напiвланцюговим тодi i
тiльки тодi, коли A/R2 є напiвланцюговим артiновим кiльцем.

В.В. Кириченко перенiс цю теорему на випадок нетерових напiвдосконалих кi-
лець.

Теорема 2. [9, с.313] Напiвдосконале нетерове кiльце A є напiвланцюговим тодi
i тiльки тодi, коли A/R2 є напiвланцюговим артiновим кiльцем.

Наведемо приклад побудований Кириченком В.В., який показує, що ця теорема
не переноситься на випадок нетерових тiльки з однiєї сторони кiлець.

Приклад 1. Нехай ϑ дискретно нормоване кiльце з класичним кiльцем часток
D, яке в цьому випадку є тiлом. Розглянемо наступне кiльце

A =
{(

α β

0 γ

)
| α ∈ ϑ, β ∈ D × D, γ ∈ D

}
.

Неважко первiрити, що A є нетеровим справа кiльцем, яке не є нетеровим злiва.
Позначимо через M єдиний максимальний iдеал в ϑ. Тодi

R =
{(

α1 β1

0 0

)
| α1 ∈ M, β1 ∈ D × D

}
i

R2 =
{(

α2 β2

0 0

)
| α2 ∈ M2, β2 ∈ D × D

}
.

Зрозумiло, що A/R2 � ϑ/M2×D, тобто A/R2 є прямим добутком двох ланцюгових
кiлець, а тому напiвланцюговим кiльцем. Покажемо, що кiльце A не є напiвланцю-
говим. Дiйсно,

P1 =
{(

α β

0 0

)
|α ∈ ϑ, β ∈ D × D

}
є нерозкладним проективним модулем, який мiстить пiдмодуль

X =
{(

0 β

0 0

)
|β ∈ D × D

}
.

Зрозумiло, що X є прямою сумою двох простих пiдмодулiв. З цього випливає, що
модуль P1 не є ланцюговим, а тому кiльце A не є напiвланцюговим.

Нагадаємо означення сагайдака нетерового справа напiвдосконалого кiльця.
Нехай A напiвдосконале нетерове справа кiльце, P1, ..., Ps всi попарно неiзоморфнi

нерозкладнi проективнi правi A-модулi. Розглянемо проективне накриття Ri = PiR

(i = 1, ..., s), яке позначимо через P (Ri). Нехай P (Ri) =
s⊕

j=1
P

tij
j . Поставимо у вiдпо-

вiднiсть головним модулям P1, ..., Ps точки 1, ..., s в площинi i з’єднаємо стрiлкою tij
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точки i та j. Побудований граф називається правим сагайдаком (або просто сагай-
даком) напiвдосконалого нетерового справа кiльця A i позначається Q(A).

Нехай AA = P n1
1 ⊕...⊕P ns

s розклад напiвдосконалого кiльця A в пряму суму голов-
них правих A-модулiв, i нехай P = P1⊕ ...⊕Ps, B = EndA(A). Згiдно теореми Морiта
категорiя правих A-модулiв є еквiвалентною категорiї правих B-модулiв. Очевидно,
B/radB є прямою сумою тiл. Кiльце B називається базовим кiльцем кiльця A.

Означення 1. [9, c.263] Нехай A напiвдосконале кiльце таке, що A/R2 є артiновим
справа кiльцем. Сагайдак кiльця A/R2 називається сагайдаком кiльця A i позначає-
ться Q(A).

Теорема 3. [9]Наступнi умови еквiвалентнi для напiвдосконалого нетерового
справа та злiва кiльця A:

(1) кiльце A нерозкладне;
(2) кiльце A/R2 нерозкладне;
(3) сагайдак кiльця A зв’язний.

З прикладу 1 випливає, що сагайдак Q(A) кiльця A має наступний вигляд:

Q(A) =
{

��� �
}

,

тобто є незв’язним, а кiльце A нерозкладне. З цього отримуємо, що теорема 3 не
переноситься на випадок нетерових з однiєї сторони напiвдосконалих кiлець.

Приклад 2. Нехай A - напiвланцюгове кiльце, A � Tn(D). Кiльце A є нерозкла-
дним. Розглянемо iдеал кiльця A:

I =

k

{ ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

D ...

0

∣∣∣∣∣∣∣∣
... D
. . .

...
0 ...

∣∣∣∣∣∣∣∣
...

... D

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

︸︷︷︸
n−k

.

Зрозумiло, що I �⊂ R2. Тодi факторкiльце A/I можна розкласти наступним чином
A/I = Tk(D)× Tn−k(D). Кiльце Tn(D) є артiновим з двох сторiн, а тому нетеровим з
двох сторiн. Ми бачимо, що якщо I �⊂ R2, то факторкiльце A/I може бути розкла-
дним.

Наступнi твердження дають можливiсть будувати сагайдак напiвдосконалого
кiльця.
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Твердження 1. [9, c.265] Нехай A = P n1
1 ⊕ ... ⊕ P ns

s розклад напiвдосконалого
кiльця A в пряму суму головних правих A - модулiв i нехай 1 = f1 + ... + fs розклад
одиницi кiльця A в суму попарно ортогональних iдемпотентiв, тобто fiA = P ni

i .
Тодi радикал Джекобсона R кiльця A має двостороннiй пiрсовський розклад насту-
пного вигляду:

R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

R11 A12 ... A1s

A21 R22 ... A2s

...
... . . . ...

As1 As2 ... Rss

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

де Rii = rad(fiAfi), Aij = fiAfj для i, j = 1, ..., s.

Кiльце fiAfi є iзоморфним EndA (P ni
i ) � Mni

(End (Pi)), де EndA (Pi) = ϑ - ло-
кальне кiльце, згiдно теореми 10.3.8 [9]. Згiдно твердження 3.4.10 [9], radMni

(ϑ) =

Mni
(radϑi).
Покладемо Ui = Pi/PiR. Оскiльки, Ā = A/R = Un1

1 ⊕...⊕Uns
s , iдемпотенти f1, ..., fs

є центральними по модулю радикала i всi простi правi A - модулi вичерпуються
модулями U1, ..., Us. Аналогiчно, нехай Vi = Qi/RQi, тодi всi простi правi A - модулi
вичерпуються модулями V1, ..., Vs.

Лема 1. (ануляторна лема)[9, c.265] Нехай 1 = f1 + ... + fs канонiчний роз-
клад 1 ∈ A. Для кожного простого правого A-модуля Ui та для кожного fj маємо
Uifj = δijUi, i, j = 1, ..., s. Подiбно для кожного простого лiвого A-модуля Vi та для
кожного fj маємо fjVi = δijVi, i, j = 1, ..., s.

Нехай A зведене напiвдосконале кiльце, 1 = e1 + ... + es розклад 1 ∈ A в суму
взаємно ортогональних локальних iдемпотентiв.

Покладемо Ui = eiA/eiR та Vi = Aei/Rei.

Лема 2. (Q-лема)[9, c.266] Простий модуль Uk (вiдп. Vk) з’являється в прямiй
сумi розкладу модулiв eiR/eiR

2 (вiдп. Rei/R
2ei) тодi i тiльки тодi, коли eiR

2ek

(вiдп. ekR
2ei) строго мiститься в eiRek (вiдп. ekRei).

3. Факторкiльця черепичних порядкiв

Теорема 4. (Айзенбуд – Грiффiтс [5] , Айзенбуд – Робсон [6], Фейс [11]) Якщо
A — нетерове спадкове первинне кiльце, то A/I — артiнове напiвланцюгове кiльце
для кожного ненульового iдеала I.

Насправдi це справедливо для будь-якого спадкового злiва кiльця A з плоскою
iн’єктивною оболонкою i для будь-якого його iдеала I, такого, що A/I артiнове злiва.

Теорема 5. Якщо I — ненульовий двостороннiй iдеал черепичного порядка A,
то факторкiльце A/I є артiновим напiвдистрибутивним кiльцем.
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Теорема 6. Наступнi умови є еквiвалентними для черепичного порядка A:

(1) A спадкове справа i злiва кiльце;
(2) A — напiвланцюгове кiльце;
(3) A/R2 — напiвланцюгове кiльце;
(4) A/R2 — праворядне кiльце.

Доведення. (1)⇔(2). Згiдно теоремi 12.3.4 [9] будь-яке нетерове первинне зве-
дене кiльце A є або тiлом, або кiльцем s × s матриць вигляду

Hs(ϑ) =

⎛
⎜⎝ ϑ ϑ ... ϑ

M ϑ ... ϑ

M M ... ϑ

⎞
⎟⎠ ,

де ϑ дискретно нормоване кiльце. Кiльце Hs(ϑ) є нетеровим напiвланцюговим пер-
винним спадковим кiльцем. Кiльце A не може бути тiлом тому, що його радикал
Джекобсона вiдмiний вiд нуля. Оскiльки кiльце Hs(ϑ) є спадковим, а спадковiсть
зберiгається при Морiта еквiвалентностi, то теорема 12.3.4 [9] описує черепичнi спад-
ковi порядки: будь-який спадковий черепичний порядок еквiвалентний в сенсi Мо-
рiти кiльцю Hs(ϑ). Зауважемо також, що такi властивостi кiльця, як нетеровiсть,
первиннiсть, напiвланцюговiсть та наявнiсть ненульового радикала Джекобсона за-
лишаються незмiними при переходi до кiлець еквiвалентних в сенсi Морiти. Тому ми
можемо розглядати лише зведенi напiвланцюговi черепичнi порядки. З теореми 12.3.8
[9] випливає, що такi кiльця збiгаються з кiльцями вигляду Hs(ϑ). Еквiвалентнiсть
(1) ⇔ (2) доведено.

Доведення iмплiкацiї (2)⇒(3) та (3)⇒(4) випливає з того, що довiльне фактор-
кiльце напiвланцюгового кiльця напiвланцюгове, а, крiм того, будь-яке напiвланцю-
гове кiльце є праворядним кiльцем.

(4)⇔(2). За означенням сагайдака напiвдосконалого нетерового кiльця A маємо:
Q(A) = Q(A/R2). Теорема 14.6.1 [9] стверджує, що Q(A) є сильнозв’язним сагайда-
ком, тобто з кожної його вершини в iншу є шлях. З iншого боку сагайдак Q(A/R2)

є праворядним сагайдаком, тобто з кожної його вершини виходить не бiльше однiєї
стрiлки. Опис таких сагайдакiв дано в наслiдку 10.2.3 [10, с.178]. З нього випливає,
що єдиним сильнозв’язним праворядним сагайдаком є простий цикл. Кiльце A є на-
пiвдистрибутивним, а тому Q - симетричним [9, с.247]. Тому лiвий сагайдак кiльця
A є простим циклом. З теореми 12.3.11 [9] випливає, що кiльце A напiвланцюгове.

Теорему доведено. �

Квазiфробенiусовi кiльця характеризуються наступною теоремою:

Теорема 7. [8, с.170] Для двосторонього артiнового кiльця A наступнi умови є
еквiвалентними:

(1) A — квазiфробенiусове;
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(2) кожен головний A - модуль має єдиний максимальний пiдмодуль, i якщо
два таких мiнiмальних пiдмодуля є iзоморфними, тодi вони є вiдповiдними
головним A - модулям. Таке ж твердження справедливе для головних лiвих
A - модулiв.

Твердження 2. [8, с.173] Якщо A квазiфробенiусове кiльце, радикал якого в ква-
дратi дорiвнює нулю, то A є напiвланцюговим кiльцем.

Доведення. Кожен головний A - модуль (кожен лiвий чи правий) має єдиний
композицiйний ряд. Згiдно теореми 5.4.11 [10], кожен головний модуль має єдиний
максимальний пiдмодуль. який за гiпотезою є напiвпростим. Але тодi з теореми 4
випливає, що такий модуль є простим i тодi A є напiвланцюговим кiльцем. �

Теорема 8. Черепичний порядок A є напiвланцюговим тодi i тiльки тодi, коли
факторкiльце A/R2 є квазiфробенiусовим.

Доведення. Нехай A черепичний порядок i факторкiльце A/R2 квазiфробенi-
усове, тодi по твердженню 2 факторкiльце A/R2 є напiвланцюговим. Кiльце A є
нерозкладним кiльцем, тодi за теоремою 11.1.9 [9, с.268] факторкiльце A/R2 також
є нерозкладним. За теоремою 12.1.2 [9, с.301] та наслiдком 12.1.3 [9, с.301] сагай-
дак черепичного порядку є простим циклом. Оскiльки черепичний порядок є напiв-
дистрибутивним кiльцем, то за теоремою 14.3.3 [9, с.346] лiвий сагайдак кiльця A

отримується з правого поворотом всiх стрiлок, тому лiвий сагайдак кiльця A також
є простим циклом. Тодi за теоремою 12.3.1 [9, с.313] кiльце A є напiвланцюговим
кiльцем.

Навпаки, якщо черепичний порядок A є напiвланцюговим кiльцем, то його лiвий
та правий сагайдаки є простими циклами. В такому випадку факторкiльце A/R2 є
квазiфробенiусовим. �

Теорема 9. Черепичний порядок A є спадковим тодi i тiльки тодi, коли фа-
кторкiльце A/R2 є квазiфробенiусовим.

Теорема 10. Кiльце A є спадковим тодi i тiльки тодi, коли iснує допустимий
iдеал I такий, що A/I є квазiфробенiусовим кiльцем скiнченого типу.

З теореми 6 та теореми Накаями випиває наступне твердження.

Теорема 11. Нехай I - двостороннiй iдеал черепичного порядку A, який лежить
в R2. Кiльце A є напiвланцюговим тодi i тiльки тодi, коли факторкiльце A/I є
напiвланцюговим артiновим кiльцем.

Побудуємо приклад черепичного порядку такого, що A/I праворядне кiльце, а
черепичний порядок A не є напiвланцюговим.
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Приклад 3. Розглянемо черепичний порядок A з матрицею показникiв

ε (A) =

⎛
⎜⎝ 0 0 0

1 0 0

2 1 0

⎞
⎟⎠ .

Тодi

ε (R) =

⎛
⎜⎝ 1 0 0

1 1 0

2 1 1

⎞
⎟⎠ та ε

(
R2

)
=

⎛
⎜⎝ 1 1 0

2 1 1

2 2 1

⎞
⎟⎠ .

Розглянемо двостороннiй iдеал I з матрицею показникiв

ε (I) =

⎛
⎜⎝ 1 1 0

2 1 0

2 2 1

⎞
⎟⎠ .

Кiльце A мiстить наступний ланцюг iдеалiв A ⊃ R ⊃ I ⊃ R2 з такими матрицями
показникiв:

ε (A) =

⎛
⎜⎝ 0 0 0

1 0 0

2 1 0

⎞
⎟⎠ , ε (R) =

⎛
⎜⎝ 1 0 0

1 1 0

2 1 1

⎞
⎟⎠ ,

ε (I) =

⎛
⎜⎝ 1 1 0

2 1 0

2 2 1

⎞
⎟⎠ , ε

(
R2

)
=

⎛
⎜⎝ 1 1 0

2 1 1

2 2 1

⎞
⎟⎠ .

Легко бачити, що I/R2 = U3, де U3 = P3/P3R.
Нехай L — гратка всiх пiдмодулiв модуля (0, 0, 0). Очевидно, вона має наступний

вигляд:
�

�

�

(0 0 0)

(1 0 0)

(1 1 0)
�

�
�

�
�

�� � (1 1 1)(2 1 0)
�

�
�

�
�

�� (2 1 1)

� (2 2 1)
�

�
�

�
�

�� � (2 2 2)(3 2 1)
�

�
�

�
�

�� (3 2 2)

� (3 3 2)
�
�
�

�

��

����

����

��

����

� ���

��
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Тому B = A/I = P̄1 ⊕ P̄2 ⊕ P̄3. Очевидно, l
(
P̄1

)
= l

(
P̄2

)
= l

(
P̄3

)
= 2 i всi модулi

P̄1, P̄2, P̄3 ланцюговi, де l(M) - довжина артiнового та нетерового модуля M .

Звiдси випливає, що кiльце B праворядне. Зрозумiло, що фактормодуль I/R2 =

U3, де U3 � P3/P3R - простий модуль. Тобто навiть при таких сильних припущеннях
на iдеал I з того, що A/I є праворядним та фактормодуль I/R2 = U3 - простий не
випливає, що черепичний порядок A є напiвланцюговим.

4. Висновки

В статтi розглянуто приклад розкладностi факторкiльця A/I нерозкладного на-
пiвланцюгового кiльця A, за умови, що I �⊂ R2. Доведено теорему згiдно якої фа-
кторкiльце A/R2 спадкового справа i злiва черепичного порядку A є праворядним.
Побудовано приклад черепичного порядку A такого, що A/I праворядне нерозкладне
кiльце, а черепичний порядок не є напiвланцюговим.
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