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Тополого-метричнi i фрактальнi властивостi

множини дiйсних чисел з заданим середнiм
значенням цифр четвiркового зображення,
коли їх частоти iснують
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Анотацiя. У роботi описано властивостi функцiї

y = r(x) = lim
n→∞

1

n

∞∑
k=1

αk(x), де x =
∞∑
k=1

αk(x)4−k,

середнього значення четвiркових цифр дробової частини дiйсного числа x, зокрема
властивостi множини її рiвнiв Sθ = {x : r(x) = θ, θ = const, 0 6 θ 6 3} , при умовi
iснування частот усiх четвiркових цифр.

Вказано алгоритм побудови точки множини Sθ, доведено її континуальнiсть,
всюди щiльнiсть. Знайдено умови нуль-мiрностi та повноти мiри Лебега, отримано
оцiнки розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича.
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Abstract. We describe some properties of function

y = r(x) = lim
n→∞

1

n

∞∑
k=1

αk(x), where x =
∞∑
k=1

αk(x)4−k

of 4-adic digits asymptotic mean of fractional part of real number x, particularly prop-

erties of it’s level sets Sθ = {x : r(x) = θ, θ = const, 0 6 θ 6 3} , upon condition of ex-

istence of all 4-adic digits frequencies.

We specified an algorithm of constructing point from the set Sθ, and proved contin-

uality and every where density of the set. We found conditions of zero and full Lebesgue

measure and estimates of Hausdorff–Besicovitch dimension.
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Вступ

Мова йтиме про дробову частину дiйсного числа, тому будемо розглядати лише
числа з вiдрiзка [0; 1]. Нехай 2 6 s — фiксоване натуральне число, а As = {0, 1, . . . , s−
1} — алфавiт s-кової системи числення. Добре вiдомо, що для будь-якого x ∈ [0; 1]

iснує послiдовнiсть (αn), αn ∈ As, така, що

x =
α1

s
+
α2

s2
+ · · ·+ αn

sn
+ · · · ≡ ∆s

α1α2...αn...
. (1)

Подання числа x рядом (1) називається його s-ковим представленням. Останнiй сим-
волiчний запис ∆s

α1α2...αn...
ряду (1) i його суми x називається їх s-ковим зображенням.

Всi iррацiональнi числа i частина рацiональних чисел мають єдине s-кове зоб-
раження i називаються s-ково-iррацiональними. Решта чисел (їх злiченна множина)
мають рiвно два s-кових зображення, а саме:

∆s
c1...ck−1ck(0) = ∆s

c1...ck−1[ck−1](s−1),

де (i) — перiод у зображеннi числа. Вони називаються s-ково-рацiональними. Для
коректностi означення n-ної цифри αn(x) числа x як його функцiї, домовимось ви-
користовувати лише перше s-кове зображення, а саме: те, що має перiод (0).

У термiнах s-кового зображення чисел було означено i дослiджено багато рiзних
математичних об’єктiв зi складною локальною структурою i фрактальними власти-
востями. Це — множини, функцiї, розподiли випадкових величин, динамiчнi системи,
перетворення простору тощо. В цих же цiлях може бути використане наступне по-
няття.

Середнiм значенням цифр числа x = ∆s
α1α2...αn...

називається значення r(x) грани-
цi

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

αi(x) ≡ r(x),

якщо вона iснує.
Вперше поняття середнього значення цифр i його використання для вивчення

тополого-метричних i фрактальних властивостей множин дiйсних чисел було запро-
поновано в роботi [10].

Ми цiкавимося тополого-метричними властивостями множин чисел з наперед за-
даним середнiм значенням цифр, тобто множинами виду

Sθ ≡

{
x : lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

αi(x) = θ > 0

}
,

де константа θ — наперед заданий параметр.
Поняття середнього значення цифр числа тiсно пов’язане з поняттям частоти

цифри. А для двiйкової системи числення цi поняття спiвпадають. Нагадаємо його.
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Нехай Ni(x, n) — кiлькiсть цифр i ∈ As у s-ковому зображеннi ∆s
α1α2...αk...

числа
x ∈ [0; 1] до n-го мiсця включно, тобто

Ni(x, n) = #{j : αj(x) = i, j 6 n}.

Частотою цифри i у s-ковому зображеннi числа x ∈ [0; 1] називається границя
(якщо вона iснує)

νi(x) = lim
n→∞

Ni(x, n)

n
.

Функцiя частоти νi(x) цифри i у s-ковому зображеннi числа x ∈ [0; 1] є корект-
но визначеною для s-ково-iррацiональних чисел, а для s-ково-рацiональних — пiсля
домовленостi використовувати лише зображення з перiодом (0).

Число rn(x) ≡ 1
n

n∑
i=1

αi(x) називається вiдносним середнiм значенням цифр числа

x. Оскiльки

rn(x) =
N1(x, n)

n
+

2N2(x, n)

n
+ . . .+

(s− 1)Ns−1(x, n)

n
,

то 0 6 rn(x) 6 s − 1. Тодi очевидно, що коли iснують частоти всiх цифр, то iснує
середнє значення цифр.

Число x називається нормальним за основою s (слабо нормальним), якщо для
кожного i ∈ As частота iснує i рiвна νi(x) = s−1.

Множина нормальних чисел вiдрiзка [0; 1] є множиною повної мiри Лебега [4].
Множиною Безиковича–Егглстона E[τ0, τ1, . . . , τs−1] називається множина виду

E[τ0, τ1, . . . , τs−1] = {x : νi(x) = τi, i = 0, s− 1}.

Фрактальна розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича α0(·) множини E[τ0, τ1, . . . , τs−1] об-
числюється [7] за формулою

α0(E[τ0, τ1, . . . , τs−1]) = −
ln τ τ00 τ

τ1
1 . . . τ

τs−1

s−1

ln(s− 1)
.

Зосередимо свою увагу на випадку s = 4, оскiльки випадок s = 3 детально про-
аналiзований у нашiй статтi поданiй до друку. Саме у випадку s > 3 множина Sθ
володiє бiльш багатшими властивостями.

Розглядається множина чисел з наперед заданим середнiм значенням цифр, зоб-
ражених у четвiрковiй системi числення, тобто множинами виду

Sθ ≡ {x : r(x) = θ} ,

де θ — наперед заданий параметр з вiдрiзка [0; 3].
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Множина Sθ є об’єднанням трьох неперетинних множин Θ1, Θ2 i Θ3 таких, що

Θ1 ≡ {x : νi(x) – iснує,∀i ∈ {0, 1, 2, 3}} ,
Θ2 ≡ {x : частоти цифр можуть iснувати i не iснувати} ,
Θ3 ≡ {x : νi(x) – не iснує,∀i ∈ {0, 1, 2, 3}} .

Проведемо аналiз властивостей пiдмножини Θ1 множини Sθ.

1. Множина Θ1 i множини Безиковича–Егглстона

Теорема 1. Якщо θ = 0 або θ = 3, то Θ1 є аномально фрактальною, всюди
щiльною множиною.

Доведення. Нехай v(n)
j = n−1Nj(x, n) — вiдносна частота цифри j у четвiрково-

му зображеннi числа x, rn(x) = 1
n

n∑
j=1

αj(x) — вiдносне середнє значення цифр числа

x. Тодi має мiсце система v
(n)
0 + v

(n)
1 + v

(n)
2 + v

(n)
3 = 1,

v
(n)
1 + 2v

(n)
2 + 3v

(n)
3 = rn.

(∗)

Нехай θ = 0. Якщо lim
n→∞

rn(x) = 0, то для кожного i ∈ {1, 2, 3} виконується умова

0 6 v
(i)
n (x) 6 v

(1)
n (x) + 2v

(2)
n (x) + 3v

(3)
n (x) = rn(x) → 0 при n → ∞, тому νi(x) =

lim
n→∞

v
(i)
n (x) = 0, i вiдповiдно ν0(x) = 1. Тому Sθ = Θ1 = E[1, 0, 0, 0]. Остання множина,

як вiдомо, є всюди щiльною, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича її дорiвнює

α0(E[1, 0, 0, 0]) =
ln 11000000

− ln 4
= 0.

Нехай тепер θ = 3. Якщо lim
n→∞

rn(x) = 3, то коли першу рiвнiсть системи (∗)

помножити на 3 i вiдняти другу рiвнiсть цiєї системи, отримаємо: 3v
(0)
n +2v

(1)
n +v

(2)
n =

3 − rn. Тому 0 6 v
(i)
n (x) 6 3v

(0)
n (x) + 2v

(1)
n (x) + v

(2)
n (x) = 3 − rn(x) → 0 при n → ∞.

Отже, νi(x) = 0 для всiх i ∈ {0, 1, 2}, звiдки ν3(x) = 1. Отже, Θ2 = Θ3 = ∅ i
Sθ = Θ1 = E[0, 0, 0, 1]. Остання множина є всюди щiльною множиною, розмiрнiсть
Хаусдорфа–Безиковича якої дорiвнює 0. �

Очевидно, що коли четвiркове зображення числа x має частоти всiх цифр
ν0, ν1, ν2, ν3, то воно має асимптотичне середнє значення цифр r(x), причому

r(x) = ν1(x) + 2ν2(x) + 3ν3(x).

Отже, множина Θ1 є об’єднанням множин Безиковича–Егглстона E[τ0, τ1, τ2, τ3]

за всеможливими ймовiрнiсними векторами (τ0, τ1, τ2, τ3), для яких τ1 + 2τ2 + 3τ3 = θ,
тобто

Θ1 =
⋃

E[τ0, τ1, τ2, τ3].
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Нехай ϕ(x) ≡ x lnx i ϕ(0) ≡ 0, x ∈ [0; 1], τ = (τ0, τ1, τ2, τ3),

C1 ≡

{
τ : τi > 0, i ∈ {0, 1, 2, 3},

3∑
i=0

τi = 1, τ1 + 2τ2 + 3τ3 = θ

}
,

де θ ∈ (0; 3), f(τ) ≡
3∑
i=0

τi ln τi. Функцiя f(τ), згiдно з теоремою Вейерштрасса [16,

с. 134], набуває на компактi C1 мiнiмального значення, яке позначимо через m(θ).

Теорема 2. Множина Θ1 є континуальною, всюди щiльною, замкненою мно-
жиною нульової мiри Лебега при θ 6= 3

2
i повної мiри Лебега при θ = 3

2
, причому її

фрактальна розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича α0(Θ1) задовольняє нерiвнiсть

α0(Θ1) > −m(θ)

ln 4
.

Доведення. Оскiльки множина E[τ0, τ1, τ2, τ3] є континуальною i всюди щiль-
ною, то такою є i множина Θ1. Множина Θ1 замкнена, оскiльки всi її точки є точ-
ками дотикання. Дiйсно, для довiльного Θ1 3 x0 = ∆4

a1a2...an...
iснує послiдовнiсть

xn = ∆4
a1(x0)a2(x0)...an(x0), така що lim

n→∞
xn = x0.

Якщо θ 6= 3

2
, то Θ1 не мiстить жодного нормального числа. Оскiльки майже всi

числа (в розумiннi мiри Лебега) є нормальними, то λ(Θ1) = 0. З iншого боку, при

θ =
3

2
має мiсце включення Θ1 ⊃ E

[
1

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4

]
, де λ(E) = 1. Тому λ(Θ1) = 1.

Нехай для вектора τ = (p0, p1, p2, p3), f(τ) = m(θ), тодi за формулою Безиковича–
Егглстона

α0(E[p0, p1, p2, p3]) = − ln pp00 p
p1
1 p

p2
2 p

p3
3

ln 4
= −f(τ)

ln 4
= −m(θ)

ln 4
.

Оскiльки E[p0, p1, p2, p3] ⊂ Θ1, то α0(Θ1) > α0(E[p0, p1, p2, p3]) = −m(θ)

ln 4
. �

2. Приклад числа з множини Θ1

Наведемо алгоритм побудови числа x ∈ E[τ0, τ1, τ2, τ3].
Розглянемо послiдовностi τin = [τi · n], τ ′in = τi(n+1) − τin. Зрозумiло, що

[τi(n+1)]− [τin] = [[τin] + {τin}+ τi]− [τin] = [τin]+[{τin}+τi]− [τin] = [{τin}+τi] ∈ {0, 1}.

Очевидно, що
τin
n

=
[τi · n]

n
=
τi · n− {τi · n}

n
= τi −

{τi · n}
n

→ τi, n→∞.

Побудуємо число x наступним чином. На першому кроцi послiдовно запишемо
τ ′01 нулiв, τ ′11 одиниць, τ ′21 двiйок та τ ′31 трiйок. Пiсля k-го кроку, на (k + 1)-му кроцi
допишемо до вже записаної сукупностi знакiв послiдовно τ ′0k нулiв, τ ′1k одиниць, τ ′2k
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двiйок та τ ′3k трiйок. В результатi серед перших
3∑
i=0

τin символiв четвiркового запису

x буде рiвно τin цифр i. Нехай n — достатньо велике натуральне число. Оскiльки
x− 1 < [x] 6 x, для довiльного x ∈ R, то

n =
3∑
i=0

τi · n >
3∑
i=0

[τi · n] =
3∑
i=0

τin,
3∑
i=0

τi(n+4) =
3∑
i=0

[τi(n+4)] >
3∑
i=0

τi · (n+ 4)− 4 = n.

Тодi v(n)
i >

τin
n
→ τi, v

(n)
i 6

τi(n+3)

n
=

τi(n+3)

n+ 3
· n+ 3

n
→ τi при n → ∞. Отже,

νi(x) = τi, для всiх i ∈ {0, 1, 2, 3}.

Нехай (sk) — послiдовнiсть додатних чисел, для якої

lim
k→∞

sk =∞, lim
k→∞

sk+1

k∑
i=1

si

= 0, lim
k→∞

k
k∑
i=1

si

= 0.

Нехай ‖τin‖ — матриця розмiрностi (4×∞), елементами якої є вище побудованi числа.
Розглянемо наступну форму зображення дiйсного числа x ∈ [0; 1]:

x̂ = ∆4
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
[τ01s1]

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
[τ11s1]

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
[τ21s1]

3 . . . 3︸ ︷︷ ︸
[τ31s1]︸ ︷︷ ︸

1-ша серiя

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
[τ0ksk]

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
[τ1ksk]

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
[τ2ksk]

3 . . . 3︸ ︷︷ ︸
[τ3ksk]︸ ︷︷ ︸

k-та серiя

...
. (1)

Теорема 3. Якщо ‖τin‖ — матриця розмiрностi (4×∞), така що для довiльного
натурального n ∈ N виконуються умови τ0n+τ1n+τ2n+τ3n = 1, τ1n+2τ2n+3τ3n = θ,
то

lim
n→∞

rn(x̂) = θ.

Доведення. Оскiльки [τ0ksk]+[τ1ksk]+[τ2ksk]+[τ3ksk] > τ0ksk−1+τ1ksk−1+τ2ksk−1+

τ3ksk−1 = sk−4 →∞ при k →∞, то число x̂ побудовано коректно.
Нехай n — достатньо велике натуральне число. Нехай n-на цифра числа x̂ по-

трапляє в k-ту серiю. Введемо позначення:

Ak ≡ lim
k→∞

k∑
i=1

([τ1isi] + 2[τ2isi] + 3[τ3isi])

k∑
i=1

si

, Bk ≡ lim
k→∞

k∑
i=1

([τ0isi] + [τ1isi] + [τ2isi] + [τ3isi])

k∑
i=1

si

.

Тодi при k →∞, маємо:

Ak 6

k∑
i=1

(τ1isi + 2τ2isi + 3τ3isi)

k∑
i=1

si

=

k∑
i=1

θsi

k∑
i=1

si

= θ,
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Ak >

k∑
i=1

((τ1isi − 1) + 2(τ2isi − 1) + 3(τ3isi − 1))

k∑
i=1

si

= θ − 6k
k∑
i=1

si

.

Отже, Ak = lim
k→∞

k∑
i=1

([τ1isi] + 2[τ2isi] + 3[τ3isi])

k∑
i=1

si

= θ.

З iншого боку,

Bk 6

k∑
i=1

(τ0isi + τ1isi + τ2isi + τ3isi)

k∑
i=1

si

=

k∑
i=1

si

k∑
i=1

si

= 1,

Bk >

k∑
i=1

(τ0isi + τ1isi + τ2isi + τ3isi − 4)

k∑
i=1

si

= 1− 4k
k∑
i=1

si

.

Отже, Bk = lim
k→∞

k∑
i=1

([τ0isi] + [τ1isi] + [τ2isi] + [τ3isi])

k∑
i=1

si

= 1.

k+1∑
i=1

([τ0isi] + [τ1isi] + [τ2isi] + [τ3isi])

k∑
i=1

si

=

k∑
i=1

([τ0isi] + [τ1isi] + [τ2isi] + [τ3isi])

k∑
i=1

si

+

+
sk+1 − ({τ0(k+1)sk+1}+ {τ1(k+1)sk+1}+ {τ2(k+1)sk+1}+ {τ3(k+1)sk+1})

k∑
i=1

si

→ 1.

Маємо

rn(x̂) >

k∑
i=1

([τ1isi] + 2[τ2isi] + 3[τ3isi])

k∑
i=1

([τ0isi] + [τ1isi] + [τ2isi] + [τ3isi])

=
Ak
Bk

→ θ

1
= θ.

Нехай B′k ≡ lim
k→∞

k∑
i=1

([τ0isi] + [τ1isi] + [τ2isi] + [τ3isi])

k+1∑
i=1

si

. Тодi

B′k =

k+1∑
i=1

([τ0isi] + [τ1isi] + [τ2isi] + [τ3isi])

k+1∑
i=1

si

−
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−
sk+1 − ({τ0(k+1)sk+1}+ {τ1(k+1)sk+1}+ {τ2(k+1)sk+1}+ {τ3(k+1)sk+1})

k+1∑
i=1

si

→ 1.

Маємо

rn(x̂) 6

k+1∑
i=1

([τ1isi] + 2[τ2isi] + 3[τ3isi])

k∑
i=1

([τ0isi] + [τ1isi] + [τ2isi] + [τ3isi])

=
Ak
B′k
→ θ

1
= θ.

Отже, lim
n→∞

rn(x̂) = θ. �

Теорема 4. Якщо ‖τin‖ — стохастична матриця розмiрностi (4×∞), причому
для фiксованого j ∈ {0, 1, 2, 3}, lim

n→∞
τjn = λj, то

νj(x̂) = λj,

де число x̂ має вигляд (1).

Доведення. Позначимо xn =
n∑
i=1

τijsi, yn =
n∑
i=1

si. Тодi

lim
n→∞

yn =∞,

lim
n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= lim
n→∞

τj(n+1)sn+1

sn+1

= lim
n→∞

τj(n+1) = λj.

Тому за теоремою Штольца [15, с. 67]

lim
n→∞

n∑
i=1

τjisi

n∑
i=1

si

= lim
n→∞

xn
yn

= λj.

З доведення попередньої теореми випливає, що число x̂ коректно побудоване i

lim
k→∞

k−1∑
i=1

([τ0isi] + [τ1isi] + [τ2isi] + [τ3isi])

k∑
i=1

si

= 1 = lim
k→∞

k+1∑
i=1

([τ0isi] + [τ1isi] + [τ2isi] + [τ3isi])

k∑
i=1

si

.

Нехай n — достатньо велике натуральне число i n-на цифра числа x̂ потрапляє в
k-ту серiю. Тодi
k∑
i=1

[τjisi]

k∑
i=1

si

6

k∑
i=1

τjisi

k∑
i=1

si

→ λj i

k∑
i=1

[τjisi]

k∑
i=1

si

>

k∑
i=1

(τjisi − 1)

k∑
i=1

si

=
xk
yk
− k

k∑
i=1

si

→ λj, (k → ∞).

Отже, lim
k→∞

n∑
i=1

[τjisi]

n∑
i=1

si

= λj.
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Nj(x̂, n) >

k∑
i=1

[τjisi]

k∑
i=1

([τ0isi] + [τ1isi] + [τ2isi] + [τ3isi])

=

k∑
i=1

[τjisi]

yk
k∑
i=1

([τ0isi]+...+[τ3isi])

yk

→ λj
1

= λj, k →∞,

Nj(x̂, n) 6

k+1∑
i=1

[τjisi]

k∑
i=1

([τ0isi] + [τ1isi] + [τ2isi] + [τ3isi])

=

k+1∑
i=1

[τjisi]

yk+1

k∑
i=1

([τ0isi]+...+[τ3isi])

yk+1

→ λj
1

= λj, k →∞.

Отже, νj(x̂) = λj. �

Теорема 5. Нехай (s
(r)
k ), де r ∈ {1, 2} послiдовностi додатних чисел, для яких

lim
k→∞

s
(r)
k =∞. Нехай ‖p(1)‖ = ‖p(1)

in ‖, ‖p(2)‖ = ‖p(2)
in ‖ — стохастичнi матрицi розмiр-

ностi (4×∞). Нехай

x(‖p(r)‖; ‖s(j)
k ‖) = ∆4

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
[p

(r)
01 s

(j)
1 ]

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
[p

(r)
11 s

(j)
1 ]

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
[p

(r)
21 s

(j)
1 ]

3 . . . 3︸ ︷︷ ︸
[p

(r)
31 s

(j)
1 ]︸ ︷︷ ︸

1-ша серiя

... 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
[p

(r)
0k s

(j)
k ]

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
[p

(r)
1k s

(j)
k ]

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
[p

(r)
2k s

(j)
k ]

3 . . . 3︸ ︷︷ ︸
[p

(r)
3k s

(j)
k ]︸ ︷︷ ︸

k-та серiя

...
.

Якщо lim
k→∞
|s(1)
k − s

(2)
k | =∞, то x(‖p(1)‖; ‖s(1)

k ‖) 6= x(‖p(2)‖; ‖s(2)
k ‖).

Якщо lim
n→∞

3∑
i=0

|p(1)
in − p

(2)
in | > 0, то x(‖p(1)‖; ‖s(1)

k ‖) 6= x(‖p(2)‖; ‖s(2)
k ‖).

Доведення. Нехай lim
k→∞
|s(1)
k − s

(2)
k | =∞ i x(‖p(1)‖; ‖s(1)

k ‖) = x(‖p(2)‖; ‖s(2)
k ‖). Тодi

всi n-серiї чисел x(‖p(1)‖; ‖s(1)
k ‖) i x(‖p(2)‖; ‖s(2)

k ‖) рiвнi, тобто [p
(1)
in s

(1)
n ] = [p

(2)
in s

(2)
n ], n ∈

N , i ∈ {0, 1, 2, 3}. Звiдки p(1)
in |s

(1)
n −s(2)

n | < 1 для всiх n ∈ N i i ∈ {0, 1, 2, 3}, що можливо
лише коли p(1)

in = 0 для будь-якого i ∈ {0, 1, 2, 3} та достатньо великого n ∈ N , маємо

суперечнiсть з
3∑
i=0

p
(1)
in = 1.

Нехай тепер lim
n→∞

3∑
i=0

|p(1)
in − p

(2)
in | > 0 i x(‖p(1)‖; ‖s(1)

k ‖) = x(‖p(2)‖; ‖s(2)
k ‖). Тодi всi

n-серiї чисел x(‖p(1)‖; ‖s(1)
k ‖) i x(‖p(2)‖; ‖s(2)

k ‖) рiвнi, тобто [p
(1)
in s

(1)
n ] = [p

(2)
in s

(2)
n ], n ∈ N ,

i ∈ {0, 1, 2, 3}. Звiдси |p(1)
in − p

(2)
in |s

(1)
n < 1 для всiх n ∈ N , i ∈ {0, 1, 2, 3}, що можливо

лише коли lim
n→∞

|p(1)
in − p

(2)
in | = 0. Отримали суперечнiсть. �
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