
Науковий часопис НПУ iменi М. П. Драгоманова. Cерiя 1. Фiзико-математичнi науки
Київ: НПУ iменi М. П. Драгоманова. — 2013, № 14.— С. 146–157.

УДК 511.72
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Анотацiя. Серед трiйково-п’ятiркових зображень чисел видiлимо найбiльш еко-
номне i зручне в застосуваннях — канонiчне зображення. З його допомогою вичерп-
но вивчається питання про кiлькiсть трiйково-п’ятiркових зображень.
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Abstract. The canonical expansion is the most economical and easy to use ternary-

quinary expansion of the number. Using this expansion we exhaustively study the issue

of the number of ternary-quinary expansions.

Вступ

Вiдомо, що для довiльного дiйсного числа x мають мiсце розклади

x = [x] + {x} = ±a+ {x},

де a = |[x]| = a−n3n + a−n+13n−1 + . . .+ a−131 + a0, a−i ∈ {0, 1, 2}, i = o, n, a−n 6 = 0;

{x} =
α1

3
+
α2

32
+ . . .+

αk
3k

+ . . . , αk ∈ {0, 1, 2}, k ∈ N.

Подання дiйсного числа x у формi

±(a−n3n + a−n+13n−1 + . . .+ a−131 + a0) +
∞∑
k=1

αk
3k

називають (класичним) трiйковим представленням або його представленням у трiй-
ковiй системi числення.

Дробова частина числа є бiльш цiкавою i важливою для неперервної математики,
нiж цiла. При побудовi арифметики дiйсних чисел у їх класичному трiйковому зоб-
раженнi, якi спiвпадають зi своєю дробовою частиною, виникають зображення чисел
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з надлишковим набором двох цифр. Справдi,
∞∑
i=1

αi
3i

+
∞∑
i=1

βi
3i

=
∞∑
i=1

αi + βi
3i

≡ ∆γ1γ2...γm...,

де γi = αi + βi ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.
Такi зображення «цiкавi» i для теорiї сингулярних розподiлiв ймовiрностей, а

саме: при вивченнi згорток сингулярних мiр (наприклад, розподiлiв сум незалеж-
них випадкових величин). Досi невiдомi необхiднi i достатнi умови сингулярностi та
абсолютної неперервностi згортки двох сингулярних розподiлiв.

Зауважимо, що дослiдження s-ових зображень з надлишковим алфавiтом та їх
застосування зустрiчались в роботах рiзних авторiв, зокрема у роботах Винниши-
на Я. Ф., Гончаренко Я. В. [2], [3], Микитюк I. О. [4], Працьовитого М.В. [5]. Особли-
во вичерпно таке дослiдження було проведено для двiйкової системи з надлишковою
цифрою {2} Працьовитим М. В. [6]– [5] та Гончаренко Я.В. [1]. Перший з цих авторiв
вивчав також систему з двома надлишковими цифрами. Дисертацiйне дослiдження
Микитюк I. О. було присвячено s-iй системi числення з надлишковим набором цифр
{0, 1, . . . ,m}, але лише для деяких пар (s,m), де m > s, автору вдалося далеко про-
сунутись у вивченнi геометрiї цього зображення.

Цi та iншi аргументи породжують самостiйний iнтерес до розкладiв чисел у ряди
за степенями 3 i коефiцiєнтами з множини {0, 1, 2, 3, 4}, якi ми називаємо представ-
ленням чисел у трiйково-п’ятiрковiй системi.

1. Трiйково-п’ятiркове зображення

Нехай A = {0, 1, 2, 3, 4} — алфавiт (множина цифр) трiйкової системи числення з
двома надлишковими цифрами, L = A× A× . . .× A× . . . — простiр послiдовностей
цифр.

Лема 1. Для будь-якого числа x ∈ [0; 2] iснує послiдовнiсть (βk), βk ∈ A,

така, що

x =
∞∑
k=1

3−kβk ≡ (1)

≡ ∆β1β2...βk.... (2)

Доведення. Якщо x ∈ [0; 2], то x = 2u, де u ∈ [0; 1]. Тодi u = α1

3
+α2

32
+. . .+αn

3n
+. . .,

де αi ∈ {0, 1, 2}. 2u = 2α1

3
+ 2α2

32
+ . . . + 2αn

3n
+ . . . позначимо 2α1 = β1, 2α2 = β2, . . .,

2αn = βn, . . ., де βi ∈ {0, 2, 4}. Отже, iснує послiдовнiсть (βk), βk ∈ A така, що

x =
∞∑
k=1

3−kβk. �
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Вираз (1) числа x називається трiйково-п’ятiрковим представленням, а сим-
волiчний запис (2) — трiйково-п’ятiрковим зображенням x (53-зображенням).

Взагалi кажучи, майже всi числа x ∈ [0; 2] мають далеко не єдине 53-представ-
лення (формально рiзне). Очевидними є рiвностi:

0 = 3 · 0 + 0; 3 = 3 · 1 + 0 = 3 · 0 + 3; 10 = 3 · 2 + 4 = 3 · 3 + 1;

1 = 3 · 0 + 1; 4 = 3 · 1 + 1 = 3 · 0 + 4; 12 = 3 · 4 + 0 = 3 · 3 + 3;

2 = 3 · 0 + 2; 6 = 3 · 1 + 3 = 3 · 2 + 0; 13 = 3 · 3 + 4 = 3 · 4 + 1;

5 = 3 · 1 + 2; 7 = 3 · 1 + 4 = 3 · 2 + 1; 11 = 3 · 3 + 2; 14 = 3 · 4 + 2;

8 = 3 · 2 + 2; 9 = 3 · 2 + 3 = 3 · 3 + 0; 15 = 3 · 4 + 3; 16 = 3 · 4 + 4.

З них випливає наступне твердження.

Лема 2. Не змiнює числа взаємозамiна пар двох послiдовних цифр у його 53-
зображеннi: 10 на 03, 11 на 04, 20 на 13, 21 на 14, 30 на 23, 31 на 24, 33 на 40, 34 на
41.

Дане твердження є очевидним в силу рiвностi
a

3m
+

b

3m+1
=

3a+ b

3m+1
.

Питання кiлькостi 53-зображень числа x ∈ [0; 2] детально вивчено в роботi [9].
Виходячи з цього, k-у цифру 53-зображення неможливо означити коректно.

Означення 1. Множина ∆c1c2...cm = {x : x = ∆c1c2...cmβm+1βm+2..., (βm+n) ∈ L}
називається 53-цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm.

Наступнi твердження розкривають геометричний змiст «трiйково-п’ятiркових
цифр» числа.

Лема 3. Цилiндри мають наступнi властивостi:

(1) ∆c1c2...ck =
4⋃
i=0

∆c1c2...cki ∀{cm}, cm ∈ A;

(2) Кожна цилiндрична множина є вiдрiзком, причому

∆c1c2...ck = [ak; ak +
2

3k
], де ak =

k∑
i=1

3−ici;

(3)
∞⋂
m=1

∆c1c2...cm = x ≡ ∆c1c2...cm... ∈ [0; 2] ∀{cm}, cm ∈ A;

(4) ∆α1...αm = ∆β1...βm ⇔
m∑
i=1

3−i(αi − βi) = 0;

(5) ∆c1c2...cm = ∆α1...αm00... ⊕∆β1...βm , де αi + βi = ci ∈ A;
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(6) Мають мiсце наступнi рiвностi: ∆c1...ck−1s ∩∆c1...ck−1(s+1) =

= [ak +
s+ 1

3k
; ak +

s+ 2

3k
], де a =

k∑
i=1

ci3
−i

= ∆c1...ck−1(s+1)0 ∪ [
∞⋃
m=1

∆c1...ck−1(s+1) 2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
m

0] =

= [
∞⋃
m=1

∆c1...ck−1s2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
m

4] ∪∆c1...ck−1s4;

(7) Цилiндри ∆α1...αk i ∆β1...βk спiвпадають тодi i тiльки тодi, коли
k∑
i=1

(αi − βi)3k−i = 0;

(8) Два цилiндри ∆α1...αk i ∆β1...βk такi, що min ∆α1...αk < min ∆β1...βk , перекрива-

ються тодi i тiльки тодi, коли
k∑
i=1

βi
3i
< 2

3k
+

k∑
i=1

3−iαi.

Майже всi (у розумiннi мiри Лебега) числа з [0; 2] мають континуальну множину
формально рiзних 53-зображень. Розглянемо одне «економне» i зручне 53-зображення
числа, яке є корисним при розв’язаннi задач метричної та ймовiрнiсної теорiї чисел.

2. Канонiчне трiйково-п’ятiркове зображення числа

Означення 2. Трiйково-п’ятiркове зображення (53-зображення) числа

x =
∞∑
k=1

3−kαk = ∆α1α2...αk...

називається канонiчним, якщо одночасно виконуються умови:

(1) воно не мiстить перiоду 2;
(2) iснує цiле невiд’ємне число k таке, що

(a) αk+j ∈ {0, 1, 2} для будь-якого j ∈ N ;

(b) αi ∈ {3, 4}, i ∈ 1, k, причому αi = 4 для всiх i < k.

З означення ясно, що канонiчне 53-ове зображення числа або не мiстить цифри 3
взагалi, або ж мiстить лише одну, яка стоїть на k-тому мiсцi. Прикладами канонiч-
ного 53-зображення чисел x є: x = ∆4444302010020..., y = ∆4444..., z = ∆311211....

Зауваження 1. Далi канонiчне 53-зображення x позначимо через

∆α1(x)...αk(x)....

Теорема 1. Кожне число x ∈ [0; 2) має єдине канонiчне 53-зображення, йо-
го можна отримати з довiльного 53-зображення ланцюжком замiн пар αi3 на
(αi + 1)0 i αi4 на (αi + 1)1, αi ∈ {0, 1, 2}.
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Доведення. Iснування. Очевидно, що процедурою замiни пар двох послiдовних
цифр:

αi
3m

+
4

3m+1
=
αi + 1

3m
+

1

3m+1
,

αi
3m

+
3

3m+1
=
αi + 1

3m
+

0

3m+1
,

можно домогтися того, що, починаючи з деякого мiсця k, у 53-зображеннi числа не
iснуватиме «переповнених» розрядiв, тобто αk+j(x) ∈ {0, 1, 2}, j = 1, 2, 3. А потiм до-
могтися того, щоб набiр цифр α1(x), α2(x), . . . αk−1(x) задовольняв вимоги означення
канонiчного зображення.

Єдинiсть. Нехай ∆α1...αk... i ∆β1...βk... — два канонiчнi 53-зображення числа x. До-
ведемо, що αk = βk для всiх k ∈ N .

Нехай числа k i n визначаються умовами:

αi = 4, i = 1, k − 1;

αk+j ∈ {0, 1, 2}, j ∈ N ;

βi = 4, i = 1, n− 1;

βn+j ∈ {0, 1, 2}, j ∈ N.

Припустимо, що k 6= n. Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що k > n. Тодi

∆β1...βk... <
n∑
i=1

4

3i
+

∞∑
i=n+1

2

3i
= 2(1− 1

3n
) +

1

3n
,

знак строгої нерiвностi має мiсце, оскiльки принаймнi одна цифра βn+j 6= 2.

∆β1...βk... < 2(1− 1

3n
) +

1

3n
≤ 2(1− 1

3k−1
) +

1

3k−1
=

= 2(1− 1

3k−1
) +

3

3k
≤ ∆α1...αk...,

що суперечить рiвностi чисел. Отже, кiлькiсть цифр, що не належить множинi
{0, 1, 2} у обох зображеннях однакова, нехай n.

Доведемо, що αn = βn. Не порушуючи загальностi, припустимо, що αn > βn,

отримаємо

∆β1...βk... < 2(1− 1

3n
) +

βn
3n

+
1

3n
≤ 2(1− 1

3n
) +

αn
3n
≤ ∆α1...αk...,

що суперечить рiвностi чисел. Отже, αn = βn. Тепер, враховуючи, що

∆α1...αk... = ∆β1...βk...;

αi = βi, i = 1, n;

αn+j ∈ {0, 1, 2}, j ∈ N ;

βn+j ∈ {0, 1, 2}, j ∈ N.



КАНОНIЧНЕ ТРIЙКОВО-П’ЯТIРКОВЕ ЗОБРАЖЕННЯ 151

те, що канонiчне зображення не мiстить перiоду 2, робимо висновок:
∞∑

k=n+1

3−k(αk − βk) = 0⇔ αn+j = βn+j, ∀j ∈ N.

Отже, αn = βn для будь-якого k ∈ N. �

Зауваження 2. Канонiчне 53-зображення дозволяє (допомагає) формально про-
сто порiвнювати числа.

3. Трiйково-п’ятiрково-рацiональнi та трiйково-п’ятiрково-iррацiональнi
числа

Означення 3. Число x ∈ (0; 2) називається 53-рацiональним, якщо для нього iснує
трiйково-п’ятiркове зображення, яке мiстить перiод (0), всi iншi числа називаються
53-iррацiональними.

Очевидно, що кожне трiйково-рацiональне число x ∈ [0, 1] є 53-рацiональним.

Лема 4. Кожне число x ∈ (0, 2), яке має перiодичне зображення x = ∆α1...αn(a),

де a ∈ {2, 4} є 53-рацiональним.

Доведення. Справдi, ∆α1...αn(a) = α1

3
+ . . . + αn

3n
+ a

3n+1 + a
3n+2 + . . . = α1

3
+ . . . +

αn
3n

+ a
2·3n = α1

3
+ . . .+ αn

3n
+ k

3n
= α1

3
+ . . .+ αn+k

3n
= ∆α1...αn−1[αn+k](0), якщо αn + k ≤ 4.

Якщо αn + k > 4, тобто αn + k ∈ {5, 6}, то при 5 = αn + k = 4 + 1, маємо
∆α1...αn−143(0).

Розглянемо випадок αn + k = 6, тобто k = 2 i a = 4. Оскiльки x < 2, то серед
чисел α1, α2, . . . , αn є принаймнi одне менше 4, тодi iснує набiр ά1, ά2, . . . , άn, такий,
що ά1

3
+ ά2

32
+ . . .+ ´αn−1

3n−1 = α1

3
+ α2

32
+ . . .+ αn−1

3n−1 + 3
3n
, тодi x = ∆ά1ά2... ´αn−13(0). �

Лема 5. Кожне число x ∈ (0, 2), яке має перiодичне зображення x = ∆α1...αn(a),

де a ∈ {1, 3}, є 53-iррацiональним.

Доведення. Розглянемо число x ∈ (0, 2), яке має перiодичне зображення

x = ∆α1...αn(1) =
α1

3
+ . . .+

αn
3n

+
1

3n+1
+ . . . =

α1

3
+ . . .+

αn
3n

+
1

2 · 3n
=
α1

3
+ . . .+

2αn + 1

2 · 3n
.

Припустимо, що дане число x є 53-рацiональним, тодi воно має перiодичне зображен-
ня x = ∆α1...αn(a), де a ∈ {0, 2, 4}. В нашому випадку вираз 2αn + 1 має скоротитися
на 2, але у випадку коли a ∈ {1, 3} це не можливо, тому припущення хибне. �

Оскiльки iснує нескiнченна кiлькiсть 53-рацiональних чисел i кожне 53-рацiональ-
не число є рацiональним, то очевидно, що має мiсце наступне твердження: множина
Q53 53-рацiональних чисел є злiченною.
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Лема 6. Кожне 53-рацiональне число x ∈ (0; 2) має злiченну множину рiзних
53-зображень.

Оскiльки iснує скiнченна кiлькiсть цилiндрiв, рiвних цилiндру ∆α1...αk−1
, то твер-

дження досить довести для k = 2.

x = ∆α1(0) = ∆[α1−1](2),

або
x = ∆α1(0) = ∆[α1−2](4).

Лема 7. Кожне 53-iррацiональне число x ∈ (0; 2) має континуальну множину
рiзних 53-зображень.

Доведення. Зауважимо, що множина всiх пiдмножин злiченної множини є кон-
тинуальною, то для доведення континуальностi множини рiзних 53-зображень числа
x досить вказати нескiнченну множину незалежних мiсць в даному зображеннi x, на
яких одну пару цифр можна замiнити iншою.

Нехай x — 53-iррацiональне число, ∆α1...αk... — довiльне фiксоване його 53-зобра-
ження. З означення 3 i леми 5 випливає, що воно не мiстить перiодiв (0), (2), (4).

Тодi серед його цифр α1, . . . , αk, . . . iснує нескiнченна кiлькiсть цифр вiдмiнних вiд
0, нескiнченна кiлькiсть цифр вiдмiнних вiд 2, нескiнченна кiлькiсть цифр вiдмiнних
вiд 4. Можливi випадки:

(1) Iснує k0 таке, що для всiх k > k0 αk ∈ {0, 2, 4}. Нехай d — одна з цифр, що
зустрiчається нескiнченну кiлькiсть разiв у зображеннi числа x. Мiж двома
послiдовними серiями цифр d мiститься одна або набiр цифр вiдмiнних вiд
d.

Тодi згiдно з припущенням iснують пари послiдовних цифр de i fd, якi
зустрiчаються нескiнченну кiлькiсть разiв (e i f можуть збiгатися).

. . . d . . . de . . . fd . . . d2 . . .2d . . .

Розглянемо окремо пару de, яка може набувати значень 04, 24, 20, 40, якi
можна замiнити вiдповiдно на 11, 31, 13, 33. До пар 02, 42 не iснує замiни,
але пiсля них може продовжитися серiя цифри d, тобто . . . 022 . . .220 . . . i
. . . 422 . . .224 . . ., тодi можна розглядати пару цифр fd, якi в даному випад-
ку можна замiнити вiдповiдно на 13 i 31.

(2) Нескiнченну кiлькiсть разiв зустрiчається одна з цифр 1 i 3. Нехай це цифра
b.
(a) Зустрiчається нескiнченна кiлькiсть пар послiдовних цифр, що збiгаєть-

ся з bb, b ∈ {1, 3}. Тодi можлива замiна 11 = 04 i 33 = 40.
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(b) Можливий випадок, коли мiж двома послiдовними серiями цифр b мi-
ститься одна або набiр цифр вiдмiнних вiд b, тодi для пари be можливi
випадки:
10 = 03, 01, 30 = 23, 03 = 10,

12, 21 = 14, 31 = 24, 13 = 20,

13 = 20, 31 = 24, 32, 23 = 30,

14 = 21, 41 = 34, 34 = 41, 43.

Пари 12, 01 i 32, 43 не мають еквiвалентної замiни, але може трапитись
так, що вони стоятимуть поряд, тобто 1201 i 3243 тодi можлива замiна
пари 20 на 13 i 24 на 31, якщо ж мiж ними стоятиме якась цифра e,
то пару 2e завжди можна замiнити на еквiвалентну (20 = 13, 21 = 14,

23 = 30, 24 = 31).

�

Теорема 2. Число x ∈ (0; 2) є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли його ка-
нонiчне 53-зображення перiодичне.

Доведення. Нехай ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

αk+1αk+2αk+3...
— канонiчне 53-зображення числа x.

Оскiльки

x =

(
k∑
i=1

4

3i
+
αk+1

3k+1

)
+B = A+B,

де A— число рацiональне, аB = 1
3k+1

∞∑
j=1

αk+1+j

3j
= 1

3k+1C, C ∈ [0, 1], то x є рацiональним

тодi i тiльки тодi, коли C є рацiональним.
Оскiльки зображення числа C = ∆3

αk+2αk+3αk+4...
є класичним трiйковим, а кри-

терiй рацiональностi числа у його трiйковому зображеннi, як вiдомо, полягає у перiо-
дичностi, то необхiдною i достатньою умовою рацiональностi x є його перiодичнiсть
у канонiчному зображеннi. �

Наслiдок 1. Дiйсне число x ∈ (0, 2) є iррацiональним тодi i тiльки тодi, коли
його 53-канонiчне зображення є неперiодичним.

4. Канонiчнi 53-цилiндри та їх властивостi

Означення 4. Множина ∆c1c2...cm = {x : x = ∆c1c2...cmβm+1βm+2..., βm+n ∈ {0, 1, 2}}
називається канонiчним 53-цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm, якщо iснує цiле
невiд’ємне число k таке, що ci ∈ {3, 4}, i ∈ 1, k, причому ci = 4 для всiх i < k.

Канонiчнi 53-цилiндри мають наступнi властивостi.
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Лема 8. Мають мiсце рiвностi

∆c1...cm =


2⋃
i=0

∆c1...cmi, якщо ck ∈ {0, 1, 2, 3};
4⋃
i=0

∆c1...cmi, якщо ck ∈ {4}.

Доведення. Справдi, якщо ck = 4, то ∆c1...cm =
4⋃
i=0

∆c1...cmi, якщо ж ck ∈

{0, 1, 2, 3}, то ∆c1...cm =
2⋃
i=0

∆c1...cmi. �

Лема 9. Кожна цилiндрична множина виду ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

є вiдрiзком, причому

∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

= [2(1− 1
3k

); 2(1− 1
3k+1 )), k ∈ N.

Доведення. ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

= [min ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

, sup ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

)

Справдi,

min ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

= ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

(0) =
4

3
+ . . .+

4

3k
+

0

3k+1
+

0

3k+2
+ . . . =

= 4 ·
1
3
(1− (1

3
)k)

1− 1
3

= 2(1− 1

3k
).

sup ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

= ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

3(2) =
4

3
+ . . .+

4

3k
+

3

3k+1
+

2

3k+2
+

2

3k+3
+ . . . =

= 2− 2

3k
+

1

3k
+ 2 ·

1
3k+2

1− 1
3

= 2(1− 1

3k+1
).

�

Наслiдок 2. ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

∩∆(4) = max ∆4.

Лема 10. При c ∈ {0, 1, 2} має мiсце рiвнiсть ∆α1...αn−1αn ∪ ∆α1...αn−1[αn+1] =

∆α1...αn .

Доведення. ∆α1...αn ∪∆α1...(αn+1) = [inf ∆α1...αn , sup ∆α1...(αn+1).

inf ∆α1...αn = ∆α1...αn(0) = 2− 2
3k

+
n∑

i=k+1

αi3
−i, αi ∈ {0, 1, 2, 3}.

max ∆α1...(αn+1) = ∆α1...(αn+1)(2) = 2− 2
3k

+
n∑

i=k+1

αi3
−i + 2

3k+1 , αi ∈ {0, 1, 2, 3}.

min ∆α1...αn = ∆α1...αn(0) =
n∑
i=1

αi3
−i, αi ∈ A.

max ∆α1...αn = ∆α1...αn(4) =
n∑
i=1

αi3
−i + 2

3k+1 , αi ∈ A.
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Якщо αi ∈ {0, 1, 2, 3}, i = 1, n, то 2− 2
3k

= 0 i

inf ∆α1...αn = min ∆α1...αn , (3)

sup ∆α1...(αn+1) = sup ∆α1...αn . (4)

Якщо αi = 4, i = 1, k, то ∆α1...αn є канонiчним представленням ∆α1...αn згiдно з
теоремою 1, а отже будуть вiрнi рiвностi (3) i ( 4). �

Лема 11. Має мiсце рiвнiсть ∆α1...(αn+1) = ∆β1...βn−1αn ∩ ∆β1...βn−1(αn+1), де αn ∈
{0, 1, 2}, αi, βi ∈ A, i < n;

Доведення.
∆β1...βn−1αn ∩∆β1...βn−1(αn+1) =

= [inf ∆β1...βn−1(αn+1); sup ∆β1...βn−1αn ] =

= [∆β1...βn−1(αn+1)(0); ∆β1...βn−1αn(4)] = [
n−1∑
i=1

βi3
−i + αn+1

3n
;
n−1∑
i=1

βi3
−i + αn

3n
+ 4 ·

1
3n+1

1− 1
3

] =

= [
n−1∑
i=1

βi3
−i + αn

3n
+ 1

3n
;
n−1∑
i=1

βi3
−i + αn

3n
+ 2

3n
].

∆α1...(αn+1) = [inf ∆α1...(αn+1); sup ∆α1...(αn+1)) = [∆α1...(αn+1)(0); ∆α1...(αn+1)(2)) =

= [4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

+ 3
3k+1 +

n−1∑
i=k+2

αi3
−i + αn+1

3n
; 4 . . . 4︸ ︷︷ ︸

k

+ 3
3k+1 +

n−1∑
i=k+2

αi3
−i + αn+1

3n
+ 2

3n+1 + . . .) =

= [2− 2

3k
+

3

3k+1
+

n−1∑
i=k+2

αi3
−i +

αn
3n

+
1

3n
; 2− 2

3k
+

3

3k+1
+

n−1∑
i=k+2

αi3
−i +

αn
3n

+
2

3n
).

Згiдно з теоремою 1 2− 2
3k

+ 3
3k+1 +

n−1∑
i=k+2

αi3
−i є канонiчним зображенням

n−1∑
i=1

βi3
−i,

а отже, початки цилiндрiв спiвпадають i вони мають однакову довжину. �

Лема 12. Має мiсце рiвнiсть
2⋃
i=0

∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

i = ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k−1

3 ∩∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

.

Доведення.
2⋃
i=0

∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

i = ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

0 ∪∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

1 ∪∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

2 =

= [inf ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

0; sup ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

2) = [∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

0(0); ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

2(2)) = [2− 2

3k
; 2− 2

3k
+

1

3k
).

∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k−1

3 ∩∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

= [inf ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

; sup ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k−1

3] = [∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

(0); ∆4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k−1

3(4)] =

= [2− 2

3k−1
+

4

3k
; 2− 2

3k−1
+

3

3k
+

2

3k
) = [2− 2

3k
; 2− 2

3k
+

1

3k
).

Далi мiркування проводяться аналогiчно, як i в лемi 11. �
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Лема 13. Має мiсце рiвнiсть ∆α1...αn ⊕∆0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

= ∆α1...αn .

Доведення. ∆α1...αn = [
n∑
i=1

αi3
−i;

n∑
i=1

αi3
−i + 2

3n
], αi ∈ A.

∆α1...αn ⊕∆0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

= [inf ∆α1...αn + inf ∆0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

; sup ∆α1...αn + sup ∆0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

) =

= [∆α1...αn(0) + 0; ∆α1...αn(2) + ∆0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

(2)) = [
n∑
i=1

αi3
−i;

n∑
i=1

αi3
−i + 1

3n
+ 0 + 1

3n
) =

= [
n∑
i=1

αi3
−i;

n∑
i=1

αi3
−i + 2

3n
). �

Лема 14. Iснує 2 · 3k − 1 рiзних канонiчних 53-цилiндрiв рангу k.

Доведення. Якщо k = 1, то згiдно з твердженням кiлькiсть канонiчних 53 має
бути 2 · 31 − 1 = 5. Справдi,

∆0 = ∆0 \∆1,

∆1 = ∆0 ∩∆1,

∆2 = ∆1 ∩∆2,

∆3 = ∆2 ∩∆3 = ∆30 ∪∆31 ∪∆32,

∆4 = ∆4.

Оскiльки за означенням 4, якщо ci ∈ {0, 1, 2}, то (βm+n) ∈ {0, 1, 2}, слiд вiдмiтити,
що в канонiчному 53-му цилiндрi пiсля цифри 3 також можливi лише цифри з мно-
жини {0, 1, 2}. Це означає, що для даних цилiндрiв на k-му кроцi їх кiлькiсть можна
обчислити наступним чином 4 · 3k. Якщо ж ci = 4, i = 1, k то цилiндрична множи-
на ∆4...4 = {x : x = ∆4...4βm+1βm+2..., (βm+n) ∈ {0, 1, 2}}, є генетично самоподiбною
до вихiдної множини, то кiлькiсть канонiчних 53-их цилiндрiв на k-му кроцi можна
обчислити так 3(2 · 3k − 2) + 5 = 2 · 3k − 1. �
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