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Анотацiя. В статтi описано скiнченнi локальнi майже-кiльця, пiдгрупи необорот-
них елементiв яких є циклiчними. Також визначено всi локальнi майже-кiльця, що
мiстяться в бiблiотецi майже-кiлець пакету SONATA системи комп’ютерної алгебри
GAP.

Local nearrings with restrictions on the multiplicative groups
and the subgroups of non-invertible elements
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Abstract. Finite local nearrings with cyclic subgroups of non-invertible elements are

described in this paper. All local nearrings from package Sonata of the computer system

GAP 4.6.4 are determined.

Вступ

На сучасному етапi розвитку алгебри зростає iнтерес до питань, пов’язаних iз
теорiєю майже-кiлець.

Зазначимо, що кожне асоцiативне кiльце є майже-кiльцем. Також кожну групу
можна перетворити на майже-кiльце. Наприклад, якщо визначити на будь-якiй групi
G операцiю “∗” як a∗b = a для всiх a, b ∈ G, то отримаємо майже-кiльце (G,+, ∗), яке
називається константним майже-кiльцем на G. Зокрема, кожна група є адитивною
групою деякого майже-кiльця, але не майже-кiльця з одиницею.

Вивчення локальних майже-кiлець було започатковано Мексоном у 1968 роцi,
який встановив, зокрема, що адитивна група скiнченного локального майже-кiльця
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повинна бути p-групою. Пiзнiше Мексоном було показано, що кожна нециклiчна скiн-
ченна абелева p-група порядку, бiльшого за 4, може бути адитивною групою нуль-
симетричного локального майже-кiльця, яке не є кiльцем.

Як iнструмент опису та побудови майже-кiлець малих порядкiв застосовували
електронно-обчислювальнi машини. Клей в 1970 роцi описує методи для класифiкацiї
майже-кiлець малих порядкiв за допомогою комп’ютерних програм та застосовує їх
для побудови прикладiв майже-кiлець порядку 8 з неабелевою адитивною групою.

У кiнцi 90-х рр. XX ст. Айчингер, Бiндер, Еккер, Майер i Нибауер розробили
пакет SONATA (“Systems of nearrings and their applications”) для побудови та вивчен-
ня майже-кiлець. До складу цього пакету входить бiблiотека всiх майже-кiлець до
порядку 15 включно та майже-кiлець з одиницею до порядку 31 включно. Природ-
но виникає проблема розширення бiблiотеки майже-кiлець, що сприятиме їх бiльш
детальному вивченню.

1. Попереднi результати

Означення 1. Непорожня множина R з двома бiнарними операцiями “ + ” та “ · ”
називається майже-кiльцем, якщо:

1) (R,+) — група з нейтральним елементом 0,
2) (R, ·) — напiвгрупа,
3) x · (y + z) = x · y + x · z для всiх x, y, z ∈ R.

Таке майже-кiльце називається лiвим майже-кiльцем. Якщо ж аксiому 3) замiнити
аксiомою (x+y) ·z = x ·z+y ·z для всiх x, y, z ∈ R, то отримаємо праве майже-кiльце.

Група (R,+) позначається через R+ та називається адитивною групою, а її ней-
тральний елемент 0 — нулем майже-кiльця R. З аксiоми 3 випливає, що

r · 0 = r · (0 + 0) = r · 0 + r · 0,

звiдки отримуємо r · 0 = 0. З цiєї ж аксiоми витiкає, що r · (−s) = −(r · s). Майже-
кiльце R називається нуль-симетричним, якщо також 0 ·x = 0, та майже-кiльцем з
одиницею i, якщо напiвгрупа (R, ·) є моноїдом з одиничним елементом i. Група всiх
оборотних елементiв моноїда (R, ·) називається мультиплiкативною групою в R та
позначається через R∗.

Як звичайно, для елементiв r та s з майже-кiльця R запис rs означає r · s. Крiм
того, якщо n — додатне цiле число, тодi rn означає

r + . . .+ r︸ ︷︷ ︸
n

.

Нехай R — майже-кiльце, S i T — пiдмножини в R. Позначимо через ST множину
{st|s ∈ S, t ∈ T}.
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Означення 2. Пiдгрупа M адитивної групи R+ в майже-кiльцi R називається
правою R-пiдгрупою, якщо MR ⊆M , лiвою R-пiдгрупою, якщо RM ⊆M , та (R,R)-
пiдгрупою, якщо M одночасно є правою та лiвою R-пiдгрупою в майже-кiльцi R.

Як i для кiлець, гомоморфiзми майже-кiлець — це гомоморфiзми їх адитивних
груп та мультиплiкативних напiвгруп одночасно. Зокрема, якщо α — гомоморфiзм
майже-кiльця R, то його ядро Kerα — нормальна пiдгрупа в R+, яка називається
iдеалом майже-кiльця R.

Наступна лема встановлює взаємозв’язок мiж групою автоморфiзмiв адитивної
групи майже-кiльця з одиницею та його мультиплiкативною групою.

Лема 1. Нехай R — майже-кiльце з одиницею i. Тодi в групi автоморфiзмiв
AutR+ iснує пiдгрупа A, яка iзоморфна мультиплiкативнiй групi R∗ та задовольняє
умовi

iA = {ia | a ∈ A} = R∗.

Доведення. Згiдно з означенням майже-кiльця, в R виконується лiвий дистри-
бутивний закон, а отже, для кожного s ∈ R∗ вiдображення ŝ : r 7→ s−1r з r ∈ R

є автоморфiзмом групи R+. Крiм того, вiдповiднiсть s 7→ ŝ визначає мономорфiзм
групи R∗ в групу AutR+, оскiльки для довiльних s, t ∈ R∗ маємо

rŝt = (st)−1r = t−1(s−1r) = t−1(rŝ) = (rŝ)t̂

та з рiвностi iŝ = i випливає s = i. Таким чином, якщо A — образ групи R∗ вiдносно
вiдображення ,̂ то

iA = {iŝ = s−1 | s ∈ R∗} = R∗,

як вимагалося. Лема доведена. �

Пiдгрупу A групи AutR+, визначену в лемi 1, будемо називати надалi пiдгрупою
iз AutR+, асоцiйованою з групою R∗. Очевидно, що пiдгрупа M iз R+ тодi i тiльки
тодi є A-iнварiантною, коли вона є R∗-iнварiантною в тому сенсi, що rM ≤ M для
кожного r ∈ R∗. Крiм того, M називається (R,R)-пiдгрупою, якщо rMs ≤ M для
всiх r, s ∈ R.

Означення 3. Майже-кiльце R з одиницею називається локальним, якщо множи-
на L всiх необоротних елементiв iз (R, ·) утворює адитивну пiдгрупу в групi R+.

Очевидно, що кожне локальне кiльце R є нуль-симетричним локальним майже-
кiльцем, пiдгрупа L якого спiвпадає з радикалом Джекобсона кiльця R.

Приклад локального майже-кiльця найменшого порядку, що не є кiльцем, мi-
ститься в наступному твердженнi. Нагадаємо, що якщо G — адитивна група, то мно-
жина всiх вiдображень групи G в себе вiдносно операцiй додавання вiдображень та
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їх композицiї утворює майже-кiльце M(G), нулем якого є вiдображення o : G→ {0},
а одиницею — тотожне вiдображення ι на групi G.

Пропозицiя 1. Майже-кiльце M(G) тодi i тiльки тодi є локальним, коли G —
група порядку 2. В цьому випадку M(G) — локальне майже-кiльце порядку 4, яке
не є нуль-симетричним, а отже, не є локальним кiльцем.

Доведення. Дiйсно, якщо |G| ≥ 3, то в групi G iснують три попарно рiзнi еле-
менти g, h та g + h. Тодi для кожного x ∈ G вiдображення α, β та γ, заданi як

xα =

{
g, якщо x = 0,

x, якщо x 6= 0;

xβ =

{
h, якщо x = 0,

0, якщо x 6= 0;
та

xγ =

{
g + h, якщо x = 0,

0, якщо x 6= 0

є необоротними вM(G), в той час як їх сума α+β+γ = ι є тотожнiм вiдображенням,
оскiльки xα+β+γ = x для кожного x ∈ G. Отже, множина всiх необоротних елементiв
майже-кiльця M(G) не утворює адитивної пiдгрупи в його адитивнiй групi M(G)+,
а тому при |G| ≥ 3 майже-кiльце M(G) не є локальним.

Нехай тепер |G| = 2. Для визначеностi, покладемоG = Z2. ТодiM(G) складається
з вiдображень o, ι, α та β, де

0α = 1, 1α = 0,

0β = 1, 1β = 1.

Оскiльки додавання “ + ” в M(G) поелементне, а множення “ · ” є композицiєю
вiдображень, то отримуємо наступнi таблицi додавання та множення:

+ o ι α β

o o ι α β

ι ι o β α

α α β o ι

β β α ι o

· o ι α β

o o o β β

ι o ι α β

α o α ι β

β o β o β

Як видно з цих таблиць, множина L = {o, β} складається з усiх необоротних
елементiв майже-кiльцяM(G) та є пiдгрупою вM(G)+, а елементи ι та α утворюють
мультиплiкативну групу M(G)∗. Отже, M(G) — локальне майже-кiльце.
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Оскiльки o · β = β, то майже-кiльце M(G) не є нуль-симетричним, а отже, не є
локальним кiльцем. Твердження доведено. �

Очевидно, що майже-поле — це локальне майже-кiльце з L = {0}. Як вiдомо [10],
адитивна група скiнченного майже-поля елементарна абелева. Очевидно також, що
якщо пiдгрупа L є iдеалом локального майже-кiльця R, то R/L є майже-полем.

Застосовуючи до означення 3 лему 1, отримуємо наступне твердження.

Пропозицiя 2. Нехай R — майже-кiльце з одиницею i та A — пiдгрупа iз
AutR+, що асоцiйована з мультиплiкативною групою R∗. Майже-кiльце R тодi i
тiльки тодi є локальним, коли в його адитивнiй групi R+ iснує така пiдгрупа L, що
R = iA∪L та iA ∩ L = ∅. В останньому випадку L є A-iнварiантною пiдгрупою групи
R+, що мiстить кожну власну A-iнварiантну i, зокрема, кожну характеристичну
пiдгрупу iз R+.

Доведення. Дiйсно, якщо R — локальне майже-кiльце та L — його пiдгрупа
необоротних елементiв, то R = R∗ ∪ L за означенням 3 та R∗ = sA за лемою 1,
звiдки R = iA ∪ L та iA ∩ L = ∅. Навпаки, якщо в R+ iснує така пiдгрупа L, що
має мiсце останнє, то L = R \ iA = R \ R∗, а отже, R є локальним майже-кiльцем та
L є A-iнварiантною пiдгрупою в R+. Якщо тепер M — деяка власна A-iнварiантна
пiдгрупа в R+, то iA * M , оскiльки в противному разi R = M ∪ L, що неможливо.
Отже, iA ∩M = ∅, звiдки M ⊆ R \ iA = L. Пропозицiя доведена. �

Наступна лема, яка випливає з [1] (леми 3.2, 3.5, 3.9 та наслiдок 3.8), характеризує
основнi властивостi скiнченних локальних майже-кiлець.

Лема 2. Нехай R — скiнченне локальне майже-кiльце з одиницею i та L —
пiдгрупа в R+ всiх необоротних елементiв iз R. Тодi R+ — p-група для деякого про-
стого p, експонента якої збiгається з порядком елемента i в R+, та виконуються
наступнi твердження:

(1) L — iдеал в R та (R,R)-пiдгрупа в R+;
(2) кожна власна R∗-iнварiантна пiдгрупа iз R+ мiститься в L;
(3) множина i+L утворює нормальну силовську p-пiдгрупу мультиплiкатив-

ної групи R∗;
(4) фактор-група R+/L є елементарною абелевою p-групою;
(5) фактор-група R∗/i + L iзоморфна мультиплiкативнiй групi майже-поля

R/L.

Для кожної непорожньої пiдмножини X в R покладемо

AnnR(X) = {r ∈ R|xr = 0 для всiх x ∈ X}.
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Множина AnnR(X) називається (правим) анулятором множини X в R.
Доведення наступного твердження здiйснюється прямою перевiркою (див. також

[3], теорема 2.31).

Лема 3. Нехай R майже-кiльце та X непорожня пiдмножина в R. Тодi її ану-
лятор AnnR(X) є правим iдеалом в R. Бiльш того, якщо AnnR(X) є лiвим iдеалом
майже-кiльця R або XR ⊆ X, то AnnR(X) є iдеалом в R.

Наступна лема описує будову мультиплiкативної групи скiнченного локального
майже-кiльця.

Лема 4. Нехай R — скiнченне локальне майже-кiльце з одиницею i та L — його
пiдгрупа необоротних елементiв. Тодi

R∗ = (i+ L) oK

для деякої пiдгрупи K групи R∗, що iзоморфна мультиплiкативнiй групi майже-
поля R/L.

Доведення. Оскiльки за лемою 2 адитивна група R+ є p-групою для деякого
простого p, то |L| = pm для деякого m <n, звiдки

|R∗| = |R| − |L| = pn − pm = pm(pn−m − 1).

За твердженням 3) леми 2, i+ L є нормальною силовською p-пiдгрупою групи R∗, а
отже, в останнiй за теоремою Шура (див., наприклад, [4], теорема 15.2.2) iснує така
пiдгрупа K, що R∗ розкладається у напiвпрямий добуток R∗ = (i + L) o K. Бiльш
того, за лемою 2 пiдгрупа K iзоморфна мультиплiкативнiй групi майже-поля R/L.
Лема доведена. �

2. Локальнi майже-кiльця з циклiчною пiдгрупою необоротних елементiв

Як доведено в [5], кожне майже-кiльце з одиницею, адитивна група якого циклiч-
на, є насправдi комутативним кiльцем, а отже, iзоморфним кiльцю лишкiв Z/nZ для
деякого цiлого числа n. В зв’язку з цим природно виникає питання про будову ло-
кальних майже-кiлець з циклiчними пiдгрупами необоротних елементiв. Очевидно,
що кожне майже-поле має цю властивiсть.

Лема 5. Нехай R — локальне майже-кiльце, пiдгрупа L необоротних елементiв
якого циклiчна та нетривiальна. Тодi майже-кiльце R є скiнченним, а фактор-
група R+/L є циклiчною.

Доведення. Як показано в роботi [1], лема 3.9, пiдгрупа L не може бути нескiн-
ченною циклiчною. Крiм того, згiдно з лемою 3.11 цiєї ж роботи, кожне локальне
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майже-кiльце, пiдгрупа необоротних елементiв якого є скiнченною та нетривiальною,
є само скiнченним. Отже, майже-кiльце R є скiнченним.

Нехай x — твiрний елемент пiдгрупи L. Як випливає з лiвого дистрибутивного
закону, вiдображення r 7→ xr з r ∈ R визначає ендоморфiзм адитивної групи R+

з ядром, що спiвпадає з анулятором AnnR(x), та фактор-групою R+/AnnR(x), iзо-
морфною пiдгрупi xR. Згiдно з твердженням 1) леми 2 xR є пiдгрупою в L, а отже, xR
— циклiчна i, таким чином, фактор-група R+/AnnR(x) є циклiчною. З iншого боку,
оскiльки одиниця майже кiльця R не мiститься в ануляторi AnnR(x), вiн є власним
правим iдеалом в R за лемою 3, а тому з твердженням 2) леми 2 AnnR(x) також ле-
жить в L. Отже, фактор-група R+/L як гомоморфний образ циклiчної фактор-групи
R+/AnnR(x) є також циклiчною. Лема доведена. �

Теорема 1. Нехай R — локальне майже-кiльце порядку pn з n> 1, пiдгрупа L
необоротних елементiв якого циклiчна та нетривiальна. Тодi його адитивна група
R+ або сама циклiчна, або є елементарною абелевою групою порядку p2. В першому
випадку R є комутативним локальним кiльцем, iзоморфним кiльцю лишкiв Z/pnZ
з n ≥ 2, а в другому — iснує p попарно неiзоморфних таких майже-кiлець R з
|L| = p, iз яких p − 1 є нуль-симетричними, та мультиплiкативнi групи R∗ яких
iзоморфнi напiвпрямому добутку двох циклiчних пiдгруп порядкiв p та p− 1.

Доведення. За лемою 2 пiдгрупа L є iдеалом в R та фактор-майже-кiльце R/L
є майже-полем. Як зазначалося вище, адитивна група скiнченного майже-поля є еле-
ментарною абелевою. Оскiльки за лемою 5 фактор-група R+/L є циклiчною, звiдси
випливає, що L є пiдгрупою iндексу p в R+. За теоремою 12.5.1 [4] iснують сiм типiв
p-груп з циклiчною пiдгрупою iндексу p, якi описанi своїми твiрними та спiввiдно-
шеннями, а саме:

абелевi, n ≥ 1, циклiчнi:
1) ap

n
= 1;

n ≥ 2:
2) ap

n−1
= 1, bp = 1, ba = ab;

неабелевi, p непарне, n ≥ 3:
3) ap

n−1
= 1, bp = 1, ba = a1+pn−2

b;
p = 2, n ≥ 3:
4) узагальнена група кватернiонiв:
a2n−1

= 1, b2 = a2n−2 , ba = a−1b;
p = 2, n ≥ 3:
5) група дiедра:
a2n−1

= 1, b2 = 1, ba = a−1b;
p = 2, n ≥ 4:
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6) a2n−1
= 1, b2 = 1, ba = a1+2n−2

b;
p = 2, n ≥ 4:
7) a2n−1

= 1, b2 = 1, ba = a−1+2n−2
b.

У всiх цих груп, крiм циклiчної та узагальненої групи кватернiонiв, iснує еле-
мент порядку p, що не мiститься в циклiчнiй пiдгрупi iндексу p, а отже, множина
R+ \ L мiстить елементи порядку p. З iншого боку, за пропозицiєю 2 та лемою 2 у
локальному майже-кiльцi R порядок кожного елемента цiєї множини дорiвнює екс-
понентi адитивної групи R+. Як встановлено в [7], узагальненi групи кватернiонiв не
можуть бути адитивними групами майже-кiлець з одиницею i, зокрема, локальних
майже-кiлець. Отже, група R+ є або циклiчною, або елементарною абелевою групою
порядку p2.

В першому випадку з роботи [5], теорема 1, випливає, що R є комутативним
локальним кiльцем, iзоморфним кiльцю лишкiв Z/pnZ з n ≥ 2. В другому випадку,
згiдно з результатом роботи [6], iснує p попарно неiзоморфних майже-кiлець R з
|L| = p, iз яких p − 1 є нуль-симетричними. За лемою 4 мультиплiкативна група
R∗ кожного з цих майже-кiлець iзоморфна напiвпрямому добутку R∗ = (i + L) oK

нормальної циклiчної пiдгрупи i + L порядку p та циклiчної пiдгрупи K порядку
p− 1. Теорема доведена. �

3. Локальнi майже-кiльця, отриманi з бiблiотеки пакету SONATA

Пакет SONATA [8] системи комп’ютерної алгебри GAP [9] мiстить бiблiотеку всiх
майже-кiлець з одиницею порядку не вище 31. В цiй бiблiотецi майже-кiльця впоряд-
кованi за їх адитивними групами, а команда R := LibraryNearRingWithOne(G, t)

визначає майже-кiльце R з одиницею на адитивнiй групi G з номером t.
Щоб визначити, чи буде вибране майже-кiльце N локальним, за допомогою ко-

манди u := Size(NearRingUnits(R)) знаходимо порядок u мультиплiкативної групи
R∗ цього майже-кiльця. Далi, за допомогою команди Id := NearRingIdeals(R) визна-
чаємо список всiх iдеалiв майже-кiльця R, а командою Ord := List(Id, Size) — вiдпо-
вiдний список їх порядкiв. Найбiльший з цих порядкiв — це порядок t майже-кiльця
R. Якщо число t − u мiститься в списку Ord, то майже-кiльце R є локальним, в
противному разi — нi.

Нагадаємо, що абелева група є групою типу (pk, pl, ..., pm), якщо вона iзоморфна
прямiй сумi циклiчних p-груп порядкiв pk, pl,. . . , pm, вiдповiдно, де p — просте та
k, l, . . . ,m — натуральнi числа.

Позначимо через Cn циклiчну групу порядку n.
Як зазначено вище, кожне майже-кiльце з одиницею, адитивна група якого цик-

лiчна, є насправдi комутативним кiльцем, а отже, iзоморфним кiльцю лишкiв Z/nZ
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для деякого цiлого числа n. Тому надалi не будемо розглядати локальнi майже-кiльця
з циклiчними адитивними групами.

Наступнi пропозицiї — результат обчислень, виконаних з використанням системи
комп’ютерної алгебри GAP.

Пропозицiя 3. Нехай R — локальне майже-кiльце порядку не вище 31, яке не є
майже-полем. Тодi мультиплiкативна група R∗ iзоморфна однiй з наступних груп:

1) C2;
2) C4;
3) (2, 2);
4) C6;
5) (4, 2);
6) (2, 2, 2);
7) (6, 2);
8) (6, 3);
9) C20;
10) симетричнiй групi S3;
11) C3 × S3;
12) групi кватернiонiв Q8;
13) групi дiедра D8;
14) знакозмiннiй групi A4;
15) групi Мiллера-Морено (C3 × C3) o C2;
16) групi Мiллера-Морено C5 o C4;
17) групi C5 o C4 з тривiальним центром.

Пропозицiя 4. Нехай n(G) — число всiх попарно неiзоморфних локальних
майже-кiлець з мультиплiкативною групою G з пропозицiї 3, R+(G) — адитивна
група вiдповiдного майже-кiльця та L(G) — пiдгрупа його необоротних елементiв.
Мають мiсце наступнi твердження.

(1) Якщо G iзоморфна групi C2, то n(G) = 2 та R+(G) є групою типу (2, 2) з
пiдгрупою L(G) порядку 2.

(2) Якщо G iзоморфна групi C4, то n(G) = 4, а саме:
• 2 майже-кiльця на групi R+(G) типу (4, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2)

та
• 2 — на групi R+(G) типу (2, 2, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2).

(3) Якщо G iзоморфна групi (2, 2), то n(G) = 7, а саме:
• 3 майже-кiльця на групi R+(G) типу (4, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2)

та
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• 4 — на групi R+(G) типу (2, 2, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2).
(4) Якщо G iзоморфна групi C6, то n(G) = 1 та R+(G) є групою типу (3, 3) з

пiдгрупою L(G) порядку 3.
(5) Якщо G iзоморфна групi (4, 2), то n(G) = 227, а саме:

• 8 майже-кiльця на групi R+(G) типу (8, 2) з пiдгрупою L(G) типу (4, 2)

та
• 10 — на групi R+(G) типу (4, 4) з пiдгрупою L(G) типу (4, 2);
• 97 — на групi R+(G) типу (4, 2, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2, 2);
• 83 — на групi R+(G) типу (2, 2, 2, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2, 2);
• 14 — на групi R+(G) ∼= (C4 × C2) o C2 з пiдгрупою L(G) типу (2, 2, 2);
• 7 — на групi R+(G) ∼= C4 o C4 з пiдгрупою L(G) типу (4, 2);
• 8 — на групi R+(G) ∼= C8 oC2 типу (4, 4) з пiдгрупою L(G) типу (4, 2).

(6) Якщо G iзоморфна групi (2, 2, 2), то n(G) = 114, а саме:
• 9 майже-кiльця на групi R+(G) типу (8, 2) з пiдгрупою L(G) типу (4, 2)

та
• 6 — на групi R+(G) типу (4, 4) з пiдгрупою L(G) типу (4, 2);
• 41 — на групi R+(G) типу (4, 2, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2, 2);
• 37 — на групi R+(G) типу (2, 2, 2, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2, 2);
• 6 — на групi R+(G) ∼= (C4 × C2) o C2 з пiдгрупою L(G) типу (2, 2, 2);
• 7 — на групi R+(G) ∼= C4 o C4 з пiдгрупою L(G) типу (4, 2);
• 8 — на групi R+(G) ∼= C8 oC2 типу (4, 4) з пiдгрупою L(G) типу (4, 2).

(7) Якщо G iзоморфна групi (6, 2), то n(G) = 4, а саме:
• 2 майже-кiльця на групi R+(G) типу (4, 4) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2)

та
• 2 — на групi R+(G) типу (2, 2, 2, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2).

(8) Якщо G iзоморфна групi (6, 3), то n(G) = 14, а саме:
• 9 майже-кiльця на групi R+(G) типу (9, 3) з пiдгрупою L(G) типу (3, 3)

та
• 5 — на групi R+(G) типу (3, 3, 3) з пiдгрупою L(G) типу (3, 3).

(9) Якщо G iзоморфна групi C20, то n(G) = 1 та R+(G) є групою типу (5, 5) з
пiдгрупою L(G) порядку 5.

(10) Якщо G iзоморфна симетричнiй групi S3, то n(G) = 2 та обидвi R+(G) є
групами типу (3, 3) з пiдгрупою L(G) порядку 3.

(11) Якщо G iзоморфна групi C3 × S3, то n(G) = 15, а саме:
• 4 майже-кiльця на групi R+(G) типу (9, 3) з пiдгрупою L(G) типу (3, 3)

та
• 3 — на групi R+(G) типу (3, 3, 3) з пiдгрупою L(G) типу (3, 3);
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• 4 — на групi R+(G) ∼= (C3 × C3) o C2 з пiдгрупою L(G) типу (3, 3);
• 4 — на групi R+(G) ∼= C9 o C3 з пiдгрупою L(G) типу (3, 3).

(12) Якщо G iзоморфна групi кватернiонiв Q8, то n(G) = 48, а саме:
• 24 майже-кiльця на групi R+(G) типу (4, 2, 2) з пiдгрупою L(G) типу

(2, 2, 2) та
• 24 — на групi R+(G) типу (2, 2, 2, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2, 2).

(13) Якщо G iзоморфна групi дiедра D8, то n(G) = 236, а саме:
• 16 майже-кiлець на групi R+(G) типу (8, 2) з пiдгрупою L(G) типу

(4, 2),
• 9 — на групi R+(G) типу (4, 4) з пiдгрупою L(G) типу (4, 2),
• 90 — на групi R+(G) типу (4, 2, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2, 2),
• 77 — на групi R+(G) типу (2, 2, 2, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2, 2),
• 17 — на групi R+(G) ∼= (C4 × C2) o C2 з пiдгрупою L(G) типу (2, 2, 2),
• 10 — на групi R+(G) ∼= C4 o C4 з пiдгрупою L(G) типу (4, 2) та
• 17 — на групi R+(G) ∼= C8 o C2 з пiдгрупою L(G) типу (4, 2).

(14) Якщо G iзоморфна знакозмiннiй групi A4, то n(G) = 9, а саме:
• 2 майже-кiльця на групi R+(G) типу (4, 4) з пiдгрупою L(G) типу

(2, 2),
• 2 — на групi R+(G) ∼= C2 ×Q8 з пiдгрупою L(G) типу (2, 2) та
• 5 — на групi R+(G) типу (2, 2, 2, 2) з пiдгрупою L(G) типу (2, 2).

(15) Якщо G iзоморфна групi Мiллера–Морено (C3 × C3) o C2, то n(G) = 4 та
всi R+(G) є групами типу (3, 3, 3) з пiдгрупою L(G) типу (3, 3).

(16) Якщо G iзоморфна групi Мiллера–Морено C5 oC4, то n(G) = 1 та R+(G) є
групою типу (5, 5) з пiдгрупою L(G) порядку 5.

(17) Якщо G iзоморфна групi C5 o C4 з тривiальним центром, то n(G) = 3 та
R+(G) є групою типу (5, 5) з пiдгрупою L(G) порядку 5.
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