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Abstract. One of the main directions of investigations in abstract group theory is

a study of groups in which some subgroups or systems of subgroups satisfy particular

restricting requirements, e.g. are complemented.

It was natural to consider groups G in which every subgroup containing some fixed

subgroup X is complemented. Such subgroup X has been called supercomplemented in

G.

It turned out that the class of groups with a finite supercomplemented subgroup is

extremely wide. Therefore it was decided to apply certain restrictions which allowed

rather detailed description of subclasses obtained.

This paper is devoted to the study of groups G in which every subgroup containing

some fixed subgroup A has a normal complement in G. Such subgroup is called an

NSC-subgroup.

A structure of locally graded p-groups with a proper finite NSC-subgroup is estab-

lished (Theorem 1). At the same time it is shown that the requirement for a group G to

be locally graded is essential (Theorem 2).

Keywords: locally graded groups, groups with an NSC-subgroup, completely fac-

torizable groups

AMS Subject Classifications (2010): 20F50, 20F18, 20E26ÂñòóïÂ ñó÷àñíié òåîði¨ ãðóï îäíèì iç îñíîâíèõ íàïðÿìêiâ äîñëiäæåíü ¹ âèâ÷åííÿ ãðóïiç ïåâíèìè ñèñòåìàìè äîïîâíþâàíèõ ïiäãðóï. Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäãðóïà H ãðóïè Gíàçèâà¹òüñÿ äîïîâíþâàíîþ â G, ÿêùî â G iñíó¹ òàêà ïiäãðóïà D, ùî G = HD i
H ∩ D = 1. (�îâîðÿòü òàêîæ, ùî H äîïîâíþ¹òüñÿ â G, à ïiäãðóïó D íàçèâàþòü
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30 Î. Î. Òðåáåíêîäîïîâíåííÿì äî H â G). Ñêií÷åííi ãðóïè, â ÿêèõ âñi ïiäãðóïè � äîïîâíþâàíi, áóëîâïåðøå ðîçãëÿíóòî â 1937 ð. Ô.Õîëëîì. Ïiçíiøå Í.Â.×åðíiêîâà îòðèìàëà ïîâíèéêîíñòðóêòèâíèé îïèñ äîâiëüíèõ (ÿê ñêií÷åííèõ, òàê i íåñêií÷åííèõ) ãðóï ç òàêîþâëàñòèâiñòþ (1953).Îäíèì iç íàéáiëüø ïðèðîäíèõ óçàãàëüíåíü óìîâè äîïîâíþâàíîñòi âñiõ ïiäãðóï ãðó-ïè G ¹ óìîâà äîïîâíþâàíîñòi âñiõ ïiäãðóï, ùî ìiñòÿòü äåÿêó êîíêðåòíó �iêñîâàíóïiäãðóïó A. Äàíó ïiäãðóïó A â ðîáîòi [1℄ áóëî íàçâàíî íàääîïîâíþâàíîþ.�ðóïè iç íàääîïîâíþâàíîþ öèêëi÷íîþ ïiäãðóïîþ A ðîçãëÿäàëèñü â ðîáîòàõ [1℄-[4℄.Ïiçíiøå äåÿêi ðåçóëüòàòè âêàçàíèõ äîñëiäæåíü âäàëîñü óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê ñïî-÷àòêó äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ íiëüïîòåíòíî¨ [5℄, à ïîòiì äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ [6℄ ïiäãðóïè
A, à ñàìå: âñòàíîâëåíî ëîêàëüíó ñêií÷åííiñòü, ðîçâ'ÿçíiñòü i �iíiòíó àïðîêñèìîâíiñòü
RN-ãðóï iç ñêií÷åííîþ íàääîïîâíþâàíîþ ïiäãðóïîþ.ßê âèÿâèëîñü, êëàñ ãðóï iç ñêií÷åííîþ íàääîïîâíþâàíîþ ïiäãðóïîþ � äîñòàòíüîøèðîêèé. Âæå ó íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè iç íàääîïîâíþâàíîþöèêëi÷íîþ ïiäãðóïîþ âiä ïðîñòîãî ÷èñëà p çàëåæèòü ñòóïiíü ðîçâ'ÿçíîñòi (äèâ. [1℄ i[2℄), à íåñêií÷åííi p-ãðóïè iç öèêëi÷íîþ íàääîïîâíþâàíîþ ïiäãðóïîþ ìîæóòü âçàãàëiáóòè íåðîçâ'ÿçíèìè (äèâ. [4℄, Òåîðåìà 2). Òîìó, ùîá îòðèìàòè óÿâëåííÿ ïðî áóäîâóãðóï äàíîãî êëàñó, ïðèðîäíî âèäiëèòè â íüîìó, íàêëàäàþ÷è ïåâíi îáìåæåííÿ, òàêiïiäêëàñè, ÿêi á äîïóñêàëè äîñòàòíüî äåòàëüíèé îïèñ.Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ãðóïè G, â ÿêèõ êîæíà ïiäãðóïà, ùî ìiñòèòü äåÿêó�iêñîâàíó ïiäãðóïó A, ìà¹ õî÷à á îäíå íîðìàëüíå â G äîïîâíåííÿ. Ïiäãðóïó A çòàêîþ óìîâîþ íàçâåìî NSC-ïiäãðóïîþ.Çðîçóìiëî, ùî â êîæíié ãðóïi ñàìà ãðóïà áóäå NSC-ïiäãðóïîþ. Òîìó iíòåðåñ ñòà-íîâëÿòü ñàìå ãðóïè iç âëàñíîþ NSC-ïiäãðóïîþ. Ïîâíèé êîíñòðóêòèâíèé îïèñ ãðóï,â ÿêèõ NSC-ïiäãðóïîþ ¹ îäèíè÷íà ïiäãðóïà (òîáòî ãðóï G, â ÿêèõ êîæíà ïiäãðóïàìà¹ íîðìàëüíå â G äîïîâíåííÿ) äà¹ òâåðäæåííÿ 1. Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì íåà-áåëåâî¨ ãðóïè iç íåîäèíè÷íîþ NSC-ïiäãðóïîþ ¹ ñèìåòðè÷íà ãðóïà ïiäñòàíîâîê 3-ãîñòåïåíÿ S3, â ÿêié êîæíà ïiäãðóïà 2-ãî ïîðÿäêó A ¹ NSC-ïiäãðóïîþ. (Äiéñíî, A äî-ïîâíþ¹òüñÿ íîðìàëüíîþ â S3 ïiäãðóïîþ 3-ãî ïîðÿäêó, à iíøèõ âëàñíèõ ïiäãðóï, ùîìiñòÿòü A, â S3 íåìà¹).Êîæíà NSC-ïiäãðóïà ãðóïè G ¹, çðîçóìiëî, i íàääîïîâíþâàíîþ â G. Â àáåëåâèõãðóïàõ êîæíà íàääîïîâíþâàíà ïiäãðóïà áóäå, î÷åâèäíî, NSC-ïiäãðóïîþ. Âîäíî÷àñ,iñíóþòü ãðóïè ç âëàñíîþ íàääîïîâíþâàíîþ ïiäãðóïîþ, â ÿêèõ íåìà¹ æîäíî¨ âëàñíî¨
NSC-ïiäãðóïè (äèâ. Ïðèêëàä 1). Òàêèì ÷èíîì, äîñëiäæåííÿ áóäîâè i âëàñòèâîñòåéãðóï iç NSC-ïiäãðóïîþ ¹ äîöiëüíèì.Ïðèêëàä 1. �îçãëÿíåìî ãðóïó äiåäðà 8-ãî ïîðÿäêó: G = 〈a〉 ⋋ 〈b〉, a4 = b2 = 1,
b−1ab = a3. Â G íàääîïîâíþâàíîþ ¹, íàïðèêëàä, ïiäãðóïà 〈a〉. Ïîêàæåìî, ùî â Gíåìà¹ æîäíî¨ âëàñíî¨ NSC-ïiäãðóïè. Äiéñíî, íåõàé A � äåÿêà âëàñíà NSC-ïiäãðóïàãðóïè G, òîäi G = A ⋌ N . Çðîçóìiëî, ùî A 6= 1 (áî òîäi â G ïiäãðóïà 〈a2〉 ïîâèííàáóëà á äîïîâíþâàòèñü â 〈a〉, ùî íå òàê), òîìó |A| = 2 àáî |A| = 4. Çíà÷èòü, G/N ∼= A



ËÎÊÀËÜÍÎ ÑÒÓÏIÍ×ÀÑÒI p-��ÓÏÈ IÇ ÑÊIÍ×ÅÍÍÎÞ NSC-ÏIÄ��ÓÏÎÞ 31� àáåëåâà, à òîìó N ìiñòèòü êîìóòàíò G′ ãðóïè G: G′ = 〈a2〉 = Z(G). Çà óìîâîþ äëÿïiäãðóïè A× 〈a2〉 6= G â G ìà¹ iñíóâàòè íîðìàëüíå äîïîâíåííÿ S, àëå i A× 〈a2〉�G,òîìó G = (A× 〈a2〉)× S, çâiäêè G � àáåëåâà, ùî íå òàê.Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíî¨ ðîáîòè ¹ ïîâíèé îïèñ áóäîâè ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòèõ
p-ãðóï iç âëàñíîþ ñêií÷åííîþ NSC-ïiäãðóïîþ (òåîðåìà 1). Âîäíî÷àñ, ïîêàçàíî, ùîâèìîãà íàëåæíîñòi ãðóïè G iç �îðìóëþâàííÿ òåîðåìè 1 áóòè ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòîþ¹ iñòîòíîþ (òåîðåìà 2).Íàãàäà¹ìî, ùî ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòîþ, ÿêùî êîæíà ¨¨ íåîäè-íè÷íà ñêií÷åííîïîðîäæåíà ïiäãðóïà ìiñòèòü ïiäãðóïó ñêií÷åííîãî, âiäìiííîãî âiä 1,iíäåêñó (Ñ.Ì.×åðíiêîâ, 1970). Äàíèé êëàñ ãðóï � íàäçâè÷àéíî øèðîêèé. Ëîêàëüíîñòóïií÷àñòèìè ¹ âñi ëîêàëüíî ñêií÷åííi, �iíiòíî àïðîêñèìîâíi, ðîçâ'ÿçíi i ëîêàëüíîðîçâ'ÿçíi ãðóïè, ðàäèêàëüíi (â ðîçóìiííi Á.I.Ïëîòêiíà) i ëîêàëüíî ðàäèêàëüíi ãðóïè,
RN-ãðóïè (à çíà÷èòü, i ãðóïè âñiõ êëàñiâ ãðóï Êóðîøà-×åðíiêîâà).Â ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ãðóïè G çàïèñ
H ≤ G (H E G) îçíà÷à¹, ùî H ¹ (íîðìàëüíîþ) ïiäãðóïîþ ãðóïè G. Ñèìâîë × âèêî-ðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîçíà÷åííÿ ïðÿìîãî äîáóòêó; B ⋋ A àáî A⋌B îçíà÷à¹ ïiâïðÿìèéäîáóòîê ïiäãðóïè A i íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè B. Äàëi, Z(G) � öåíòð, G′ � êîìóòàíòãðóïè G. Êðiì òîãî, p � ïðîñòå ÷èñëî. Iíøi ïîçíà÷åííÿ ñòàíäàðòíi.Ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòèËåìà 1. ßêùî ïiäãðóïà A ¹ NSC-ïiäãðóïîþ ãðóïè G, òî A ¹ NSC-ïiäãðóïîþ iêîæíî¨ ïiäãðóïè K ãðóïè G, ùî ìiñòèòü A.Äîâåäåííÿ. Íåõàé H � äåÿêà ïiäãðóïà ãðóïè K, ùî ìiñòèòü A. Ïîêàæåìî, ùî H ìà¹íîðìàëüíå â K äîïîâíåííÿ. Äiéñíî, îñêiëüêè A � NSC-ïiäãðóïà ãðóïè G i H ⊇ A,òî H äîïîâíþ¹òüñÿ â G, ïðè÷îìó äåÿêå äîïîâíåííÿ D äî ïiäãðóïè H ¹ íîðìàëüíèìâ G: G = H⋌D. Â ñèëó ëåìè Ñ.Ì.×åðíiêîâà ([7℄, ëåìà 3.7), K = H(D∩K), ïðè÷îìó
H ∩ (D ∩K) = 1. Îñêiëüêè D � G, òî D ∩K �K, òîìó K = H ⋌ (D ∩K). Â ñèëóäîâiëüíîñòi âèáîðó ïiäãðóïè H â K, ïiäãðóïà A ¹ NSC-ïiäãðóïîþ ãðóïè K.

�Ëåìà 2. Íåõàé ϕ � äåÿêèé ãîìîìîð�içì ãðóïè G. Òîäi ÿêùî A � NSC-ïiäãðóïà ãðóïè
G, òî Aϕ ¹ NSC-ïiäãðóïîþ ãðóïè Gϕ.Äîâåäåííÿ. Íåõàé H � äîâiëüíà ïiäãðóïà ãðóïè Gϕ, ùî ìiñòèòü Aϕ, i íåõàé S � ïîâíèéïðîîáðàç ïiäãðóïè H â ãðóïi G. Çðîçóìiëî, ùî S ⊇ A, òîìó S äîïîâíþ¹òüñÿ â G,ïðè÷îìó äåÿêå äîïîâíåííÿ T äî S â G ¹ íîðìàëüíèì â G: G = S ⋌ T . Òîäi

Gϕ = Sϕ ⋌ T ϕ = H ⋌ T ϕ.Â ñèëó äîâiëüíîñòi âèáîðó ïiäãðóïè H â Gϕ, îòðèìó¹ìî, ùî Aϕ ¹ NSC-ïiäãðóïîþãðóïè Gϕ. �



32 Î. Î. ÒðåáåíêîÎêðåìèé iíòåðåñ ñòàíîâèòü âèïàäîê, êîëè NSC-ïiäãðóïîþ ¹ îäèíè÷íà ïiäãðóïà.Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ ïîâíèé êîíñòðóêòèâíèé îïèñ òàêèõ ãðóï.Òâåðäæåííÿ 1. Â íåîäèíè÷íié ãðóïi G êîæíà ïiäãðóïà ìà¹ íîðìàëüíå äîïîâíåííÿòîäi i ëèøå òîäi, êîëè G ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì öèêëi÷íèõ ãðóï ïðîñòèõ ïîðÿäêiâ.Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. �îçãëÿíåìî êîìóòàíò G′ ãðóïè G. Íåõàé G′ 6= 1 i a ∈ G′,
a 6= 1. Çà óìîâîþ ïiäãðóïà 〈a〉 ìà¹ íîðìàëüíå â G äîïîâíåííÿ:

G = 〈a〉⋌K. (1)Îñêiëüêè G/K ∼= 〈a〉 � àáåëåâà, òî G′ ⊆ K, àëå òîäi 〈a〉 ∩K = 〈a〉, ùî ñóïåðå÷èòü (1).Îòæå, G′ = 1 i G � àáåëåâà.�ðóïà G, î÷åâèäíî, ¹ ïåðiîäè÷íîþ i íå ìiñòèòü åëåìåíòiâ, ïîðÿäîê ÿêèõ äiëèòüñÿíà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, à òîìó G ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì öèêëi÷íèõ ãðóï ïðîñòèõïîðÿäêiâ.Äîñòàòíiñòü î÷åâèäíà. �Ëåìà 3. Íåõàé G = G1 × G2, ïðè÷îìó G2 6= 1. Ïiäãðóïà A ≤ G1 ¹ NSC-ïiäãðóïîþãðóïè G òîäi i ëèøå òîäi, êîëè A ¹ NSC-ïiäãðóïîþ ãðóïè G1 i G2 ¹ ïðÿìèì äîáó-òêîì öèêëi÷íèõ ãðóï ïðîñòèõ ïîðÿäêiâ.Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßêùî ïiäãðóïà A ¹ NSC-ïiäãðóïîþ ãðóïè G, òî çà ëåìîþ 1
A ¹NSC-ïiäãðóïîþ ãðóïè G1. Äàëi, çà ëåìîþ 2 ó �àêòîð-ãðóïiG/G1 NSC-ïiäãðóïîþ¹ îäèíè÷íà ïiäãðóïà, òîáòî â G/G1 êîæíà ïiäãðóïà ìà¹ íîðìàëüíå äîïîâíåííÿ. Içóðàõóâàííÿì òâåðäæåííÿ 1 îòðèìó¹ìî, ùî ïiäãðóïà G2

∼= G/G1 ¹ ïðÿìèì äîáóòêîìöèêëi÷íèõ ãðóï ïðîñòèõ ïîðÿäêiâ.Äîñòàòíiñòü. Íåõàé H � äîâiëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G, ùî ìiñòèòü A. Íåõàé H ∩G1 =

H1, H ∩G2 = H2, òîäi H = H1 ×H2 i H1 ⊇ A1. Çà óìîâîþ A ¹ NSC-ïiäãðóïîþ ãðóïè
G1, òîìó G1 = A ⋌ N äëÿ äåÿêî¨ ïiäãðóïè N ⊆ G1. Îñêiëüêè ïiäãðóïà G2 ¹ ïðÿìèìäîáóòêîì öèêëi÷íèõ ãðóï ïðîñòèõ ïîðÿäêiâ, òî, î÷åâèäíî, ùî â G2 çíàéäåòüñÿ òàêàïiäãðóïà M , ùî G2 = H2 ×M . Òîäi ïiäãðóïà N ×M áóäå íîðìàëüíèì äîïîâíåííÿìäî H â G. Â ñèëó äîâiëüíîñòi âèáîðó H , ïiäãðóïà A ¹ NSC-ïiäãðóïîþ ãðóïè G. �Çàóâàæåííÿ 1. Âèìàãàòè â óìîâi ëåìè 3, ùîá ëèøå îäíà iç ïiäãðóï G1 àáî G2áóëà íîðìàëüíîþ â G, íåäîñòàòíüî. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî ãðóïó äiåäðà G iç Ïðèêëàäó1. Çàïèøåìî ¨¨ ó âèãëÿäi G = (〈a2〉 × 〈ab〉)⋋ 〈b〉. Ïiäãðóïè G1 = 〈a2〉 × 〈ab〉 i G2 = 〈b〉çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 3: â G1 îäèíè÷íà ïiäãðóïà ¹ NSC-ïiäãðóïîþ, G2 ìà¹ïðîñòèé ïîðÿäîê, àëå â G = G1⋋G2 îäèíè÷íà ïiäãðóïà íå ¹ NSC-ïiäãðóïîþ; áiëüøåòîãî, â G íåìà¹ æîäíî¨ âëàñíî¨ NSC-ïiäãðóïè. Àíàëîãi÷íî, äëÿ îäèíè÷íî¨ NSC-ïiäãðóïè ãðóïè G2.



ËÎÊÀËÜÍÎ ÑÒÓÏIÍ×ÀÑÒI p-��ÓÏÈ IÇ ÑÊIÍ×ÅÍÍÎÞ NSC-ÏIÄ��ÓÏÎÞ 33Îñíîâíi ðåçóëüòàòèÒåîðåìà 1. Â ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòié p-ãðóïi G ñêií÷åííà ïiäãðóïà A 6= G ¹ NSC-ïiäãðóïîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè â G çíàéäåòüñÿ òàêà åëåìåíòàðíà àáåëåâà p-ïiäãðóïà B, ùî G = A×B.Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A ¹ NSC-ïiäãðóïîþ ãðóïè G. �îçãëÿíåìî îêðåìîâèïàäêè, êîëè G � ñêií÷åííà i íåñêií÷åííà.Âèïàäîê 1. Íåõàé ãðóïà G � ñêií÷åííà. Çà óìîâîþ â G iñíó¹ íîðìàëüíà ïiäãðóïà
N , ùî äîïîâíþ¹ A â G: G = A ⋌ N . Îñêiëüêè A 6= G, òî N 6= 1. Â ñêií÷åííié p-ãðóïi G êîæíà íåîäèíè÷íà íîðìàëüíà ïiäãðóïà ìà¹ íåîäèíè÷íèé ïåðåòèí iç öåíòðîì
Z(G), òîìó N ∩ Z(G) 6= 1. Íåõàé 〈b1〉 � ïiäãðóïà ïðîñòîãî ïîðÿäêó iç N ∩ Z(G). Òîäi
〈b1〉�G. �îçãëÿíåìî ïiäãðóïó A× 〈b1〉. Çà óìîâîþ äàíà ïiäãðóïà ìà¹ íîðìàëüíå â Gäîïîâíåííÿ N1:

G = (A× 〈b1〉)⋌N1.ßêùî N1 = 1, òî òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.Íåõàé N1 6= 1. Òîäi àíàëîãi÷íî N1 ∩ Z(G) 6= 1. Íåõàé 〈b2〉 � ïiäãðóïà ïðîñòîãîïîðÿäêó iç N1 ∩ Z(G), òîäi 〈b2〉 �G. �îçãëÿíåìî ïiäãðóïó A× 〈b1〉 × 〈b2〉, ÿêà òàêîæìà¹ â G íîðìàëüíå äîïîâíåííÿ N2:
G = (A× 〈b1〉 × 〈b2〉)⋌N2.ßêùî N2 = 1, òî òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.ßêùî N2 6= 1, òî N2 ∩ Z(G) 6= 1 i ò.ä.Îñêiëüêè G � ñêií÷åííà, òî äëÿ äåÿêîãî k ∈ N ìàòèìåìî Nk = 1, òîäi

G = A× (〈b1〉 × 〈b2〉 × ...× 〈bk〉)i òâåðäæåííÿ äîâåäåíî: G = A×B, äå B = 〈b1〉×〈b2〉× ...×〈bk〉 � åëåìåíòàðíà àáåëåâà
p-ãðóïà.Âèïàäîê 2. Íåõàé òåïåð G � íåñêií÷åííà i íåõàé Gι, ι ∈ I, � âñi ñêií÷åííîïîðîäæåíiïiäãðóïè ãðóïè G, ùî ìiñòÿòü A, ïðè÷îìó Gι 6= A.�îçãëÿíåìî äîâiëüíó, àëå �iêñîâàíó, ïiäãðóïó Gι i äåÿêèé ¨¨ ñêií÷åííèé ãîìîìîð-�íèé îáðàç Gϕ

ι . �ðóïà Gϕ
ι ¹ ñêií÷åííîþ p-ãðóïîþ, òîìó ðîçâ'ÿçíà. Ïîêàæåìî, ùî¨¨ ñòóïiíü ðîçâ'ÿçíîñòi íå ïåðåâèùó¹ ñòóïåíÿ ðîçâ'ÿçíîñòi n ïiäãðóïè A. Äiéñíî, âñèëó ëåìè 2, A ¹ NSC-ïiäãðóïîþ ãðóïè Gι, òîìó çà ëåìîþ 3 ïiäãðóïà Aϕ ¹ NSC-ïiäãðóïîþ ãðóïè Gϕ

ι . Òîäi àáî Gϕ
ι = Aϕ, àáî ÿêùî Aϕ 6= Gϕ

ι , òî, ÿê áóëî ïîêàçàíîâèùå (âèïàäîê 1), Gϕ
ι = Aϕ ×D äëÿ äåÿêî¨ åëåìåíòàðíî¨ àáåëåâî¨ ïiäãðóïè D ãðóïè

Gϕ
ι . Îòæå, â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó ñòóïiíü ðîçâ'ÿçíîñòi ãðóïè Gϕ

ι çáiãà¹òüñÿ iç ñòóïåíåìðîçâ'ÿçíîñòi ïiäãðóïè Aϕ, à çíà÷èòü, íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà n.Òàêèì ÷èíîì, êîæíèé ñêií÷åííèé ãîìîìîð�íèé îáðàç Gϕ
ι ãðóïè Gι ¹ ðîçâ'ÿçíîþãðóïîþ ñòóïåíÿ ðîçâ'ÿçíîñòi íå áiëüøå n. Òîäi ÿêùî J(Gι) � ïåðåòèí âñiõ ïiäãðóïñêií÷åííîãî iíäåêñó â Gι (à, â ñèëó òåîðåìè Ïóàíêàðå, J(Gι) çáiãà¹òüñÿ iç ïåðåòè-íîì âñiõ íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ñêií÷åííîãî iíäåêñó â Gι), òî �àêòîð-ãðóïà Gι/J(Gι) ¹



34 Î. Î. Òðåáåíêîðîçâ'ÿçíîþ i ñòóïiíü ¨¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íå ïåðåâèùó¹ n. Àëå J(Gι) = 1, çíà÷èòü, ïiäãðó-ïà Gι � ðîçâ'ÿçíà i ñòóïiíü ¨¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íå ïåðåâèùó¹ n. Îñêiëüêè ïiäãðóïà Gι ¹ñêií÷åííîïîðîäæåíîþ, òî, â ñèëó òåîðåìè Ñ.Ì.×åðíiêîâà ([7℄, Òâåðäæåííÿ 1.1), Gι �ñêií÷åííà.Òîäi, ÿê áóëî ïîêàçàíî âèùå (äèâ. âèïàäîê 1), â ãðóïi Gι iñíó¹ åëåìåíòàðíà àáåëåâàïiäãðóïà Bι òàêà, ùî Gι = A×Bι.Íåõàé Mι � ìíîæèíà âñiõ òàêèõ ïiäãðóï iç Gι. Ïîêëàäåìî Mα ≤ Mι òîäi i ëèøåòîäi, êîëè Gα ⊆ Gι. Ó âèïàäêó Mα ≤Mι çàäàìî ïðîåêöiþ πια iç Mι â Mα íàñòóïíèì÷èíîì: äëÿ äîâiëüíî¨ B ⊆Mι,
Bπια = B ∩Gα. (2)Â ñèëó (2), î÷åâèäíî, âèêîíóþòüñÿ óìîâè:1) äëÿ êîæíî¨ ïàðè ìíîæèíMα iMβ iñíó¹ òàêà òðåòÿ ìíîæèíàMγ , ùîMα,Mβ ≤ Mγ;2) ÿêùî Mα ≤Mβ, Mβ ≤Mγ , òî πγα = πγβπβα;3) πιι � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ Mι íà ñåáå.Òîìó, â ñèëó òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ ïðîåêöiéíî¨ ìíîæèíè ([8℄, Ñ. 351-353), â êîæíiéiç ìíîæèí Mι, ι ∈ I, ìîæíà âèáðàòè åëåìåíòàðíó àáåëåâó ïiäãðóïó Bι òàê, ùî
Bα = Bι ∩Gα, (3)ÿê òiëüêè Gα ⊆ Gι. Iç (3), î÷åâèäíî,
B =

⋃

ι∈I

Bι� åëåìåíòàðíà àáåëåâà ïiäãðóïà ãðóïè G, ïðè÷îìó A ∩B = 1.Âiçüìåìî äîâiëüíi åëåìåíòè g ∈ G i b ∈ B. Òîäi â I çíàéäåòüñÿ òàêèé iíäåêñ α, ùî
g ∈ Gα i b ∈ Bα. (4)Îñêiëüêè Bα �Gα, òî bg ∈ Bα ⊆ B, òîìó B �G. Àíàëîãi÷íî, A�G.Ïîêàæåìî, ùî G = AB. Íåõàé g ∈ G. Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêèé iíäåêñ α ∈ I, ùî

g ∈ Gα i g = ay, äå a ∈ A, y ∈ Bα ⊆ B, à îòæå, g ∈ AB. Íàâïàêè, î÷åâèäíî, AB ⊆ G,à îòæå, G = AB.Òàêèì ÷èíîì, iç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî A � G, B � G, A ∩ B = 1, îòðèìó¹ìî:
G = A× B, äå B � åëåìåíòàðíà àáåëåâà ïiäãðóïà.Äîñòàòíiñòü âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî iç ëåìè 3.Òåîðåìó äîâåäåíî.

�Òàêèì ÷èíîì, â ñèëó òåîðåìè 1, ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòi p-ãðóïè iç âëàñíîþ ñêií÷åí-íîþ NSC-ïiäãðóïîþ âè÷åðïóþòüñÿ ïðÿìèìè äîáóòêàìè äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè(ÿêà i ¹ NSC-ïiäãðóïîþ) i åëåìåíòàðíî¨ àáåëåâî¨ p-ãðóïè.Íàñëiäîê 1. Ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòà p-ãðóïà G iç ñêií÷åííîþ NSC-ïiäãðóïîþ ¹ ëî-êàëüíî ñêií÷åííîþ i ðîçâ'ÿçíîþ.



ËÎÊÀËÜÍÎ ÑÒÓÏIÍ×ÀÑÒI p-��ÓÏÈ IÇ ÑÊIÍ×ÅÍÍÎÞ NSC-ÏIÄ��ÓÏÎÞ 35Çàóâàæåííÿ 2. Ç îãëÿäó íà íàñòóïíó òåîðåìó, âèìîãà äëÿ ãðóïè G iç �îðìóëþâàíüòåîðåìè 1 i íàñëiäêó 1 ç íå¨ áóòè ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòîþ ¹ iñòîòíîþ.Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíîãî äîñòàòíüî âåëèêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p iñíó¹ íå ëîêàëüíîñòóïií÷àñòà p-ãðóïà G = A⋌N iç NSC-ïiäãðóïîþ A ïîðÿäêó p, â ÿêié äîïîâíåííÿ
N äî ïiäãðóïè A ¹ íåñêií÷åííîþ ïðîñòîþ ãðóïîþ, êîæíà âëàñíà ïiäãðóïà ÿêî¨ ìà¹ïîðÿäîê p.Äîâåäåííÿ. Â ñèëó òåîðåìè Îáðàçöîâà [9℄, äëÿ äîñòàòíüî âåëèêîãî ïðîñòîãî p iñíó¹íåñêií÷åííà ïðîñòà 2-ïîðîäæåíà p-ãðóïà N , âñi âëàñíi ïiäãðóïè ÿêî¨ ìàþòü ïîðÿäîê
p i ÿêà ìà¹ àâòîìîð�içì ϕ ïîðÿäêó p òàêèé, ùî CN(ϕ) = 1. Òîìó iñíó¹ p-ãðóïà
G = A⋌ N , äå ïiäãðóïà A ìà¹ ïîðÿäîê p i CG(N) = N . �ðóïà N , à çíà÷èòü, i ãðóïà
G, î÷åâèäíî, íå ¹ ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòèìè.Â [3℄ áóëî ïîêàçàíî, ùî â G ëèøå äâi ïiäãðóïè (A i G) ìiñòÿòü A. Îòæå, êîæíàïiäãðóïà ãðóïè G, ùî ìiñòèòü A, ìà¹ íîðìàëüíå â G äîïîâíåííÿ, òîáòî A ¹ NSC-ïiäãðóïîþ ãðóïè G. �Âèñíîâêè i ïåðñïåêòèâè ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíüÏðîáëåìà âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé i ñòðóêòóðè ãðóï iç NSC-ïiäãðóïîþ ïîòðåáó¹äîñëiäæåííÿ. Â äàíié ðîáîòi âñòàíîâëåíî ñòðóêòóðó ëîêàëüíî-ñòóïií÷àñòèõ p-ãðóï içâëàñíîþ ñêií÷åííîþ NSC-ïiäãðóïîþ. Ç îãëÿäó íà òå, ùî iñíóþòü íå ëîêàëüíî ñòóïií-÷àñòi ãðóïè iç âëàñíîþ ñêií÷åííîþ NSC-ïiäãðóïîþ äîñòàòíüî ñêëàäíî¨ ñòðóêòóðè,ïðèðîäíî îáìåæèòè êîëî ïîäàëüøèõ ïîøóêiâ ñàìå êëàñîì ëîêàëüíî-ñòóïií÷àñòèõãðóï. Ëiòåðàòóðà[1℄ Êðåêíèí Â.À. Ëîêàëüíî ñòóïåí÷àòûå 2-ãðóïïû ñî ñâåðõäîïîëíÿåìîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé// Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 2005. � 3, �4. � Ñ.137-209.[2℄ Chernikov N.S., Kreknin V.A., Òrebenko O.O. A generalization of 
ompletely fa
torizable groups//Matematy
hni Studii. � 2005. � 23, �2. � P. 129-135.[3℄ Chernikov N.S., Òrebenko O.O. RN -groups with a super
omplemented 
y
li
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