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Р абота  выполнена на кафедре математики 

К иевского го су д а р ст в е н н о го  п е д а го ги ч е ск о го  

и н сти тута  имени А .М . Г о р ь к о г о ,

Научный р ук овод и тел ь  д о к т о р  ф и зи к о -м а те 

м атических н а у к , п роф ессор  Лещенко С,3>,

О ф ициальны е оп п он ен ты :д ок тор  физпко — 

м атем атических н а у к , п р оф ессор  З ал еев .К.Г ,  , 

кандидат ф изико-м атем атических наук Ф одчук В .й  

Ведущее предприятие И н сти тут м атематики 

АН УССР.

А втор еф ер ат р а зосл а н  1 9 6 8  г .

Защита д и ссер та ц и и  с о с т о и т с я

1 9 6 8  г .  на за сед а н и и  У чен ого  

С овета  фивико -  м а тем а ти ч еск ого  ф а к ул ьтета  

К и евск ого  г о су д а р ст в е н н о г о  п е д а г о г и ч е с к о г о  

и н сти тута  имени А .М . Г ор ь к о го  /  Киев -  30 , 

Бульвар Ш евченко, 2 2 /2 4  / .

С д и ссер та ц и ей  можно озн а к о м и т ь ся  в 

б и б л и отек е .

Ученый се к р е т а р ь  с о в е т а



Одним ив важних вопросов теории колебаний явл я- 

ется  исследование колебательных процессов в нелинейных 

системах с последействием , которые обычно описываются 

дифференциальными уравнениями с запаздывающим аргумен

том .
В последнее время для научения колебаний в си ст е 

мах с вапазднванием стали широко применяться асимпто -  

тические методы нелинейной механики.Причем, наиболее 

доступными для исследований оказались колебательные 

системы с  малой нелинейностью. К ним отн ося тся  системы , 

для которых соответствующие дифференциальные уравнения 

х отя  и являются нелинейными, но содержат "малый" пара

м етр , при нулевом значении которого эти уравнения 

вырождаются в линейные.

При решении дифференциальных уравнений,содерж а

щих малый параметр, пользуются разложением в ряд по 

степеням э т о г о  параметра, а затем  решают поставленную 

задачу в первом, во втором и т .д .  приближениях.

Развитию асимптотических методов для исследова

ния слабо нелинейных колебательных систем с запаздн <=> 

ваниеы посвящено большое количество работ  советски х  

авторов : Л . Ь .сльегольца [ 1 ]  ,Н . К .К расовского [ 2  ]  а

С.н ліиманова [ 3 ~ Ц  J  , В.П.Рубаника [ $ ~ 6  ]  * 

В ,И .$одчука и Д Рч а также ряда зарубежных

а в т о р о в .
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В данной д и сса р та ц /он н ой  р а боте  рассм отрены  вопросы  

п остроени я аси м птоти чески х решений для квазилинейных с и с 

тем с запазды ванием. Р абота  содерж ит обобщ ение м етод а  

вспом огательны х си стем  С.Н.Шиманова на квазилинейные 

неавтономные системы в сл учае кратных корней разрешающих 

уравнений.

Р ассм отрен а  задача построен и я  аси м п тоти ч еск и х  при

ближений для и ссл едован и я нестационарны х колебаний в н е

линейных си стем а х  с запазды ванием . Основным аппаратом  и с

следования я вл я ется  асим птотический , м етод  Н .М .Крылова,

Н.Н. Б огол ю бова , ЮЛ .М и тр оп ол ь ск ого . П ок азан о, что для на

хождения посл едовател ьн ы х приближений функции и  1 (^ ,0 ^ )  

можно о св о б о д и т ь  о т  у сл ови я  о т с у т с т в и я  первой  гарм он и ки .

Д иссертационная р а б ота  с о с т о и т  из введен ия и тр ех

глав.
В ведение содерж ит краткий о б з о р  л и тер а тур ы .

В §1 главы первой рассматривается квазилинейная 

автономная система с одной степенью свобода и с запазды
ванием .Одним из широко распространенных приближенных ме
тодов интегрирования таких систем является метод "медлен
на меняющихся амплитуд". В данном параграфе последователь
ные приближения находятся при помощи метода малого пара
метра Пуанкаре в сочетании с методом Ван дер Поля.

Это является обобщением на системы с запаздыванием 

результатов А.П.Проскурякова,относящихся к построению 
периодических решений квазилинейных автономных систем 

не содержащих запаздывания.
§2 посвящен нахождению периодических решений квази

линейной неавтономной системы



з

х ( і ) + о , х ( і )  + а 4х (Ф )+6, х ({ -г )+ & лх ( і - * )  =

ц і ) -і е  7 [ і ш ) ,  х ц \ х а - ч  і  и - х),  * ]  (1)

Здесь а, , о і , £ ; , ^  ,Т :> 0  -  по стоянныв 

величины,функции /  и У  периодические по отношение к £

с периодом 2 ЗГ и , кроме т о г о , У  аналитична относительно 

х ( і ) ,  х ( І )  , х(Ь-*), <£ . Показывается, как найти

периодические репения уравнения ( 1) в случае кратных 

корней амплитудных уравнений.

В § 3 решена задача отыскания асимптотических 

приближений при наличии кратных корней уравнений основных 

амплитуд для системы дифференциально -  разностных уразне -  

ний вида
Х 51б) =

хпИ),х,Ц~т),..., _г„ й-г), £] } ($=/,...,п),

где 4 ^  , (>5І , Г  -  постоянные величины,причем Фг ? О , 

а функции ^  и ' і ї б Н - , ^  обладают теми же свойствами, 

что и 'функции |  и Т  в предыдущем параграфе.

Случай простых корней амплитудных уравнений 

детально изучен в работе С.Н.Шиманова [ 3 ]

Глава 1 1 , об"единягощая пять параграфов, посвящена 

распространению метода вспомогательных систем С.Н.Шимакова 

на квазилинейные неавтономные системы с  запаздыванием для 

не изучавшегося ранее случая кратных корней разрешающих 

уравнений.
8 § 1 рассмотрена квазилинейная колебательная 

система с  двумя степенями свободы .

—  ^
У _ а а * №  + 2__ Ь йЧ ІЇ-* ) +
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І р + Л , ( і )  =  / , ^ ) + £Т ,[і .у ,(і) ,  хД ),  1,(1), і , и і

\іі-г),*-л(1-г\ х,Ц-х), х Д  0 7  І 

х ^ ) + ^ х ла)=І3(і) < 7 Іл Ь .і.іи х .(о . ід ), і}(і )' 1 

*Д -Я .Ь (ЇГ ),л Д  ч ^ а  ґ и  і '

г д е Ц = К  “  целое ч и сл о , -  нецелое ч и сл о , а Функции 

-̂ 5, и удовлетворяю т тем же у сл ови я м , что и в § З

главы 1 .

В спомогательная си стем а  для уравнений ( 2 )  имеет вид

х Д Н ^ Х ' Ш ^ а )  + £ Т ,[г ,хД ),1 ли ) , х Д ) ,  ХЛ1),

х,(і-г),зь(і-т),х,((-Цхг(1 -О о ] ч  )д/г,ік/ 1 и г і  

х г т + с = >і Ю, І Д ) ,  х2 Ш,

х,и~Т), хДі-Т), х Д - О , х , а - г ) > 2 І

Периодические решения всп ом огател ьн ой  системы  и п остоя н 

ные \Д) , \Лд. ищутся в форме рядов

х Д )  =  'ХъоИ.')*-гХыЮ + &*Хи(1)1,„

ІЛь -  ІЧ о  + ^ \А/(,+ ^ ^ $ 5 + ” ' и  ,’ 2 '*

с начальными условиями
х , ( 0) =  ос,о ( Х,(0) =  Х,0(О) + & (£ )_ ,

хА(0 )  = 7 г ( 0 ^  х г ( о ) =  ФЛ(о )_ ,

ід е  = 0 .

Устанавливаются условия существования периодических 

решений системы уравнений ( 2 )  » а также способ их постро
ения.
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Зо втором п а р а гр а ф  и ссл ед уется  у стой ч и вость  периоди

чески х  колебаний системы ( 2 )  методом п одсчета  характерис

тически х п ок а за тел ей .

§ 3 содержит построение приближенных ретений ДЛЯ КВ88И— 

линейного дифференциально -  разностного уравнения т р еть его  

порядка.

3 § 4 показан процесс определения периодических решений 

системы ( 2 )  б частном случае двукратных корней уравнений 

основных амплитуд.

Д оказы вается  теорем а.

Для т о г о ,  чтобы  система ( 2 )  при д оста точ н о  малом £ 

доп ускал а  периодическое решение, обращающееся при £  -  О  

в порождающее, необходим о, чтобы  параметры /7С и $ 0 

удовл етворяли  амплитудным уравнениям

( ] и х , ^ ) = 0 ,  0 , и / о , в о ) ~ 0  ( 5 )
Если при этом

\ '  ̂ ' — ( )

и корни , /30 уравнений ( 3 )  двукратны е, то систем а

( 2 )  имеет два  периодических радения, которые разлагаю тся  в 
ряды по степеням  £  или £  ^  , Имеет м есто  бифуркация

порождающего решения.

В § 5 получены усл ови я сущ ествования и сп о со б  нахожде
ния асим птотических решений системы ( 2 )  в предположении, 
что  корни х а р ак тер и сти ч еск ого  уравнения кратные.Вспомога — 
тельная си стем а  в этом  случае имеет вид

ЭС5( 0  + Л с $(ф) =  | ь( 0  + £ %  &  Х ,ш , Х гШ , Х ,а> ,Х д Ш ,

х ,и -^ х  хла ^ ) ,  х, хла~т), ^]i\A/SI (м>£ + |д^  япк£

(ь=1, * ) ,
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начальные условия для которой удобно выбрать- такими

*,<О) =  ^о<0) - + Я ' ^  х ,(о )  =  х /0(е) + 
х4(с)- ХЛоСс)+ р 5 ( О ,  х г ( с )  = а го(;о; + ру ̂ ) ,

гд е  р1(о) =  рл(о )= р ? (о )= :р у (о> =  0 .

Д ок азы вается , ч т о  в сл учае кратных корней характе  -  

ри ети ческого уравнения и кратных корней уравнений основных 

амплитуд периодическое решение систем ы  уравнений ( 2 ) , если 

оно су щ ествует , может быть п р ед ста вл ен о  в виде ряда по 

целым положительным степеням параметра <£

Глава Ш посвящ ена исследованию  нестационарны х коле

баний в сл або нелинейных си стем ах  с  запаздыванием асим пто

тическим методом Н .М .К ры лова,Н .Н .Б оголю бова,Ю .А ,М итропольс

к о г о ,  Д оказы вается , что  для нахождения последовательны х 

приближений д о ста то ч н о  п ред стави ть  в виде ряда по степеням  

параметра £  только ^  , зад авая  а- тол ь к о  первым членом 

р я д а . У дается  также о св о б о д и ть  функции о т  усл ови я

отсу т ст в и я  первой гармоники.

3 первом параграфе рассмотрена нелинейная колебатель
ная система с одной степенью свободы с медленно меняющимися 
параметрами и для нее произведен расчет первого и второго 
приближения.

В § 2 метод предыдущего параграфа распространяется 
на квазилинейные системы со многими степенями свободы с 
запаздыванием.

Последний, третий параграф посвящен применению упомя
нутого выпе метода к системам с медленно меняющимися парамет
рами, в предположении, что "частоты" и амплитуды внешних сил 

также медленно изменяются, со временем.
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Основные резул ьтаты  ди ссертац и и  изложены в р а бо 

та х  [-9-/27  и докладывались на Ш Республиканской научной 

конференции молодых математиков Украины /  К иев, 1966 г . / ,  на 

Р еспубликан ской  конференции -  симпозиуме по дифференциальным 

уравнениям и численным методам их решения /К и е в , 1967 г . / ,  

на научных конференциях кафедр К иевского го су д а р ств е н н о го  

п е д а го ги ч е ск о го  и н сти тута  имени А .М .Г орького  /К и е в ,1 966'Г1 9 б 7 г г . /
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