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Выделение новых видов групп с заданными свойствами подгрупп 
(определяющие ограничения) и детальное их изучение обогатило тео­
рию групп многими важными результатами и существенно расширило ее 
конкретную базу. На этом пути были выделены важные классы групп, 
допускающие полное изучение.

Одним из первых видов групп, выделенных этим способом, были 
гамильтоновы группы - неабелевы группы, все подгруш.ы.которых ин­
вариантны. Конечные гамильтоновы группы были описаны Дедекиндом 
еще в 1897 году, бесконечные гамильтоновы группы описаны много 
позднее Бэром.

В 1903 году Миллер и Морено изучали конечные неабелевы груп­
пы, все собственные подгруппы которых абелевы. Они показали, что 
такие группы разрешимы и что их порядок делится не более чем на 
два различных простых числа. Детальное описание таких групп было 
получено много позднее Редей.

Естественным обобщением групп Мидлера-Морено явились группы 
Шмидта -  конечные ненильпот'ентные группы, все собственные под­
группы которых нильпотентны. Изучение таких групп было продолже­
но в работах Ю.А.Гольфанда и Редей,

Группы Гамильтона, группы Миллера-Морено и группы Шмидта по­
лучили большие применения при изучении групп. Группы Шмидта широ­
ко используются при изучении конечных ненильпотентных групп, так 
как произвольная конечная ненильпотонтная группа всегда содержит 
в качестве своей подгруппы некоторую группу Шмидта, Оказалось, 
что многие вопросы, касающиеся строения конечных разрешимых групп, 
в конечном итоге сводятся к содержащимся в них группам Шмидта. 

Строение неразрешимых конечных групп в зависимости от строения их 
подгрупп Шмидта изучали Янко, Судзуки и др. Взаимосвязь между 
свойствами подгрупп Шмидта и свойствами конечной ненильпотентной



и
группы исследовалась в работах Л.А.Шеметкова, В.А.Ведерникова и 
ДР»

. Естественно возникли попытки так или иначе обобщать группы 
Шмидта. Так» например» С.А.Чунихин исследовал класс ненильпотент- 
ннх -групп (группа, порядок которой делится на простое чис­
ло р  , называется p H .-группой) » все собственные рсС  -под­
группы которых нильпотентны (группы типа )»

Группы Шмидта обобщались также Бэром, В„А.Белоноговым» 
ЯоГоБерковичем, Паздереким, В.М.Бусаркиным, А.И.Старостиным и др.

Если определящая система подгрупп произвольной конечной 
ненильпотентной группы (т .е . система подгрупп, на которые, нала­
гаются определяющие ограничения) совпадает с системой всех соб­
ственных подгрупп, то нильпотентность, как определяющее ограниче­
ние, выделяет класс групп Шмидта. Понятно, что сужая определяющую 
систему подгрупп класса групп Шмидта или ослабляя определяющее 
его ограничение, можно получать новые классы групп как достаточ­
но близкие по своим свойствам к группам Шмидта» так и весьма да­
лекие от них. Например, среди ненильпотентных конечных групп, 
все 2-максиыальные подгруппы которых нильпотентны встречаются уже 
и неразрешимые группы.

С другой стороны, не всегда сужение определяющей системы 
подгрупп приводит к расширению класса групп Шмидта.

Примеры ненильпотентных групп порядка рср'*- ( р  » ^  ^  “
различные простые числа) и симметрической группы четвертой степе­
ни 5/, » в которых все собственные подгруппы непримарного ин­
декса нильпотентны, а также тот факт, что в группах Шмидта такие 
подгруппы всегда нильпотентны делают естественной мысль о рассмо­
трении конечных ненильпотентных групп, в которых нильпотентны 
вое собственные подгруппы непримарного индекса. Задача изучения
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таких групп была предложена автору С.Н.Черниковым и ее решению 
посвящена настоящая диссертацияо

Диссертация состоит из введения (стр.2-7), раздела “Основ­
ные сведения и обозначения” (стр. 7-15) и двух глав г "Конечные 
группы, все подгруппы неприыарного индекса которых нильпотентны" 
(стр .16-50), "Некоторые подклассы групп класса конечных групп, в 
которых все подгруппы неприыарного индекса нильпотентны" (стр.51- 
81)о Список цитированной литературы (стр.82-86) содержит 45 наи­
менований. Б конце каждой главы приводится список полученных ви­
дов групп.

Охарактеризуем содержание настоящей диссертации. Для этого 
целесообразно ввести следующие обозначения и определения.

Обозначения.
G  - конечная группа порядка | <3? { ;

2(о) - центр группы Сг !
Ф ( 0 ) - подгруппа фраттини группы <3 5

О - коммутант группы О ;
С е (А) - централизатор подгруппы А . в подгруппе % 

G=A>^& - полупрямое разложение группы О с инвариантной 
подгруппой А ь

[ а  ’ А] - индекс подгруппы А в группе С  и если • в  А;
является неотрицательной степенью простого числа, то говорят, что 
подгруппа А группы С  имеет в ней примерный индекс!

- различные простые числа!
'*-л50,у - натуральные числа!
Определения.
I .  Наименьшее натуральное число ос , удовлетворяющее 

сравнению р Х з  1 (тос{<р) , называется показателем числа р  по 
модулю ср .
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2 , Пусть & (< * )  - число всех различных простых делителей 
числа \ Сл I . Если 5?(<2)=2 , то группа <3 называется би-
приыарной. Если 5£(&) = 3 , то группа (3 называется трипри-
марной.

3» Группу Ск назовем диспереивной, если она обладает нор­
мальным рядом, факторы которого изоморфны ее силовским подгруппам.

4. Конечную ненильпотентную группу й назовем £  - груп­
пой, если все ее, подгруппы кепримарного индекса нильпотентны.

Из зтого определения непосредственно вытекает такое утвержде­
ние: всякая ненильпотентная подгруппа и всякая ненильпотентная 
фактор-группа 2 ” - группы сами являются группами.

о *
' 5. Конечную ненильпотентную группу назовем Ор -группой,

если все ее ненильпотентные собственные подгруппы имеют в ней при­
мерный индекс по одному и тому не простому числу.

Очевидно, что в 5р  -группе всякая подгруппа непримарно-
го индекса будет нильпотентной и, значит, произвольная -
группа является 5  -группой.

6. Конечную непримарную неабелеву группу, все подгруппы 
неприыарного индекса'которой абелевы назовем М -группой»

7. Конечную непримарную неабелеву группу назовем Мр-груп- 
пой, если все ее собственные неабелевы подгруппы имеют в ней 
примерный индекс по одному и тому же простому числу.

Совершенно понятно, что произвольная ненильпотентная М. -
о *группа является о -группой, а произвольная ненильпотентная 

-группа является -группой. Очевидно также, что в
Мг> -группе всякая подгруппа неприыарного .индекса абелева и, 

г  - К  "Я

значит, произвольная У -группа является N1 -группой.
В первой главе дается описание 3 -групп. § I этой главы 

носит вспомогательный характер, в нем устанавливается, в частно-



схи, что 5 -группы могут быть только биприыарными или трипри- 
нарными (лемма 1.1) и что о -группы разрешимы (рледствие 1Л ). 
Для доказательства последнего факта понадобилась

Лемма I (лемма 1.2 диссертации). В триприыарной 3 * -груп­
пе О хотя бы одна нетривиальная силовская подгруппа содернится 
в центре своего нормализатора.

Из этой леммы вытекает, в частности, что каждая хрипримарная 
З^-группа О дисперсивна и что ее коммутант (*' может 

быть ТОЛЬКО НИЛЬПОТеНТНОЙ группой ИЛИ'группой' Шмидта.
В § 2 изучается строение бипрчмарных в^-групп. Оказалось, 

что бипримарная 3 *  -группа с абелевыми (неабелевыми) силовскп- 
ми подгруппами является дисперсивной группой (следствие 1.4 и лем­
ма 1.4 диссертации) и, значит, недисперсивная бипримарная 
группа всегда имеет неабелеву и абелеву силовские подгруппы. Стро­
ение последней определяется следующей леммой.

Леша 2 (лемма 1.5 диссертации). Одна из силовских подгрупп
о *бипримарпой недисперсивной о -группы является циклической груп­

пой простого порядка.
Основные свойства бипримарных дисперсивных 3 -групп уста­

навливает
Лемма 3 ( леммы 1.6 - 1.11 диссертации). Пусть О -бипри­

марная дисперсивная Б^-группа, ( Р -  ее инвариантная силовская 
р  -подгруппа, -коммутант последней, =  р * ~  , \ Р  I -  р00 ,
. О  =£ ос и в  силовской с ^  -подгруппе О -  порядка

существует такой элемент е  , у в у ^ а  ,  что £
Ф  < Р х Щ  . Тогда справедливы следующие утверждения;

а) с * . -  о с ' - показатель числа р  по модулю о р  *
б) < % > ($ > ) = $ > ' и если Ф  - наибольшая собственная подгруппа

из , инвариантная в группе С? , то ф(£Р)= Ф  г

-  7 -
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в) 0>с <г' и ? ( & )  - элементарная абелева группа %
г) если - неабелева группа, то Ф  - элементарная абе­

лева группа и Ф =  Ф ($7°)=  ~ЕСР)= Р' . При р 4 2  порядки
всех элементов группы Р  равны р  . Бри р  = 2  порядки эле­
ментов группы Р  не превосходят *1 , но не могут быть все равны 2 i

Л) в с., и подгруппа Р  абелева (соответственно неабелева), то 
( я /  С© ( Р )  (соответственно ( я / С ( * С Р )  ) - группа §ро-

бениуса с циклической силовской -подгруппой и инвариантной
• с<,элементарной абелевой силовской р  -подгруппой порядка р  

(соответственно р ’Л' ос ) .
Отмеченное в пункте д) этой леммы свойство дисперсивных

Б к
-групп особенно подчеркивает, их близость к 

группам Шмидта, в которых фактор - группа всей группы по ее цен­
тру всегда является группой ФрОбениуса.

Полученные леммы позволяют сформулировать основной результат, 
относящиеся к бипримарным Э -группам, в виде следующей теоремы. 

Теорема I (теорема 1.1 диссертации). Конечная ненильпотентная
бипримарная группа О  ~ Р  О- С 19*1= р ^ , |0 |  = , 15й'!»  р *  }

о*тогда и только тогда является Ъ -группой, когда она принадлежит 
одному из следующих видов групп

I. С - недисперсивная группа, <*.= 1 , Ъ .
2. 0=$Рх(5 , СХ - циклическая группа и если »

то либо { 'б а: 2 ( й )  , либо { 6 °^ }  ф ~2((я) ,
= Р  х { ^ }  и выполняются условия а) - г) леммы 3.

8. (я- Р ^О -  , 6И -нециклическая группа, причем для груп­
пы С  выполняются условия а) - д) леммы 3 и, кроме того, ус­
ловие Р ‘ .

о ^
Описание Й о-групп завершается в § 3 теоремой о строении 

трипримарных -групп.
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Теорема 2 (теорема 1.2 диссертации). Конечная ненильпотент- 
ная трипримарная группа G тогда и только тогда является S ^ -  
группой, когда она принадлежит одному из следующих видов групп

1. G =  O x ( ^ ) ,  | Я  = р*Л<2| = < Л  Сг =^ , Z ( G ) = ^ *
*  , G'^G'*^1; f>A<c> - группа Шмидта.

2. G = (5 **0 ) х<с>, \<Р\=р~, \ Q\ =^ с <  1, 2(G)-
G '=  ^ О ;  , О х{су  - группы Шмидта.

3. G=ePAC<«>x<c>), l^ l-p 0*; с * * 1  , ZCG)= Р * { в * } *
х { о 1} , G 's ? 3-, б>, !Р а <с > - группы Шмидта.

Q= C ^ ^ » > 4 < c l , |S » l ip eb>« .> i l ^ c < 1 I 2 ^ ) = ^ И ,а '  = 
ггРд{^},5л{с}=^д<сУ; 5°^},(6}х(с} - группы Шмидта.

Для доказательства достаточности здесь следует воспользова­
ться тем, что каждая собственная холловская подгруппа группы G 
любого из видов I) - Ц) является нильпотентной группой или груп­
пой* Шмидта. Б доказательстве необходимости условий этой теоремы 
существенно используется лемма I и следующий очевидный факт* би-

- группы явля­
ется нильпотентной группой или группой Шмидта.

■ *
Во второй главе, дается описание определенных выше t\/L — 9

_ . .-Цт
S p -  , Мр -групп.

j Как и в первой главе, § I носит вспомогательный характер.
В частности, в § I устанавливается, что в классе Sp -групп 
строго содержатся конечные ненильпотентные роС -группы, все соб­
ственные p o i -подгруппы .которых нильпотенгны, изученные С.А.Чу- 
нихиным (лемма 2 .1 ). Истинный подкласс класса S * --  групп со­
ставляют также конечные разрешимые ненильпотентные группы с ис­
ключительно нильпотентныыи 2-ыаксимальными подгруппами, изученные' 
В.А.Белоноговым (лемма 2 .2 ).



В § 2 второй главы изучается М  -группы. Так как произволь­
ная ненильпотентная М -группа является Б^-группой, то при 
этом существенно используются результаты первой главы. Основные 
результаты рассматриваемого параграфа содержатся в следующих тео­
ремах.

Теорема 3 (теорема 2.3 диссертации). Конечная неабелевая би- 
примарная группа б  ■)
тогда и только тогда является М -группой, когда она принад­
лежит одному из следующих"ВИДОВ групп:

1. О = $Рх<3 , где - группа Миллера-Морено и
либо абелева группа, либо группа Миллера-Морено.

2. й = 3° -абелева группа, О. -циклическая
группа и если & = {& }  ,ю либо {-в^} с  2 ( 0 )  , либо
4  2 ( 0 )  и выполняются следующие условия:

а) - показатель числа р по модулю ^  *
б) ' (Р  - элементарная абелева группа %
в) О /С оС ^5) - группа фробениуса с циклической силовской 

^  -подгруппой.
3. 0  = ^ x 0  , %Р -группа Миллера-Морено, О. -цикличе­

ская группа и если 0 & { ё }  , т о  либо , либо
{€ ^} 4  2 ( 0 )  , = 9 >'х { в ° 1'}  и выполняются следую­

щие УСЛОВИЯ! ^• I
а) ос =х 3 1

б )  2  -  п о к а з а т е л ь  ч и с л а  р  п о  м одулю  $

в )  е сл и  р - 2  ,  т о  - г р у п п а  к в а т е р н и о н о в  и 3  ь

е с л и  р Ф 2  , т о  р?<^, и 4Р -н е а б е л е в а  г р у п п а ,  все элементы
к о т о р о й  имею т п о р я д о к  р  %

г )  ^ / с а  ( ^ 0  - г р у п п а  ф р о б е н и у с а  с ц и к л и ч е с к о й  с и л о в с к о й

-  10
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-подгруппой и инвариантной элементарной абелевой силовской 
р  -подгруппой порядка р 2 .

0  = О- - абелева нециклическая группа либо груп­
па Миллера-Морено, £7° - абелева группа и выполняются условия 
а) - в) пункта 2 теоремы.

5. , 61 -абелева нециклическая группа либо группа 
Миллера-Морено, 1Р -группа Миллера-Морено и выполняются условия 
а) - г) пункта 3 теоремы.

6 .  й  =  С М ^ )  .

= а 2 = а *  - 8 3= 3 , .

в  сг2 $ = а 14 = , а Г 1а.2ос= « 2 , ех''1 # а. = >̂ 2 ,

причем г (с О  =  {с г\  и группа &  /  ~Е (С ) изоморфна
симметрической группе четвертой степени

Теорема 4 ( теорема 2.4 диссертации). Конечная ненильпотент- 
пая трипримарная группа й  тогда и только тогда является М * 
-группой, когда она принадлежит одному из следующих видов групп.

1. а = а*ор>><су), т = р с, \ о \ = ъ я > -* = ̂ ,НС^) =
- , а ‘=£Р; - группа Миллера-Морено.

2. а с ( л о ) х ^ , | ? ) 1*рл л о и ^ с < 1 ,  г с е ) ^ } ,  
( * ' -  £РхО ; 5°х{с'У , <5 х <с.у - группы Миллера-Морено.

$ '= & 3; , 6°х(сЗг -группы Миллера-Морено.

4. <з«(
^ х { £ )  , < «}Х <С >  - группы Милле­

ра-Морено. !

Доказательству теоремы 3 в диссертации предшествует описание 

нильнотентных М. -групп (теорема 2 .1 ), недисперсивных М -
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групп (теорема 2»2)5 ненильпотентных дисперсивных М -групп 
(леыш 2 .4 , 2.8 и 2 .9 ), причем описание недисперсивных М  -  

групп (сы.пунк1 б теоремы 3) явилось результатом, принадлежащим 
С.Н.Черникову и автору.

В § 2 строится еще пример группы (сплетение циклической 
группы А простого порядка р  с неабелевой группой £> по­
рядка С ) )  з показывающий, что класс недисперсивных

О -групп строго включает в себя недиспорсивные М -груп­
пы.

§ 3 второй главы посвящен описанию Ор- и Мр-групп.
Так как произвольная Зр(Мр) -группа является 5 (М )-  
группой, то отыскание всех 5р(Мр) -групп сводится к выбору 
в каждом из видов 5  (М ) - групп только тех групп, в которых 
все ненильпотентные (неабелевы) собственные подгруппы имеют при- 
марный индекс по одному и тому же простому числу.

Теорема 5 (теорема 2.5 диссертации). Конечная пенильпотент-
ная группа О  тогда и только тогда является Бр -группой,

»
когда она принадлежит одному из следующих видов групп

1. G -группа вида I теоремы I .
2. в  -группа первой части вида 2 теоремы I .
3. й  -группа второй части вида 2 теоремы I при условии,

что .
4. (5 -группа вида 3 теоремы I .
5. О -группа вида I теоремы 2.

Теорема 6 (теорема 2.6 диссертации). Конечная неабелева не- 
примарная группа О  тогда и только тогда является Мр -груп­
пой, когда она принадлежит одному из следующих видов групп

О

I» С - группа вида I теоремы 3 при условии, что О- -
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абелева группа,

2. О  группа вида 2 теоремы 3.
3. О- группа вида 3 теоремы 3.
4 . . <5 - группа вида 4 теоремы 3 при условии, что О. -

абелева нециклическая группа,
5» <3 - группа вида 5 теоремы 3 при условии, что О. -

абелева нециклическая группа.
б . С? -  группа вида I  теоремы 4 ,
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