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Одной из наиболее важных задач, которые ставятся для ли
нейных дифференциальных уравнении в частных производных 
гиперболического типа, есть смешанная задача

Наиболее общие результаты по смешанной задаче для линей
ных дифференциальных уравнений второго порядка с переменны
ми коэффициентами (зависящими от х  и /) получила О. А. Ла
дыженская методом конечных разностей [1]. Она также исследо
вала метод Фурье в его наиболее общей постановке в том 
случае, когда имеет место разделение переменных.

В случае неполного разделения переменных метод Фурье был 
обобщен 3. И. Халиловым [2].

Однако, упомянутые авторы рассматривали смешанную задачу 
для гиперболических уравнений в том случае, когда граничные 
условия не изменяются по А между тем, многие задачи матема
тической физики приводят к переменным граничным условиям.

Одним из наиболее широко распространенных методов при
ближенного решения дифференциальных уравнений и систем есть 
асимптотический метод малого параметра.

В случае, когда малый параметр находится при старших про
изводных дифференциальных уравнений с частными производны
ми (параметр входит дискретно), значительные результаты полу
чили Левинсон [3], Вишни и Люстерник [4], Олейник [5] и другие.

В случае непрерывной зависимости уравнения от малого пара
метра выдающиеся результаты по асимптотическим методам полу
чили Пуанкаре, Горн, Шлезингер, Стеклов, Фаулер, Биркгоф, 
Градштейн, Тамаркин, Пугачев, Крылов и Боголюбов, Штокало, 
Митропольский, Фещенко и др. Все эти исследования относились 
к обыкновенным линейным и нелинейным дифференциальны'м 
уравнениям и системам. 1

1 Основные методы решения смешанной задачи для гиперболических 
уравнений и систем — это метод Фурье, метод преобразования Лапласа, ме
тод сведения к интегральным уравнениям, метод конечных разностей, метод 
аналитической апроксимации и асимптотические методы малого параметра.
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В 1958 г. появилась работа Г. Н. Савина и С. Ф. Фещенко [6ф 
в которой дано построение асимптотики для одного дифференци
ального уравнения с частными производными гиперболического 
типа с переменными граничными условиями.

Целью настоящей работы ерть применение асимптотического 
метода малого параметра к решению смешанной задачи для диф
ференциальных уравнений и систем гиперболического типа, коэф
фициенты и граничные условия которых зависят от х , I и малого 
параметра е, а также к решению одного интегро-дифференциаль- 
ного уравнения с медленно изменяющимися коэффициентами

К уравнениям с медленно изменяющимися коэффициентами 
приводят некоторые задачи с большими и малыми параметрами.

Отметим, что переменные граничные условия третьего рода 
при помощи определенной подстановки, можно свести к постоян
ным граничным условиям второго рода. Однако, когда в перемен
ные граничные условия входит, кроме искомой функции и ее про
изводной по х , также производная по /, то такие граничные усло
вия не удается свести к постоянным.

В работе применяется асимптотический метод малого парамет
ра для решения смешанной задачи как с постоянными, так и 
с переменными граничными условиями1 2.

Диссертация состоит из пяти глав.
В первой главе рассматривается дифференциальное уравне

ние вида:

д 2и л, \ д 2и . г>. . ди  ,
- щ г  = А ^  х> е ) +  х > ~ д х ------С (т’ * ’ Е)г,+

+  х > 0  (1)
;=1

с начальными условиями:

и (0 , эс)=ф(х), щ (0 , *) =  ф(х) (2)

1 Функция называется медленно изменяющейся, если производная от нее 
по аргументу пропорциональна малому параметру.

2 Сущность асимптотического метода заключается в том, что решение 
дифференциального уравнения, зависящего от малого параметра, ищется в 
виде разложения по степеням этого параметра. Так как эти ряды могут быть 
и расходящимися, то они рассматриваются как асимптотические, то есть, что 
их частные суммы стремятся к точному решению не с увеличением числа их 
членов, а при стремлении малого параметра к нулю.
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а ^ ,  0 )+ а 2;;(/, 0) =  0

а3иху ,  п ) + а 4и(1, я) =  0 , (3)
где г—действительный малый параметр, причем т= е/, 0 < т< /.

/̂0(/.-постоянная величина), 0 <х<~, =  /сг-(")>0(А:г(':)—дейст
вительные медленно изменяющиеся функции); ср(х), ф(л)—извест
ные функции, аД; =  1, 2, 3, 4)—постоянные числа, и(/, * ) - иско
мая функция.

Предполагается, что функции А(х, х, е), В(т, х, е), С(т, х, е), 
^3-(т, х, е) (/=1, 2 , . . . ,  Л/) — неограниченно дифференцируемы 
по т, имеют представление:

ос

А ( т, г, з)=у10щ-)-|-У £» х), В {т, х, г )= 5 0(х) +
8=1

+  ] Л 8 5,(т,х) (4)
8-1

оо со ^

С(т, X, е) =  с 0(х) +  У^£3 С,(т, д), Р ] (т, Д, £) =  ^ Е 8 /^ (т , х),
в-1 8-1

я 0'* )  =и с1х

и интегрируемы с квадратом по  ̂ вместе со всеми производ
ными ПО Т.

Решение уравнения (1) при условиях (2), (3) ищется в виде:
00

ц(/,х) =  ^ г „ (0 1 В Д , (5)
Л " 1

где ТК„(х) — собственные функции краевой задачи Штурма- 
Лиувнля, которая получается применением метода Фурье к глав
ной (не зависящей от т и е) части уравнения (I).

При этом смешанная задача (1), (2), (3) сводится к краевой 
задаче па собственные функции и задаче Коши для бесконечной 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений второго по
рядка с медленно изменяющимися коэффициентами.

г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и :
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Бесконечная система дифференциальных уравнений решается 
асимптотическим методом малого параметра. Рассматриваются 
два случая: 1) «резонансный», когда при некоторых значениях х 
одна или несколько из функций /Дх) могут стать равными 
одному из собственных значений главной части уравнения; 
2 ) «нерезонансный», когда ни одна из функций к~,(~) не прини
мает собственных значений главной части уравнения.

Для «резонансного» случая доказана следующая

ТЕОРЕМА.
Е с л и  в с е  коэф ф ициент ы  п о л у ч е н н о й  б е с к о н е ч н о й  сист ем ы  д и ф 

ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  н е о гр а н и ч е н н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м ы  п о  х 
и вы п олн яю т ся  в с е  у к а з а н н ы е  в ы ш е  у с л о в и я , то асим пт от и ческие  
частные р е ш е н и я  этой сист емы м огут  быть п р е д с т а в л е н ы  в  в и д е :

Г
г) =  £ { [3 „ , 1+ П „ К  є)іС,(/) +  Яя. | (т ,  .)}«"' +

1-1

N

+  е 5 ]  Я3п(т, е)е \  (П =1 , ?, 3 , . . . )  16)
» І—г+1

г д е  8„, і — с и м в о л  К р о н е к е р а , а  С;(') о п р е д е л я ю т с я  и з  сист ем ы  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  п е р в о г о  п о р я д к а :

-^ г -  £. +  /12 ( .̂ є)— кі (х)]} Сг +  Т і (х, є) (7)

Предполагается, что функции 1Т„ (х, є) Р ,а  (х, є), ЯдДт, е), 
0 (х, є), й(х,-з), Т і имеют представление в виде формальных 
рядов по степеням малого параметра, причем П„, Р пі, О, Т і  
начинаются с е в  первой степени, а О и — начиная с є в 
нулевой степени.

Для «нерезонансного» случая имеет 'место следующая 

ТЕОРЕМА.
Е с л и  вы п олн яю т ся  в с е  у с л о в и я  п р е д ы д у щ е й  т еорем ы , то ф о р 

м а л ь н о е  р е ш е н и е  б е с к о н е ч н о й  сист ем ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в 
н ен и й  может бьі'іь п р ед ст а вл ен о  в  в и д е :

N
2 „(/, в) =  8„, ,С( 0  +  (х, є)Єій/ ‘- (8 )
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где (Уд—Щ +щ Ц) определяется из дифференциального урав-

_ ' - Г-~!
Функции А?;,,, о ,  £> имеют представление в виде формаль-

^  Г*ш>
ных рядов по степеням г, причем /?;„ и О  начинаются с е в  
первой степени, а й начинаются с е в  нулевой степени.

Применяя методы функционального анализа, дается матема
тическое обоснование применяемого асимптотического метода 
малого параметра. Для этого доказывается существование беско
нечной системы дифференциальных уравнений с медленно из
меняющимися коэффициентами, формулируются некоторые вспо
могательные лем.мы и доказывается следующая

ТЕОРЕМА. Ч
Е сли  точные р еш ен и я® 2 п полученной бесконечной системы 

ди ф ф ерен ц и альн ы х уравн ен и й  и ,,гп‘‘ -тые приближ ения  
взяты при о ди н ак овы х  начальны х услови ях , то найдется такая 
постоянная вели чи н а С,п, не зави сящ ая  от £, что имеет место 
неравенст во:

Указываются также достаточные условия для существования 
непрерывно дифференцируемого решения смешанной задачи (1),

Во второй главе рассматривается система дифференциальных 
уравнений вида:

н е н и я :

О Д [Д(т, є ) + / а ( т ,  в)]ЦП
си

(Ю)

(2), (3 ).

+  ер(х, X, £)еій (11)
с начальными условиями:

и(0 , х)=ф(х), щ(0 , х) = ф(х) ( 12)
7



1 ф ,  0)=0, иху ,  1)=0, (13)
где г (0 <  з -<£„) — малый параметр, причем т =  г/,
(1Ь — к(~) >  0 ; ^(т, х, е )  -  известная л - мерная вектор-функ

ция; Л(т, х, г), В(т, лг, г), С(х, х, £), 0 (-, х, е) — квадратные матри
цы н-го порядка, имеющие представление:

оо оо

/Цт, х, е)=Аи+ У г ° А а[х, X), В[х, X, г) =  В0-\- У |г« Я ,(т , х),
8=1 8=1

ОО оо

С(х, Л-, 8) =  У  е*с8(т, х ) ,  0 (т, х, е) =  у у щ т ,  х), Г(т, X, 5) =
в=а 8=т

со

=  У г ^ ( т , х )  (14)
. 8—0

Мц, /?0 — постоянные матрицы //-го порядка, причем матрица 
А 0 имеет обратную).

Предполагается, что матрицы А [х , х, е), 5(-, х, г). С(т, X, г), 
/Л(т, х, г) и вектор-функция /Г(т, х, е) неограниченно дифферен
цируемы по т и интегрируемы с квадратом по д(0 < 1х < : 1), а 
к (г)  —действительная медленно изменяющаяся функция, неогра
ниченно дифференцируемая по т; кроме этого, постоянная 
матрица 5и=Ло имеет различные действительные характе
ристические числа >.?, II, . . . , X2.

Тогда при помощи неособенного линейного преобразования 
//(/, х ) =  ТУ{1 х), где Г—постоянная матрица, смешанная задача 
(11), (12), (13) приводится к смешанной задаче относительно 
неизвестной функции У(1, х ) .

Решение последней задачи ищется в виде ряда по собствен
ным функциям главной части системы:

1ф,х) =  уХ ;(х)У 70. (15)
3-1

и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  в т о р о г о  р о д а : ’ )

1 О т м е т и м ,  ч т о  к  п о с т о я н н ы м  о д н о р о д н ы м  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м  в т о р о г о  
р о д а  ( п р и  п о м о щ и  о п р е д е л е н н о й  п о д с т а н о в к и )  п р и в о д я т с я  п е р е м е н н ы е  г р а 
н и ч н ы е  у с л о в и я  т р е т ь е г о  р о д а  [7 ] .  В  с л у ч а е  с и с т е м ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в 
н е н и й  н у ж н о  т р е б о в а т ь ,  ч т о б ы  м а т р и ц ы ,  в х о д я щ и е  в  п е р е м е н н ы е  г р а н и ч н ы е  
у с л о в и я ,  б ы л и  к о м м у т а т и в н ы м и .  Т о л ь к о  в  э т о м  с л у ч а е  и м е е т  м е с т о  с в е д е н и е  
п е р е м е н н ы х  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  к  п о с т о я н н ы м .
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При этом смешанная задача сводится к краевой задаче на 
собственные функции Х г-(х) главной части системы и задаче 
Коши для бесконечной системы обыкновенных дифференциаль
ных уравнений относительно К,(/).

Последняя система решается при помощи асимптотического 
метода малого параметра.

Рассматриваются два случая: 1) «резонансный», когда при 
некоторых значениях т функция к2{~) может стать равной одно
му из чисел Хр/т( = 1 , 2 ,,.., п ; т — \ ,  2,...); 2) „нерезонансный*, 
когда для всех х функция /с2(х) не может принимать значений )лчт. 

Для «резонансного» случая имеет место

ТЕОРЕМА.

Е сл и  в с е  коэф ф ициент ы  п олучен н ой  бесконечной системы н е 
о гр а н и ч ен н о  д и ф ф ер ен ц и р уем ы  по т и выполняют ся ук а за н н ы е  
вы ш е у с л о в и я , го  асимптотические реш ения указан н ой  системы 
могут  быть п редст авлен ы  в  ви де:

У  Л ,  е )= | 1+гДт(т, £)]Се,’0+Ет(т, (16)

гд е  Щ ) оп ределяет ся  и з системы ди ф ф ерен ц и альн ы х у р а в н е н и й :

- § ~  =  №  е) + / [ 2 ( т , е ) - Е А ( т ) ] ) С ( 0 + 2 ( т , е). (17)

Здесь Е т ,  1 =  Е  при т  --1 и Е т, | =  0 при т ф  1, а квадратные 
матрицы д „ (т ,  г), 0 ( х  , г ) ,  <2(т, е) л- го порядка и л-мерные век
тора £,„(-с, е), Z{■z, =) имеют представление в виде формальных 
рядов по степеням малого параметра £

Для «нерезонансного» случая имет место следующая

ТЕОРЕМА.

Е сли  вы полняю т ся все  ус л о в и я  п реды дущ ей  теоремы, то ф о р 
м а л ьн ы е  р еш ен и я  бескон ечн ой  системы ди ф ф ерен ц и альн ы х у р а в 
нений м огут  быть предст авлены  в  виде:

У,М, о  =  [Ет. I •+ еП„(т, .8)] Щ + Рт(х, е)£<в, (18)

г д е  ОД=Д(0 + ' т/(0  определяю т ся из системы диф ф еренциальны х  
у р а в н е н и й  п е р в о го  п оря дка:

=  щ - ,  (19)

9



Предполагается, что матрицы ГХ„,(т, е), §((т, е) и вектора 
В т(т. ~) неограниченно дифференцируемы по т' и имеют пред
ставление в виде формальных рядов по степеням малого пара
метра.

В третьей главе рассматривается дифференциальное урав
нение вида:

о2и
-  =  Х 0Н -ф  е £ . , и +  е £ р ?(х . * • е ) Л “ ' £)

с начальными условиями:
и(0 , х) =  0 , Н|(0 , х) —  О

и переменными граничными условиями вида:
их((,  0 )  +  й(х, г)и,(( ,  0 )  +  6 ( х ,  е) н (Л 0 ) = е/ ( т , е )

их{1, ") + е)и,(* *)=Е£(Т> 8)’

(20)

(21)

( 22 )

где и / ,  дифференциальные операторы вида:

/'о=_1 г ( д,(А') ^ _) _ а д

Ц  =  Л ( х ,  X ,  е )
<?2

с/х- +  -В(Х> •*> £) Ох
-С(х,х, е ) . (23)

Функции А , В , С , Ру, а, Ь, с , 0, /, g имеют представление 
в виде рядов по степеням е, причем так, что переменные гра
ничные условия при е =  0  вырождаются в постоянные гранич
ные условия третьего рода.

Решение смешанной задачи (20), (21), (22) ищется в виде:

ц(/, * , . ) - ] £  г„ ( /)(Р п(х )+ е х 2к 1(/, е ) - н * 2- * 2Ж а(г, е), (23)
П=|

где 1У„(х) — собственные функции главной части уравнения, 
то есть, собственные функции оператора Ц ,  а УДф е), V-2.it , в) — 
невязки в граничных условиях.

При этом смешанная задача (20), (21), (22) также сводится 
к краевой задаче на собственные функции главной части урав
нения [8] и задачи Коши для бесконечной системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений с медленно изменяющимися коэф-
1 0



фицпентаии. Неизвестные функции РД7, е) и Уф/, е) определя
ются из граничных условий [6 ].

Рассматриваются два случая: «резонансный» и «нерезонанс
ный». Для каждого из этих случаев доказывается соответствую
щая теорема.

В четвертой главе исследуется система дифференциальных 
уравнений вида:

д 2и . д-а , „ ди  , . .
=  х > г) - ^ Г  +  -В (х’ х >£) ~дх~  +  гС(т- *• *Ул +

- | - е£>(т, х ,  е) г 'Я 

с начальными условиями:
и{0 , х) =  0 , н<(0 , х) =  О 

и переменными граничными условиями:
афт, ф х( / , 0 )+ а а(т, е)и#, 0 )+ а 3(т, е)ы(Л 0 ) = 0

афт, е)ы,(/, 1) фафт, е)ц|(<, 1)+йй(т) в)и(*, 1) = 0.
Здесь Д(т, л ,  г) — /?г-мерный вектор, а Д(т, х, е) ,  В (х, х , е), 

С(т, х, е), афт, г) (/ =  1, 2, 3, 4, 5, 6 )—квадратные матрицы ог-го 
порядка, имеющие следующее представление1:

Ой со

Д(т, х, е) =  Д0 +  ̂ Е*Дфт, *), В (х> х > г)=  £‘ЙФХ, •*)>

( 2 4 )

(25)

(26)

э=0

С(т, X, 8 )=  V Е‘Сфт, X), Д(т, X, е )=  V Е'Дфт, X),
5 О

ац(т, г) =  2  £8а6>(т), д,фт, е)=а(°> +  ^  е*а£>(т),
8-1 в=~1

(/, =  1, 2, 4, 5; / 2 =  3, 6) ( 2 7 )

Матрицы Д0 и — постоянные, причем Д0 — чисто диаго
нальная с характеристическими числами >4, ■ • . ,  7,2П.

1 Предположение (27) несущественно, данные матрицы могут быть пред
ставлены конечными суммами указанного вида.
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Решение смешанной задачи (24), (25), (26) ищется в виде:

функции И (Г, X ) .

Решение последней системы представляется в виде ряда по 
фундаментальным решениям главной части уравнения; то есть:

При этом получаем краевую задачу для фундаментальных 
решений У„(х) и задачу Коши для бесконечной системы обык
новенных дифференциальных уравнений относительно вектор- 
функции /'„(О- Неизвестные функции V,(7, е) и !/,(*, е) опреде
ляются из граничных условий.

Бесконечная система второго порядка и две бесконечные 
системы (получающиеся из граничных условий) первого порядка 
решаются асимптотическим, методом малого параметра. Рассмат
риваются как «резонансный», так и «нерезонансный» случаи. Для 
этих случаев доказываются соответствующие теоремы.

В пятой главе рассматривается вопрос об асимптотическом 
решении одного типа интегро-дифференциальных уравнений с 
медленно изменяющимися коэффициентами следующего вида: 1

/<(т, х , X, а), ^(т, л', е) -  неограниченно дифференцируемы по т, 
непрерывны по л(0 < х < 1) и имеют представление в виде 
асимптотических рядов по степеням малого параметра, начи
ная с е в  нулевой степени.

1 О т ч е т а м ,  ч т о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  в т о р о г о  п о р я д к а  с  о п е р а 
т о р н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  ( в  г и л ь б е р т о в о м  п р о с т р а н с т в е )  р а с с м а т р и в а л о с ь  в 
р а б о т е  ,9 ] ;  о н о  с в о д и л о с ь  к  с и с т е м е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и и  п е р в о г о  
п о р я д к а ,  д л я  к о т о р о й  п о с т р о е н  ф о р м а л ь н ы й  п р о ц е с с  р а с щ е п л е н и я  и  д о к а з а н а  
а с и м п т о т и ч е с к а я  с х о д и м о с т ь  в с м ы с л е  н о р м ы  п р о с т р а н с т в а .

и ( / , * ) - у ; (29)
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Относительно ядра К 0(~, х,;,г) предполагаем, что оно дей
ствительное и симметрическое, а функция Л0(х) удовлетворяет 
условию Д ,(х)>0 .

Формальный процесс, который мы применяем для решения 
нптсгро-днфференцнального уравнения (30), рассматривался рань
ше для дифференциальных уравнений в работах И. 3. Штока- 
ло [10], С. Ф. Фещенко [11], [12], Далецкого и Крейна [9] и др.

Предполагается, что главная часть уравнения (30) имеет вид:
1

А (т> х)ф(т, * М (Д  |  /Со(х, х, Е)ф(т, 1)61. (31)
о

Рассматриваются два случая: 1) ,,резонансный", когда одна 
(или несколько) из функций к \ ' )  при некоторых т может стать
равной одному из значении у-^ -; 2 ) ,,нерезонансный",-ког

да ни одна из функций к )(т) при всех т не может принимать
значении Xv(t)

Для «резонансного» случая имеет место

ТЕОРЕМА.

Е сл и  ф у н к ц и и  Д,(т, х),  В в( т, х ) , F jS\* ,x )  — н е  о гр а н и ч е н о  д и ф 
ф е р е н ц и р у е м ы  по т, /<0(т, х ,  $) — д ей ст ви т ел ьн о е  н е п р е р ы в н о е  
n o  / i , x , t  с и м м е т р и ч е с к о е  по х, ? п о л о ж и т е л ь н о  - о п р е д е л е н 
н о е  я д р о ,  з а д а н н о е  в о б л а с т и  S  ( 0 < х ,  & < 1, 0 <  т <  L) а  
К/т, х , t )  (s == 1, 2, 3, 4, . .  ) — р е г у л я р н ы е  я д р а  в эт о й  о б 
л а с т и , т о  а с и м п т о т и ч е с к о е  ч а ст н о е  р е ш е н и е  и н т е гр о -д и ф -  
ф е р а н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  (30) м о ж е т  б ы т ь п р е д с т а в л е н о  
в виде-.

N
U (t,  х ,  е) =  [ф 1(т, х) +  еЩ т, X, е ]ф )б«>  +  £  P , i X, х, е) е % ’ (32)

где (pjft, х) — собст венная ф ун кц и я  сим м ет рического я д р а  
К 0(х> х > Н, от вечаю щ ая собст венном у зн а ч ен и ю  Х,(т), a  С(/) о п р е д е 
ляется и з д и ф ф ер ен ц и а л ь н о го  у р а вн е н и я  п е р в о го  порядка-.

- j f -  =  {0(т, е)+ / [9(Т, е ) _ ftj(x)]} C(0 +  Z(x, г). (33)
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Функции П(т, X, о), Р ,(т, X, г), D{т, е), Q (r, s), Z(т, s) ИМвЮТ 
представление в виде формальных рядов по степеням малого 
параметра, причем И, Q — начиная с е в  нулевой степени, а 
Pj, D, Z  -  начиная с е в  первой степени.

Для «нерезонансного» случая имеет место следующая

ТЕОРЕМА.

Е сл и  вы п ол н яю т ся  в с е  у с л о в и я  п р е д ы д у щ е й  т еоремы, то а с и м п 
тотическое част ное р е ш е н и е  и -д  у р а в н е н и я  ( 1 )  может быть п р е д 
ст авлено в  в и д е :

N

u(t,  х ,  e)=tp, (т, у) С(0 +  Y j Н] {Х’ Х’ е)е^  ’ (34>
P i

г д е  С( 0  оп р едел я ет ся  и з  ди ф . у р а в н е н и я  п е р в о го  п о р я д к а :

=  [0 (т , г) +  / й  (т, s)] ОД (35)

Функции s), е), й (т , £) имеют представление в виде
формальных рядов по степеням малого параметра:

во ОО

X, е) «  V е*Я$8,(т, X), D(T, е) =  ̂  £в̂  W-
во

е ) - ^ ] е * а д .  О б)

Основные результаты диссертационной работы напечатаны в 
статьях [13—17].
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