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Как известно, современная конструктивная теория функций 
берет свое начало от классической теоремы Вейсрштрасса: 
В сяк ая  непрерывная на зам кн утом  отрезке  [а, Ь  ] фукция !(х )  
аппроксимируется сколь угодно точно полиномами. Другими 
словами,

(т } Ш и т  берется по всем многочленам степени не выше п).
Однако, теорема Вейерштрасса ничего не утверждает отно

сительно быстроты, с которой Е п(/) стремится к нулю при 
«-5-00. Эта быстрота стремления к нулю Е„ (/) зависит от 
дифференциальных свойств функции /(х), например, таких, 
как наличие ограниченной производной того или иного поряд
ка, аналитичности и т. д.

В настоящее время, благодаря работам Д. Джексона [9], 
Валле-Пуссен [10] и С. Н. Бернштейна [2], [7], связь между 
дифференциальными свойствами функции ! ( х ) и быстротою 
убывания величины Е „  (/) исследована весьма полно.

В этих работах Д. Джексона [9] и С. Н. Бернштейна [2, 7] 
рассматривается вопрос о связи структурно-дифференциаль
ных свойств функции с порядком убывания ее наилучших 
приближений обыкновенными алгебраическими многочленами 
(или тригонометрическими полиномами) степени не выше п  

при п  -> со.
Д. Джексоном было доказано, что если функция /(х) на 

сегменте [я, (?] имеет непрерывную производную порядка Г  

( г — натуральное число), то для п  >  г  справедлива оценка

Еп ( !)  0 п  —> со,
где

Еп (!) =  іп ! шах }'(х)— Р П (х) .
Р п (Л ') 0 < Х < &
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где со,.(о)—модуль непрерывности /1Г|(х), Т. е.

'»r(8 )==  max I /"'>(*) — / , п ( у )  I ,
!-т-у ;з1 I

су ■— постоянная, зависящая только от г .

Для периодического случая, Д. Джексоном получен следую
щий результат:
Если

/(г,(*) е L i p u  а (0 < а  <  1; =  const),
то

12(гт-і)М 
Рп (/) ^  „ (г+ау -

где
Рч (/) =  і и)ш ах I ! {х )—>Тп | .

т п (-**) х  ̂ 9

С. Н. Бернштейн [2] и Валле-Пуссен [10] получили резуль
таты, ставшие ныне классическими, которые решают обратную 
задачу, задачу характеристики структурно-дифференциальных 
свойств функции на основании порядка малости ее наилучше
го приближения.

С. Н. Бернштейн установил, что если /(аг) — непрерывная
периодическая (с периодом 2~) функция и р„ ( [ )  <  ' п г 1 т  ( г  ~

натуральное число), то у функции [ ( х ^  существуют непрерыв
нее производные /'(х), У " ( х ) ,  . . . , /<г)(х), причем Д'Дх)
принадлежит классу Ы р х  (0 <С а <  1), а при а =  1 р>(л:)єИД 
где 1Е— класс функций, для которых

ш(о) <  В о (1 +  1п | о |)

( В  не зависит от о).
Структурная характеристика класса Ы р  1 получена в ра

боте А. Зигмунда [11].
Сопоставляя результаты С. Н. Бернштейна и Валле-Пус

сена с результатом Д. Джексона мы видим, что неравенство

Р п ( / ) < - ^  (0 <  а  <  1)

является необходимым и достаточным условием для того, что
бы у функции /(х) существовала производная порядка г  

(/■ -— натуральное число) и /(г)(*)е/д/?а (0 <  а <  1).
4



При а =  1 это условие остается, необходимым для того, 
чтобы f ( x ) входило в U p  1, по уже перестает быть достаточ
ным.

Уточняя эти результаты, Н. И. Ахиезер, М. Г. Крейн [1] и 
Ж. Фавар [81 показали, что если периодическая (с периодом 
2я) функция /(л) ( оо<х<ос) имеет ограниченную производ
ную порядка /' (/'— натуральное число), то

Рп (/) <  - ~ г  su p  | /И ( * )  | , 

где

,  4 хд (_1>Сг+0 _
к (2Х +1У +1 ’
, '/,“ 0

1 =  fr,i <  Агг <С • • • <  ~  <  • • • <С <Г А':1 <  к ! =='2_-

Таким образом для к г  существует общині верхняя грань .
В настоящей работе рассматриваются адамаровские клас

сы D { A r.}, С  [ А , - }  и С  [ А г  ; [ — К 1] (см. ниже (1), (2) и (3) 
бесконечно дифференцируемых функций f { x ) (на всей число
вой оси и на отрезке [—1,1]), и для этих классов устанавлива
ются прямые и обратные теоремы типа Джексона и Берпштей- 

_ла, которые дают необходимое недостаточное условие при
надлежности функции [ ( х )  к соответствующему классу в 
терминах наилучшего приближения тригонометрическими 
полиномами, целыми функциями экспоненциального типа и 
алгебраическими многочленами.

Пусть {Аг }о° — заданная возрастающая последователь-
Г

ПОСТЬ положительных чисел таких, ЧТО А 0 =  1, ) Д.-*Оо(л->.Со). 
Обозначим через С а  {Л,.} ( а  £ 0 )  класс бесконечно дифферен
цируемых функций /(х) (— оэ < Х  <  со), для которых

| р)(х) | < В а ' '  А г  ( г — 0 ,  1, 2, 3, . . .  ) (1)

( В  — константа, зависящая от Дх).
Объединение этих классов обозначим через

C { A r } = U C a .  (2)
«>0
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Пусть D a { A T ) и D  [ А , -  } — подклассы, соответсвенно, 
С а  [ А ,• ] н С [ А Г } ,  состоящие из периодических (с периодом 
2-) функций.

Обозначим через С а  {Л, ;  [ — 1,1 ]} (а>0) класс бесконечно 
дифференцируемых функций на отрезке [—1,1], для которых

! /(г,0 )  <  В а -  А г ( - 1  < x  <  1; /- =  0, Г, 2, 3, . . . ),

где В — константа, зависящая от /(х).
Объединение этих классов обозначим через

С  { А , - ;  [ -  1,1]} = U C n { A ;  [-1 ,1 ]}. (3)
а г  0

Работа состоит из трех глав.
В первой главе излагаются вопросы, связанные с выпуклой 

регуляризацией последовательностей. Аппарат выпуклой ре
гуляризации, как видно из дальнейших глав, весьма полезен 
при изучении конструктивных свойств классов бесконечно 
дифференцируемых функций. Основные результаты этой главы 
принадлежат С. Мандельбройту [3].

Во второй главе изучается порядок аппроксимации рас
сматриваемых классов бесконечно дифференцируемых функ
ций.

Глава II состоит из четырех параграфов.
В первом параграфе рассматриваются классы D { A r  } беско

нечно дифференцируемых периодических (с периодом 2тг) 
функций и для этих классов устанавливается связь между диф
ференциальными свойствами функции j { x )  ( — со  <  х  <  оо) 
и порядком ее наилучшего приближения p n ( f )  тригонометри
ческими полиномами Т п (х) степени п  при с о .

Доказываются следующие прямые и обратные теоремы 
аппроксимации, которые дают необходимое и достаточное 
условие принадлежности функции f ( x )  (—со<х:<со) к соот
ветствующему классу D  \ А Г  } в терминах наплучшего при
ближения рп (/)-

Т е о р е м а  1.1. Е с л и  ф у н к ц и я  f ( x )  б е с к о н е ч н о  д и ф ф е р е н 

ц и р у е м а я  п е р и о д и ч е с к а я  ( с  п е р и о д о м  2 ~ )  и  | /(,'>(х) | <С7г>' А г  

( С — const; г = 0, 1 , 2 , .  . . ), т о  н а и л у ч ш е е  п р и б л и ж е н и е  п р и  

п о м о щ и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  п о л и н о м о в  с т е п е н и  н е  в ы ш е  п  

б у д е т
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и

о(0я= та х  {г1 — ]< ^ л г } ( 0 <  / <  со)
О <}•<*»

рп ( / ) = ? ' « / тах | / ( х )  -  Т п  (л) I ,
Т п (ЛГ)—«*<ж< »

Тп (х)— т р и г о н о м е т р и ч е с к и й  п о л и н о м ,  с т е п е н и  п .

Т е о р е м  а 1.2. Е с л и  {А- }о° — з а д а н н а я  в о з р а с т а ю щ а я  п о 

с л е д о в а т е л ь н о с т ь  п о л о ж и т е л ь н ы х  ч и с е л ,  ^0=  1, V А г-> оо(г-> оо), 
п р и ч е м  в ы п о л н е н о  у с л о в и е

и  н а и л у ч ш е е  п р и б л и ж е н и е  т р и г о н о м е т р и ч е с к и м и  п о л и н о м а м и  

с т е п е н и  н е  в ы ш е  п

7  - « ’ (ю в ^ П
рп(/) =  0 \е  )  для некоторого а  >  0, то /(х)е£>[А-}-
Из теоремы 1..1 и 1.2 следует, что условие"

обходимым и достаточным для того, чтобы /(х)еО{А. }•
Во втором параграфе рассматривается приближение на 

оси классов С{,4Г } целыми функциями экспоненциального 
типа g■jl (х) с показателем л>0, и доказываются следующие
прямые и обратные теоремы, которые дают необходимое и 
достаточное условие принадлежности функции /(х) к соот
ветствующему классу С{А- } в терминах наилучшего прибли
жения (/) целыми функциями экспоненциального типа £.(х)
с показателем >»>0.

Т е о р е м а  2.1. Е с л и  ф у н к ц и я  ( / ( х )  б е с к о н е ч н о  д и ф ф е р е н 

ц и р у е м а я  н а  в с е й  в е щ е с т в е н н о й  о с и  — со < *  <  оо  11-

т о  н а и л у ч ш е е  п р и б л и ж е н и е  0 ^ ( / )  ц е л ы м и  ф у н к ц и я м и  э к с п о 

н е н ц и а л ь н о г о  т и п а  о .  (х) с  п о к а з а т е л е м  б у д е т  ■

Г

[г

(для некоторого а> 0 ) является не-

| | < В а ' - А г  ( а > 0; г =  0,,1, 2, 3 . . . ),



а

а(і) =  щ а х  [ г і —  І с ^  А г }, (0  <  і  <  со )

Т е о р е м а  2.2. П у с т ь  [ А г  }“ — з а д а н н а я  в о з р а с т а ю щ а я  

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  п о л о ж и т е л ь н ы х  ч и с е л ,  у д о в л е т в о р я ю щ а я  

у с л о в и ю

и  н а и л у ч ш е е  п р и б л и ж е н и е  ц е л ы м и  ф у н к ц и я м и  э к с п о н е н ц и а л ь 

н о г о  т и п а  с  п о к а з а т е л е м  ^ > 0

г д е  {>-*} <Г — н е к о т о р а я  в о з р а с т а ю щ а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь

к  =  1, 2 , 3 ,  . . . ) , > *- >  оо (к  ->  со ).

Т о г д а  [(х) є С { А Г }.
Сопоставляя теоремы 2.2 с результатом теоремы 2.1 по лу

чим следующее.
Следствие. Д л я  т о г о ,  ч т о б ы  /(х) є С [ А , -  } н е о б х о д и м о  и  д о 

с т а т о ч н о ,  ч т о б ы

В третьем параграфе рассматривается приближение функ
ций класса С { А Г ; [ — 1, 1]) посредством алгебраических по
линомов Р П (х) степени не выше /т и устанавливаются следую
щие прямые и обратные теоремы аппроксимации.

Ц х )  б е с к о н е ч н о  д и ф ф е р е н ц и р у е м а я  н а  о т р е з к е  [—1 , 1 ]  и  

|/‘(,'1(х)| <£«'■  А' (г=0, 1,2, . . . ). Т о г д а  н а и л у ч ш е е  Н р и б л и -

( д л я  н е к о т о р о г о  а> 0 ),

д л я  н е к о т о р о г о  а > 0).

Т е о р е м а  3.1. П у с т ь — в о з р а с т а е т  и  п у с т ь  ф у н к ц и я



ж е н и е  Е „  (/) п о с р е д с т в о м  а л г е б р а и ч е с к и х  п о л и н о м о в  с т е 

п е н и  н е  в ы ш е  п  б у д е т

Г-«(/) =  о и
- =('«4 )

, (Ь —  сопб^
г д е

з(/) =  шах {/7 — 1о̂ ' А  г }, (0 <  / <  оэ)

Е „  (/) =  і п /  шах | П х ) - Р и ( х )  | ,
рп (*)—1<х<1

Р п  (х) — а л г е б р а и ч е с к и й  п о л и н о м  с т е п е н и  п .  

Т е о р е м а  3.2. П у с т ь  |-р-| — в о з р а с т а е т  и  

А г+\ у4,._1
1 ^ ' А ;

<  к < о -о 0 = 1 ,  2, 3, . . . )

и  п у с т ь  н а и л у ч ш е е  п р и б л и ж е н и е  п о с р е д с т в о м  а л г е б р а и ч е с к и х  

' м н о г о ч л е н о в  с т е п е н и  н е  в ы ш е  п  б у д е т

Е, (П =  0\е
Т о г д а  /(л) е С { А Г ; [ — 1 +  £, 1 — г]} п р и  л ю б о м  е> 0 .

Т е о р е м а  3.3. П у с т ь  ].4Г — з а д а н н а я  в о з р а с т а ю щ а я

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  п о л о ж и т е л ь н ы х  ч и с е л  у д о в л е т в о р я ю щ а я  

у с л о в и ю

Д.+1 Лг-_1_< л . < 0 о (г=>1, 2, 3, . . . )1
А\

и  н а и л у ч ш е е  п р и б л и ж е н и е  п о с р е д с т в о м  а л г е б р а и ч е с к и х  м н о 

г о ч л е н о в  с т е п е н и  н е  в ы ш е  п .  -
/ -з(Ю 6Л.)

Еп (!) =  0\е
Т о г д а  /(х) е С {Л з г; [ — 1 ,1 ]).
Из теоремы 3.1 » 3.2 вытекает:

Следствие. Д л я  т о г о ,  ч т о б ы  ф у н к ц и я  /(х) п р и н а д л е з к а л а  к  

к л а с с а м  С { А Г ; [—1 + £. 1 —8]} н е о б х о д и м о  и  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  

д л я  к а ж д о г о  е>0  н а ш л а с ь  а г > 0  т а к о е ,  ч т о

е : ( / )  =  ° [ є{ г Щ ,

9



где
Е \ ( f ) =  i n /  max | f ( x ) — P „  ( x )  | .

P „  ( x ) - l + z < x < l - i

Из теоремы 3.1 и 3.2 видно, что, вообще говоря, иа отрезке 
[—1,1] класс не сохраняется, а'на любом отрезке, целиком ле
жащем в (—1,1), класс сохраняется.

В четвертом параграфе доказанные общие теоремы приме
няются к некоторым конкретным примерам.

I. Пусть
а

е  если X  >  0.
0 , если х  <  0.

где й>0; а > 0 .
lo g  г

Доказывается, что | /(г,(х) | <  В Ь Г е  

Тогда

Ох(/) =  о ( ^ { - А Х сГП} ))

где к  — некоторое положительное число, причем этот резуль
тат не может быть существенно улучшен.

2. Пусть
а

f ( x )  =  e ~  > s i n x > a  , а >  0; а >  0.
Тогда

р п ( / )  =  о ( е х р [ — Ь 1п  “--}),

где b  1 — некоторое положительное число.
3. Пусть

К ■ f ехР (— а I log* 1 “ ), если 0 < * < 1 .
[ 0 , если — 1 <  х .<0.

где а > 0  и а >  1.
Доказывается, что



где Ь -  — некоторое положительное число, зависящее ОТ г>0.

( , . . А  !При этом класс С  \ г г  е  ; [—1 +  е , 1 — г]) нельзя сузить. 
Имеем

где ь \

Е - п ( [ )  =  0  ( е х р  {  —  b \  logS}), 

некоторое положительное число.
4. Пусть 

'  № с х р  [ — loga а

sin х
(з >  ; а  >  1.

Доказывается, что

Р„ (/)'= О  (е х р  { —  b 2 iQgn})-

где Ь 2 — некоторое положительное число.
В третьей главе рассматриваются классы функций /(х) 

(— со <  х  <  со), для которых справедливы некоторые общие 
оценки наилучшего приближения Ĝ  (/) I G \  (f ) =  i n f  m a x  \ f ( x ) —

\  e }  <*> *
— £ }  (x) 11 и длятаких классов устанавливаются достаточные 
условия квазианалитичности.

Доказывается следующая теорема.
Т е о р е м а .  П у с т ь  f ( x )  о п р е д е л е н а  н а  о с е й  о с и  —  со <х<оо  

и  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и я м :

1) Д л я  н е к о т о р о й  в о з р а с т а ю щ е й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  { *̂}(Г> 
>-о=1, < d  (d =  const; k — 0, 1, 2, . . . ), Х*->со (7г-*<»),

А.ь

G }ih(/)  =  0 ( e - 4 ^  >k )),

г д е  a(/) — в ы п у к л а я  ф у н к ц и я  и  o " ( t )  >  а  >  0.
ос

2) ' Г a(t)e-‘dt = со .
о

3) /(х) = * 0  н а  н е к о т о р о м  б е с к о н е ч н о м  о г р а н и ч е н н о м  т о ч е ч 

н о м  м н о ж е с т в е  в е щ е с т в е н н о й  о с и .

Т о г д а  f ( x )  = 0  н а  в с е й  о с и  — <*> <  „у <  to ,
Иначе говоря, семейство функций, удовлетворяющих усло

вию теоремы, составляет квазианалитический класс функций 
на оси — со <  х <  со .

11



Результаты настоящей диссертации были доложены на 
XXV научно-технической конференции Киевского инженерно- 
строительного института (март 1964 года) и опубликованы в 
работах [4, 5, 6].
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