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УДК 517.521.8
Бiлоцький М. М., Деканов С. Я., Михалiн Г. О.
(НПУ iм. М. Драгоманова, м. Київ)

ТАУБЕРОВI ТЕОРЕМИ IЗ ЗАЛИШКОМ
ДЛЯ МЕТОДIВ ПIДСУМОВУВАННЯ ВОРОНОГО
З РАЦIОНАЛЬНОЮ ТВIРНОЮ ФУНКЦIЄЮ

Для додатних регулярних середнiх Вороного вигляду W (p)
n =

1

Pn

n∑
k=0

pn−kSk з твiрною

функцiєю p(z) =
∞∑
n=0

pnz
n, що є рацiональною i задовольняє певнi умови, вказано загальний

метод одержання тауберових теорем iз залишком.

A general method for obtaining of Tauberian theorems with a remainder for Voronoi positive

regular means of the form W (p)
n =

1

Pn

n∑
k=0

pn−kSk with the generating function p(z) =
∞∑
n=0

pnz
n,

which is rational and satisfies certain conditions, is suggested.

1. Нехай

p0 > 0, pn ≥ 0, n ∈ N , Pn =
n∑

k=0

pk i
pn
Pn

→ 0 (n → ∞), (1)

p(z) :=
∞∑
n=0

pnz
n = (1− z)

∞∑
n=0

Pnz
n =

pl(z)

pα(z)
∀z : |z| < 1, (2)

де pl(z) i pα(z) — деякi многочлени з дiйсними коефiцiєнтами степенiв l
i α вiдповiдно, причому pl(0) > 0, pl(z) не має додатних нулiв, а pl i pα
не мають спiльних нулiв.
Функцiю p(z) називатимемо твiрною функцiєю додатного регулярно-

го методу Вороного (W, p) [1, c. 88 — 89], середнi якого мають вигляд

W (p)
n =

1

Pn

n∑
k=0

pn−kSk ∀n ∈ N0.

Будемо вважати, що додатнi послiдовностi (λn) i (σn) задовольняють
умови

0 < c1 ≤ λm

λn
,
σm
σn

≤ c2 < +∞, коли 0 < c∗1 ≤
m

n
≤ c∗2 < +∞, (3)
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i нехай μ(α)
n = λn/σ

α
n ∀n ∈ N0 i ∀α ∈ N0.

Точку z = 0 назвемо (μ(α))-точкою послiдовностi (Sn), якщо iснують
послiдовностi (mk), (nk) i (θk) такi, що 1 <

nk

mk
≤ 2 ∀k, lim

k→∞mk = +∞,

lim
k→∞ min

mk≤n≤nk

Re eiθkSnμ
(α)
nk

= ω > 0 i lim
k→∞

σnk
(1− mk

nk
) > 0. (4)

Якщо у даному означеннi ω = +∞, то казатимемо, що точка z = ∞
є (μ(α))-точкою послiдовностi (Sn).
У випадку σn 	 1 або α = 0 (μ(α))-точку називатимемо (λ)-точкою

послiдовностi (Sn).
Дане означення введено у роботi [2], i воно узагальнює поняття (C)-

точки послiдовностi, введене М. О. Давидовим [3] (дивись також [4]).

2. Основними результатами роботи є наступнi твердження.

Теорема 1. Нехай послiдовнiсть (pn) задовольняє умови (1) i (2),
а додатнi послiдовностi (λn) i (σn) — умови (3). Нехай також точка
z = 1 є нулем многочлена pα(z) кратностi α1 ∈ N . Тодi якщо точка
z = ∞ (z = 0) є (μ(α1))-точкою послiдовностi (Sn), то λnW

(p)
n 
= O(1)

( 
= o(1)) (n → ∞).

Теорема 2. Нехай послiдовностi (pn), (λn) i (σn) з теореми 1, а
послiдовнiсть (Sn) задовольняє умову

lim
n>m→∞

(Sn − Sm)μ
(α1)
m ≥ −r > −∞, коли σm(1− m

n
) → 0, (5)

де n = mk ↑ +∞ або m = mk ↑ +∞. Тодi якщо λnW
(p)
n = O(1) (n → ∞),

то μ(α1)
mk

Smk
= O(1) (k → ∞), а якщо r = 0 i λnW

(p)
n = o(1) (n → ∞),

то μ(α1)
mk

Smk
= o(1) (k → ∞).

Наслiдок 1. Нехай послiдовностi (pn), (λn) i (σn) з теореми 1, а
послiдовнiсть (Sn) задовольняє умову

lim
n>m→∞ |Sn − Sm|μ(α1)

m ≤ r < +∞, коли σm(1− m

n
) → 0.

Тодi мають мiсце твердження теореми 2 ∀(mk) : mk ↑ +∞ (k → ∞)
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Наслiдок 2. Нехай послiдовностi (pn), (λn) i (σn) з теореми 1,

а Sn =
n∑

k=0

ak i μ(α1)
n an = OL(

σn
n+ 1

), коли mk ≤ n ≤ rk, k ∈ N ,

де mk < nk < rk, mk ↑ +∞, i lim
k→∞

nk∑
ν=mk

σν
ν

> 0 та lim
k→∞

rk∑
ν=nk

σν
ν

> 0,

або μ(α1)
n an = O(

σn
n+ 1

), коли mk ≤ n ≤ nk або nk ≤ n ≤ rk, причому вiд-

повiдно lim
k→∞

nk∑
ν=mk

σν
ν

> 0 або lim
k→∞

rk∑
ν=nk

σν
ν

> 0. Тодi з умови λnW
(p)
n = O(1)

(= o(1)) (n → ∞) випливає умова μ(α1)
nk

Snk
= O(1) (= o(1)) (k → ∞).

Наслiдок 3. Нехай в умовах наслiдку 2 σn = ln2(n + 1), a μ(α1)
n =

ln(n + 1), тобто an = OL(
ln(n+ 1)

n+ 1
) або an = O(

ln(n+ 1)

n+ 1
), коли n

задовольняє вказанi вище нерiвностi. Тодi якщо ∃γ > 0 : nγW (p)
n = O(1)

(= o(1)) (n → ∞), то Snk
lnnk = O(1) (= o(1)) (k → ∞).

Наслiдок 4. Нехай в умовах наслiдку 2 λn = σα1+1
n , тобто an =

OL(
1

n
) або an = O(

1

n
), коли n задовольняє вказанi вище нерiвностi.

Тодi якщо λnW
(p)
n = O(1) (= o(1)) (n → ∞), то λ

1
α1+1
nk Snk

= O(1)
(= o(1)) (k → ∞).

Аналоги сформульованих тверджень мають мiсце i для подвiйних
послiдовностей.
Частинними випадками наведених тверджень є результати робiт

[2] — [4].
Iдея доведення тауберових теорем вказаним у роботi способом на-

лежить М. Бiлоцькому для випадку λn = σn = 1, а для загального
випадку — Г. Михалiну та С. Деканову.

3. Для доведення сформульованих тверджень нам знадобляться леми
1 — 7, якi мають у тауберовiй теорiї i самостiйний iнтерес.

Лема 1. Нехай pl(z) — многочлен степеня l з дiйсними коефiцiєнта-
ми, який не має додатних нулiв, i pl(0) > 0. Тодi iснує многочлен r(z)
з невiд’ємними коефiцiєнтами такий, що r(0) > 0, a Bθ(z) := pl(z)r(z)
є многочленом степеня θ ≥ l з невiд’ємними коефiцiєнтами.
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Лема 2. Нехай степеневi ряди

p∗(z) =
∞∑
n=0

pnz
n = (1− z)

∞∑
n=0

Pnz
n i q∗(z) =

∞∑
n=0

qnz
n = (1− z)

∞∑
n=0

Qnz
n

збiгаються в одиничному крузi, а ряд k(z) =
∞∑
n=0

knz
n =

q(z)

p(z)
збiга-

ється для досить малих z. Тодi якщо (λn) задовольняє умови (3) i

λn

n∑
i=0

|kn−i|Pi

λi
= O(Qn), то (W, q)λ ⊃ (W, p)λ, тобто з умови λnW

(p)
n =

O(1) (= o(1)) (n → ∞) випливає умова λnW
(q)
n = O(1) (= o(1))

(n → ∞).

Лема 3. Нехай послiдовнiсть (pn) задовольняє умови теореми 1.
Тодi iснує послiдовнiсть (qn) така, що

q(z) :=
∞∑
n=0

qnz
n = (1− z)

∞∑
n=0

Qnz
n =

Bθ(z)

pα(z)
, |z| < 1,

де Bθ(z) — многочлен з невiд’ємними коефiцiєнтами, Bθ(0) > 0, при-

чому
Bθ(z)

pl(z)
=: rθ−l(z) є многочленом степеня θ − l з невiд’ємними ко-

ефiцiєнтами, rθ−l(0) > 0, а метод (W, q) — додатний, регулярний i
(W, q)λ ⊃ (W, p)λ.

Лема 4. Нехай послiдовностi (pn) i (qn) з леми 3. Тодi iснують по-
слiдовнiсть (gn) i натуральне число α1 ≤ α такi, що

g(z) =
∞∑
n=0

gnz
n =

Bθ(z)

(1− z)α1
, |z| < 1,

де Bθ i α з леми 3, причому метод (W, g) — додатний, регулярний i
(W, g)λ ⊃ (W, q)λ.

Лема 5. Нехай (gn) — послiдовнiсть з леми 4,
∞∑
n=0

cnz
n = g−1(z) =

(
∞∑
n=0

gnz
n)

−1
, 0 < mk < nk ↑ +∞, akj = 0, коли j > nk − mk, i



Фрактальний аналiз та сумiжнi питання, 1998, № 2 182

ak =
nk−mk∑
j=0

akj 
= 0 ∀k. Тодi

nk∑
i=0

(
nk−i∑
j=0

cnk−i−jakj)GiW
(g)
i =

nk−mk∑
i=0

ak,nk−mk−iSmk+i. (6)

Лема 6. Нехай виконано умови леми 5, Bθ(z) — многочлен з леми

1, g(z) — з леми 4, hk = [
nk −mk − θ − 1

α1
] > 0, Rα1hk

(z) := (1− zhk)α1 =

α1hk∑
i=0

δi(hk)z
i i

∞∑
j=0

akjz
j = Rα1hk

(z)g(z) ∀k. Тодi
1) akj ≥ 0 ∀j, k;
2) akj = 0, коли j > α1hk + θ + 1;

3) ak =
nk−mk∑
j=0

akj = hα1
k Bθ(1) > 0 ∀k;

4)
nk∑
i=0

(
nk−i∑
j=0

cnk−i−jakj)GiW
(g)
i =

α1∑
n=0

(−1)n
⎛
⎝α1

n

⎞
⎠Gnk−nhk

W
(g)
nk−nhk

.

Лема 7. Нехай виконано умови теореми 2. Тодi якщо μ(α1)
mk

Smk

=

O(1) (k → ∞), то точка z = ∞ є (μ(α1))-точкою послiдовностi (Sn).
А якщо r = 0 i μ(α1)

mk
Smk


= o(1) (k → ∞), то точка z = 0 є (μ(α1))-
точкою послiдовностi (Sn).

4. Доведення леми 1. Оскiльки коефiцiєнти многочлена pl(z) дiй-
снi, то для кожного уявного нуля цього многочлена спряжене до нього
число також є нулем цього многочлена, тобто pl(ρ cosϕ+ iρ sinϕ) = 0 ⇒
pl(ρ cosϕ− iρ sinϕ) = 0, де ρ > 0, ϕ ∈ (0; π). Звiдси випливає, що много-
член pl(z) має множником квадратний тричлен (z−ρ cosϕ− iρ sinϕ)(z−
ρ cosϕ+ iρ sinϕ) = (z−ρ cosϕ)2+ρ2 sin2 ϕ = z2−2ρz cosϕ+ρ2, де ρ > 0,
ϕ ∈ (0; π). Враховуючи, що pl(z) не має додатних нулiв, його можна
записати у виглядi

pl(z) = a
n1∏
i=1

(z2 − 2ρiz cosϕi + ρ2i )
mi

n2∏
j=1

(z + xj)
kj ,

де xj > 0 ∀j, ρi > 0 i ϕi ∈ (0; π) ∀i ⇒ a > 0.
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Таким чином, лему 1 достатньо довести для многочлена z2 −
2ρz cosϕ+ ρ2, де ρ > 0, а ϕ ∈ (0;

π

2
) ⇒ ∃n: ϕ ∈ [

π

2n+1
;
π

2n
).

Зауважимо, що (z2 − 2ρz cosϕ + ρ2)(z2 + 2ρz cosϕ + ρ2) = z4 −
2z2ρ2 cos 2ϕ+ ρ4.
Тому якщо n = 1, тобто ϕ ∈ [

π

4
;
π

2
), то 2ϕ ∈ [

π

2
; π) ⇒ cos 2ϕ < 0 ⇒

z4 − 2z2ρ2 cos 2ϕ + ρ4 має невiд’ємнi коефiцiєнти i можна вважати, що
r(z) = z2 + 2ρz cosϕ+ ρ2.
Якщо ж n > 1, то маємо: ϕ ∈ (0;

π

4
)⇒ 2ϕ ∈ (0;

π

2
) i (z4−2z2ρ2 cos 2ϕ+

ρ4)(z4 + 2z2ρ2 cos 2ϕ+ ρ4) = z8 − 2z4ρ4 cos 4ϕ+ ρ8.
Тому якщо n = 2, тобто ϕ ∈ [

π

8
;
π

4
), то 4ϕ ∈ [

π

2
; π) ⇒ cos 4ϕ < 0

⇒ многочлен z8 − 2z4ρ4 cos 4ϕ + ρ8 має невiд’ємнi коефiцiєнти i можна
вважати, що

r(z) = (z2 + 2ρz cosϕ+ ρ2)(z4 + 2ρ2z2 cos 2ϕ+ ρ4).

Повторюючи мiркування, через скiнченну кiлькiсть крокiв дiстанемо
правильнiсть леми 1.

5. Доведення леми 2. З умови леми випливає, що степеневий ряд
S(z) =

∞∑
n=0

Snz
n абсолютно збiгається для досить малих z, причому

q(z)S(z) =
∞∑
n=0

QnW
(q)
n zn i p(z)S(z) =

∞∑
n=0

PnW
(p)
n zn ⇒

QnW
(q)
n = knP0W

(p)
0 + kn−1P1W

(p)
1 + . . .+ k0PnW

(p)
n ⇒

λnW
(q)
n =

λn

Qn

n∑
i=0

kn−i
Pi

λi
(λiW

(p)
i ).

Звiдси i випливає твердження леми 2.

6. Доведення леми 3. За лемою 1 iснує многочлен r(z) з не-
вiд’ємними коефiцiєнтами такий, що r(0) > 0, а Bθ(z) = pl(z)r(z)
є многочленом степеня θ ≥ l, усi коефiцiєнти якого невiд’ємнi, i
Bθ(0) > 0. Зрозумiло, що степiнь многочлена r(z) дорiвнює θ − l.
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Окрiм того q(z) :=
Bθ(z)

pα(z)
=

pl(z)r(z)

pα(z)
= p(z)r(z) =

∞∑
n=0

pnz
n

θ−l∑
k=0

akz
k =

=
∞∑
n=0

(
n∑

i=0

pn−iai)z
n =

∞∑
n=0

qnz
n, де qn =

n∑
i=0

pn−iai, якщо n ≤ θ − l, i

qn =
θ−l∑
i=0

pn−iai, якщо n > θ − l.

Звiдси випливає, що q0 = p0a0 = p0r(0) > 0, qn ≥ pna0 ≥ 0 ∀n ∈ N ,
Qn :=

n∑
i=0

qi ≥ a0
n∑

i=0

pi = a0Pn ⇒ qn
Qn

=
1

Qn

θ−l∑
i=0

pn−iai ≤ 1

a0

θ−l∑
i=0

pn−i

Pn
ai → 0

(n → ∞).
Отже, метод (W, q) задовольняє умови (1), а тому є додатним i регу-

лярним.
Для доведення включення (W, p)λ ⊂ (W, q)λ скористаємося лемою 2

i розглянемо вiдношення
Q(z)

P (z)
=

q(z)

p(z)
= r(z) =

θ−l∑
i=0

aiz
i =

∞∑
i=0

kiz
i ∀z:

|z| < 1, де ki = ai ≥ 0, коли i ≤ θ − l, i ki = 0, коли i > θ − l.

Тому ki ≥ 0 ∀i. Отже, враховуючи умову (3), дiстаємо: λn

Qn

n∑
i=0

|kn−i|Pi

λi
=

λn

Qn

θ−l∑
i=0

ai
Pn−i

λn−i
≤ H · 1

Qn

n∑
i=0

aiPn−i = H < +∞.
Отже, умови леми 2 виконано, а тому (W, p)λ ⊂ (W, q)λ.

7. Доведення леми 4. За лемою 3 q(z) =
Bθ(z)

pα(z)
, де Bθ(z) =

θ∑
i=0

biz
i —

многочлен з невiд’ємними коефiцiєнтами степеня θ ≥ l, rθ−l(z) :=
Bθ(z)

pl(z)
— многочлен степеня θ − l з невiд’ємними коефiцiєнтами, rθ−l(0) > 0.
Нехай точка z = 1 є нулем кратностi α1 ∈ N многочлена pα(z), тобто

pα(z) = (1 − z)α1p∗α−α1
(z), де p∗α−α1

(z) — многочлен степеня α − α1 i
p∗α−α1

(1) 
= 0.

Покладемо g(z) =
Bθ(z)

(1− z)α1
. Тодi gn =

θ∑
i=0

biE
(α1−1)
n−i ≥ b0E

(α1−1)
n ≥ 0 ∀n,

Gn =
n∑

i=0

gi ≥ b0
n∑

i=0

E
(α1−1)
i = b0E

(α1)
n > 0 ∀n i gn

Gn
≤ 1

b0

θ∑
i=0

bi
E

(α1−1)
n−i

E
(α1)
n

→ 0
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(n → ∞). Отже, метод (W, g) — додатний i регулярний. Для доведен-

ня включення (W, q)λ ⊂ (W, g)λ розглянемо вiдношення k(z) =
g(z)

q(z)
=

∞∑
n=0

Gnz
n
/ ∞∑

n=0

Qnz
n = p∗α−α1

(z) =
∞∑
n=0

knz
n, де kn = 0 ∀n > α− α1.

Звiдси, враховуючи умову (3), дiстаємо

λn

Gn

n∑
i=0

|ki|Qn−i

λn−i
	 1

Gn

α−α1∑
i=0

|ki|Qn−i =
Qn

Gn

α−α1∑
i=0

|ki|Qn−i

Qn
≤ H · Qn

Gn
∀n, (7)

оскiльки Qn−i/Qn → 1 (n → ∞) ∀i ∈ 0, α− α1.
Залишилося довести, що Qn = O(Gn) (n → ∞). Якщо α − α1 = 0, то

це, очевидно, так. Нехай α − α1 > 0. Тодi за умовою (2) нулi ногочлена
p∗α−α1

(z) (позначимо їх zj) або уявнi i лежать на колi |z| = 1, або дiйснi i
вiд’ємнi, або ж лежать у зовнiшностi одиничного круга.
Враховуючи мiркування, проведенi при доведеннi леми 1, маємо

p∗α−α1
(z) = a

n1∏
j=1

(z + xj)
mj

n2∏
j=1

(z2 − 2z cosϕj + 1)kj
n3∏
j=1

(zj − z)lj ,

де a 
= 0, n1, n2, n3 ≥ 0, xj > 0, ϕj ∈ (0; π) i |zj| > 1 ∀j.
Таким чином,

∞∑
n=0

Gnz
n = a

∞∑
n=0

Qnz
n

n1∏
j=1

(z+xj)
mj

n2∏
j=1

(z2−2z cosϕj+1)kj
n3∏
j=1

(zj−z)lj . (8)

Далi маємо
∞∑
n=0

Qnz
n(z + xj) = Q0xj +

∞∑
n=1

(Qnxj +Qn−1)z
n =:

∞∑
n=0

Q(1)
n zn,

причому Q(1)
n 	 Qn (n → ∞). Отже, при множеннi

∞∑
n=0

Qnz
n на двочлен

(z + xj) ми дiстаємо степеневий ряд, коефiцiєнти Q(1)
n якого мають при

n → ∞ той самий порядок, що й Qn.
Оскiльки

∞∑
n=0

Qnz
n(z2 − 2z cosϕj + 1) = Q0 + Q1z +

∞∑
n=2

(Qn−2 −

2Qn−1 cosϕj +Qn)z
n =

∞∑
n=0

Q(1)
n zn, то за умовою ϕj ∈ (0; π) дiстаємо, що
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Q(1)
n = Qn−2 − 2Qn−1 cosϕj +Qn = Qn(1 +

Qn−2

Qn
− Qn−1

Qn
· 2 cosϕj) 	 Qn,

оскiльки
Qn−i

Qn
→ 1 (n → ∞∀i). Отже, при множеннi

∞∑
n=0

Qnz
n на тричлен

(z2 − 2z cosϕj + 1), де ϕj ∈ (0; π), дiстаємо степеневий ряд, коефiцiєнти
якого мають той самий порядок при n → ∞, що й Qn.
Нарештi,

∞∑
n=0

Qnz
n(zj − z) = Q0zj +

∞∑
n=1

(Qnzj −Qn−1)z
n =

∞∑
n=0

Q(1)
n zn,

а тому |Q(1)
n | = Qn · |zj − Qn−1

Qn
| 	 Qn в силу умов |zj| > 1 i

Qn−1

Qn
→ 1

(n → ∞). Отже, множення
∞∑
n=0

Qnz
n на двочлен (zj − z), де |zj| > 1,

також дає степеневий ряд, коефiцiєнти якого мають той самий порядок
при n → ∞, що й Qn.
Враховуючи проведенi мiркування та рiвнiсть (8), дiстаємо, що Gn 	

Qn (n → ∞). Звiдси та з нерiвностi (7) випливає, що виконано умови
леми 2, за якою (W, q)λ ⊂ (W, g)λ.

8. Доведення леми 5. Використаємо властивостi згортки (a ∗ b) :=
n∑

i=0

an−ibi:

а) комутативностi: (a ∗ b) = (b ∗ a);
б) iснування одиницi: En =

⎧⎨
⎩ 1, коли n = 0,
0, коли n > 0,

i (a ∗ E) =

(
n∑

i=0

an−iEi) = (an) = (E ∗ a);
в) асоцiативностi: ((a ∗ b) ∗ c) = (a ∗ (b ∗ c)), оскiльки ((a ∗ b) ∗

c) =
n∑

i=0

(
n−i∑
j=0

an−i−jbj)ci =
n∑

j=0

an−jbjc0 +
n−1∑
j=0

an−1−jbjc1 +
n−2∑
j=0

an−2−jbjc2+

. . . +a0b0cn = anb0c0 + an−1(b1c0 + b0c1) + an−2(b2c0 + b1c1 + b0c2)+ . . .

+a0(bnc0 + bn−1c1 + . . .+ b0cn) =
n∑

i=0

an−i(
i∑

j=0

bi−jcj) = (a ∗ (b ∗ c)).

З означення послiдовностi (cn) випливає, що g0c0 = 1 i
n∑

k=0

gn−kck = 0
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∀n ∈ N , тобто (c ∗ g) = E, i в той же час
n∑

k=0

ckGn−k = 1 ∀n ∈ N0.

Враховуючи це, маємо:

nk∑
i=0

(
nk−i∑
j=0

cnk−i−jakj)GiW
(g)
i =

nk∑
i=0

(
nk−i∑
j=0

cnk−i−jakj)
i∑

ν=0

gi−νSν =

= ((c ∗ ak) ∗ (g ∗ S)) = ((ak ∗ (c ∗ g)) ∗ S) = ((ak ∗ E) ∗ S) = (ak ∗ S) =
=

nk∑
i=0

akiSnk−i =
nk∑
i=0

ak,nk−iSi =
nk∑

i=mk

ak,nk−iSi =

=
nk−mk∑
i=0

ak,nk−mk−iSmk+i ∀k ∈ N .

Лему 5 доведено.

9. Доведення леми 6. За означенням многочлена Rα1hk
(z) маємо:

Rα1hk
(z) = (1− zhk)α1 =

α1∑
n=0

(−1)n
⎛
⎝α1

n

⎞
⎠zhkn =

∞∑
i=0

δi(hk)z
i, де

δi(hk) =

⎧⎨
⎩ 0, коли i 
= nhk ∀n ∈ [0;α1],
(−1)n

(
α1

n

)
, коли i = nhk для деякого n ∈ [0;α1].

Далi, враховуючи означення g(z), маємо:

∞∑
j=0

akjz
j = Rα1hk

(z)g(z) =
Rα1hk

(z)Bθ(z)

(1− z)α1
=

= (
hk−1∑
i=0

zi)
α1Bθ(z) = (

hk−1∑
i=0

zi)
α1

θ∑
j=0

bjz
j ⇒

(akj) = (
j∑

i=0

δj−i(hk)gi) = (δ(hk) ∗ g).

Звiдси випливають твердження 1) — 3) леми 6. Для доведення твер-
дження 4) знову скористаємося властивостями згортки:

nk∑
i=0

(
nk−i∑
j=0

cnk−i−jakj)GiW
(g)
i =

nk∑
i=0

(
nk−i∑
j=0

cnk−i−j

j∑
ν=0

gj−νδν(hk))GiW
(g)
i =
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=
nk∑
i=0

(c ∗ (g ∗ δ(hk)))nk−iGiW
(g)
i =

nk∑
i=0

((c ∗ g) ∗ δ(hk))nk−iGiW
(g)
i =

=
nk∑
i=0

(E ∗ δ(hk))nk−iGiW
(g)
i =

nk∑
i=0

δnk−i(hk)GiW
(g)
i =

=
nk∑
i=0

δi(hk)Gnk−iW
(g)
nk−i =

α1∑
n=0

(−1)n
⎛
⎝α1

n

⎞
⎠Gnk−nhk

Wnk−nhk
.

Лему 6 доведено.

10. Доведення леми 7 можна знайти у роботi [2].

11. Доведення теореми 1. Нехай точка z = ∞ є (μ(α1))-точкою
послiдовностi (Sn). Тодi ∃(mk), (nk) i (θk), для яких мають мiсце умови
(4). Припустимо, що λnW

(p)
n = O(1) (n → ∞). Тодi за лемами 4, 5, i 6

iснує метод (W, g), для якого λnW
(g)
n = O(1) i має мiсце рiвнiсть

α1∑
n=0

(−1)n
(
α1

n

)
Gnk−nhk

W
(g)
nk−nhk

μ(α1)
mk

hα1
k Bθ(1)

=

nk−mk∑
i=0

ak,nk−mk−iSmk+iμ
(α1)
mk

hα1
k Bθ(1)

. (9)

За твердженнями 1) i 3) леми 6 та за умовою (4) права частина рiвностi
(9) прямує до +∞, коли k → ∞. Оцiнимо лiву частину (9). Для цьго
зауважимо, що μ(α1)

mk
=

λmk

σα1
mk

, nk − nhk ∈ [mk;nk] ∀n ∈ [0;α1] ⇒ λnk−nhk
	

λmk
⇒ λmk

W
(g)
nk−nhk

= O(1).

За лемою 4 Gn =
n∑

i=0

gi =
n∑

i=0

E
(α1)
n−i bi =

θ∑
i=0

E
(α1)
n−i bi ⇒ Gn 	 E(α1)

n 	 nα1.

Тому Gnk−nhk
	 nα1

k , коли n ∈ [0;α1] ⇒
∣∣∣∣∣
α1∑
n=0

(−1)n
(
α1

n

)
Gnk−nhk

μ(α1)
mk

hα1
k Bθ(1)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ Hσα1

mk

(
nk −mk − θ − 1

α1nk

)α1

≤ H1(σmk
(1− mk

nk
))

α1 ≤ H2 ∀k.
Отже, лiва частина рiвностi (9) обмежена, в той час як права частина

→ +∞, коли k → ∞. Тому припущення про обмеженiсть (λnW
(p)
n ) не-

правильне, тобто
λnW

(p)
n 
= O(1) (n → ∞). Мiркування для точки z = 0 аналогiчнi.
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Теорему 1 доведено.

12. Доведення теореми 2 та наслiдкiв 1 — 4. Нехай виконано
умови теореми 2. Тодi, припустивши, що μ(α1)

mk
Smk


= O(1) ( 
= o(1)), дiста-
немо за лемою 7, що точка z = ∞ (z = 0) є (μ(α1))-точкою послiдовностi
(Sn). Звiдси за теоремою 1 випливає, що λnW

(p)
n 
= O(1) ( 
= o(1)), що

неможливо. Теорему 2 доведено.
Виконання умов наслiдкiв 1 — 4 гарантує виконання умов теореми 2

для дiйсної та уявної частин послiдовностi (Sn). Звiдси i випливає пра-
вильнiсть тверджень наслiдкiв 1 — 4.

Ця робота була частково пiдтримана Мiжнародною Соросiвською
Програмою пiдтримки освiти в галузi точних наук (ISSEP), грант
N ◦ APU 071070.
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