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Функциональный анализ, зародившийся в начале нынеш
него века и оформившийся в самостоятельную математичес
кую науку в 20—30 годах, развивался и развивается очень 
бурно и быстро. Его идеи и язык глубоко проникают в самые 
различные разделы математики и ее приложений, благодаря 
общей абстрактной форме рассмотрения проблем анализа, 
позволяющей объединить и подвергать одновременному ис
следованию далекие на первый взгляд вопросы.

Настоящая работа посвящена применению функциональ
ного анализа к одному из важнейших разделов классическо
го анализа — теории обыкновенных дифференциальных урав
нений.

Работа состоит из введения и трех глав.
При написании введения автор старался не уходить да

леко от главного русла работы: теории показателей Ляпуно
ва (показателей экспоненциального роста решений), теории 
приводимости и проблемы возмущений периодических реше
ний дифференциальных уравнений с ограниченным операто
ром, действующим в некотором банаховом пространстве.

Глава I посвящена изучению показателей экспоненциаль
ного роста з решений дифференциальных уравнений, иссле
дованию расположения их спектра, условиям совпадения 
старшего о4 и особого о* показателей, а также выяснению 
роли последнего в некоторых вопросах качественного поведе
ния решений рассматриваемых уравнений.

В § 1 этой главы вводятся основные понятия и раскрыва
ется сущность всех предпосылок и соображений, на которых 
базируются дальнейшие рассуждения.

Известно [1], что между старшим as и особым а* пока
зателями дифференциального уравнения

w - A ® x ( , )
с непрерывно зависящим от /  и равномерно ограниченным 
оператором Л (/) ( \\ А (/) |( <  М ), принадлежащим при каж



дом фиксированном t банаховой алгебре эндоморфизмов про
странства Е, в общем случае существует соотношение

О, <  а* <  м .

С другой стороны, в силу результатов работы [2]

где ро представляет собой точную нижнюю грань тех дей
ствительных чисел Д\, для которых существует число О
такое, что для разрешающего оператора V (Л s) уравне
ния ( 1) имеет место оценка

• \W{U 5)11 <exp (3 ,  +  ' t ) { t - s )  
при всех ( — s >  Г(р).

Здесь же показано, что для всякого числа $еД\ суще
ствует отрезок [Л, h +  Н] такой, что при всех te [п -{- 1, Л +  Н] 
справедливо неравенство

1П'(Л Л) II > « /> ( » .  + ? ) ( ' - * ) ■
причем скорость роста длины Н этого отрезка можно пред
полагать сколь угодно большой.

В § 2 доказал критерий совпадения старшего о* и особо
го з* показателей уравнения ( 1) при условии, что для не
которого числа 7j > 0  существует последовательность {А; }->-{- 
-J- °о при / '- > -f-oo. положительных чисел Л,- таких, что на 
каждом отрезке длины А,- находится по крайней мере одно 
значение для которого

II A (t +  -,) -  А (<) II <  ехр ( - •
Отсюда, в частности, следует совпадение старшего з8 и 

особого о* показателей уравнения ( 1) с постоянным и пе
риодическим оператором Л. Этот результат получен также 
непосредственно путем использования свойств разрешающих 
операторов соответствующих уравнений.

В § 3 находятся оценки для спектра показателей экспо
ненциального роста и исследуется устойчивость решений не
которых дифференциальных уравнений в банаховом простран
стве Е с дифференцируемой по Гато нормой [3]. Основные ре
зультаты содержатся в следующих утверждениях.



Лемма.  1. 3. 1. Если на всех следящих элементах
X

?  =  ; -j- решений X(t) уравнения (1) выполняется нера
венство

а (0  <  (grad || 9 ||, A(t)y)  <  КО.
где а (/) и р  ( /)  — интегрируемые функции, то спектр показа
телей экспоненциального роста лежит на сегменте

I t

Т е о р е м а 1.3. 2. Пусть в уравнении

~^Г — Л (О х *f /(* , О (2)

линейный оператор A(t) удовлетворяет условию 
(grad If х ||, И (/) д) С Р  (/) ||*|i,

а для нелинейного оператора /(* , () при всех достаточно ма
лых || л: || и / € (0, -f- on J справедлива оценка

/(* . 0 ) <Mexp(a/)||A*|;l Ls (а, 7 >  0).
Если

<
а +  7 • Пт — Г р (s) rfs <  О,

*-* + "» / J
О

то тривиальное решение уравнения (2) асимптотически ус
тойчиво.

При а =  0 подобный результат получен Я. Д. Мамедо
вым [4].

Т е о р е м а  1. 3. 3. Пусть в уравнении

=  F(x, х, t) +  f(x,  t) (3)
dt '

нелинейные операторы F (х, х ,  t) и f (x,  t) определены при 
всех || х || <  dt te (0, - f  00) и, кроме того,

а) || F (х, в , <) I = 0 ,  te |0, +  со), || jr || < tf, || в  || = 0 ;



б) для F (х, у , /) по у существует линейный дифферен
циал Гато S(v, у , t)h.

Если существует линейный оператор А, удовлетворяющим 
условию

aj|x|i <  \\Ах\\ <&||*Н (4)
и такой, что при всех ||Л||, || х||, ||у '| <  d, te [0, +  оо)

{grad || Ah ||, AS(x, у, t) h) <  -  ? || h ||, (? >  0), (5)
то найдется -f0> 0  такое, что тривиальное решение уравнения 
(3) асимптотически устойчиво, как только ||/'(л:, 0  || < т 1|л'||, 
7 <  То-

Отсюда следует, что при условии /(х , /) =  0 для асимпто
тической устойчивости тривиального решения достаточно по
требовать

(grad\\Ax\\, AF) <  «-(/)If лгЦ, (6)
где

+
J I1 (s) ds — — оо,
t о

а для простой устойчивости достаточно ограниченности
t
J {a (s) ds при всех t >  /„.
'n

В случае вещественного гильбертового пространства полу
чаются результаты работы [5].

В § 4 показано, что односторонние оценки вида (5), (6) 
для линейного функционала могут быть использованы при 
изучении диссипативности [6] уравнения

£ (7) at
а также для существования ограниченных и почти периоди
ческих его решений.

Т е о р е м а  1. 4. 1. Пусть при любых х, heE и /£ [0,+ оо ) 
выполняется неравенство

(graJ j| Ah ||, A f ( x  +  h,t) -  А/ (x, l)) <  M (  || x ||, t) II h ||,
где M ( ||x||,£) — скалярная функция, а линейный оператор 
А удовлетворяет условию (4).

G



Если
1. при всех || а || > В 0 и /б-[0,-}-со)

М ( Ц х Ц ,< )< - а ,  (а> 0 ) ,  

а при всех || л' || <  R0 и t e  [0, +  оо)

м ( | | х ц . № > о ) ;

2. И / { в , / )  II < * <  +  00, И «О « О ,  (в;
то уравнение (7) диссипативно.

Т е о р е м а  1. 4. 2. Предположим, что в уравнении (7) 
нелинейный оператор f ( x , t), определенный и непрерывный 
при всех хеЕ, /<?(—оо, + о о ) , непрерывно дифференцируемый 
по х в понимании Гато и, кроме того,

II /  (*i> 0 — /  (*2. *) II <  L II xi — х2 II. L — const.
Если существует линейный оператор А, спектр которого 

не пересекается с мнимой осью, причем справедливы (4), (8) 
и неравенство

(grad\\Ah\\, BS(x . 0Л, *)Л)< -  а|[А|[, ( 0 <  в  <  I), 
то

а) существует единственное ограниченное на всей оси ре- 
шение 5 (/);

б) любое решение х (t) при /-* -f оо экспоненциально стре
мится к ограниченному решению $(/), а при t -*• — оо экспо
ненциально от него удаляется;

в) если, сверх того, f (x,  / ) — почти периодическая (пе
риодическая) not равномерно относительнохеЕ при || х || < /? ,  
где / ? _  .положительное число такое, что || £ (/) Ц <  Я, то и 
ограниченное решение £ (О также почти периодично (перио
дично) .

Последний результат для вещественного гильбертового 
пространства, получен А. И. Перовым [7].

В главе II исследуется вопрос о приведении линейных 
дифференциальных уравнений с переменным оператором к 
уравнению с постоянными коэффициентами. Обобщению при
водимости дифференциальных уравнений в банаховом про-



странстве посвящены работы [1], [8]—[10]. Так в [10] показано, 
что представление Флоке

V{t )-=P{t )  ’xp(Bl)

для периодического уравнения существует, если норма опе
ратора А (/) в уравнении

4 г  =  Л ( ' ) *  (9)at

меньше In 4, а также приводится пример, когда такое пред
ставление не имеет места.

В § 1 настоящей главы обсуждается вопрос о приводимос
ти в общих чертах и доказывается

Т е о р е м а  11. 1. 1. Если оператор /1(/) удовлетворяет 
условию

A{t  +  *>) =  SA{t)S~\

где 5 — унитарный оператор, а спектр оператора S ' V (ш, 0) 
не окружает нуля, то уравнение (9) приводимо с помощью 
iu — периодического преобразЬвания.

В последующих параграфах исследуется приводимость 
уравнения (9) с помощью преобразования неизвестной функ
ции

х  — P(t)y ( Ю )

при условии, что А (/) и Р (t) — квазипериодические опера
торы с общим частотным базисом Р(р,,..., р4).

Следуя В. X. Харасахалу [11], [12], изучение уравнения (9) 
в этом случае сводится к исследованию вспомогательного 
дифференциального уравнения в частных производных

дх
dsx + - +  £ - р <*........dsk

s*)x, ( 11)

которое на диагонали s, =s.,=  . . . = sk =  t k -  мерного пара
метрического пространства порождает исходное уравнение. 
Оператор F(s t........ se) в уравнении (11) периодический по

2?г
Sf (i =  U 2........к) с периодами <о,- =  ——̂  (/ =  1, 2,..., к).

Vi
В § 2 устанавливается вид фундаментального оператора 

уравнения (11) в случаях, когда ограниченный оператор F



постоянный, когда оператор F  непрерывно зависит от 
*i(j =  1, 2,..., к) или от разностей вида s, — s, (j — 2, 3, ..., к). 
При условии, что оператор F{s^...% s*) периодический по

S ; ( / =  1, 2,..., к) с периодами 

даментального оператора К($,,

2^
- — ( / = 1, 2,..., к) для фун-
Yi

, sk), получено соотношение
V (s, -f- П\ . sk "b nt ш*) — V (‘V  • • • > sfc) (12)

в котором ограниченный оператор В не зависит от Sj (/ =  
=  1, 2,..., к) пли дифференцируемый по s,- — s, (/ =  2, 3....  к).

В § 3 сначала устанавливается критерий приводимости 
вспомогательного уравнения, который в случае периодичес
кого оператора F(s,........sb) на диагонали s ,= s2=  .. . =  sk~ t
дает следующий результат.

Т е о р е м а  11 . 3. 5. Для приводимости уравнения (9) с 
квазипериодическим оператором A (t) при помощи квазипе- 
риодического преобразования ( 10) необходимо и достаточно, 
чтобы в соотношении

V (t -f п, ш,........t 4- пк щ) =  V{t , . . . ,  t) Т

ограниченный оператор Т был постоянным и имел логарифм.
Соотношение (12) позволяет изучить вид решений приво

димого уравнения (9) в зависимости от оператора В. Это 
проводится в § 4.

В качестве примера в § 5 рассматривается уравнение

*L =  lA ,m  +  A.,V)\jc 
dt

с непрерывно зависящими от t операторами Л, (О и Л2« ) ,  
периодическими по t с несоизмеримыми периодами ш, и <»,. 
Показано, что оно приводимо при условии, что спектр опе
ратора V, (»,) V, М  не окружает нуля, а

Л, (() Л, (а) =  Л. (s) Л* (О. («'. /  =  1. 2).
Глава III посвящена проблеме возмущений периодических 

решений дифференциальных уравнении в банаховом про
странстве. В основном на бесконечномерный случай распро
страняются результаты исследовании Д. Лыопсз [13], [14].



В § 1 рассматривается некритический случай, т. е. случай, 
когда спектр оператора монодромии порождающего уравне
ния не содержит единицы. Основной результат следующий. 

Пусть в уравнении

A(t )x  +  }(x,  t, г), f ( x , t ,  0) =  0 (13)

нелинейный оператор f ( x , t, s) определен и непрерывен при 
всех ||xj|<o, |s|<>0, te [0, -j- оо), периодический по t с периодом, 
равным единице.

Предположим, что в области 0 <  rt ^  о, | г | •< е0, 0 <  t <  1 
существуют неотрицательные скалярные функции X{t)> 
У (i). t, е), Z (vj, t, в) такие, что:

1. Пт У (т), /, s) = 0 равномерно относительно t, причем

У ( гь Е) — монотонно возрастающая функция 
\ « 1

2. 5 X (s) ds, J У (т|, s, е) ds и f z (vj, s, е)  ds существуют
<> О о

ДЛЯ TTJ <  О и I е | <  £0;

3. || f (■х, Л е) |р <  У (|j х ||, ( уг)\\х |р +  X  (t) е2 
как только И х || <  8, | 81 < е0 при всех te [0, 1 );

4. || f (х, (Хо, U е) 1|2 <  Z (tj, t, в) || X, -  Х21! 2
как только || х, ||, || х2 1| <  о, |s | <  г0 при всех te [0, 1 ];

3- / /« jZ (г(, /, в) — 0 равномерно по te [0, 1 |.

Т е о р е м а  
монодромии С/,

111 . 1. 1. Если спектр 
уравнения

dU
dt

=  A (t) U

a(Ut) оператора

не содержит единицы и выполняются условия 1—5, то урав
нение (13) при |в| ^ s* имеет единственное периодическое 
решение х (t, s) такое, что || х(/, в) || <  А, где е* О 0, А С о -  
некоторые положительные числа, выбранные так, что при



К I У  (yj, s, г) (is - f  £2 1 X (s) as <  А2, 
i о

К  J 'Z (4 , S, с) d s < f  <  1.
О

Постоянная К оценивает некоторый оператор, специально 
построенный для представления решения x ( / , s )  на проме
жутке [О, 1].

На первый взгляд может показаться, что вообще не су
ществует операторов, удовлетворяющих условиям 1—5. Поэ
тому в § 2 приводятся некоторые сведения из теории опера
торов, зависящих от параметров, и указывается класс таких 
операторов, для которых условия 1—5 справедливы.

В § 3 рассматривается проблема возмущений периоди
ческих решений в случае, когда спектр оператора монодро- 
мни порождающего уравнения содержит единицу. В основ
ном исследуется дифференциальное уравнение

—  =  Л(/ ,  е)х +  еЛ(/, s) +  ofl(x, t, s) f  р(х, *, s) (14) 
dt

с двумя параметрами e и о, причем A(t ,  г) Л(/, s), q(xy t, г) 
и р(х, t, е) периодические по t с периодом, равным единице. 
Кроме того, нелинейные операторы q(x, t, s) и р(х, /, е), 
дифференцируемые по х (в понимании Фреше) и £ в области 
I е I <  S0, II х II < Tj, te [0, +  со) и

q(ey, /, в) =  €l Q{y, t, в), Л в) =  г:‘ Р (у, (, е).
При условии, что спектр в(£У,) оператора монодромии 

Ux порождающего уравнения при всех | е | <  s,„ за исключе
нием s = 0, не содержит единицы, причем

( / - у ,  («»-•= к  + /-(о.
с

где К не зависит от s, а оператор / ,  (е) аналитический отно
сительно е(| s | <  е0), доказана теорема, гарантирующая су
ществование единственного периодического решения, при



надлежащего некоторой сфере и стремящегося к нулю при 
г -»• 0. Для установления последнего факта на функцию h(t, s) 
наложено следующее условие: считается, что Л (Л s) такова, 
что множество значений

1
Ux (0) J U" 1 (/, 0) Л (/, 0) dt

о
принадлежит пространству нулей оператора К.

Приведенные в § 3 примеры показывают, что уравнения 
вида (14) не всегда допускают малые периодические решения 
или же имеют несколько таковых. С другой стороны, дока
занная теорема гарантирует единственность, если ограни
читься некоторой областью в банаховом пространстве. Поэ
тому в § 4 обсуждается вопрос единственности возмущенных 
периодических решений при наличии более широкой области 
в банаховом пространстве, но в то же время на меньшем от
резке изменения параметра е.

Основные результаты работы изложены в [15]—[17] и были 
доложены на Второй (апрель 1965 г.), Третьей (апрель 
1966 г.) и Четвертой (апрель 1968 г.) конференциях молодых 
математиков Украины.
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