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Многочисленные задачи физики, механики, автоыатичеокого 
регулирования и оптимального управления приводят к дифферен
циальным уравнениям. На первых исторических этапах их изуче
ния основной целью являлось получение точного решения. Однакс 
в дальнейшем выяснилось, что представление решений через эле- 
ыентарные функции возможно лишь только в некоторых исключи
тельных случаях. Поэтому все больше и острее вставал вопрос 
о способах построения приближенных решений дифференциальных 
уравнений в виде равномерно сходящихся, а также в виде асимп
тотических радов. Особенно удобны асимптотические рады.

Несмотря на то, что они,-как правило расходящиеся, тек
* С

не менее приближенное решение -  решение, полученное из фор
мальных радов путем обрыва их на каком-то /71̂  -члене -  ока
зывается весьма пригодным как для исследования качественной 
картины, так и для практических расчетов.

Построению решений дифференциальных уравнений в виде 
асимптотических и равномерно сходящихся радов посвящены рабо
ты многих авторов как за рубежом, так и в нашей стране. В 

*
частности это работы А.Пуанкаре, Г.Ьиркгофа, Я.Д.Таыаркина,
В.Н.Боголюбова, А.Н.Тихонова, В.Трдхид8Инского, 0 .Перрона, 
М.Хукухара, Ю.А.Митропольского, Н.П.Еругина, С.Ф.Фещенко» 
У.Сибуя, И.З.Штокало, К.Я.Латышевой, В.В.Хорошилова, Л.И.Дон- 
ской, Ю.Л.Далецкого* С.Г.Крейна, И.М.Рапопорта, Х.Л.Террити- 
на, В.П.Басова, Д.П. Костомарова, П.И.Шкиля, Н.И.Терещенко, 
М.В.Федорюка, А.Б.Васильевой, И.А.Павлюка, В.Вазова и др.

Следует отметить, что развитие асимптотических методов 
в теории дифференциальных уравнений ведется по двум направле
ниям. Одно направление исследований связано с изучением пове-



дения решений дифференциальных уравнений в окрестности, осо
бых точек /чаще всего это точки Х  = 0  и °^= ^  / ,  где

X  -  независимое переменное. Второе направление- связано с 
изучением поведения решений при стремлении параметра, входя* 
щего в уравнение или систему уравнений, к своему пределыюггу 
значению.

Исследования, проведенные в реферируемой работе, тесно 
связаны с обеими этими направлениями и по своей идее примы
кают к исследованиям Э.А.Коддингтона, Н.Левинсона, Н.И.Шкиля, 
С.Ф.Фещенко, В.Вазова.

В работах Э.А.Коддингтона, Н.Левинсона и Н.И.Шкиля 
исследовались системы с иррегулярной особой точкой вида

порядка , которая допускает разложение в степенной ряд

/2 /

где I V - -  мерный вектор, А ^2:) -квадратная матрица

а <- -неотрицательное целое число.
В основном исследовался случай, когда характеристическое 

уравнение

/ 3/

/  Е  -единичная матрица/
*

имеет лишь простые корни. В случае же кратных корней, обла
дающих кратными элементарными делителями, отыскание решений

Г

Г
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значительно усложняется. ♦
Н.И.Шкиль предложил метод отыскания частньпс решений 

системы / I /  в случае, когда характеристическое уравнение/В/ 
имеет кратные корни и им отвечают элементарные делители 
тождественной кратности. В работах Н.И.Шкиля и наших рабо
тах / 1 - 4 7 указан метод построения асимптотических решений 
систем линейных дифференциальных уравнений с иррегулярной 
особой точкой в случае, когда кратному корню характеристи
ческого уравнения соответствуют несколько кратных элементар
ных делителей.

В работах С.Ф.Фещенко и В.Вазова исследованы системы 
линейннх дифференциальных уравнений содержащие малый пара
метр

А =  А (т :,г) ос, / 4 /

где ~ мерный вектор, А /т ,с / -квадратная матрица,
которая допускает разложение

/ь/у  _

У - о

Исследование проводилось в случае целого положительного ^  
Мы же занимаемся построением асимптотического решения- при 

Л  -  дробном.
Отметим, что вся теория асимптотических представлений 

для таких типов дифференциальных уравнений тесно свявана с 
исследованием некоторого алгебраического уравнения, анало 
гичного характеристическому уравнению дл« случая дифферен*
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циального уравнения с постоянными коэффициентами, которое 
ми также будем называть характеристическим. Свойства корней 
•такого алгебраического уравнения в значительной степени 
предопределяют структуру решений системы дифференциальных 
уравнений.

Диссертация состоит из введения и двух глав, в конце 
диссертации приводится список литературы.

Во введении дается обзор работ посвященных исследованию 
асимптотического поведения решений обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений с иррегулярной особой точкой и 
линейных дифференциальных уравнений с малым параметром.

Глава I в основном посвящается исследованию системы 
дифференциальных уравнений вида:

взаимно простые числа, / 0 , ^ .  Система /б /  является
системой с особенностью по параметру в точке €  -  О ," * **

§ I. зтой главы носит вс пом агат ель ный характер. В нем 
приводятся основные положения иэ теории преобразующих матриц 
в случае простых и кратных корней характеристического урав
нения.

В §§ 2-6 рассматривается однородная система, соответствую
щая системе / б / .  В .§ 2 строится формальное решение такой 
системы в случае простых корней характеристического уравнения. 
Основной результат этого параграфа дается теоремой.

/б/
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ТЕОРЕМ I» Если на сегменте [ ® ) ^ ]  матрицы А  ('О С&-ОРА-? 
неограниченно дифференцируемые и корни характеристического 

уравнения

и г ± [ А (о)м - 2 С ' с ) е ]  = о п /

различные при всех Т * 10 однородная система, соот
ветствующая системе / 6 / ,  имеет формальную матрицу решении во

Да

ф  'ф ,г )  = ч ч э  ^  / ! у

где К, ( т -  • ( ^  Х я )  -матрица, а А -квадратная
диагональная матрица порядка /г- , которые имеют разложение
в формальные рады

к М * 1 _  , А ( ъ г ) - Ё У У /)(^ ,  м
^ аГ=Р •

где у 1̂- =
На"асимптотический характер построенных решений указывает 
теорема Г,2 , метод доказательства которой принадлежит Б#Код- 
диягтону и Н.Левинсону и приведеп нами в § 3. ,

§ 4 посвящен построению частных формальных решений одно
родной системы в случае кратного корня, которому соответству
ет один кратный элементарный делитель тождественной кратности 
Как следует из изложения построение формальных решений сущест
венно зависит от соотношений ыевду р  , у  к Я* Напри
мер, в случае и справедлива теорема.
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ТТ.ОРЕЖ 2. Пусть для однородной системы выполняется условия;
'1 /  матрицы / /  ^ '( к )  /  ? ~ в у  /н а сегменте (‘РА /

м ° граниче н но диффер енциру ем не;
о

? / характеристическое уравнение / 7 /  имеет один,кратный
о с»} . ,Ч^орень ,{ с~у , которому соответствует один элементор- 

ч - делитель тождественной кратности;
Г*/ матрица /I  ^(т ) такова, что ее элемент С*■)(-?) /  ,}

П} л всех не равен нулю, тогда эта система имеет
формальное частное решение вида

ОС Сг,*)~- 11 С~,Г-<-) ( / р у<- ^ <&>) ,  /  /  Ю/

где и. '  ' ~  л- -мерный вектор, 2Ст>ум*). -скалярная
Функция., допускающие формальные разложения:

и ь н -Ё У *"^  , з ^ '& У Т Ъ ,  / „ /
/5-о

где А = .
Асимптотическ'ий характер построенного формального реше

ния доказывается с помощью теоремы 1.6 , метод доказательства 
которой принадлежит Н.И.Шкилю и приведен нами в § 0.

6 посвящен асимптотическому расщеплению сист°мы линей
ных дифференциальных уравнений,

а= Л (-СЁ) ̂ / 12/

на подсистеиы более низкого порядка с помощью неособенного 
преобразования.

В § 7 рассматривается неоднородная система / 6 / .  Рассмот
рены как "резонансны;!" случай, когда внешняя частота становит
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ся равной корню характеристического уравнения, так и "нереао- 
нансный" случай, когда ни при каких внешняя час
тега не равна корням характеристического уравнения»

Оказывается, что в случае простых корней характеристичес
кого уравнения, способ построения асимптотического решения 
системы / б /  не зависит от того "резонансный'* или "нерезонане - 
ный" случаи имеют место. В частности доказана теорема.

ТЕОРЕМА 8. Если на сегменте [ 0,13 матрицы Л у  и векго- 
ры /  неограниченно дифференцируемы,
то система дифференциальных уравнений / 6 /  имеет формальное 
решение вида

Х ( т, * )  ( т ^ е .  1 9  / Ш

где & Сг,уу) -  квадратная матрица порядка & /2  {суун )  ~ 
.Д- -  мерный вектор, определяемый системой дифференциальных

уравнений - 4

^2 1  1 ^  ' Л  (Ту/ь) -  с ^  с ^ А :^  / 14/

где. А ( Т ) А )  -диагональная квадратная матрица порядка , 
УгС?;/*) -  Д- -  мерный вектор, причем имеют место фох^мальные 

равлокения: «  л { - < « & ,
%  гс/*у ^

" А х ) .  П ъ /Л - О
в которых .

Дальше рассмотрен случай, когда характеристическое урав
нение / 7 /  имеет кратный корень 2. ^Стг) и ему соответствует 
один кратный элементарный делитель тождественной кратности.
В этом случае мы у*е различаем случаи "резонанса" и "нереаоиан



еа" . Построение формальных решений дается теоремами 1 .9 , Ы

и Ы Ь  ;*
Случай кратного корня с нескольким.I кратными элементарны- .

ми делителями рассмотрен в § 8*
В § 9 построено асимптотическое решение системы дифферен

циальных уравнений вида

'2?&. = 4 /  ( Т . Ъ К ' ХЯ
их*- - /1 б /

-мал ый пар ам ет р ,

- 8 -

О с ^  , о ± <ггде о $ V- -  ^ >
[(•(-('х )  — 1л̂ ~мерный вектор, ^ А ’=г -квадрат

ные матрицы порадка ^  * с начальными-

и. /  х  р & д  > ъ г / ^ 0 = .Т~ о ’ _
и граничными условиями

= и - / х - е

Ета система приводится к системе первого-порядка вида
- ОСТ

гце (4*1 = 2,*., -векторы размерности 2  л- , ///*, /т /
к  ^  }  -квадратные матрицы порддка

В работах С.фещенко, Н.И.Шкиля, И.И.Моркуша исследованы 
т-и;ле системы в случае простого корня и в случае кратного кор
пи с соответствующий ему одним кратным элементарным делителем, 
г-., явственной кратности соответствующего характеристического 

уравнения

(■с) - 2  м. Су2 4 7  = ^ ^

/ 17/

/ 18/

/ 19/

/го/
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Нами рассмотрен Солее общий случай, когда-кратному корню 
с сот нет ствуют несколько кратных влеы'ентарных делителей, крат
ность которых не зависит от 'V  * Построенные решения имеют 
асимптотический характер, что подтверждаетея теоремой 1*17, 
которая доказана здесь пе о 5 Р.

И, наконец, в заключительном § 10 рассмотрена система 
линейных дифференциальных уравнений

ж?фш . / 21/

где . Т“ -  ^  , г  е  ^ 0 ^ * 3  ' I , когда
п с ч1

характеристическое уравнение имеет один кратный корень Д /ту 
п ему отвечает один кратный элементарный делит ель[

Система / 21 /  рассматривалась в работах Н.И*Шкиля в пред
положении, что выполняется условие

[ с  (%)]„_,< * о , ■ / г а '

а также в случае, когда

[ с а ) } ^  ц р ", /22/

/2 4 /
[ С  С г)] ,,^

для всех <= Ш з  , в которых

ССФ У7' Ж ;[ Т'ж) - ; /35/
где Т №  ~ преобразующая матрица для матрицы / /
Нами построено'асимптотическое решение  ̂системы /2 1 / ъ случае 
когда выполняется условие. /Я Г/, но
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/26/

[ с м ] ^ 3 ЧсСтЧ ^ - ‘, С ^ 3 ь - ± , У &>, / 2 ? / .
т .е*  нами строится асимптотическое решение системы /2 1 / при 
других достаточных условиях*

Вторая^ глава посвящена исследованию ..линейных дифферен
циальных уравнений с.изолированными особенностями вида

= д  ^  Д С ч) /2 8 /

где » неотрицательное целое или дробное число и матри
ца имеет представление в виде ряда

• . . / й ) /  У=о
§ I , как и в первой главе, носит вспомагательный характер.
В частности,- в § 1 приводятся сведения о линейных дифферен
циальных уравнениях с. иррегулярной, особой точкой.

В § 2 строятся формальные частные решения системы/28/ 
в случае, когда характеристическое уравнение

‘& / А с,)- 2 Н  - о /80/.

имеет кратный корень, которому соответствуют крат
/ Са) с по

мощью неособенной матрицы '[' приводится к матрице
1Д/ = 7>"у)'°; 7' • . где

№ = ■
%  ' • о  1 •

* V. I

■ о  -■

/ 81/
%
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(X

Щ :  >

ГГ '  1 о ■■■ О 

о Я1а>4 0 /21/

< * 1 * * $ *
О О о  ••• 1
0 0  0 “ - у о)

Гассмотрепы следующие Мучает.
I /  Кратность элементарных делителей одинакова, т*е*

/ V  ^  «& = '••= &г]. Л З /

? /  Кратность элементарных делителей удовлетворяет условию

/В / Л.>дГ* ’ . /3 4 /

Для об«?г ' .^'«ае / к /  и /В / даны необходимые и достаточные 
условия существования частного решения* При этом метод дока
зательства достаточного условия является и методом построения 
данного формального решения* *

В 5 2 доказаны теоремы.

ТЁ0Р5МЛ 4 . Пусть для системы дифференциальных уравнений /2 9 / 
выполняется условия:

I /  характериетическое уравнение /3 0 /  имеет один корень// ' 
кратность которого равна р ;

2 / корню 2 <о) соответствует ^ к р а т н ы х  элемен
тарных делителей / 2~ 2(°;]  ^  2 Со)] ^  ̂   ̂ ('2~ где

1 з /  “• = у-г^ , то для
того, чтобы вектор

' = 1СО *  / - Л А  ^ / ^ «у*) ,  / г 5 /

где ^ ( / к)  ~ и_ -  мерный вектор, 2  (/у) . -  скалярная
функция, допускающие разложения

■ . \
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- 'ГпСд У " ' '  /8 6 //К ~ У х
7 • ^-••' '  •* 

был формальный решением системы /2 9 / ,  необходимо, чтобы чис
ло было корнем трав нения

®~ ?С1] л , /  /  Сг3 л ,* «  -  (с * ]> 2/ а

с&1 = 0.
/з V/

где ^ 3  ?<-, * > $*.,&+{ , **•, { У  -соответ
ственные алеиенты матрицы О с ~ Т  . А ^ ' ^ д .

ТЕОРЕМА 5. Если выполняются условия I / ,  2 / ,  3 / теоремы
4 и число является простым не нулевым корнем
уравнения /З У /, то система дифференциальных уравнений /2 9 /  
имеет формальное решение вида /3 5 / - /3 6 / .  Здесь ае покапано 
/теоремы 2.5 и 2 .4 / ,  что если числа удовлетво-
ряют соотношению /В /, то система /2 9 /  имеет формальные реше-

нш‘ -  йI & = ^ (Л) . ^ /Е в /

где т  -векторы раамерности у? и скалярные
функции, допускающие раалохения

Р I/ ( У  о ^  ^  ф &/У-Г
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Одним ив требований, при которых доказаны теоремы 4 и 5 явлп 
ется следующее требование: уравнение /3 7 /  не должно.иметь ну 
левых корней. От этого требования мы освобождаемся дальше в 
§ 3, где .приведена" теорема 2» 5*
Построенные выше формальные решения не дают возможности 
построить общее формальное решение в любом приближении. Дело 
в том, что хотя теоремы § 2 и позволяют для каедого корня 

^ ^  кратности строить у9 линейно'независимых фор
мальных решений системы /2 9 / , все эти решения в нулевом при
ближении вырождаются, в одно решение. Следовательно, в нулевс* 
приближении, нельзя получить общего решения системы /2 9 / .

4 ,5  этой главы позволяют строить общее асимптоти
ческое решение системы /2 9 / в любом приближении, а именно 
доказана теорема в случае /АЛ
ТЕОРЕМА б. Будем предполагать, что выполняются условия тео
ремы 4 и уравнение /3 7 / имеет Л  простых, отличных от ну
ля корней Ы-1 ~ [  2 ^ 3  ' ,  * = [ 2 Л ? 3 ^ *
тогда система дифференциальных уравнений /3 ? /  имеет общее 
формальное решение вида

ы ( г ) = Л Л '/ 'Л  / / ( Л , /4 0 /

где
и имеющие вид

• о1 «д Оу . 0$

'  ’
а -  / у  -  мерные вектора, которые\определяются систе
мой дифференциальных уравнений

и[ д  ~ * 1- ^

-прямоугольные матрицы размеров/ -А /
<7

У* & /41/

\
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где 1/1/; -клетка Жордана, отвечающая элементарному целителю 
® "• - Ся)

-клет
-диагональная матрица,

Затем в § б этой главы строится по общему формальному 
решению фундаментальная матрица решений системы /2 9 / .
Тогда в случае действительного ' мы доказываем, что со
ответственно каждому формальному вектору -  решению системы 
/2 9 / существует истинное решение, которое имеет это формаль
ное решение своим асимптотическим разложением. Об этом свиде
тельствует теорема.

,7 Ус
Теорема 7 . Пусть т с = у ^  -проиав/олъный вектор-
столбец формальной матрицы решений

/4 3 /

системы /2 9 / ,  тогда существует для всех достаточно малых у ь  
истинный вектор -  решение УV этой системы, такой, что
оценка

.В частности,-
уй —»» О •>

имеет место для всех
~  Ус .
В § § 8 -1 1 исследуется система /2 9 /  при 2 ~~Р~ -дробном 

т .е .  исследуется систеца дробного ранга. В случае простых кор 
ней характеристического уравнения построена формальная матри
ца решений

. /4 б /

где Р [ У  и ^  (р )  -квадратные матрицы с разложениями по
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Ф  -  диагональная матрица,

Асимптотический характер полученных формальных решений 
можно показать методом 5 7.

В § 9 исследуется система дробного ранга в случае, когда, 
характеристическое уравнение /3 0 /  имеет кратный корень ^  
и ему соответствует один кратный элементарный делитель [}~ У е>У. 
Построение частных решении существенно зависот от соотношений 
между р>;н- и . § II содержит результаты для систем дроб
ного ранга в случае, когда кратному корню соответствуют не
сколько кратных элементарных делителей.

В /  I-  система дробного ранга расщепляется на подсисте
мы более низкого порядка, что подтверждает следующая теорема

/1Теорема 8 . Пусть собственные значения матрицы Д  разделя- 
ются на две группы "■> ** ^  "  3 /°  ,  причем

Я с /у’ , если ь -  к  ^  * Тогда существует формаль
ный степенной ряд

У1"2  р  >у -О /4 6 /

где с /е / У  , такой, что формальная вамена перченных

/У
переводит дифференциальное уравнение /2 9 /  при <? = 

мальное дифференциальное уравнение

фор-

где все

/  / -

В -  имеют блочно-диагональный вид

/48/
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Методон В.Вазова можно доказать асимптотический характер фор
мального расщепления.
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