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Плоские задачи теории упругости являются предметом исследо­
ваний многих математиков и механиков /7_/, Это объясняется важно­
стью подобных задач и серьезными математическими трудностями,ко­
торые возникают при их решении* Только ограниченный круг плоских 
задач может быть решен в замкнутом виде, в рядах или квадратурах 
/I/. Поэтому естественно, что в применении к решению плоских за­
дач теории упругости разработка приближенных методов приобретает 
большое значение, В частности, для решения плоских задач теории 
упругости широкое развитие получил метод конечных разностей
[Ч  - f  8/.

Однако при большом количестве узлов сетки, соответствующие 
конечноразностные краевые задачи /или, что все равно, системы ли­
нейных алгебраических уравнений/^ которым приводит указанный ме­
тод, становятся очень громоздкими и их решение с доведением ре­
зультатов до числа затруднительно даже при использовании совре­
менной вычислительной техники.

Поэтому весьма актуальной является проблема разработки вся­
кого рода специализированных методов решения краевых задач мате­
матической физики в их дискретной постановке при большом количе­
стве узлов сетки. Одним из таких методов есть метод суммарных 
представлений, предложенный Г.К. Положим /2/.

Общие принципы метода суммарных представлений наиболее пол­
но изложены в работах /3/, P tf • Мы ке только отметим, что харак­
терным для этого метода является "выборочный счет" по формулам 
суммарных представлений, которые иногда дают решение конечнораз- 
ностиых краевых задач в явном виде, но, как правило, содержат 
сравнительно небольшое число параметров, подлежащих определению 
из той или иной системы линейных алгебраических уравнений срав­
нительно невысокого порядка.
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Обратш внимание на то, что при использовании этого метода 
для решения задач математической физики в дискретной постанов­
ке в отличие от метода конечных разностей часто, приступая к ре­
шению той или иной задачи, мокно не знать соответствующей систе­
мы линейных алгебраических уравнений, можно даже не указывать 
заранее дискретного множества точек, на котором ищется решение, 
и только на последнем этапе находить точки, в которых нас может 
интересовать численное решение задач и вычислять эти числовые 
значения по указанным выше формулам суммарных представлений.

Настоящая работа посвящена развитию метода суммарных пред­
ставлений в применении к численному решению плоских задач тео­
рии упругости.

При большом числе узлов равномерной прямоугольной сетки рас­
сматриваются задачи о плоском напряженном состоянии прямоуголь­
ной пластины при всевозможных краевых условиях и в частности 
при смешанных условиях, когда на части границы прямоугольника 
заданы смещения, а на другой части - усилия. При этом каждая из 
сторон не обязательно полностью должна относиться к одной и той . 
же из указанных двух частей.

Показывается, что решение подобного рода задач сводится к 
численному решению вполне определенных систем линейных алгебра­
ических уравнений сравнительно невысокого порядка, равного чис­
лу предконтурных узлов одной из сторон прямоугольника / а не чис­
лу внутренних узлов сетки прямоугольника, что соответствует обще­
му методу конечных разностей/.

Приведены численные примеры /при числе внутренних узлов пря­
моугольника равном 741 /, выполненные на ЭЦВМ "Минск-2" с исполь­
зованием алгоритмического языка автокод "Инженер".



Объем вычислительной работы и вычислительная погрешность при этом 
оказались сравнительно малыми.

Работа состоит из введения, трех глав и приложения.
Первая глава носит в основном вспомогательный характеро В 

§ I приводятся необходимые для дальнейшего сведения о плоских 
задачах теории упругости /I/.

В § 2 изложены основы метода суммарных представлений /27- 
f b j . Выводится основная формула суммарных представлений для ре­
шения конечноразностной задачи

A hV  = K v O,

V V c s ^
в сеточном прямоугольнике /количество внутренних узлов равно 

/. Эта формула имеет вид

Vc*0 = S(wU-OV(x.U S(L) VCxm4|-)- h2-J(Xj)-y*W <xp] / 3 /
j»i '  '

( Lo 0, A, —. rn♦£ ) ,
где ДьV - конечноразностный оператор Лапласа, хюстроенный по 
пяти точкам прямоугольной равномерной сетки

• , h(«.•0,&|~.,рм1) 1 У*«*Уо**Ь, ( кп 0,1,...,П«1> , = ’
Vcxo , f<4> , WCXO -  гг - мер!ше векторы

V 0‘O«{V1CKotV,cxi'>,..., Y«c*oj f УкС*0-У(?ч*УО .

fcxo = { Ы * о .. u<xd\ t ,
* ’ ’ .» •

S W - P G w O hjP ,
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S'(L,m+i-j) = PG(L)d(w*{-j)g*l(ni*l)P i

» PG(i--j)P 1

GCL> , ^ , v - диагональные матрицы yi -го порядка, 
GW=((<‘'-vl)(̂ -s))i • при i>o и Gc^O при l£0

 ̂к = * i l l  - 1 , Vk = !̂k -V ^ k ~T ,
Oj-

P квадратная матрица n -го порядка
Si П l-- JIHi

П
L,tC»i

Формула /3/ дает точное решение конечноразностной краевой 
задачи /I/, /2/ в сеточном прямоугольнике.

В § 3 приводится решение методом суммарных представлений 
краевой задачи /I/, /2/ для области, составленной из двух прямо­
угольников, и для областей, ограниченных произвольными криволи­
нейными контурами»

Во второй главе дано развитие метода суммарных представле­
ний в при?аенении к численному решению плоских задач теории упру­
гости в смещениях при большом количестве узлов сетки.

В § I рассматривается плоская задача теории упругости в сме­
щениях для прямоугольника в дискретной постановке»

Представляя бигарыоническую функцию U  в виде и~2* р + Т  , . 
где р и Т - гармонические функции от * и v ,для 
общего решения уравнений плоской теории упругости в смещениях/!/

2fl(LULtf)a-<> ~  (k*i)44E), Ч>(2). p + i-pt



-  5 -

получаем выражение [Ъ]

ctL+tir) = -  ~C2xp+^ + 2C^i)p- L| ; ( 2xP+<P  • / V

где р и ^ - произвольные гармонические функции

Формула /4/ показывает, что компоненты вектора смещений 
могут быть найдены в любой точке области, если будут известны 
две гармонические функции р и ^

Гармонические функции р и дискретного аргумента
представляются при помощи формул суммарных представлений /3/„ 
Тогда бигармоническая функция 2хр + <̂ дискретного аргумента 
запишется в виде формулы

2 xl p V o  + ̂ exO = SC»»Hi-L)[2xipoO+^.l]+S(0 [2xl p(xmtl')+<̂ CxKlfl')] *■

£  Cxj> * i poCXj), o,... ,0, p„„cxj)}, 

fifoj) = { (*j), 0, ..., 0, ̂ ли (Xj')}

На формулу /5/ следует смотреть, как на формулу суммарных 
представлений для бигармонического уравнения в частных производ­
ных» Характерным является то, что при этом алгебраические урав™ 
нения, соответствующие дискретной постановке бигармонической за-

*«ti-j)-S1'Cc-j)][2xî Cxj)* сГвсхр] / 5 /

где- 6JCxp и cfotj) гс - мерные векторы
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дачи, то есть уравнения, которым удовлетворяет бигармоническая 
функция, как функция дискретного аргумента, можно в явном виде 
не выписывать и даже можно не знать.

Обратим внимание на то, что представление бигарыонической 
функции в виде линейной комбинации гармонических функций есть 
результат анализа бесконечно малых. Использование этого резуль­
тата в "анализе конечно малых" свидетельствует о том, что метод 
суммарных представлений, как аппарат "анализа конечно малых",не 
отвергает аппарата дифференциального и интегрального исчисления, 
а наоборот, предполагает его использование в тех случаях, когда 
он может оказаться полезным.

Примем значения функции Po.v) в узлах на горизонталь­
ных сторонах и значения функции в узлах на вертикаль­
ных сторонах границы прямоугольника в качестве параметров.Зна­
чения функций pc*,v) и /а следовательно и функции
2хр-!<^ / во внутренних точках прямоугольника будут выражать­
ся через эти 2(г»+п.) числовые параметры.

Используя краевые условия, для определения указанных2("i+n") 
параметров, получаем систему линейных алгебраических уравне­
ний такого же порядка, которая монет быть сведена к следующей 
системе 2т уравнений

2(Ы, Р.(*0 - 2/ £  ьч Р.О* - а /  2  Р„„С  ̂= сЦе»,-)и j-1 J J-1 . 'n « *" /6/- 2(Ы)КЯ <*0 + 2.1* £  a tj 2  (Xj) 4 i f  z  Ц  CXj) = oL„
j*i i*i

где <xL ч Ц  , ol4c*i> f - известные величины.
Полагая 0*0 , £4 = fiC*o + .получаем
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2(lti-i)oLii + 2.J2 2 . ■ =  oL10<i.')+d.HCxi')

C L * ;
/7/

2 1 a Cj + btj] = o[t(x^-d.„<xi-)
/8/

Следовательно, система 2*и линейных алгебраических урав­
нений /б/ распадается на две независимые системы /7/, /8/ с m  
неизвестных в каждой.

Решая системы уравнений и подставляя результаты вычисле­
ний в формулу суммарных представлений /5/ в соответствии с фор­
мулой / V »  получаем явные формулы /§ 2/ для вектора смещений во 
внутренних узлах прямоугольника. Выполняя по этим формулам рас­
четы, находим численные значения всех элементов напряженного 
состояния.

В третьей главе дано развитие метода суммарных представле­
ний в применении к численному решению различных смешанных задач 
плоской теории упругости при большом количестве узлов сетки.

Представляя бигармоническую функцию Эри в виде U« 2*ч*+'Г , 
где f И  - гармонические функции от * и * , для тензо­
ра напряжений плоской теории упругости имеем [ \ ]

_ T?U , _ . ^U
av‘

ъ*1)
Ъкг

'У е: —.
ЪнЪ

или /57
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,-_(2xP» ^ ( /9/

где p и - произвольные гармонические функции от * и у
Л VP п1Я W
Р ’ 5Г '

Используя представление /9/ и выражая компонента вектора 
смещений через эти же функции р и <\ ,сводим задачи и в этом
случае к определению двух функций, гармонических в области £).

Представляя гармонические функции р и дискретного 
аргумента при помощи формул суммарных представлений, получаем 
в явном виде решение смешанных задач плоской теории упругости 
для прямоугольника при различных краевых условиях:

а/ для случая; когда на вертикальных сторонах прямоуголь­
ника заданы смещения, а на горизонтальных сторонах - усилия
/ §1/Г

о/ для случая, когда на вертикальных сторонах прямоугольни­
ка заданы усилия, а на горизонтальных сторонах - смещения/ § 2/,* 

в/ для случая, когда на трех сторонах прямоугольника зада­
ны усилия, а на одной - смещения / § 3/;

г/ для общего случая смешанных краевых условий, когда на од­
ной части стороны прямоугольника заданы усилия, а на другой час­
ти - смещения /§ 4-. § 5/.При этом такая сторона монет быть не 
одна, а несколько.

Из полученных решений в виде формул суммарных представлений,
зо с исключенными неопределенными параметрами,выводятся все эле­
менты напряженного состояния. Численные значения параметров опре­
деляются в результате численного решения систем линейных алгебра­
ических уравнений сравнительно невысокого порядка, равного числу
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предконтурных узлов одной из сторон прямоугольника.
Таким образом, в случае многих задач плоской теории упру­

гости получается сравнительно малый объем вычислительной работы, 
необходимый для получения решения, достигается некоторая возмож­
ность избегать большую вычислительную погрешность. Практические 
возможности получения вполне удовлетворительных численных реше­
ний задач плоской теории упругости, особенно при достаточно 
мелких шагах сетки, сильно расширяются.

Следует отметить, что вычисление ряда величин для различных 
краевых задач производится по однотипным формулам. Это обстоя­
тельство создает определенное преимущество при решении плоских 
задач теории упругости с использованием ЭЦВМ.

В приложении рассматривается конкретная задача плоской те­
ории упругости /задача в смещениях/ с доведением результата до 
числа при сравнительно большом количестве внутренних узлов сет­
ки прямоугольника равном 74-1. При этом системы линейных алгебра­
ических уравнений, подлежащих непосредственно численному реше­
нию, оказались 19-го порядка.

Приведен алгоритм решения задачи на языке автокод"Инженер". 
Этот алгоритм был реализован при рассмотрении численного приме­
ра на ЭЦВМ "Минск-2".

Основные результаты работы освещены в статьях /9/-/11У и 
докладывались на Республиканском семинаре по вычислительной ма­
тематике при Научном Совете по кибернетике АН УССР /Киевский го­
сударственный университет/, на Третьей республиканской конферен­
ции молодых математиков Украины /апрель 1966 г./, на научной кон­
ференции профессорско-преподавательского состава Киевского госу­
дарственного педагогического института им.A.W.Горького /февраль 
1966 г./.
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