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К численному решению алгебраических и дифференциаль
ных систем о большим числом неизвестных сводятся многие за 
дачи прикладной математики, механики и физики, в частности 
конечноразностные методы решения краевых задач для урав
нений в частных производных, особенно эллиптического типа, 
расчет обширного класса инженерных сооружений, так называе
мых стержневых систем, задачи анализа электрических и меха
нических цепей, экономики, геодезии и многие другие.

Серьезным препятствием к решению указанных систем из
вестными численными методами служит то , что программы, реа
лизующие их, обычно требуют размещения всей матрицы коэффи
циентов и столбца свободных членов в оперативной памяти вы
числительной машины. Тем самым сравнительно небольшой объ
ем быстродействующей памяти ограничивает порядок решаемых 
систем.

Поэтому возникает необходимость в разработке методов 
численного решения систем уравнений с большим числом неиз
вестных, которые позволили бы наиболее рационально исполь
зовать как внутреннюю, так и внешнюю память машины и тем 
самым давали бы существенное сокращение времени очета аа -  
дачи.

В ряде работ [  1-3  ]  рассматриваются клеточные моди
фикации некоторых известных методов решения систем алге -  
браических уравнений: метода Гаусса- Зейделя, методов 
квадратного корня, Кордана, окаймления, ортогоналиаацин, 
предполагающие размещение матрицы коэффициентов во внеинем 
накопителе и позволяющие оперировать в быстродействующей 
памяти лишь с отдельными клетками исходной матрицы.
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Системы коночноразностных уравнений о положительно 
определенной матрицей эффективно решаются методами блоч
ной итерации / 4 ,  5 / ,  которые позволяют решать на каждом 
шаге сиотем'ы конечноразноотных уравнений более низкого по
рядка.

Ряд методов решения разностных уравнений для самосопря
женных эллиптических дифференциальных уравнений в частных 
производных второго порядка, которые дают возможность хра
нить в процессе счета на JUBW только часть информации об 
узлах сеточной области, рассмотрены в /*б/.

В настоящей диссертации рассматривается численное ре
шение линейных алгебраических и дифференциальных уравнений 
с большим числом неизвестных альтернирующим методом, по
зволяющим решать системы в известном смысле "по частям"! 
решая подсистемы сравнительно небольшого порядка, путем 
последовательных поправок получаем искомое решение исход
ной системы. Порядок подсистем, на которые условно разби
вается исходная система уравнений, выбирается произвольно 
в зависимости от емкости оперативной, памяти конкретной ЦВМ.

Б работэ исследуются условия сходимости Полученного 
итерационного процесса, скорость сходимости, зависимость 
скорости сходимости от способа разбиения исходной системы 
уравнений на подсистемы, а также устанавливается целесо
образность применения альтернирующего мотода с точки зро- 
ния сокращения числа арифметических операций и времени 
счета задачи.

Рассматриваемый метод является обобщением на числен
ное решение систем уравнений большого порядка известного 
альтернирующего алгоритма Ш варца/?/, который был предло
жен первоначально для решения краевых задач и обобщенный 
затем на численное решение конечноразноотных уравнений 

/ 8 ,  9 , 10 /.
Диссертация состоит из введения, трех глав, объеди

няющих двенадцать параграфов, приложения и списка цитиро
ванной литературы (содержащего 122 наименования).



Во введении содержится постановка задачи и приводится 
обзор литературы по существующим методам решения систем 
уравнений большого порядка и обзор литературы по примене
нию алгорифма Шварца для решения многих возникающих проблем.

В первой главе дается описание вычислительной схемы и 
исследуются условия сходимости альтернирующего процесса для 
систем линейных алгебраических уравнений.

В первом параграфе данной главы рассматривается реше
ние альтернирующим методом систем конечноразностных урав
нений.

В результате применения альтернирующего метода к ре
шению системы разностных уравнений

A U  = Г ( I )

для сеточной области , содержащей т  л  узлов, по
лучаем итерационный процесс, на каждом шаге которого реша
ются последовательно две взаимоперекрывающиеся подсистемы:

Г M l
Аг, А Г 2 °

А2/ А 22 А23

О О О

77 D

. о  о

А А/С, Л*-/ /САГ
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где система (2) содержит разностные уравнения, записанные 
для первых /<• столбцов области , а система (3 )-
для столбцов области от 2 + / -го по /7 , г^ к ^ / 7

2 и /г выбираем таким образом, чтобы подсистему (2) 
или (3) можно было разместить в ОП машины и решать каким- 
либо известным методом.

Полученный итерационный процесс сходится со скоростью 
геометрической прогрессии, знаменатель которой равен р 2у 
где

9 <
_г
к

Отсюда следует, что скорость сходимости альтернирующего 
процесса будет тем больше, чем большо перекрываются под- 
оистемы (2) и (3).

Дается описание вычислительной схемы процесса для 
случая любого числа М  взаимолорокрывающихсп подсис
тем и устанавливается, что скорость сходимости убывает 
при увеличении М  . На каждом шаге альтернирующего ите
рационного процесса последовательно решаются краевые за
дачи для сеточных областей, которые содержат только аг-л? 
узлов (вместо /?-л? узлов без применения метода). Кроме 
того, промежуточные результаты запоминаются не для всех 
столбцов сетки, а только для Af+f-.-vo столбцов (учиты
вая нулевой и п + / -й ) , что дает значительную экономию 
ОЛ машины.

Приводятся также результаты Алексидзе /9 _ / по ис
следованию времени решения задачи Дирихле альтернирующим 
методом через скоростные характеристики вычислительной ма
шины.

Бели в системах (2) и (3) положить ? ~ ас * то по
лучим к  -  строчечный метод блочной итерации / 5 ,  бУ, 
при к  * л  исходная система ( I )  решается за один шаг 
итерационного процесса.

В § 2 рассматривается вычислительная схема альтерни
рующего метода для системы алгебраических уравнений /7-го
порядка:

А х  « Г  • (5)

б



Исходную систему уравнений разбиваем на М  взаимо 
перекрывающихся подсистем порядка л* ^  л  , причем каж
дая последующая подсистема получается сдвигом предыдущей 
на 2 уравнений вниз, 2 ^  л* .

Будем подразумевать под записью

А ~ А [  f  •• п ‘ f : гп ] }

соответственно матрицу А 
рицы А от первой по г?

которая содержит строки мат- 
и столбцы от первого по

/77-й. и вектор X , составленный из компонент вектора Ж 
от t —й по j  -ю.

На каждом шаге альтернирующего процесса необходимо 
решить М  подсистем /г -го порядка:

^ р л р  ^гр *рр //> х*р  7
( 6 )

где

d  =А[рг+/:рг+х± р г  + f; ръ+х J  ,

Xp -X fp*+rp***J ,

Xpp**f':PzJ7 х̂ р~х fp z+«+' :”7 7
L,p = AfpZ+/:pt4*r • pt+Ar-ffs Л /  f
^ 2 P  = A f p z * f p z + A ? f  / • • р г J

при этом Г 7 7
X у у / —
р о  > ^20 > Af-r  ̂ ^  м-f

суть соответственно нулевые вектора и матрицы.
При 2 = а* получим клеточный метод Гаусса-Зейделя. 

Если положить М = 2, то из (6) легко определить значе
ния векторов / ,  и ХЛ :ос р

(/V) (л?-/)
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/ ? = - #  9 Q * а/ f/c+f Л ; *+/.'/?/} Сг

X . ПОЛУЧИМ итерационный процвссили. исключив

(7)

из сходимости которого следует сходимость альтернирующего 
процесса.

Таким образом, для сходимости альтернирующего процес
са необходимо и достаточно, чтобы собственные значения 
матрицы /P /У были по модулю меньше единицы,.

Установлены также некоторые легко проверяемые доста
точные критерии сходимости альтернирующего процесса, а 
именно, процесс сходится, если коэффициенты матрицы А 
в системе (5) удовлетворяют одному из условий:

При доказательстве первого утверждения попутно уста
новлены две леммы, вытекающие из теоремы Лдаыара; при до
казательстве второго утверждения для оценки нормы обрат
ной матрицы используется идня метода окаймления.

Кром8 того , доказано, что если в системе

/7

I .  0  ^ 0  > Ц
'  /-у * '

С
п. а  > (л~О с ,
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X  =  / х  *  /■

1И! < / ,
то 00 всогда можно так разбить на взаимоперокрывающиеся 
подсистемы, что альтернирующий процесс будот сходиться.

Из построения вычислительной схемы метода следует, 
что он является одной из модификаций методов групповой ре
лаксации [ I ] ,  Отсюда вытекает сходимость процосса для сис
тем линейных алгебраических уравнений с симметричной и 
положительно определенной матрицей.

Доказано, что альтернирующий процесс сходится со ско
ростью геометрической прогрессии.

В § 4 установлено, что скорость сходимости процесса 
будет тем больше, чем больше порекрываются подсистемы. Сло- 
•довательно, клеточный метод Гаусса-Зойдбля сходится 
медленнее, чем альтернирующий метод в случае взаимопоро- 
крывающихся подсистоы. Численный пример, рассмотренный в 
приложении, подтверждает вышесказанное.

В последнем параграфе первой главы исследуется целе
сообразность применения альтернирующего метода к решению 
систем алгебраических уравнений большого порядка с точки 
зрения эффективного использования быстродействующей памя
ти машины, количества арифметических операций и времени 
решения систем с заданной точностью.

Глава вторая посвящена описанию вычислительной схе
мы и исследованию условий сходимости альтернирующего мето
да применительно к численному решению систем линейных обык
новенных дифференциальных уравнений большого порядка.

В § 6 описываотся вычислительная схема решения аль
тернирующим методом задачи Коши для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений порядка п

^ - A { t ) x + f C O  (10)

с начальным условием
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Пудом предполагать, что коэффициенты 
рицы A ( t  ) и функции / ,  (г! ) (

а , . ( )  1ШТ-

непрерывны на некоторой интервале f £ 0i T j  .
Задача интегрирования системы (10) сводится к интег

рированию двух или любого конечного числа подсистем диф
ференциальных уравнений значительно меньшего порядка

^ 4 i r  = ла « ) * ! %  * i , D ( о £ Ъ ^ М $ К а)>

Р

tp  ' '  АР
(Л ' )

* р  Ю  a * p ( * J j
/7-К M - f

гр '  рр

(II)

( a/-/,a , s ,  ■■ ■ ).

Решение этих подсистем в замкнутом виде возможно толь
ко в редких случаях, их решают обычно известными численны
ми методами. Приводятся формулы вычислений по модифициро
ванному методу Ейлера-Коши. Участок интегрирования /z f^  7~] 
разбиваем на т  равных частой с шагом л 6 . Пусть в 
процессе вычислений значения Л ^  /J(  /у) 
ухе найдены. .Дальнейшие вычисления проводятся по формулам 
(при М  = 2 ):

/ .  W. -  / у  л ф г

(P) r  A ")  . . . .  W‘0,
/, S+f

Г .f,i+f \, * tm-ipy1, w  < v  a w
*АА.Л%  4  (*,.,) A (A)]’

l  - 0f /f 7 /71-/ ' f a y s , .  ' ' ' ,
Затем, по вычисленным значениям / (6y) ( i  c f ) P̂  ••
находим численные значения для X **). из системы fID  
по формулам:



с -  М кК -’̂ м.(# ) / (* )

+Аг  ’Ч  ч  ( Ч , Д / ,
W

’  = ° , ' , г ,  • • • ,  т ' г,  # * '> * ,3 ,- ■ ■ ■
Альтернирующий процесс продолжали до тех пор, пока 

два последовательное приближения в точках zf. (  г . Т/п) 
но будут совпадать с требуемой точностью,

Условия сходиыости альтернирующего процесса для сис
тем дифференциальных уравнений с переменными коэффициен
тами рассмотрены в § 7.

Устанавливается интервал сходиыости альтернирующего 
процесса:

ТЕОРЕМА 5. Если в систеыо sv/> ft(0 / /MG<00
для всех £0 £ 6 ^  Т% то альтернирующий метод сходится 
на интервале ( где

. ** ("%)> £ * ('*%)} ’ р **>
af i-sup//*p (t )//,< >  " ^ /4 >  (О//,

Величина этого интервала существенно зависит от способа 
разбиения исходной системы на подсистемы. Исходную сис
тему дифференциальных уравнений всегда можно разбить та
ким образом на подсистоыы, что альтернирующий процесс бу
дет сходиться на всем интервале / V  Т ]  непрерывности 
коэффициентов матрицы А ( t  ).

Затоы в теоромах 6 , 7  и 8 исследуется сходимость 
процесса в зависимости от свойств коэффициентов матрицы 
А ( ? )  в интервале их непрерывности при произвольном раз
биении исходной системы уравнений на подсистемы.

Условия сходимости альтернирующего процесса для сис
тем дифференциальных уравнений с постоянными коэффициеата- 
ыи исследуются в § 8.
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ТЕОРЕМА 9 . Если вещественные части всех корней ха
рактеристического уравнения в каждой из подсистем ( I I )  от
рицательные, то альтернирующий процесс сходится при любом 

■+ 00  ). Как следствие из этой теоремы, выте
кает сходимость альтернирующего процесса для систем с отри
цательно определенной матрицей • А .

Доказано, что метод сходится на интервале 7 Г ]  , 
если коэффициенты матрицы А ( t  ) удовлетворяют одному из 
условий:

I .  о . < & ( &:i- < & в случае комплексной матрицы),

как частный случаи, из теоремы следует, что для сис
тем дифференциальных уравнений с постоянными коэффициента
ми альтернирующий метод всегда сходится на интервале ( 6 , 
tff + V  ) ,  где

г ‘ ( '* & $ ) }  ( £ " > г ) ' 
Скорость сходимости альтернирующего процесса для сис

тем дифференциальных уравнений, как и для алгебраических 
систем, будет тем больше, чем больше перекрываются подсис

Третья глава настоящей диссертации носит прикладной 
характер. Она посвящена применению альтернирующего метода 
к расчету сложных электрических цепей.

§ 9 этой главы носит реферативный характер. Рассмат
ривается постановка задач анализа цепей и приводится обзор 
существующих методов их расчета.

В § 10 дается описание анализа сложных электрических 
цепей альтернирующим методом. В данном случае метод явля
ется комбинацией методов расщепления цепи на подсхемы и

темы.
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итерационных методов расчета каждой из подсхем. При этой 
значительно сокращается число промежуточных результатов, 
которые необходимо запоминать в процесса счета, что дает 
экономию быстродействующей памяти ЭЦВМ.

Сходимость альтернирующего процесса для линейных 
электрических цепей исследуется в § I I .  Установлено, что 
для цепей, содержащих только однородные элементы, процесс 
всегда сходится.

Для P I C ’- цепей синусоидального тока процесс схо
дится, боли характеристические числа матрицы цепи лодат 
в левой полуплоскости или па мнимой оси (обязательно про
стые). В случае положительной определенности матриц про
водимостей, оыкостей и индуктивностей это условие обычно 
всегда выполняется и нарушается иногда только для i C -  
•цепей.

Последний, двенадцатый параграф, содержит описание 
методики реализации альтернирующего метода на ЭЦВМ и про
грамму решения систем алгебраических уравнений данным ме
тодом на языке "/ЛГОЛ-60".

• В приложении приводится численный пример расчета аль 
торнирующиы мотодом норазвотвл8иного трубопровода горячего 
проыпорегрова на совместное дейстзио температурных удли
нений, равномерно распределенной нагрузки и сосредоточен
ных сил (для Трипольской ГРЭС). При этом исследовалась 
зависимость скорости сходимости процесса от способа услов
ного разбиения трубопровода на части, а также количество 
выполненных арифметических операций. Задача рошалаоь на 
вычислительной машине "Минск-1".

Основные результаты диссертации изложены в работах 
автора / I I - 1 5 / и были доложены на Третьей Республиканской 
математической конференции молодых исследователей Украины 
(Киев, 1966), на научных конференциях кафедр Киевско
го государственного педагогического института имени А.Ы. 
Горького (1966, 1967, 1968), на научном семинаре по ме
тодам расчета цепей и полей на ЭЦВМ при Институте Кибер
нетики АН УССР (1966, 1964).
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