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Исследование решений дифференциальных и пнтегро-дпффе- 
ренцпальных уравнений в частных производных с отклоняю
щимся аргументом занимает в настоящее время одно из видных 
мест в теории дифференциальных уравнений. Это объясняется, 
в первую очередь, тем, что существует большое количество при
ложений таких уравнений к различным областям физики, тех
ники и других наук, к теории автоматического регулирования и 
управления, теории автоколебательных систем, некоторым во
просам техники (например, к радио- и электротехнике), эко
номике, биофизике п т. д.

Изучение многих проблем вышеупомянутых отраслей науки 
приводит в основном к исследованию дифференциальных и ин- 
тегро-дифференцпальных уравнений с отклоняющимся (чаще 
всего запаздывающим) аргументом во временной координате. 
Например, когда колебание рассматриваемого физического про
цесса зависит некоторым образом и от своей «предыстории».

Некоторые другие проблемы, например, изучение процесса 
сгорания топлива в ракетных двигателях, ряд вариационных за
дач, некоторые другие задачи ракетной техники приводят к 
уравнениям с отклоняющимся аргументом в пространственной 
переменной (к такому уравнению приводит, в частности, задача 
о тепловом изгибе мачты системы гравитационной стабилизации 
искусственного спутника Земли, которая изучена Д. Г. Коре
невским) .

Возникает поэтому необходимость изучения смешанных за
дач для уравнений в частных производных с отклоняющимися 
аргументами, когда в рассматриваемом уравнении есть запаз
дывание не только во временном аргументе t, но и в аргу
менте х (или аргументах Xj).

Построение решений таких смешанных задач тесно связано 
с решением обыкновенных дифференциальных уравнений с 
отклоняющимся аргументом, а при решении последних во мно
гих случаях используются результаты исследования таких са
мых уравнений без отклонения в аргументе. Поэтому сама 
теория дифференциальных уравнений с отклоняющимися аргу
ментами не может пройти мимо результатов, полученных в 
теории обыкновенных дифференциальных уравнений, и часто
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эти результаты переносятся и проверяются на уравнениях рас
сматриваемых нами типов.

Возникают, однако, и проблемы, которые характеризуют 
только теорию уравнений с возмущенными аргументами. В на
стоящей работе это проявляется в постановке новых задач и 
их решении, при доказательстве отдельных утверждений и т. д.

Теория обыкновенных дифференциальных уравнений с за
паздывающим аргументом разработана на сегодняшний день 
достаточно хорошо. Существует большое количество моногра
фий Н. Н. Боголюбова и Ю. А. Митропольского, Р. Веллмана, 
К. Л. Кука, А. Д. Мышкиса, Э. Пинии, Л. Э. Эльсгольца и 
др., обзорных и проблемных работ А. М. Зверкина, Г. А. Ка
менского, С. Б. Норкина, Л. Э. Эльсгольца, Н. П. Красовско
го, 10. А. Митропольского, В. И. Фодчука, Д. Г. Кореневского, 
А. Д. Мышкиса, С. Ф. Фещенко, Н. И. Шкиля, Л. Д. Николен- 
ко и др., содержащих ряд важных результатов и проблем в 
данной области. Изучены, с одной стороны, вопросы качест
венного характера: существование и единственность решений 
данных уравнений, их устойчивость, оценки и т. д., с другой 
стороны, авторы получили примечательные результаты по по
строению самих решений таких уравнений.

Для исследования решений квазилинейных обыкновенных 
систем с запаздывающим аргументом существуют хорошо раз
работанные приближенные методы, которыми располагает тео
рия колебаний систем без запаздывания: метод Ляпунова— 
Пуанкаре, нашедший« свое развитие в работах А. Халаная, 
С. Н. Шиманова, Л. Э. Эльсгольца, 10. А. Рябова и др., асимп
тотический метод Крылова—Боголюбова—Митропольского и 
метод усреднения, которые получили свое дальнейшее разви
тие и обоснование в работах В. П. Рубаника, О. А. Жаутыко- 
ва, В. И. Фодчука, А. Н. Филатова, А. Халаная и др.

Особенно интенсивно развивалась за последние годы теория 
дифференциальных уравнений в частных производных с за
паздывающим аргументом (запаздывание во времени). Приме
чательны в этом направлении работы Л. Э. Эльсгольца, 
А. Д. Мышкиса, С. Ф. Фещенко, Н. И. Шкиля, В. И. Фодчука, 
И. М. Гуля, Д. Г. Кореневского, А. Ш. Гаджиева, А. И. Гусей
нова, Я. Д. Мамедова, В. Р. Петухова, Г. П. Хомы, В. А. Домб
ровского, Н. А. Сотниченко, С. А. Василишина, М. И. Раби
новича, А. А. Розенблюма и других математиков.

В этих работах авторы придерживались в основном двух на
правлений: качественного и аналитического. В связи с послед
ним даны основные методы построения решений различных 
уравнений в частных производных с запаздывающим аргу
ментом.

Еще Л. Э. Эльсгольц с помощью метода шагов решил основ
ную начальную задачу для уравнения первого порядка в част
ных производных с запаздыванием во времени.
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Часто, однако, в приложениях для уравнении в частных 
производных приходится решать не основную начальную зада
чу, а различные смешанные задачи. Для многих случаев при 
этом применим обычный метод разделения переменных (метод 
Фурье), который существенно не отличается от схемы его при
менения к уравнениям без отклонения в аргументах.

Вопрос построения асимптотических решений смешанных за
дач для дифференциальных и интегро-дифференциальных урав
нений с медленно меняющимися коэффициентами и с запазды
вающими аргументами, в отличие от предшествующих авто
ров, мы ставим с точки зрения присутствия в рассматриваемом 
уравнении запаздывания не только во временном, но и в прост
ранственном аргументе х. С этой точки зрения и на основании 
того факта, что вышеупомянутые уравнения в частных произ
водных часто встречаются в приложениях (см., например, ра
боты Д. Г. Кореневского), развитие теории дифференциальных 
уравнений с отклоняющимся аргументом в этом направлении 
считаем оправданным и целесообразным.

Новыми результатами данной диссертационной работы, на 
наш взгляд, являются те, которые получены при решении общих 
смешанных задач для уравнений с запаздывающими аргумен
тами с неоднородными медленно меняющимися краевыми усло
виями. В частности, доказательство ряда утверждений, связан
ных с общим видом рассматриваемых уравнений, изучение крае
вых задач типа Штурма—Лиувилля для дифференциальных и 
интегро-дифференциальных уравнений второго и высшего по
рядков с запаздывающим аргументом (некоторые вопросы 
асимптотики) и, наконец, строгое обоснование применяемого 
нами (при решении смешанных задач) асимптотического мето
да (в том числе и метода Фурье).

В настоящей диссертационной работе излагаются следующие 
результаты по исследованию смешанных задач для линейных 
и нелинейных дифференциальных и интегро-дифференциальных 
уравнений гиперболического типа с запаздывающими аргумен
тами (как во времени, так и в пространственному аргументу).

Диссертационная работа состоит из трех глав.
В § 1 гл. I изучается асимптотика по малому параметру 

общей смешанной задачи вида

Utt (t, х) =  L0U (t, х) +  а (т, х, е) U (t, х) +  
аДт, х, e)U(t—А(т), х—6) +Ь(т, х, e)Ux(t, х,) +
+  bi (т, х, e)U(t—Д(т),х)+  eSfj (т, х, e)eiej^  Е), П)

j=i

U(t, х, e)=cp(t, х, е); Ut (t, х, е) = 'F (t ,  х, е) для —x0< t ^ O  (2)

Ux(t, 0, е ) + М т ,  e)U(t, 0, е) =  еЕрц(t)е|ез<** Е> (3)
j=i 4 ’

о



(3 )
N

Ux(t, я, e ) + h 2(r, e)U(t, я, e) =  e2p2j (t)e i0j(t* E)
j=i

U(t, x, e) = 0  для — 6< x < 0 , (4)
где L0U=i(p (x)Ux)x—q(x)U, r  =  et — медленное время, e> 0 — 
малый параметр. 6 — положительная постоянная, О ^ Д ( т ) ^  
< т 0„—6< х ^ я ,  (L  — постоянная величина),
d0Jdt~  =kj (т) > 0, kj(4,)hi (т, е), Ь2(т, е) — заданные непрерыв
ные медленно меняющиеся функции на [0, L].

После применения метода Фурье смешанная задача (1—4) 
формально разбивается на две задачи: задачу Штурма—Лиу- 
вилля на собственные значения и собственные функции и задачу 
Коши для бесконечной системы линейных обыкновенных диф
ференциальных уравнений 2-го порядка с медленно меняющи
мися коэффициентами и запаздывающим аргументом

Zn(t, s) +  X„Z,.(t, e) =  e£G„K(T, e)Z« (t, е )+е£С М т, e)ZK( t - Д(х), e) +
K =  I K = 1

00 , N
+ ê jRnk-(~, £)ZK (t, £) + sXFjn(T> £)elHj(t’ (5)

K = 1  j = l

Zn (t, e) =фп (t, e); Zn (t, e) = 4 / n (t, e) для — T o^ t^O . (6)
Предположим, что выполняется условие А: функции G™ (т, е), 

QnK( s  £), RiikCs £),Fjn(T, е) бесконечно дифференцируемы по т, 
представимы в виде асимптотических рядов по степеням 
малого параметра е:

30 00

0 . . К  * ) = 2  sS OW(x); Q„k(x, . ) = 2 ]  ^  QffiW;
s= 0  s=0
00 со

R„,(x, . ) = ^ В Д ;  FJn(T, e) =  V 6- Fj;l(x);
s=0

1ДЫ

£  S t  I •» Г; 1  S t

s=0
II ЧТО ряды

00 00
—T^QnK^J £)) 
dx1

n = l 11 =  1 П =1 П=1

| r ( Rn^ >

00
I2 11

‘» 1 : П т 1 е))
п=1 к—1 n = l

(7)

(8)

сходятся абсолютно и равномерно. Доказываем следующие 
теоремы:

Т е о р е м а  1. Пусть выполнены условия А и (8) и при не
которых значениях т е[0, L] н некотором Ап (п — фиксиро-
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вано) одна или несколько функций к, (т) (/=1 2 Г'
равны одному из корней уравнения

—ц2 +  Лп =  0 («резонансный случай), (9)
тогда форматное решение системы (5) существует и по методу 
С. Ф. Фещенко может быть представлено в виде }

Г

Zn(t, е) {[0п>1+Пп(т, е)] ^e(t)+Рпс(т, в)}eiei (t’ £)-j-
/=1

N

+  е̂ ]  T jn (T , e)e i0j (t' £), ( 10)
j  =  r+ l

™  ,6v  “  символ Кронекера, а функции | e (t) =  <x, (t) +  p.(t) 
( 1, 2, ..., г) определяются из уравнений первого порядка.

е) + i  [о»(т, е) kz(x)] }$,(t) + S / (r,e), ( 11)

причем неизвестные коэффициенты ( 10), i(ll) имеют вид

П п (х , е) ^ ^ £5 П ^ (т ) ;  P nZ(x , e ) = V es p (s )(T) ;
s=0 s^ T

ш( ' ,  £)  = 2 j eSu,s( T) ;  TinfTT, e) =  V  ssT g > ( t ) ;
s==0 s=0

D(x. e ) = 2 /D s ( x ) ;  S,(t, e) =  Ve*S(}'(t); (12)
S=» S=1

Т е о р е м а  2. Если выполнены условия А и (8) и ни одна 
из функций kj(т) (j =  l, 2, ..., N) ни при каком т е [0, L] не 
равны ни одному из корней уравнения (9) («нерезонансный» 
случай), то существует формальное решение задачи (5), (6) 
которое можно представить в виде: ’ ’

N

Zn(t, g) — On,l fa(t) +  e y Tjn(T, s )e i0j (t’E),
= 1

где
5,i (t) =an  (t) + i  |)n(t) и ^ ■ = [ D ( T ,e ) + i c i r (T.8)]5„(t).

Доказательство этих теорем дает и алгоритм для построения 
самих решений. При этом применяются некоторые искусствен
ные приемы при доказательстве равномерной и абсолютной схо
димости соответствующих рядов.

В § 2 первой главе доказывается теорема существования и 
единственности решения поставленной смешанной задачи (1) —
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(4) в пространстве Банаха методом последовательных прибли
жений. Дается обоснование применяемого асимптотического ме
тода: доказывается асимптотический характер построенного ре
шения задачи Коши (5), (6) и, тем самым, решения задачи 
(1) — (4). Указываются те условия, которые нужно наложить 
на функции смешанной задачи (1) — (4), чтобы существовало 
для нее классическое решение u(t, х, е).

Аналогичные результаты, но для более простого уравнения, 
чем уравнение ( 1) и с запаздыванием только во времени по
лучены в работах В. И. Фодчука и В. А. Домбровского.

В § 3 главы I. рассматривается смешанная задача для ин- 
тегро-дифференциального уравнения вида

Utt (t, х) =  LoU(t, x)+LiU-f-L2U + L3U + J К(т, x, g)U(t, Т|) dr] +
0

N

+  E2 fj(T’ X’ £)ei9j(t' CJ (13)
j=l

с начальными условиями (2) и граничными условиями (3), где 
операторы LjU (i =  1, 2, 3) имеют вид

L,U = (а, (т, х, е) ^ - + а 2(т, х, е) ~ -f а3(т, х, е)) U(t, х ) ; 
д ОL2U =  (а4(т, х, е)-^- +  а5(т, х, е)-^- +  а6т, х, е) )U (t—Д (т), х );

L3U =  a7(T, х, e)U(t, х—6 (х)). (14)

Кроме того, ядро К(т, х, т], е) имеет представление
со

K (T,x,r,,e)=K o(x.ri)+^V K s(^  х), (15)
S = 1

где функция Ко(х, т]) — симметрична, интегрируема с квадра
том на [—60, л] |0^ 6 ( х ) ^ б 0| и положительно определенная. 
Коэффициенты операторов имеют вид

00
а((т, х, е) esais(r, х), (1 =  1,4, 5, 6); а2(т, х, е) =  — Ь0(т)

,4=1
so 00

£Sa2s к  х); а3(т, X, е = —с0(т) + ^ e sa3s К  х);
S = 1  S = 1

СО
а7(?» х, s )=d0(x) +  ^  esa7s (т, х).
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где Ьо(т), Со(т), do(x) — непрерывно-дифференцируемые функ
ции на отрезках [О, L] и [0, л] соответственно.

После применения обобщенного метода Фурье вид коэффи
циента а7(т, х, е) обуславливает появление краевой задачи типа 
Штурма—Лнувилля для интегро-дифференциального уравнения 
с переменными коэффициентами и запаздывающим аргументом:

L0w(x)4-J Ко(х, г)) w (г)) dr] + d0(х)w (х—б(х)) =  —Aw(х)
о

w '(0) = 0; \у'(л) = 0  (16)
w(x) = 0  для 60< х < 0.

Для полученной задачи Коши доказываются аналогичные 
как в § 1 теоремы для «резонансного» и «нерезонансного» слу
чаев. Строится также решение для однородного уравнения.

В § 4 гл. I доказывается теорема существования и един
ственности решения получающейся задачи Коши в пространстве 
Банаха. Даются соответствующие оценки решения и доказы
вается асимптотический характер найденных приближенных 
решений.

В § 5 рассматривается смешанная задача для линейного 
дифференциального уравнения вида (13) без интегрального опе
ратора при начальных условиях (2) и граничных условиях, на
зываемых нераспадающммпся

п—1 п—1

о

U(t, х, e )=A (t, х, е) для —5о < х < 0,

(17)

где оператор L0U имеет вид: L0U =  д U t̂,x^(n>2).дх
В диссертационной работе решения различных смешанных 

задач ищутся при помощи обобщенного метода Фурье, то есть 
в виде ряда по собственным функциям главных частей соответ
ствующих уравнений. В связи с этим для каждого отдельного 
случая изучаются краевые задачи типа Штурма—Лиувилля с 
запаздывающим аргументом. Самая простая из них (постав
ленная и решенная в нашей работе) имеет вид:

~  [ р ^  ППГ 1—qМ w (х) +  do(х)w (х~ 6 (х) ) = — (х) (18)
w(x)=Aj(x) для — 60< х ^ О ; \\ '(л)=0. (19)

Здесь рассмотрены также некоторые вопросы асимптотики 
собственных значений и собственных функций последней крае-

9



вой задачи. В случае, когда оператор L0w имеет вид L0w =  
d*w ^

= ^ г ,  аналогичная задача изучена С. Б. Норкиным.
Краевая задача типа Штурма—Лиувилля для ннтегро-диф- 

ференциального уравнения с запаздывающим аргументом (16) 
поставлена в § 3 первой главы. На основании теоремы Г. Вей
ля, в частности, можно сделать заключение, что собственные 
функции этой краевой задачи всегда существуют. Этот вывод 
сделан на том основании, что спектр краевой задачи (16) су
ществует и имеет такую же самую структуру, как и спектр 
более простой задачи:

L0w(x) = —A,w(x); w'(O) =0; w' ( jc) =0;

(слагаемые /  Ко (х, Л)w (rj) dr] и do(x)w(x—б(х)) являются 
о

вполне непрерывнами операторами).
При помощи двойной подстановки

Y(z) =  [p(x) ] 4 w(x); z =  ± J  [р(?)]“ 2 d;, где K =-^/[p(x)]“ dx,
о "о

задача (16) приводится к более простой задаче относительно 
Y(z), для которой при выполнении определенных условий вы
водим формулы, характеризующие асимптотические свойства 
собственных функций и собственных значений в первом и во 
втором приближениях. Это сделано в работе и для случая, 
когда

W (x)=A,(x) для — 60< х < 0 .  (20)

Для краевой задачи типа Штурма—Лиувилля для уравнения 
вида (18) высшего порядка с краевыми условиями (17) и (20) 
где ajK, (3jK ( j =l ,  2, ..., п) постоянные величины, удовлетворя
ющие определенным условиям, для больших значений парамет
ра X изучены некоторые вопросы асимптотики собственных 
функций и собственных значений. Доказана следующая лемма 
для системы интегральных уравнений типа Фредгольма с за- 
паздывющим аргументом, как эквивалента для дифференциаль
ного уравнения высшего порядка с запаздывающим аргументом.

Л е м м а  1. Пусть дана система интегральных уравнений с 
запаздывающим аргументом

г тс

Z .( x ) - ! „ ( * ) + 2  [ K«j(x, 5. p)Zj CE-5('))d?, (21)
j=l 6
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( к = 1, 2, n), р —большой параметр, л =  рп, и пусть выпол
няются следующие условия: 1. функции fK(x)(K=l, 2, п) не
прерывны на сегменте [—6о, л ] ;

2. при каждом фиксированном р функции KKj (х,£ , р) непре
рывны при —б0< х ^ |  и | ^ х ^ я ;

3. существует константа Р, для которой |Kk-j (х , g, р| ^  — ■- 
везде в —бо^х; £=^л;

4. функции d0(x) и Ац(х) непрерывны на [—бо, л] и 
[—бо, 0] соответственно.

При этих предложениях для достаточно большого |р| си
стема (21) имеет единственные линейно независимые и ограни
ченные решения ZK(x, р) (к=1, 2, п) и асимптотическую 
оценку

ZK(x, p ) = f K(x) + о ( у ) при р->оо.

Лемма доказывается методом последовательных подстано
вок с разбиением промежутка [—60, л] на [—б0, 0] и [0, я ] .

В этом параграфе описываются некоторые особенности при 
доказательстве теоремы существования и единственности ре
шения задачи Коши для бесконечной системы линейных обык
новенных дифференциальных уравнений второго порядка. В 
случае, если с левой стороны уравнения типа (5) стоит выра
жение Zn+^nZn, а с правой — отсутствуют производные иско
мой функции Zk (t, е) или ZK (t,—Д(т),е), то при помощи за
мены

t

Zn(t, e )= ^ -Js in >  Xn(t—s)yn(s, e)ds+anCos]Ant +  tj^=sin]A nt
о

такие системы сводятся к бесконечной системе интегральных 
уравнений типа Вольтерра вида

ОО t
yn(t, £) J" Апк(̂ 5 е)Ук (s, £)ds-f

к= 1  О
00 t-A(T)

+ 2  /  Впк^ ’ s’ £)ds +  fn (x , е)
к=1 о

• 00 00
( ^ ] ак < о о , ^ Р к  <  СО J, (22)
к=1 к=1

(Апк(т, s, е, В„к(^ s, е), fn(x, е) —некоторые известные функции), 
для которой легко доказываются теоремы существования и 
единственности решений в пространстве Банаха методом no

li



следовательных приближений. Этому способствует тот факт, 
что в этом случае ядра систем интегральных уравнений типа 
(22) всегда пропорциональны малому параметру е (разумеется, 
для нашего случая).

Если же в уравнениях типа (5) присутствуют производные 
первого порядка ZK(t, е), ZK(t—Д(т), е), то вышеприведенная 
замена не дает хороших результатов. А именно, при доказа
тельстве теоремы существования и единственности решения со
ответствующих интегральных систем требование выполнения 
оценки типа |АПК (т, s, е |<ЕаПк или очень жестко или, в неко
торых случаях, просто некорректно. Это вызвано прежде всего 
тем, что после применения указанной подстановки в интеграль
ной системе вида (27) в функциях_AnK (ъ_ s, е), ВП1<(т, s, е) и 
т. д. могут появиться множители ) Хп, т Хк (к=1, 2, ...) в числи
теле, что для больших п и к  делает сомнительной оценки типа 
I Апк (т, s, е| < еаПк-

Поэтому для таких систем хорошие результаты дают под
становки

t

Zn(t, е) 1= /'sin>/rXn(t—s)yn(s, e)ds И Zn(t, г) — 
о
t

= J sin| Xn(t—s)e-(t-s)yn(s, e)ds. 
о

В последнем случае справедлива
Т е о р е м а  3. Пусть: 1. функции Ь0(т), с0(т) непрерывны 

на [О, L];
2. ДЛЯ функций GnK(^ £), QnK(T5 £)} Rm<(", s): 5пк(т, £)? fin(t s) 

рассматриваемой системы выполняются условия типа (8);
3. функции fп(т, в), gnK е), Чп(т, г), Гп(т, s), Sn(x, г)

принадлежат пространству L, (О, L) — пространству Банаха, где 
последние четыре функции суть соответственно суммы^ абсо
лютно и равномерно сходящихся (на основании условий (8)) 
рядов:

оэ ос оо 00

2 о пк(х, £); £); Rni<(T? £); 2 jSn,<(^ е);
к= 1  к= 1  К—1

4. выполняется неравенство

£( II g(T, £) II +  II q K  £) || )+ ш ах | Ь0(т)—с0(') —
т

— 1 | < ] А п (1 — шах | 2—Ь0(т) | ). ( п = 1, 2, ...)
Т
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Тогда указанная система имеет единственное решение 
Zn(t, е), принадлежащее пространству L] (0,-^-).

В § б рассмотрена конкретная смешанная задача для ли
нейного уравнения вида '(1) с дополнительными условиями ти
па (2) и (3).

Строится приближенное решение полученной задачи Коши 
для бесконечной системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений с запаздывающим аргументом в «нерезонансном» 
случае.

Результаты примера подтверждают правильность теорети
ческих выкладок в работе.

Во второй главе диссертации рассматриваются смешанные 
задачи для нелинейных дифференциальных и пнтегро-дпффе- 
ренциальных уравнений с запаздывающими аргументами.

В § 1 решается задача для нелинейного уравнения вида 
уравнение (13) плюс нелинейная функция общего вида

ef[t, х, U(t, х), U (t—А (т), х), Ut (t, х), U» (t—А(т), х), е]
•с начальными условиями (2) и граничными условиями вида

U(t, х, е) =A(t, х, е) для — б о ^х ^О ; U(t, я, е)=0. (23)
С целью обоснования применения обобщенного метода Фурье 

к нелинейному уравнению доказывается
Л е м м а  2. Если функция U(t, х, е) разложена в ряд Фу

рье по собственным функциям wn(.x) краевой задачи (18), (19), 
коэффициенты ZK(t, е) которого удовлетворяют условиям:

1. все ZIC(t, е) (к =  1, 2, ...) непрерывны на | — '<>, ];

2. |ZK(t, е) |< р -  (к = 1 ,2 , ...) при t е [—т0, где Ь — поло
жительная постоянная, то коэффициенты Фурье f K для функции

о m

f [ . . . ] = 2 a» ( t> s)UK(t, s)UK (t—Л(х), X )+
К = 1  К = 1

п Р

+ 2 c f t .  »)Uf(t. x) +  2 ]d«(t. Д(-С>,
)<=[ K=1

разложенной на отрезке [0, л] по собственным функциям wn,(x) 
краевой задачи (18), (19), представляют собой степенные ряды 
от счетного числа переменных (ZK(t, е)}, (ZK (t—Д(т), s)}, (Z'(t, е)}, 
(Z '(t—Д(т), е)}, (к=  1,2,...), сходящиеся при любых значениях
t e j _ t0jJi ] h являются непрерывными функциями t, е в области

— 0< е < е 0.
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Полученная по методу Фурье задача Кошп для бесконечной 
системы нелинейных дифференциальных уравнений второго по
рядка решается методом усреднения.

Пусть эта система известным путем приведена к стандарт
ному виду

^  0  ~ еФк (t> (Хк ( t ,  е)Ь {Хк ( t - A ( t ) ,  г)}, е) ( к = 1 , 2, ...). (24)

Для последней системы справедлива следующая (в § 2) 
Т е о р е м а  4. Пусть в области — | XK(t, e ) | ^ R

(к=1, 2, ...), 0 < е < е о (область Н) выполнены следующие ус
ловия:

1. функции Фк непрерывны по совокупности переменных t,
{ (Хк(t, в)}, (Xк(t—Д(т), е)} в области Н;

2. функции Фк удовлетворяют в Н усиленному условию Ко
ши—Липшица;

3. при любом t е[—т0,—  ] и Xi(t, e )= x 2(t, в)=... =  0; 
х 1 (t—Д(т), e )= x 2(t—Д(т), в)=... = 0 имеют место неравенства

’ФДТ 0, О, 0, О, e ) |< B ( t ,  е) 
для всех к=1, 2, где В (t, е) некоторая непрерывная функ
ция на [—То.^т-].

4. в любой точке области Н имеют место неравенства
|Фк(1, X i( t ,  е), X] (t Д (т), е), e |^ A ( t ,  в) sup [|xj (t, в) |,

]х 1 (t, Д(т), в), ...] +  В (t, в);
5. для любой последовательности функций X i( t , в), x2(t, в),

Xi (t,—Д (т), в), х2(t—Д (т), в), равностепенно непрерывных
на отрезке [—то,— ] при О ^ в ^ т ^  и удовлетворяющих условиям 
|xK(t, e)|=^R, |jck (t—Д(т), s | < R ( k= 1,2, ...), функции Фк не
прерывны на отрезке [—т0, т~ ].

При этих предложениях приближенные решения «укорочен
ной» системы

Xn(t, £), 0 , X j ( t — Д(т]

^ 2дШ±> =  аФзО, x,(t, е),
е), Xn(t— Д(т), в), в),

(s=l, 2 , . . .

построенные методом усреднения и будут приближенными ре
шениями бесконечной точной системы уравнений (24) при до
статочно большом п.

Соответствующая теорема для аналогичной системы без за
паздывающего аргумента доказана О. А. Жаутыковым.
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В § 3 гл. II рассмотрена смешанная задача для ин- 
тегро-дифференциального уравнения 2п-го ( п > 1) порядка 
(уравнение вида i( 13) с нелинейной функцией е f [...], когда

с)хп ■[p W ^ ] - 4 ( x )U) с начальными условиями (2) и
краевыми условиями вида (17) с соответствующими требова
ниями осноснтельно коэффициентов данной задачи.

В этой связи исследуется на собственные значения и соб
ственные функции (некоторые вопросы асимптотики) краевая 
задача для ннтегро-дифференциального уравнения 2п-го поряд
ка с запаздывающим аргументом.

Такая задача поставлена и решается нами впервые.
В 4 параграфе второй главы излагается метод построения ре

шения слабо возмущенной смешанной задачи для нелинейного 
гиперболического уравнения с малым запаздыванием аргумен
та t. Малое запаздывание в этом случае совпадает с малым 
параметром е рассматриваемого уравнения.

Для обыкновенных дифференциальных уравнений этот ме
тод, когда -л' уравнений с малым запаздыванием переходят к 
уравнениям без запаздывания путем замены искомой функции 
ее разложением в ряд Тейлора по степеням запаздывания (при 
выполнении определенных требований), применялся А. Б. Ва
сильевой и А. М. Родионовым.

Некоторые качественные вопросы относительно таких урав
нений в частых производных рассматривались С. Ф. Фещенко.

В последней третьей главе диссертации доказывается тео
рема усреднения задачи Коши для нелинейных гиперболичес
ких систем первого порядка с запаздывающими аргументами 
вида

dVl =X i(t, х) -^ —И, [t, х, U,, U,(t—4,, х), U, (t, х—6|)],

где А,-, 6; (i =  l, ..., г) положительные постоянные и теорема 
усреднения смешанной задачи для систем дифференциальных 
уравнений в частных производных с малым параметром вида

<?t =e \,( t ,  x ) ^ - + e F ,  [t, x, U„ U|(t,—A,-, x), U,(t, x - 6,), e]
Uj (t, x, e) =(pi (t, x, e) для — A j^ t^ O  
ЦД, 0, e) =  Oi [t, Ui5 U, (t—Aj, 0), в];
U;(t, я, e) =fj [t, U„ Ui(t—Ai, я), e]

Uj(t, x, e) =Aj(t, x, e) для — 6j<x<0.
Результаты третьей главы являются некоторым обобщением 

результатов Г. П. Хома и В. А. Домбровского и др.
В основе диссертационной работы лежат статьи автора, опуб

ликованные в различных журналах и изданиях [1—5].
Результаты диссертационной работы докладывались на Тре
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тьей межвузовской конференции по теории и приложениям диф
ференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом (Чер
новцы, 1972); на научной конференции Ужгородского госунн- 
верситета (Ужгород, 1973 г.) на физико-математическом фа
культете Киевского пединститута нм. М. Горького (1973).
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