
Науковий часопис НПУ iменi М.П.Драгоманова. Cерiя 1. Фiзико-математичнi науки

Київ: НПУ iменi М.П. Драгоманова.— 2014, № 16 (1).— С. 258–278.

Про деякi ймовiрнiснi феномени,

пов’язанi з розподiлами випадкових векторiв,

породжених W−зображенням

В. О. Волошина, Г. М. Торбiн

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. Робота присвячена висвiтленню нових ймовiрнiсних феноменiв, якi

отриманi при спробi узагальнення на багатовимiрний випадок результатiв М.В.Пра-

цьовитого та Г.М.Торбiна про властивостi розподiлiв випадкових величин ти-

пу Джессена-Вiнтнера (зокрема, випадкових величин з незалежними Q- та Q∗-

символами). У роботах О.В.Школь-ного показано, що за умови виконання N-

властивостi для системи подрiбнюючих розбиттiв, бiльшiсть ймовiрнiсних резуль-

татiв переноситься з одновимiрного випадку на двовимiрний iз застосуванням роз-

роблених методiв. В роботi нами отримано ряд нових несподiваних результатiв, якi

спростовують гiпотези стосовно чистоти, критерiїв дискретностi двовимiрних випад-

кових векторiв типу Джессенна-Вiнтнера та наявностi неперервної лебегiвської ком-

поненти для таких розподiлiв. З цiєю метою вводиться поняття W -зображення точок

одиничного квадрата, вивчаються основнi властивостi W -зображення. Основним

об’єктом дослiджень є випадковi вектори з незалежними символами W-зображення.

Показано, що їх розподiли не є, взагалi кажучи, чистими. У роботi знайдено необхi-

днi i достатнi умови абсолютної неперервностi таких розподiлiв та наведено приклад

чисто дискретного розподiлу випадкового вектора з незалежними символами W-

зображення, для якого виконується умова Левi:
∞∏

k=1

max
i

pik = 0.

Ключовi слова: випадковi величини типу Джессена-Вiнтнера, сингулярнi мiри,

випадковi вектори з незалежними символами W−зображення.
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Abstract. The paper is devoted to new probabilistic phenomena which where discov-

ered during the process of multidimensional generalizations of results by M.Pratsiovytyi

and G.Torbin on random variables of the Jessen-Wintner type (in particular, random

variables with independent symbols of Q- and Q∗-expansions). It has been shown by

O.Shkolnyi that under the N-condition, most probabilistic results can be transferred from

one-dimensional to two-dimensional case by using the same techniques. In the paper we

demonstrate a series of rather unexpected results related to conjectures on probabilistic

purity, necessary and sufficient conditions for the discreteness and the existence of con-

tinuous components for such distributions. To this end we introduce the W -expansion of

elements from the unit square and study some basic properties of these expansions. Ran-

dom vectors with independent symbols of W -expansion are main objects of our study.

We show that their distributions are, generally speaking, not of pure type. Necessary

and sufficient conditions for absolute continuity of such distributions are found. We also

construct an example of pure discretely distributed random vectors with independent

symbols of W -expansions such that the Levy condition holds:
∞∏

k=1

max
i

pik = 0.

Key words: random variables of the Jessen-Wintner type, random vectors with

independent symbols of W−expansion.
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1. Вступ

Однiєю з важливих проблем теорiї ймовiрностi є поглиблення теореми Джессена-

Вiнтнера, що стверджує чистоту розподiлу випадкової величини, яка є сумою май-

же напевно збiжного ряду незалежних дискретно розподiлених випадкових величин,

тобто випадкової величини виду

ψ =

∞∑

k=1

ψk, (1)

де ψk– незалежнi дискретно розподiленi випадковi величини [18].

Теорема Левi дає необхiднi i достатнi умови дискретностi випадкових величин вка-

заного виду (їх називають випадковими величинами Джессена-Вiнтнера): випадкова

величина ψ, яка задається рiвнiстю (1) має чисто дискретний розподiл тодi i тiльки

тодi, коли
∞∏

k=1

max
i
pik > 0,

де pik = P{ψk = xi}[12].

Критерiй же абсолютної неперервностi та сингулярної непервностi на сьогоднi є

невiдомим, незважаючи на багаточисельнi спроби розв’язання цiєї проблеми для ви-

падкових величин з певних класiв. Результати цього напряму дослiджень викладено

у роботах Б. Джессена, А. Вiнтнера, П. Ердеша, Ю. Переса, Б. Соломяка, С. Альбе-

верiо, М.В. Працьовитого, Г.М. Торбiна, Я.В. Гончаренко, О.В. Школьного [1, 3, 4 –

6, 8 – 11, 15, 19, 23 – 25].
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У роботах М.В.Працьовитого та Г.М.Торбiна було вiдзначено, що висновок про

чистоту розподiлу залишається правильним не лише для вказаних вище випадкових

величин, але i для випадкових величин з незалежними символами рiзних зображень

дiйсних чисел (Q−, Q∗, Q̃ тощо). Зазначимо, що навiть випадкова величина з неза-

лежними символами Q-розкладу вже, взагалi кажучи, не є випадковою величиною

Джессена-Вiнтнера (вона може бути представлена у виглядi потраекторно збiжного

ряду дискретно розподiлених випадкових величин, але цi випадковi величини, взагалi

кажучи, не є незалежними).

Випадковою величиною типу Джессена-Вiнтнера називається випадкова величи-

на ψ = ϕ(ξ1, ..., ξn, ...), яка має чистий розподiл, а випадковi величини ξ1, ..., ξn, ... є

незалежними i дискретно розподiленими. Важливим пiдкласом є клас випадкових

величин виду

ψ = ∆F
ξ1...ξn...

з незалежними символами узагальнених F -розкладiв.

Аналогiчно, випадковi вектори виду

ζ =

∞∑

k=1

ζk,

де ζk– незалежнi дискретно розподiленi випадковi вектори, а випадковий вектор ζ

має чистий розподiл, ми домовимося називати випадковими векторами Джессена-

Вiнтнера.

Випадковим вектором типу Джессена-Вiнтнера називатимемо випадковий вектор

ω = ϕ(ζ1, ..., ζn, ...), який має чистий розподiл, а ζ1, ..., ζn, ... є незалежними дискретно

розподiленими випадковими векторами.

Теорiя багатовимiрних випадкових векторiв типу Джессена-Вiнтнера розвинена

значно слабше за вiдповiдну теорiю для випадкових величин. Вiдзначимо серiю ро-

бiт О.В. Школьного, який дослiджував розподiли комплекснозначних випадкових

величин типу Джессена-Вiнтнера iз застосуванням розроблених для одновимiрного

випадку методiв (див. дисертацiйне дослiдження О.В.Школьного та статтi [12-15]).

Отриманi у вказаних роботах результати стосувались двовимiрних розподiлiв ймовiр-

ностей з незалежними символами спецiальних представлень точок одиничного ква-

драта, при яких кожна точка має не бiльш як зчисленну кiлькiсть рiзних зображень

(N-властивiсть) i тому отриманi результати були природним узагальненням резуль-

татiв щодо властивостей випадкових величин з незалежними Q*-символами на дво-

вимiрний випадок. Зазначимо, що внаслiдок певної аналогiї отриманих результатiв з

вiдомими одновимiрними об’єктами, великої хвилi зацiкавленостi розподiлами таких

випадкових векторiв не спостерiгалось, що пояснюється також складнiстю аналiзу
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таких об’єктiв у загальному випадку (без припущення про N-властивiсть). У вказа-

них вище роботах зазначається важливiсть N-властивостi для застосовностi методiв,

але не будується контрприкладiв, якi б демонстрували, що проблеми носять принци-

повий, а не технiчний характер.

У нашiй роботi висвiтлюються новi результати у теорiї розподiлiв багатовимiрних

випадкових векторiв. Було отримано ряд нових феноменiв, пов’язаних iз чистотою

та неперервнiстю розподiлiв у багатовимiрному випадку, якi вiдсутнi в одновимiрно-

му випадку. Зокрема, ми будуємо серiю контрприкладiв, якi спростовують гiпотези

щодо чистоти та критерiїв неперервностi та сингулярностi розподiлiв випадкових ве-

кторiв з незалежними W-символами, якi є природнiм двовимiрним узагальненням

розподiлiв випадкових величин з незалежними Q-символами.

У першiй частинi роботи вводиться поняття W -зображення точок одиничного ква-

драта, описуються найпростiшi властивостi W -зображення (за алгоритмом побудо-

ви W -зображення є двовимiрним аналогом Q-зображення дiйсних чисел). У другiй

частинi роботи розглядаються випадковi вектори типу Джессена-Вiнтнера з неза-

лежними символами W-зображення. Строго доведено вимiрнiсть вiдображення, яке

дiє з нескiнченного добутку ймовiрнiсних просторiв i породжує вiдповiдну ймовiрнi-

сну мiру. У третiй i четвертiй частинi роботи розглядаються властивостi розподiлiв

випадкових векторiв, породжених незалежними символами W-зображення та спро-

стовуються аналоги теорем Джессена-Вiнтнера та Левi для вказаного класу ймовiр-

нiсних мiр. Бiльше того, нами побудовано чисто дискретний розподiл випадкового

вектора з незалежними символами W-зображення, для якого виконується умова Ле-

вi. Водночас в роботi знайдено необхiднi i достатнi умови абсолютної неперервностi

ймовiрнiсних мiр з дослiджуваного класу.

2. W -зображення точок одиничного квадрата

Розглянемо одиничний квадрат E = [0; 1] × [0; 1] ⊂ R2. Виконаємо його подiл

на n (n ≥ 2) замкнених у цьому просторi множин ∆W
0 ,∆

W
1 , ...,∆

W
n−1 (цi множини

називаються цилiндрами першого рангу). При цьому мають виконуватися умови
n−1⋃

i=0

∆W
i = E, λ

(
∆W
i

⋂
∆W
j

)
= 0, i 6= j, i, j ∈ 0, n− 1,

λ
(
∆W

0

)
: λ
(
∆W

1

)
: ... : λ

(
∆W
n−1

)
= q0 : q1 : ... : qn−1,

де qi > 0,
n−1∑
i=0

qi = 1.

Всi отриманi множини виду ∆W
α1
, де α1 ∈ 0, n− 1 дiляться на n частин ∆W

α10, ∆W
α11, ...,∆

W
α1[n−1]

(цi множини називаються цилiндрами другого рангу), замкнених у R2 так, щоб:
n−1⋃

i=0

∆α1i = E, λ
(
∆W
α1i

⋂
∆W
α1j

)
= 0, i 6= j, i, j ∈ 0, n− 1,
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λ
(
∆W
α10

)
: λ
(
∆W
α11

)
: ... : λ

(
∆W
α1[n−1]

)
= q0 : q1 : ... : qn−1

для довiльного фiксованого α1.

На k-му кроцi кожна множина ∆W
α1α2...αk−1

, α1, α2, ..., αk−1 ∈ 0, n− 1 знову дiлиться

на n частин ∆W
α1α2...αk−10

,∆W
α1α2...αk−11

, ...,∆α1α2...αk−1[n−1] (цi множини називаються ци-

лiндрами (k+1)-го рангу), кожна з яких має бути замкненою в R2.

При цьому для довiльного фiксованого набору α1, α2, ..., αk−1 ∈ 0, n− 1 мають ви-

конуватися умови:

(1)
n−1⋃
i=0

∆W
α1...αk−1i

= ∆W
α1...αk−1

.

(2) λ
(
∆W
α1...αk−1i

⋂
∆W
α1...αk−1j

)
= 0, i 6= j.

(3) λ
(
∆W
α1...αk−10

)
: λ
(
∆W
α1...αk−11

)
: ... : λ

(
∆W
α1...αk−1[n−1]

)
= q0 : q1 : ... : qn−1.

(4) diam (∆α1...αk
)→ 0, k →∞.

Теорема 1. Для довiльної послiдовностi {αk}∞k=1, αk ∈ A,A := {0, 1, ..., n− 1} iснує

послiдовнiсть ∆W
α1
⊃ ∆W

α1α2
⊃ ... ⊃ ∆W

α1α2...αk
⊃ ... та єдина точка x така, що

x =
∞⋂

k=1

∆W
α1α2...αk

.

Доведення. Оскiльки для ∀k ∈ N, αk ∈ A то за описаною вище конструкцiєю маємо

∆W
α1α2
⊂ ∆W

α1
,∆W

α1α2α3
⊂ ∆W

α1α2
, ...,∆W

α1α2...αk−1αk
⊂ ∆W

α1α2...αk−1
, ...

Звiдси випливає, що для довiльної послiдовностi {αk}∞k=1, αk ∈ A, iснує послiдов-

нiсть

∆W
α1
⊃ ∆W

α1α2
⊃ ... ⊃ ∆W

α1α2...αk
⊃ ...

Оскiльки кожна множина виду ∆W
α1α2...αk

є замкненою в R2 , то отримуємо послi-

довнiсть вкладених замкнених множин, дiаметри яких, в силу виконання умови 4,

прямують до 0 зi зростанням k. Отже, iснує єдина точка x, така що

x =

∞⋂

k=1

∆W
α1α2...αk

=: ∆W

α1α2...αk... .(2)

�

Теорема 2. Для довiльного фiксованого x з квадрата E iснує послiдовнiсть символiв

{αk(x)}∞k=1 така, що:

x =

∞⋂

k=1

∆W
α1(x)α2(x)...αk(x) =: ∆W

α1(x)α2(x)...αk(x)....

Останнiй вираз називається W-представленням точки x.

Доведення. Зафiксуємо довiльну точку x ∈ E i виконаємо розбиття Е за алгоритмом,

описаним вище так, щоб виконувались умови (1) – (4).
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Тодi, оскiльки E =
n−1⋃
i=0

∆W
i , то ∃α1 (x) : x ∈ ∆W

α1(x), причому α1 залежить вiд вибору

x. Далi:

∆W
α1(x) =

n−1⋃

i=0

∆W
α1(x)i,

тому ∃ α2 (x) : x ∈ ∆W
α1(x)α2(x), при цьому α2 залежить вiд вибору x.

Продовжуючи цей процес, на k-му кроцi маємо:

∆W
α1(x)...αk−1(x)

=

n−1⋃

i=0

∆W
α1(x)...αk−1(x)i

,

звiдки випливає, що ∃αk(x) : x ∈ ∆W
α1(x)...αk−1(x)αk(x), i αk залежить вiд вибору x.

Продовживши вказанi дiї до нескiнченностi, за теоремою 1 отримуємо, що

x =

∞⋂

k=1

∆W
α1(x)α2(x)...αk(x),

тобто така послiдовнiсть {αk}∞k=1 iснує для довiльного фiксованого x ∈ E. �

Нескладно навести приклад конкретного W-зображення, для якого виконується

N−властивiсть [24, 25], тобто кожна точка має не бiльш нiж зчисленну кiлькiсть

W−представлень.

Розглянемо розбиття одиничного квадрата, в якому E дiлиться на першому кроцi

на чотири рiвнi квадрати, якi ми позначимо ∆W
0 ,∆

W
1 ,∆

W
2 ,∆

W
3 з центром подiлу у то-

чцi A(1
2
; 1

2
). Нумерацiя буде йти iз лiвого верхнього кута проти годинникової стрiлки.

На другому кроцi ∆W
i , i ∈ {0, 1, 2, 3} дiлитимемо знову на чотири квадрати, позна-

чаючи отриманi квадрати аналогiчно, але подiл нижнiх квадратiв ∆W
2 ,∆

W
3 за своєю

нумерацiєю повинен бути симетричним вiдносно верхнiх ∆W
0 ,∆

W
1 .

Рис. 1. Першi три кроки розбиття.
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На подальших кроках процедура повторюється i легко бачити, що умови, накла-

денi на розбиття виконуються. Кожна точка одиничного квадрата належить не бiль-

ше як чотирьом цилiндрам одного рангу i для даного зображення виконується N-

властивiсть.

Iснує також широкий клас W-зображень, для яких N−властивiсть не виконується.

Деякi з них ми розглянемо у наступних роздiлах.

3. Про проблему чистоти розподiлiв випадкових векторiв з

незалежними символами W-зображення

Зафiксуємо довiльне W-зображення iз алфавiтом A = {0, 1, 2, ..., n−1} i розглянемо

об’єкт виду

ξ = ∆W
ξ1ξ2...ξk...,

де ξk - незалежнi випадковi величини з наступними розподiлами:

ξk 0 1 2 ... n− 1

pik p0k p1k p2k ... p[n−1]k

Означення. Нехай

ξ = ∆W
ξ1ξ2...ξk...,

де ξk - незалежнi випадковi випадковi, якi можуть набувати значення i iз алфавiту

A фiксованого W-зображення з ймовiрнiстю pik. Тодi ξ називатимемо випадковим

вектором, породженим незалежними символами W-зображення.

Для обгрунтування коректностi цього означення необхiдно довести, що введений

вище математичний об’єкт

ξ = ∆W
ξ1ξ2...ξk...,

справдi є випадковим вектором, тобто довести вимiрнiсть вiдображення (Ω, S) →
(R1, B).

Теорема 3. ξ – випадковий вектор.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть Ωk = {0, 1, ..., n − 1}, над кожним з яких за-

дано σ-алгебру Sk = 2Ωk . Означимо ймовiрнiсну мiру на Pk на кожному iз заданих

вимiрних просторiв наступним чином: покладемо Pk(i) := pik i Pk(L) :=
∑
i∈L

Pk(i).

Означимо ймовiрнiсний простiр (Ω, S, P ) як нескiнченний добуток ймовiрнiсних

просторiв [8] :

(Ω, S, P ) :=

∞∏

k=1

(Ωk, Sk, Pk),

де

Ω = {ω : ω = (ω1, ω2, ..., ωk, ...)},
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S–мiнiмальна σ-алгебра, яка мiстить всi цилiндричнi множини C в Ω:

C = {ω : ω = (c1, c2, ..., ck, ωk+1, ωk+2, ...)} = c1 × c2 × ...× ck × Ωk+1 × Ωk+2 × ...,

де ωj ∈ Ωj , ∀j > k.

Розглянемо ймовiрнiсний простiр (Ω∗, B, P ∗), де Ω∗–одиничний квадрат, B–

борелiвська σ-алгебра пiдмножин одиничного квадрата, P ∗–ймовiрнiсна мiра, яка

вiдповiдає в.в. ξ.

Маємо:

∀ω ∈ Ω : ω = (ω1, ω2, ..., ωk, ...) ∈ Ω

ξ(ω) = ∆W
ω1ω2...ωk...

∈ Ω∗

Оскiльки B породжується системою цилiндрiв W-розбиття, то для доведення ви-

мiрностi досить довести, що ∀k ∈ N прообразом цилiндра ∆W
c1c2...ck

, є множина з S.

Оскiльки

ξ−1(∆W
c1c2...ck

) = {ω : ω = (c1, c2, ...ck, ωk+1, ωk+2...), ωj ∈ Ωj∀j > k} ∈ S,

то вказана функцiя ξ iз Ω в R2 є вимiрним вiдображенням, тобто випадковим векто-

ром. �

Проведемо аналогiю мiж розподiлом випадкової величини виду

ψ = ∆Q
ψ1ψ2...ψk...

,

породженої незалежними символами Q-зображення i випадковими векторами, поро-

дженими незалежними символами W-зображення.

Означення. Випадкова величина ψ називається породженою незалежними сим-

волами Q-зображення, якщо ψ = ∆Q
ψ1ψ2...ψk...

, де ψk - незалежнi випадковi величини,

якi набувають значень iз алфавiту A = {0, 1, ..., n − 1} даного Q-зображення, i роз-

подiленi за законом

ψk 0 1 2 ... n− 1

pik p0k p1k p2k ... p[n−1]k

Вiдомо (див. [18]), що випадкова величина

ψ = ∆Q
ψ1ψ2...ψk...

,

має чистий розподiл, причому вiн є чисто неперервним тодi i тiльки тодi, коли
∞∏
k=1

max pik = 0. Iз доведенням та деякими узагальненнями цього твердження на

бiльш загальнi класи зображень можна ознайомитися у роботах [1, 18, 19, 21, 24 -

26].

Сформулюємо деякi необхiднi означення.

Означення.[18] Випадковий вектор має чистий розподiл, якщо його розподiл є

або:
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(1) Чисто дискретним.

(2) Чисто абсолютно неперервним.

(3) Чисто сингулярно неперервним.

Означимо тепер детальнiше кожен тип чистого розподiлу [9].

Означення. Розподiл випадкового вектора ξ називається дискретним, якщо мно-

жина значень, яких може набувати ξ з ненульовою ймовiрнiстю є не бiльш, нiж

зчисленною.

Означення. Розподiл випадкового вектора ξ називається неперервним, якщо ймо-

вiрнiсна мiра P (·), яка вiдповiдає в.в. ξ рiвна нулю на кожнiй одноточковiй множинi.

Означення. Розподiл випадкового вектора ξ називається сингулярно неперерв-

ним, якщо його розподiл є неперервним i при цьому iснує така вимiрна множина A,

що λ(A) = 0 i P (ξ ∈ A) = 1, де λ(·) – мiра Лебега, а P (·) - ймовiрнiсна мiра, що

вiдповiдає в.в. ξ.

Означення. Розподiл випадкової величини ξ називається абсолютно неперервним

(вiдносно двовимiрної мiри Лебега), якщо для кожної борелiвської множини A з того

того, що λ(A) = 0 випливає,що P (ξ ∈ A) = 0.

У роботах О.В. Школьного було показано, що якщоW− зображення маєN−властивiсть,

то узагальнення теорем про чистоту i неперервнiсть випадкових векторiв, породже-

них цим зображенням, мають мiсце [26]. Але наскiльки суттєвими є припущення про

N-властивiсть? I як далеко можна буде просувати подiбнi узагальнення?

Було би бажано розширити наслiдки вищевказаних теорем на клас випадкових

векторiв, породженими незалежними символами довiльного W−зображення. Тому

природними були наступнi гiпотези.

Гiпотеза 1. Випадковий вектор

ξ = ∆W
ξ1ξ2...ξk...

,

породжений незалежними символами W -зображення має чистий розподiл.

Гiпотеза 2. Випадковий вектор

ξ = ∆W
ξ1ξ2...ξk...

,

породжений незалежними символами W -зображення має чисто неперервний розпо-

дiл тодi i тiльки тодi, коли
∞∏
k=1

max pik = 0.

Одне з завдань даної роботи - спростування обох цих гiпотез.

Контрприклад.

Розглянемо розбиття квадрата E = [0; 1] × [0; 1] ⊂ R2, яке породжує спецiальне

W-зображення точок одиничного квадрата.

На першому кроцi E подiлимо на чотири рiвнi трикутники ∆W
0 ,∆

W
1 ,∆

W
2 ,∆

W
3 , про-

вiвши дiагоналi.
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Утворенi трикутники ∆W
α1
, a1 ∈ {0, 1, 2, 3} дiлитимемо, провiвши медiану з точки

A(1
2
; 1

2
) i вiдрiзок, паралельний основi так, щоб утворенi фiгури ∆W

α10,∆
W
α11,∆

W
α12,∆

W
α13

були рiвновеликими.

Трикутники позначимо ∆W
α10,∆

W
α11, трапецiї – ∆W

α12,∆
W
α13. Далi трикутники ∆W

α10,∆
W
α11

дiлитимемо аналогiчно до ∆W
α1

.

Трапецiї ∆W
α12,∆

W
α13 будемо дiлити, провiвши два вiдрiзки, один iз яких пара-

лельний основам, а iнший сполучає їх, так, щоб ∆W
α120,∆

W
α121,∆

W
α122,∆

W
α123, а також

∆W
α130,∆

W
α131,∆

W
α132,∆

W
α133 були рiвновеликими.

Далi всi трикутники, тобто множини виду ∆W
α1β2...βk,

, α1 ∈ {0, 1, 2, 3}, βi ∈ {0, 1}, i ∈
2, k, дiлимо аналогiчно до ∆W

α1
, а трапецiї, тобто ∆W

α1α2...αk
: ∃αi ∈ {2, 3}, i > 1 –

аналогiчно до ∆W
α12,∆

W
α13.

Таким чином, iз побудови розбиття випливає, що
3⋃

i=0

∆W
α1...αk−1i

= ∆W
α1...αk−1

, λ
(
∆W
α1...αk−1i

⋂
∆W
α1...αk−1j

)
= 0, i 6= j,

λ
(
∆W
α1...αk−10

)
= λ

(
∆α1...αk−11

)
= λ

(
∆W
α1...αk−12

)
= λ

(
∆W
α1...αk−13

)
, ∀k ∈ N.

Геометрична iнтерпретацiя даного розбиття наведена на рис. 2.

Рис. 2. Першi три кроки розбиття.

Також, неважко переконатися, що diam
(
∆W
α1...αk

)
→ 0, k → ∞. Накладемо та-

кож умову замкненостi ∆W
α1...αk

.Тодi всi умови для того, щоб дане розбиття задавало

W−зображення виконуватимуться.

Розглянемо випадковий вектор ξ = ∆W
ξ1...ξk...

, де

ξk 0 1 2 3

pik
1
2
− 1

10k
1
2
− 1

10k
1

10k
1

10k
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Легко бачити, що
∞∏
k=1

max pik =
∞∏
k=1

(
1
2
− 1

10k

)
= 0, тобто i умови, накладенi в гiпотезi

1, i умови, накладенi в гiпотезi 2, задовiльняються.

Розглянемо точку A(1
2
; 1

2
):

A = ∆W
α1β2...βk,

α1 ∈ {0, 1, 2, 3}, βi ∈ {0, 1}, i ∈ 2, k,

i знайдемо ймовiрнiсть потрапити у точку A

P
(
∆W
α10

⋃
∆W
α11

)
= 4

(
1

2
− 1

10

)(
1

2
− 1

102

)
+ 4 · 1

10

(
1

2
− 1

102

)
=

= 2

(
1

2
− 1

102

)
=

(
1− 2

102

)
.

P (∆W
α100

⋃
∆W
α101

⋃
∆W
α110

⋃
∆W
α111) = 8(

1

2
− 1

10
)(

1

2
− 1

102
)(

1

2
− 1

103
)+

+8 · 1

10
(
1

2
− 1

102
)(

1

2
− 1

103
) = 4 (

1

2
− 1

102
)(

1

2
− 1

103
) = (1− 2

102
)(1− 2

103
).

Далi маємо

P (
⋃
α1β2...βk) = 2k−1

k∏

i=2

(
1

2
− 1

10i
) =

k∏

i=2

(1− 2

10i
),

де α1 ∈ {0, 1, 2, 3}, βk ∈ {0, 1}.
Звiдси,

P (A) = lim
k→∞

k∏

i=2

(
1− 2

10i

)
=

∞∏

i=2

(
1− 2

10i

)
> 0,

оскiльки ряд
∞∑
i=2

2
10i є збiжним. Тому P (A) > 0.

Оскiльки iснує точка А така, що P (A) > 0, то розподiл випадкового вектора ξ

не є неперервним, що суперечить гiпотезi 2. Оскiльки будь-яка iнша точка одини-

чного квадрата (крiм точки A) має не бiльш як зчисленну кiлькiсть W-зображень

i
∞∏
k=1

max
i
pik = 0, то Pξ(x0) = 0, ∀x0 6= A. Отже, ймовiрнiсна мiра Pξ має у своєму

лебегiвському розкладi i дискретну, i неперервну компоненти, що спростовує обидвi

вказанi вище гiпотези.

Таким чином, ми показали, що такi узагальнення теорем про чистоту i непе-

рервнiсть розподiлiв випадкових величин, породжених незалежними символами

Q−зображення на клас випадкових векторiв, породжених W−зображенням, не ма-

ють мiсця.
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4. Про проблему неперервностi та абсолютної неперервностi розподiлу

випадкових векторiв, породжених незалежними символами

W-зображення

Повернемося до умов неперервностi розподiлу випадкової величини, породженої

незалежними символами Q− зображення.

Розподiл випадкової величини ψ = ∆Q
ψ1ψ2...ψk...

є чисто неперервним тодi i тiльки

тодi, коли
∞∏
k=1

max pik = 0, де pik− ймовiрнiсть того, що в.в. ψk набуде значення i ∈ A,
A – алфавiт вказаного Q−зображення.

Даний роздiл роботи присвячений з’ясуванню умов дискретностi та неперервностi

розподiлу випадкового вектора ξ.

Теорема 4. Якщо
∞∏

k=1

max
i
pik > 0, (3)

то розподiл випадкового вектора ξ є дискретним.

Доведення. Розглянемо вище означений ймовiрнiсний простiр

(Ω, S, P ) :=

∞∏

k=1

(Ωk, Sk, Pk).

Як доведено в роботi [5], ймовiрнiсна мiра P буде чисто дискретною тодi i тiльки

тодi, коли
∞∏
k=1

max
i
pik > 0.

Розглянемо вiдображення ξ:

ξ(ω) = ∆W
ω1ω2...ωk...

∈ Ω∗, ∀ω = (ω1, ω2, ..., ωk, ...) ∈ Ω,

яке дiє з Ω в одиничний квадрат. Вище було доведено, що це вiдображення є вимiрним

i ймовiрнiсна мiра µξ є образом мiри P пiд дiєю вiдображення ξ, тобто µξ(M) =

P (ξ−1(M)) для довiльної борелiвської пiдмножини M одиничного квадрата.

Покажемо, що умова (3) є достатньою для дискретностi мiри µξ. Нехай умова (3)

виконується. Тодi ймовiрнiсна мiра P є чисто дискретною. Тому iснує не бiльш як

зчисленна множина G1 така, що P (G1) = 1. Позначимо G2 := ξ(G1). Тодi G2 - теж

не бiльш як зчисленна множина.

Позначимо G := ξ−1(G2). Тодi

µξ(G2) = P (ξ−1(G2)) = P (G),

де G ⊃ G1.

Оскiльки P (G1) = 1 i G1 ⊂ G, то P (G) = 1. Отже, µξ(G2) = 1, що i доводить

дискретнiсть мiри µξ. �

Наслiдок 1. Умова ( 3) є необхiдною умовою неперервностi ймовiрнiсної мiри µξ.
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У попередньому роздiлi ми вже довели, що випадковий вектор ξ = ∆W
ξ1ξ2...ξk...

, де

ξk−незалежнi, не завжди має чисто неперервний розподiл за умови
∞∏
k=1

max pik = 0,

де pik− ймовiрнiсть того, що в.в. ξk набуде значення i ∈ A, A – алфавiт вказаного

W−зображення.

Покажемо, що можливий бiльш радикальний випадок, коли для вказаного вектора

ξ:
∞∏
k=1

max pik = 0, але розподiл ξ є чисто дискретним.

Цей приклад покаже, що твердження, обернене до щойно доведеної теореми, не-

правильне!

Контрприклад.

Розглянемо розбиття E, у якого перший крок i розбиття трикутникiв ∆W
α1
, a1 ∈

{0, 1, 2, 3} спiвпадають iз наведеним у прикладi з роздiлу 4.

Трапецiї ∆W
α12,∆

W
α13 дiлитимемо на чотири рiвновеликi частини за правилом: iз вер-

шини ∆W
α1α2

, α1 ∈ {0, 1, 2, 3}, α2 ∈ {2, 3} проводимо вiдрiзок a1, який дiлить ∆W
α1α2

на

рiвновеликi трикутник i чотирикутник. Чотирикутник дiлимо на рiвновеликi части-

ни, провiвши вiдрiзок a2, що має одним iз кiнцiв вершину ∆W
α1α2

, i a1

⋂
a2 = Aα1α2 . Iз

Aα1α2 опустимо a3, що дiлить трикутник на рiвновеликi частини.

Утворенi трикутники позначимо ∆W
α1α20,∆

W
α1α21, а чотирикутники – ∆W

α1α22,∆
W
α1α23.

Чотирикутники ∆W
α1α22,∆

W
α1α23 i всi утворенi в подальшому дiлитимемо за принци-

пом, вказаним для ∆W
α12,∆

W
α13, але накладаючи умову, що diam(∆W

α1...αk
)→ 0, k →∞.

Трикутники ∆W
α10,∆

W
α11 розбиваємо аналогiчно до ∆W

α1
, а при розбиттi трикутника

∆W
α1α2...αk

медiану проводитимемо iз вершини ∆W
α1α2...αk

– мiнiмальний чотирикутник,

який цiлком мiстить ∆W
α1α2...αk

. Те, що дана точка є вершиною ∆W
α1α2...αk

випливає iз

побудови розбиття.

Також, всi трикутники при k ≥ 2 мають вигляд ∆W
α1α2...αk0, ∆W

α1α2...αk1, а чотирику-

тники – ∆W
α1α2...αk2 i ∆W

α1α2...αk3.

Геометрична iлюстрацiя системи подрiбнюючих розбиттiв для даного W-зображення

наведена на рисунку 3.
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Рис. 3. Першi три кроки розбиття.

Бачимо, що умови, накладенi на розбиття, виконуються,
3⋃

i=0

∆W
α1...αk−1i

= ∆W
α1...αk−1

, λ
(
∆W
α1...αk−1i

⋂
∆W
α1...αk−1j

)
= 0, i 6= j,

λ
(
∆W
α1...αk−10

)
= λ

(
∆W
α1...αk−11

)
= λ

(
∆W
α1...αk−12

)
= λ

(
∆W
α1...αk−13

)
, ∀k ∈ N.

Iз побудови розбиття також випливає, що diam
(
∆W
α1...αk

)
→ 0, k → ∞. Вибравши

∆W
α1α2...αk

замкненими в R2, отримуємо розбиття, що задовольняє вимоги, вказанi в

роздiлi 1, тобто породжує частинний випадок W−зображення.

Позначимо A =
3⋂
i=0

∆W
i , Aα1 =

3⋂
i=0

∆W
α1i, Aα1α2 =

3⋂
i=0

∆W
α1α2i...,

Aα1α2...αk
=

3⋂
i=0

∆W
α1α2...αki

i т.д.

Розглянемо випадковий вектор ξ = ∆W
ξ1...ξk...

, де ξk− незалежнi i розподiленi за

вказаним правилом:
ξk 0 1 2 3

pik
1
2
− 1

10k
1
2
− 1

10k
1

10k
1

10k

Тодi, за доведеним вище P (A) =
∞∏
i=2

(
1− 2

10i

)
.

Знайдемо, наприклад, P (A02) :

P

(
∆W

020

⋃
∆W

021

)
=

(
1

2
− 1

10

)
· 1

102

(
1

2
− 1

103

)
· 2,

P

(
∆W

0200

⋃
∆W

0201

⋃
∆W

0210

⋃
∆W

0211

)
=

(
1

2
− 1

10

)
· 1

102
·
(

1

2
− 1

103

)
·
(

1

2
− 1

104

)
· 22,

Далi отримуємо:

P

(⋃
∆W

02β3β4...βk

)
=

(
1

2
− 1

10

)
· 1

102
·
(

1

2
− 1

103

)
·
(

1

2
− 1

104

)
· ... ·

(
1

2
− 1

10k

)
· 2k−2,
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де
⋃

∆W
02β3β4...βk

= ∆W
020...00

⋃
∆W

020...01

⋃
...
⋃

∆W
021...11.

Звiдси,

P (A02) = lim
k→∞

P
(
∆W

02

) k∏

i=3

(
1− 2

10i

)
= P

(
∆W

02

) ∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
.

Аналогiчно, для P (Aα1α2), α2 ∈ {2, 3}:

P
(
∆W
α1α20

⋃
∆W
α1α21

)
= P

(
∆W
α1α2

)(1

2
− 1

103

)
· 2,

P
(
∆W
α1α200

⋃
∆W
α1α201

⋃
∆W
α1α210

⋃
∆W
α1α211

)
= P

(
∆W
α1α2

)(1

2
− 1

103

)(
1

2
− 1

104

)
· 22,

Далi, якщо
⋃

∆W
α1α2β3β4...βk

= ∆W
α1α20...00

⋃
∆W
α1α20...01

⋃
...
⋃

∆W
α1α21...11, то:

⋃
∆W
α1α2β3β4...βk

= ∆W
α1α20...00

⋃
∆W
α1α20...01

⋃
...
⋃

∆W
α1α21...11

Отримуємо:

P (Aα1α2) = lim
k→∞

P
(
∆W
α1α2

) k∏

i=3

(
1− 2

10i

)
= P

(
∆W
α1α2

) ∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
.

Знайдемо P (Aα1...αk
) , де ∆W

α1...αk
– чотирикутник:

P
(
∆W
α1...αk0

⋃
∆W
α1...αk1

)
= P

(
∆W
α1...αk

)
·
(

1

2
− 1

10k+1

)
· 2,

P
(
∆W
α1...αk00

⋃
∆W
α1...αk01

⋃
∆W
α1...αk10

⋃
∆W
α1...αk11

)
=

= P
(
∆W
α1...αk

)
·
(

1

2
− 1

10k+1

)(
1

2
− 1

10k+2

)
· 22.

Далi,

P
(⋃

∆W
α1α2...αkβk+1...βk+s

)
= P

(
∆W
α1α2...αk

)(1

2
− 1

10k+1

)(
1

2
− 1

10k+2

)
· ...·

·
(

1

2
− 1

10k+s

)
· 2s,

де βi ∈ {0; 1}, тобто
⋃

∆W
α1α2..αkβk+1...βk+s

= ∆W
α1α2...αk0...00

⋃
∆W
α1α2...αk0...01

⋃
...
⋃

⋃
∆W
α1α2...αk1...11.

Отже,

P (Aα1α2...αk
) = lim

s→∞
P
(
∆W
α1α2...αk

)(1

2
− 1

10k+1

)(
1

2
− 1

10k+2

)
· ... ·

(
1

2
− 1

10k+s

)
· 2s =

= P
(
∆W
α1α2...αk

) ∞∏

i=k+1

(
1

2
− 1

10i

)
.

Знайдемо суму

P (A02) + P (A03) + P (A12) + P (A13) + P (A22) + P (A23) + P (A32)+

+P (A33) :=
∑

P (Aα1β2),
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де α1 ∈ {0, 1, 2, 3} , β2 ∈ {0, 1} :

∑
P (Aα1β2) = P

(
∆W

02

)
·

∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
+ P

(
∆W

03

)
·

∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
+ ...+

+P
(
∆W

33

)
·

∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
=

∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
·
(
P
(
∆W

02

)
+ P

(
∆W

03

)
+ ...+ P

(
∆W

33

))
=

=

(
4 ·
(

1

2
− 1

10

)
· 1

102
+ 4 · 1

10
· 1

102

)
·

∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
=

2

102
·

∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
.

Аналогiчно позначимо
∑
P (Aα1α2β3) – сумарну ймовiрнiсть потрапити у всi точки

виду Aα1α2β2, де α1, α2 ∈ {0, 1, 2, 3}, β3 ∈ {0, 1} :

∑
P (Aα1α2β3) =

∑

αi∈{0,1,2,3}
β3∈{2,3}

P
(
∆W
α1α2β3

) ∞∏

i=4

(
1− 2

10i

)
= P

(
∆W

002

)
+ P

(
∆W

003

)
+

+P
(
∆W

012

)
+ ...+P

(
∆W

333

) ∞∏

i=4

(
1− 2

10i

)
=

1

103
·
(
2P
(
∆W

00

))
+2P

(
∆W

01

)
+2P

(
∆W

02

)
+ ...+

+2P (∆W
33)) ·

∞∏

i=4

(
1− 2

10i

)
=

2

103
·

∞∏

i=4

(
1− 2

10i

)
.

Знайдемо
∑
P
(
Aα1α2...αk−1βk

)
, αi ∈ {0, 1, 2, 3} , i ∈ 1, k − 1, βk ∈ {2, 3} :

∑
P
(
Aα1α2...αk−1βk

) ∑

αi∈{0,1,2,3}
βk∈{2,3}

P
(
∆W
α1α2...αk−1βk

) ∞∏

i=k+1

(
1− 2

10i

)
=

=
∑

αi∈{0,1,2,3}
P
(
∆W
α1α2...αk−1

)
· 1

10k

∞∏

i=k+1

(
1− 2

10i

)
=

2

10k

∞∏

i=k+1

(
1− 2

10i

)
.

Тепер розглянемо суму P (A) +
∞∑
k=2

∑
P
(
Aα1α2...αk−1βk

)

P (A) +
∞∑

k=2

∑
P
(
Aα1α2...αk−1βk

)
=

∞∏

i=2

(
1− 2

10i

)
+

2

102

∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
+

+
2

103

∞∏

i=4

(
1− 2

10i

)
+ ...+

2

10k

∞∏

i=k+1

(
1− 2

10i

)
+ ...

Оскiльки
∞∏

i=2

(
1− 2

10i

)
+

2

102

∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
=

(
1− 2

102
+

2

102

) ∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
=

∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
,

∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
+

2

103

∞∏

i=4

(
1− 2

10i

)
=

(
1− 2

103
+

2

103

) ∞∏

i=4

(
1− 2

10i

)
=

∞∏

i=4

(
1− 2

10i

)
.
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У загальному:
∞∏

i=m

(
1− 2

10i

)
+

2

10m

∞∏

i=m+1

(
1− 2

10i

)
=

(
1− 2

10m
+

2

10m

) ∞∏

i=m+1

(
1− 2

10i

)
=

=

∞∏

i=m+1

(
1− 2

10i

)
.

Вiдповiдно, отримуємо

P (A) +

∞∑

k=2

∑
P
(
Aα1α2...αk−1βk

)
=

∞∏

i=3

(
1− 2

10i

)
+

2

103

∞∏

i=4

(
1− 2

10i

)
+ ...+

+
2

10k

∞∏

i=k+1

(
1− 2

10i

)
+ ... =

∞∏

i=4

(
1− 2

10i

)
+

2

104

∞∏

i=5

(
1− 2

10i

)
+

+
2

105

∞∏

i=6

(
1− 2

10i

)
+ ...+

2

10k

∞∏

i=k+1

(
1− 2

10i

)
+ ... =

∞∏

i=m

(
1− 2

10i

)
+

+
2

10m

∞∏

i=m+1

(
1− 2

10i

)
+

2

10m+1

∞∏

i=m+2

(
1− 2

10i

)
+ ... +

2

10k

∞∏

i=k+1

(
1− 2

10i

)
+ ...

Тобто, на m-тому кроцi отримуватимемо добуток
∞∏
i=m

(
1− 2

10i

)
, який є хвостом збi-

жного нескiнченного добутку
∞∏
i=1

(
1− 2

10i

)
.

Отже,
∞∏
i=m

(
1− 2

10i

)
→ 1, m → ∞ за необхiдною умовою збiжностi нескiнченного

добутку.

Тому, у точках виду Aα1α2...αk−1βk
, αi ∈ {0, 1, 2, 3}, i = 1, 2, ..., k − 1; βk ∈ {0, 1} i

в точцi А разом мiститься вся ймовiрнiсна маса, розподiлена на E i цих точок є

зчисленна кiлькiсть. Отже, випадковий вектор ξ має дискретний розподiл на квадратi

E за означенням.

Зауваження Наведений контрприклад показує наскiльки суттєвi вiдмiнностi у до-

слiдженнi лебегiвської структури двовимiрних ймовiрнiсних мiр у порiвняннi з одно-

вимiрними аналогами.

У той же час нам вдалось знайти загальнi (без обмежень на виконання N-

властивостi) необхiднi i достатнi умови абсолютної неперервностi ймовiрнiсних мiр з

дослiджуваного класу.

Теорема 5. Розподiл випадкового вектора ξ з незалежними символами W-розкладу

є абсолютно неперервним (вiдносно мiри Лебега) тодi i тiльки тодi, коли
∞∏

k=1

(
n−1∑

i=0

√
pikqi

)
> 0. (4)
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Доведення. Як вказувалось вище, ймовiрнiсна мiра µξ, що вiдповiдає випадковому

вектору ξ є образ-мiрою при вiдображеннi з нескiнченного добутку ймовiрнiсних

векторiв на одиничний квадрат. Бiльш точно: нехай Ωk = {0, 1, ..., n− 1}, Sk = 2Ωk ,

Pk(i) := pik, ∀i ∈ Ωk, Pk(L) :=
∑

i∈L
Pk(i), ∀L ∈ Sk,

νk(i) := qi, ∀i ∈ Ωk, νk(L) :=
∑

i∈L
νk(i), ∀L ∈ Sk

i

(Ω, S, P ) :=
∞∏

k=1

(Ωk, Sk, Pk),

(Ω, S, ν) :=
∞∏

k=1

(Ωk, Sk, νk).

Розглянемо вимiрний простiр (Ω∗,B), де Ω∗–одиничний квадрат, B–борелiвська σ-

алгебра пiдмножин одиничного квадрата та вiдображення

ξ = ξ(ω) = ∆W
ω1ω2...ωk...

∈ Ω∗, ∀ω ∈ Ω : ω = (ω1, ω2, ..., ωk, ...).

Вище доводилось, що вказане вiдображення ξ є вимiрним. Бiльше того, оскiльки

образами цилiндрiв простору Ω є цилiндри W-зображення, то це вiдображення є

бiвимiрним (тобто, образом довiльної множини з σ-алгебри S є борелiвська множина).

Крiм того, двовимiрна мiра Лебега на одиничному квадратi спiвпадає з образом мiри

ν при вiдображеннi ξ, а ймовiрнiсна мiра P ∗ = µξ, що вiдповiдає випадковому вектору

ξ, є образом мiри P при вiдображеннi ξ:

P ∗(U) = µξ(U) = P (ξ−1(U)), ∀U ∈ B,

λ(U) = ν∗(U) = ν(ξ−1(U)), ∀U ∈ B.
В роботi [5] мiститься наступне узагальнення теореми Какутанi. Нехай

(Ω, A, µ) =

∞∏

k=1

(Ωk, Ak, µk) ,

(Ω, A, ν) =
∞∏

k=1

(Ωk, Ak, νk) .

Теорема Припустимо, що νk є абсолютно неперервною вiдносно мiри µk . Тодi

мiра µ є або чисто абсолютно неперервною вiдносно мiриµ або чисто сингулярною

(включаючи дискретний випадок). Бiльше того,

ν ≪ µ тодi i тiльки тодi, коли
∞∏

k=1

ρ(µk, νk) > 0, (5)
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де ρ(µk, νk) =
∫
Ωk

√
dνk

dµk
dµk.

Зауваження. Вираз
∫
Ωk

√
dνk

dµk
dµk спiвпадає з iнтегралом Хеллiнгера [9].

У нашому випадку µk = Pk i µk << νk, оскiльки qi > 0, а
∫
Ωk

√
dνk

dµk
dµk =

∑n−1
i=0

√
pikqi.

Отже, µ << ν тодi i тiльки тодi, коли
∞∏

k=1

(
n−1∑

i=0

√
pikqi

)
> 0. (6)

.

В роботi [5] доведено, що якщо µ << ν, то для образ-мiр µ та ν також має мiсце

спiввiдношення µ∗ << ν∗. Отже, виконання умови (4) є достатнiм для абсолютної

неперервностi мiри µξ вiдносно мiри Лебега.

Покажемо, що умова (4) є також i необхiдною для абсолютної неперервностi мiри

µξ вiдносно мiри Лебега. Отже, нехай µ∗
ξ << ν∗ = λ. Доведемо, що µ << ν (у

загальнiй постановцi для довiльних мiр та їх образiв така iмплiкацiя, як показано в

роботi [5], є неправильною).

Позначимо через Ω∗
0 множину тих точок одиничного квадрата, якi мають не єдине

W-зображення. З конструкцiї W-зображення випливає, що якщо точка має не єдине

W-зображення, то вона належить межi цилiндра деякого рангу. Нагадаємо, що на

систему подрiбнюючих розбиттiв одиничного квадрата накладалось 4 умови. З умови

2 випливає, що межа кожного цилiндра має нульову мiру Лебега (двовимiрну), звiдки

випливає, що λ(Ω∗
0) = 0.

Нехай Ω0 := ξ−1(Ω∗
0). Тодi

ν(Ω0) = ν(ξ−1(Ω∗
0)) = ν∗(Ω∗

0) = λ(Ω∗
0) = 0. (7)

Нехай M- довiльна множина з σ-алгебри S така, що ν(M) = 0. Доведемо, що

µ(M) = 0.

Позначимо M1 := M
⋂

Ω0, M2 := M
⋂

Ω0. З умови (7) випливає, що ν(M1) =

0, ν(M2) = 0.

Нехай M∗ = ξ(M), M∗
1 := M∗⋂Ω∗

0, M∗
2 := M∗⋂Ω∗

0.

Вiдображення ξ, яке дiє з M2 в M∗
2 є бiєктивним. Тому ξ−1(M∗

2 ) = M2 i ν∗(M∗
2 ) =

ν(M2) = 0.

З iншого боку, ξ−1(M∗
1 ) ⊂ Ω0. Тому ν(ξ−1(M∗

1 )) = 0, i, отже, ν∗(M∗
1 ) = 0. Отже,

ν∗(M∗) = 0.

Оскiльки µ∗
ξ << ν∗ = λ, то µ∗(M∗) = 0.

Оскiльки µ∗(M∗) = µ(ξ−1(M∗)) = 0 i ξ−1(M∗) = ξ−1(ξ(M)) ⊃ M, то µ(M) = 0.

Отже, мiра µ абсолютно неперервна вiдносно мiри ν, що у свою чергу еквiвалентно

виконанню умови (4). �
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Наслiдок 2. Розподiл випадкового вектора ξ з незалежними символами W-розкладу

є сингулярним (вiдносно мiри Лебега) тодi i тiльки тодi, коли
∞∏

k=1

(
n−1∑

i=0

√
pikqi)

)
= 0. (8)

Зауваження. З доведених результатiв випливає, що випадковий вектор з неза-

лежними символами W-розкладу має або чисто абсолютно неперервний, або чисто

сингулярний тип розподiлу (включаючи дискретнiсть). У випадку сингулярностi роз-

подiл може бути сумiшшю дискретного та сингулярно непервного розподiлу.

Зауваження. Наведенi у статтi результати та методи їх доведення допускають

очевиднi узагальнення на iншi класи ймовiрнiсних розподiлiв (як двовимiрних, так i

iнших розмiрностей).

Подяка. Ця робота була частково пiдтримана науково-дослiдними проектами

«Spectral Structures and Topological Methods in Mathematics» (SFB-701, Bielefeld Uni-

versity),

STREVCOMS FP-7-IRSES 612669 (ЄС), «Багаторiвневий аналiз сингулярних ймовiр-

нiсних мiр та його застосування» (МОН України).
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