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Анотацiя. У роботi дослiджується проблема довiрчостi системи покриттiв, по-

родженої Q∞-зображенням, при обчисленнi розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича на

[0, 1). У [1] та [2] було отримано деякi достатнi умови довiрчостi такої системи по-

криттiв. В данiй роботi розглядається приклад системи Q∞-цилiндрiв, для якої не

виконуються умови з [1] та [2], але породжена система є довiрчою при обчисленнi

розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича на [0, 1). Крiм того в роботi доведено ще одну

достатню умову довiрчостi системи покриттiв, породженої Q∞-зображенням, для

обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича на [0, 1).

Abstract. We study a problem of faithfulness of covering systems generated by the

Q∞-expansion for the Hausdorff-Besicovitch dimension calculation on [0, 1). In [1] and

[2] the authors have proved suffcient conditions for the faithfulness of such covering

systems. In this paper we will construct the example of the family of Q∞-cylinders

such that conditions from [1] and [2] does not hold, but this family is faithful family of

coverings for the Hausdorff-Besicovitch dimension calculation on unit interval. We also

proved another sufficient condition for the faithfulness of covering systems generated by

the Q∞-expansion for the Hausdorff-Besicovitch dimension calculation on [0, 1).

AMS Subject Classifications (2010): 11K55, 28A78, 28A80.

Обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича деякої даної множини або сiмейста

множин зазвичай є складною та нетривiальною задачею. Для спрощення обчислень

корисно мати можливiсть звузити клас допустимих покриттiв до деякого вужчого

сiмейства покриттiв Φ, яке є двiрчим. Тому важливою задачею є дослiдження довiр-

чостi систем покриттiв та знаходження достатнiх умов довiрчостi.

Нехай Φ локально тонка система покриттiв одиничного пiвiнтервала [3], тобто сi-

мейство пiдмножин з [0, 1) таких, що для довiльної множини E ⊂ [0, 1) та будь-якого

ε > 0 iснує не бiльш нiж злiченне ε-покриття {Ej} множини E, де Ej ∈ Φ.
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Означення 1. α-вимiрна мiра Хаусдорфа множини E ⊂ [0, 1) вiдносно даного сiмей-

ства покриттiв Φ визначається наступним чином:

Hα(E,Φ) = lim
ε→0


 inf

|Ej |≤ε

{
∑

j

|Ej |α
}

 = lim

ε→0
Hα
ε (E, Φ), (1)

де iнфiнум береться по всiм не бiльш нiж злiченним ε-покриттям {Ej} множини E,

де Ej ∈ Φ.

Означення 2. Невiд’ємне число

dimH(E, Φ) = inf{α : Hα(E, Φ) = 0} (2)

називається розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича множини E ⊂ [0, 1) вiдносно сiмей-

ства Φ.

Якщо Φ є множиною всiх пiдмножин з [0, 1), то dimH(E, Φ) спiвпадає з класичною

розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича dimH(E).

Означення 3. Локально тонка система покриттiв Φ називається довiрчою системою

покриттiв для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича на [0, 1), якщо

dimH(E,Φ) = dimH(E), ∀E ⊆ [0, 1) (3)

Нехай Q∞ = (q0, q1, ..., qn, ...) нескiнченний стохастичний вектор зi строго додатни-

ми координатами. Нехай

x = ∆i1(x)i2(x)...ik(x)... − (4)

Q∞-зображення дiйсного числа x ∈ [0, 1), а ∆i1(x)i2(x)...in(x) - цилiндр n-го рангу, що мi-

стить x (див. [1, 3] для детальнiшого опису Q∞-зображення дiйсних чисел та аналiзу

рiзних пiдходiв до його задання).

Надалi в якостi Φ розглядаємо систему цилiндрiв породжену Q∞-зображенням

одиничного вiдрiзка. Мають мiсце наступнi теореми.

Теорема 1. [1] Якщо iснують дiйснi числа q∗ i q∗ таке, що для довiльного i ∈ N

0 < q∗ <
qi
qi−1

≤ q∗ < 1, (5)

то Φ(Q∞) - довiрча на [0, 1).

Теорема 2. [2] Якщо ∀ α > 0 ∃c = c(α) > 0 такe, що
∞∑

k=i+1

qαk ≤ cqαi для всiх i ∈ N ∪ {0} , (6)

то Φ(Q∞) - довiрча на [0, 1).
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Припустимо, що
∞∑
i=1

qαi <∞ для довiльного α > 0.

Введемо наступнi позначення:

S(α, i) :=

∞∑

k=i+1

qαk

V (α, i) :=
S(α, i)

qαi
F (α, β, i) := V (α, i)βi, β ∈ (0, 1)

Тодi умову (6) теореми 2 можна переписати наступним чином

V (α, i) =
S(α, i)

qαi
≤ c(α). (7)

Було висунуто припущення про те, що сiмейство покриттiв Φ(Q∞) довiрче на [0, 1)

тодi i тiльки тодi, коли

lim
i→∞

F (α, β, i) = lim
i→∞

V (α, i)βi = 0 (8)

для ∀β ∈ (0, 1).

Контрприклад. Розглянемо наступний стохастичний вектор Q∞ :

qi−1 =

{
K
2i , при i = 2n− 1;
K
3i , при i = 2n;

(9)

де K = 24
19

та i ∈ N .

Спочатку покажемо, що у цьому випадку сiмейство Φ(Q∞) є довiрчим для обчи-

слення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича на [0, 1).

Нехай E ⊂ [0, 1) та {Ej} довiльне ε-покриття множини E вiдрiзками Ej , тобто

|Ej | ≤ ε, E ⊂
⋃

j

Ej .

Розглянемо Ej = [aj , bj] - довiльний вiдрiзок розглядуваного покриття.

Нехай ∆nj−1 - цилiндр максимального (nj−1)-го рангу, який мiстить Ej. Розiб’ємо

цилiндр ∆nj−1 на пiдцилiндри nj-го рангу ∆nj−1 =
⋃
i

∆i
nj

, де i - порядковий номер

пiдцилiндра в розкладi.

Тодi очевидно, що ∃kj ∈ N ∪{0} та ∃mj ∈ N,mj > kj такi, що aj ∈ ∆
kj
nj та bj ∈ ∆

mj
nj .

1. Розглянемо ∆
kj
nj i розiб’ємо його на пiдцилiндри (nj + 1)-го рангу: ∆

kj
nj =⋃

i

∆
i,kj

nj+1.

Нехай lj ∈ N ∪ {0} таке, що aj ∈ ∆
lj ,kj

nj+1. Розглянемо об’єднання цилiндрiв
∞⋃
i=0

∆
lj+i,kj

nj+1 ∋ aj .
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1.1. Якщо порядковий номер lj - парний, то |∆lj ,kj

nj+1| = 4|∆lj+2,kj

nj+1 |. Значить

α-об’єм такого покриття:

∞∑
i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α =
∞∑
n=0

|∆lj+2n,kj

nj+1 |α +
∞∑
n=0

|∆lj+2n+1,kj

nj+1 |α =

= |∆lj ,kj

nj+1|α
∞∑
n=0

(
1

22n

)α
+ |∆lj+1,kj

nj+1 |α
∞∑
n=0

(
1

32n

)α
=

= 4α|∆lj+2,kj

nj+1 |α
(

1
1− 1

22α

)
+ |∆lj+1,kj

nj+1 |α
(

1
1− 1

32α

)
=

= 4α|∆lj+2,kj

nj+1 |α
(

22α

22α−1

)
+ |∆lj+1,kj

nj+1 |α
(

32α

32α−1

)
≤

≤ |Ej|α
(

24α

22α−1
+ 32α

32α−1

)
.

Отже,
∞∑

i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α ≤ c′1|Ej|α, (10)

де c′1 = c′1(α) = 24α

22α−1
+ 32α

32α−1
.

1.2. Нехай порядковий номер lj - непарний.

Тодi |∆lj ,kj

nj+1| = 9|∆lj+2,kj

nj+1 |. Значить α-об’єм такого покриття:

∞∑
i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α =
∞∑
n=0

|∆lj+2n,kj

nj+1 |α +
∞∑
n=0

|∆lj+2n+1,kj

nj+1 |α =

= |∆lj ,kj

nj+1|α
∞∑
n=0

(
1

32n

)α
+ |∆lj+1,kj

nj+1 |α
∞∑
n=0

(
1

22n

)α
=

= 9α|∆lj+2,kj

nj+1 |α
(

1
1− 1

32α

)
+ |∆lj+1,kj

nj+1 |α
(

1
1− 1

22α

)
=

= 9α|∆lj+2,kj

nj+1 |α
(

32α

32α−1

)
+ |∆lj+1,kj

nj+1 |α
(

22α

22α−1

)
≤

≤ |Ej|α
(

34α

32α−1
+ 22α

22α−1

)
.

Отже, отримали
∞∑

i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α ≤ c′2|Ej|α, (11)

де c′2 = c′2(α) = 34α

32α−1
+ 22α

22α−1
.

З пунктiв 1.1 та 1.2 маємо, що

∞∑

i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α ≤ c1|Ej|α, (12)

де c1 = c1(α) = max {c′1, c′2} = 34α

32α−1
+ 22α

22α−1
.

2. Нехай mj = kj + 1. Тодi Ej ⊂
( ∞⋃
i=0

∆
lj+i,kj

nj+1

)
∪∆

mj
nj .

Розглянемо ∆
mj
nj ∋ bj . Розiб’ємо цилiндр ∆

mj
nj на пiдцилiндри (nj + 1)-го

рангу: ∆
mj
nj =

⋃
i

∆
i,mj

nj+1.

Якщо bj /∈ ∆
0,mj

nj+1, то ∆
0,mj

nj+1 ⊂ Ej та |∆mj
nj | =

|∆0,mj
nj+1|
q0

=
2|∆0,mj

nj+1|
K

≤ 19
12
|Ej |.
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Якщо bj ∈ ∆
0,mj

nj+1, то розiб’ємо цилiндр ∆
0,mj

nj+1 на пiдцилiндри (nj + 2)-го

рангу: ∆
0,mj

nj+1 =
⋃
i

∆
i0,mj

nj+2 .

Тодi, якщо bj /∈ ∆
00,mj

nj+2 , то ∆
00,mj

nj+2 ⊂ Ej та |∆0,mj

nj+1| =
|∆00,mj

nj+2 |
q0

≤ 19
12
|Ej|.

Якщо bj ∈ ∆
00,mj

nj+2 , то продовжуємо аналогiчним чином, розбиваючи цилiндр

∆
00,mj

nj+2 на пiдцилiндри наступного рангу i т.д.

В результатi прийдемо до деякого рангу (nj + rj) такого, що bj ∈ ∆
0...0,mj

nj+rj та

bj /∈ ∆
0...0,mj

nj+rj+1.

Тодi ∆
0...0,mj

nj+rj+1 ⊂ Ej та |∆0...0,mj

nj+rj | =
|∆0...0,mj

nj+rj+1|
q0

≤ 19
12
|Ej |.

Отже, можемо покрити Ej об’єднанням цилiндрiв

( ∞⋃
i=0

∆
lj+i,kj

nj+1

)
∪ ∆

0...0,mj

nj+rj .

Використовуючи нерiвнiсть (12), отримаємо α-об’єм такого покриття

∞∑

i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α + |∆0...0,mj

nj+rj |α ≤ c1|Ej |α +
|Ej|α
qα0

=

(
c1 +

(
19

12

)α)
|Ej |α. (13)

3. Нехай mj = kj + 2.

Тодi очевидно, що ∆
kj+1
nj ⊂ Ej та |∆kj+1

nj | < |Ej|.
Аналогiчно до пункту 2 доведення можемо покрити Ej об’єднанням цилiн-

дрiв

( ∞⋃
i=0

∆
lj+i,kj

nj+1

)
∪∆

kj+1
nj ∪∆

0...0,mj

nj+rj . Тодi α-об’єм такого покриття:

∞∑

i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α + |∆kj+1
nj
|α + |∆0...0,mj

nj+rj |α ≤
(
c1 +

(
19

12

)α
+ 1

)
|Ej|α. (14)

4. Нехай mj > kj + 2.

Тодi очевидно, що ∆
kj+i
nj ⊂ Ej та |∆kj+i

nj | < |Ej | при i ∈ {1, 2}.
Отже, можемо покрити Ej об’єднанням цилiндрiв

( ∞⋃
i=0

∆
lj+i,kj

nj+1

)
∪
( ∞⋃
i=0

∆
kj+1+i
nj

)
.

Тодi, не залежно вiд парностi порядкового номеру kj + 1, аналогiчно до

пункту 1, α-об’єм такого покриття

∞∑
i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α +
∞∑
i=0

|∆kj+1+i
nj |α ≤ c1|Ej |α + |Ej |α

(
22α

22α−1
+ 32α

32α−1

)
.

Отже,
∞∑

i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α ≤ |Ej |α(c1 + c2), (15)

де c2 = c2(α) = 22α

22α−1
+ 32α

32α−1
.

З пунктiв 2-4 маємо, що ∀ε > 0, ∀Ej , ∀α > 0 iснує скiнченний чи злiчений набiр ци-

лiндричних вiдрiзкiв, дiаметри яких не перевищуюють 9ε i об’єднання яких мiстить

Ej .



158 О. В. Смiян

В кожному з можливих випадкiв, описаних вище, занумеруємо вказанi цилiндри i

позначимо їх через ∆(i, j).

З нерiвностей (13), (14) та (15) випливає, що Ej ⊂
⋃
i

∆(i, j) та

∑

i

|∆(i, j)|α ≤ c|Ej|α,

де c = c(α) = c1(α) + max{
(

19
12

)α
,
(

19
12

)α
+ 1, c2(α)} = c1(α) + max{

(
19
12

)α
+ 1, c2(α)}.

Тодi

∑

j

∑

i

|∆(i, j)|α ≤ c
∑

j

|Ej|α

Hα
9ε(E,Φ) ≤ c

∑

j

|Ej |α

Оскiльки покриття Ej довiльне та |Ej| ≤ ε, то

Hα
9ε(E,Φ) ≤ cHα

ε (E).

Спрямуємо ε→ 0, тодi

Hα(E,Φ) ≤ cHα(E).

Отже,

Hα(E) ≤ Hα(E,Φ) ≤ cHα(E).

Тодi

dimH(E,Φ) = dimH(E), ∀E ⊂ [0, 1).

Отже, дане сiмейство цилiндричних вiдрiзкiв Φ(Q∞) є довiрчим для обчислення

розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича на [0, 1).

Перевiримо виконання умови (8) для послiдовностi (9).

Нехай i = 2n+ 1. Тодi

S(α, i) =
∞∑

k=i+1

qαk =
(
qαi+1 + qαi+3 + ...

)
+
(
qαi+2 + qαi+4 + ...

)
=

= Kα
((

1
2(i+2)α + 1

2(i+4)α + ...
)

+
(

1
3(i+3)α + 1

3(i+5)α + ...
))

= Kα

(
1

2(i+2)α

1− 1
22α

+
1

3(i+3)α

1− 1
32α

)
=

= Kα
(

22α

2(i+2)α(22α−1)
+ 32α

3(i+3)α(32α−1)

)
= Kα

(
1

2iα(22α−1)
+ 1

3iα3α(32α−1)

)
.

При цьому

V (α, i) =
S(α, i)

qαi
=

(
3

2

)iα
· 3α

22α − 1
+

1

32α − 1
.
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Отже,

F (α, β, i) =

((
3

2

)iα
· 3α

22α − 1
+

1

32α − 1

)
βi =

((
3

2

)α
β

)i
3α

22α − 1
+

βi

32α − 1
.

Нехай i = 2n. Аналогiчно до попереднього можна отримати

V (α, i) =

(
2

3

)iα
· 2α

32α − 1
+

1

22α − 1
.

Тодi

F (α, β, i) =

((
2

3

)iα
· 2α

32α − 1
+

1

22α − 1

)
βi =

((
2

3

)α
β

)i
2α

32α − 1
+

βi

22α − 1
.

Очевидно, що у випадку i = 2n маємо lim
i→∞

F (α, β, i) = 0.

Для того, щоб виконувалась умова (8) припущення при i = 2n+ 1, тобто iснувала

границя lim
i→∞

F (α, β, i) = 0, необхiдно, щоб
(

3

2

)α
β < 1.

Тодi маємо

β <

(
2

3

)α

для кожного α > 0.

Отже, для послiдовностi (9) дане припущення не виконується, бо для будь-якого

α > 0 iснує β0 ≥
(

2
3

)α
таке, що не iснує lim

i→∞
F (α, β0, i).

Зауважимо, що умови теореми 1 та теореми 2 також не виконуються для послi-

довностi (9). Справдi, з попереднiх обчислень очевидно, що при i = 2n порушується

умова (7). Отже, для даного прикладу умова теореми 2 не виконується.

Перевiримо виконання умови теореми 1 для послiдовностi (9). Нехай i = 2n + 1,

тодi
qi
qi−1

=
K

3(i+1)
· 2i

K
=

1

3

(
2

3

)i
.

Нехай i = 2n. Тодi
qi
qi−1

=
K

2(i+1)
· 3i

K
=

1

2

(
3

2

)i
.

Очевидно, що при парних i вiдношення qi
qi−1

приймає значення бiльшi за 1. Отже,

для даного прикладу умови теореми 1 також не виконуються. Розглянемо наступну

теорему.

Теорема 3. Припустимо, що iснує обмежена послiдовнiсть {ni} така, що ∀α > 0

∃c = c(α) > 1 для яких
∞∑

k=0

qαi+k ≤ cqαi+ni
для всiх i ∈ N ∪ {0} . (16)
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Тодi Φ(Q∞) - довiрча на [0, 1).

Доведення. Розглянемо довiльну множину E ⊂ [0, 1). Нехай {Ej} = {[aj, bj ]} - до-

вiльне ε-покриття множини E ( |Ej | ≤ ε, E ⊂ ⋃
j

Ej ).

Розглянемо довiльний вiдрiзок покриття Ej = [aj , bj ].

Нехай ∆nj−1 - цилiндр максимального (nj −1)-го рангу, який повнiстю мiстить Ej.

Розiб’ємо цилiндр ∆nj−1 на пiдцилiндри nj-го рангу ∆nj−1 =
⋃
i

∆i
nj

, де i - порядковий

номер пiдцилiдра в розкладi. Тодi очевидно, що ∃kj ∈ N ∪ {0} та ∃mj ∈ N,mj > kj

такi, що aj ∈ ∆
kj
nj та bj ∈ ∆

mj
nj . Позначимо N = mj − kj − 1 - кiлькiсть цилiндрiв nj-го

рангу, якi знаходяться мiж цилiндрами ∆
kj
nj та ∆

mj
nj . Очевидно, що для будь-якого

номеру i ∈ [kj + 1, mj − 1] цилiндр ∆i
nj

повнiстю мiститься в Ej .

1. Розглянемо ∆
kj
nj ∋ aj .

Розiб’ємо на пiдцилiндри (nj + 1)-го рангу: ∆
kj
nj =

⋃
i

∆
i,kj

nj+1.

Нехай lj ∈ N ∪ {0} таке, що aj ∈ ∆
lj ,kj

nj+1. Розглянемо
∞⋃
i=0

∆
lj+i,kj

nj+1 ∋ aj.
З умов теореми маємо, що ∃c1 = c1(α) > 0 та ∃nlj ∈ N такi, що

∞∑

i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α ≤ c1|∆
lj+nlj

,kj

nj+1 |α ≤ c1(α)|Ej|α, (17)

бо для ∀nlj ∈ N : ∆
lj+nlj

,kj

nj+1 ⊂ Ej.

2. Нехай N = 0. Тодi, аналогiчно до пункту 2 доведення довiрчостi системи

Q∞-цилiндрiв (9), будуємо цилiндр рангу (nj + rj) такий, що bj ∈ ∆
0...0,mj

nj+rj та

bj /∈ ∆
0...0,mj

nj+rj+1.

При цьому ∆
0...0,mj

nj+rj+1 ⊂ Ej та |∆0...0,mj

nj+rj | =
|∆0...0,mj

nj+rj+1|
q0

≤ 1
q0
|Ej |.

Тодi можемо покрити Ej об’єднанням цилiндрiв

( ∞⋃
i=0

∆
lj+i,kj

nj+1

)⋃
∆

0...0,mj

nj+rj .

Використовуючи нерiвнiсть (17), отримаємо α-об’єм такого покриття

∞∑

i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α + |∆0...0,mj

nj+rj |α ≤ c1|Ej|α +
|Ej|α
qα0

=

(
c1 +

1

qα0

)
|Ej|α. (18)

3. Нехай N ≥ 1.

За умовою теореми iснує номер nkj
такий, що для довiльного α > 0 ∃c2 =

c2(α) > 1 для яких
∞∑

k=0

qαkj+1+k ≤ c2q
α
kj+1+nkj

.

3.1. Нехай kj + 1 + nkj
≤ mj − 1.

Тодi цилiндр ∆
kj+1+nkj
nj повнiстю лежить в Ej , та |∆kj+1+nkj

nj | < |Ej |.
Отже, Ej можна покрити об’єднанням цилiндрiв

( ∞⋃
i=0

∆
lj+i,kj

nj+1

)⋃( ∞⋃
i=0

∆
kj+1+i
nj

)
.
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Використовуючи пункт 1 доведення, отримаємо

∞∑
i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α +
∞∑
i=0

|∆kj+1+i
nj |α ≤ c1|Ej|α + |∆nj−1|α

∞∑
i=0

qαkj+1+k ≤

≤ c1|Ej|α + c2|∆nj−1|αqαkj+1+nkj
= c1|Ej|α + c2|∆

kj+1+nkj
nj |α ≤

≤ c1|Ej|α + c2|Ej |α = (c1 + c2) |Ej |α.
Значить, α-об’єм такого покриття

∞∑

i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α +
∞∑

i=0

|∆kj+1+i
nj

|α ≤ (c1(α) + c2(α)) |Ej|α. (19)

3.2. Нехай kj + 1 + nkj
≥ mj .

Тодi з умови обмеженостi nkj
випливає, що iснує c′ > 0 таке, що N =

mj − kj − 1 ≤ 1 + nkj
≤ 1 + c′. Позначимо c3 := 1 + c′.

Ej можна покрити об’єднанням цилiндрiв

( ∞⋃
i=0

∆
lj+i,kj

nj+1

)⋃
(

mj−1⋃
i=kj+1

∆i
nj

)
⋃

∆
0...0,mj

nj+rj .

Використовуючи пункти 1 та 2 доведення, отримаємо

∞∑
i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α +
mj−1∑
i=kj+1

|∆i
nj
|α + |∆0...0,mj

nj+rj |α ≤ c1|Ej |α +N |Ej |α +
|Ej |α
qα
0
≤

≤
(
c1 + c3 + 1

qα
0

)
|Ej |α.

Значить, α-об’єм такого покриття

∞∑

i=0

|∆lj+i,kj

nj+1 |α +

mj−1∑

i=kj+1

|∆i
nj
|α + |∆0...0,mj

nj+rj |α ≤
(
c1(α) + c3 +

1

qα0

)
|Ej|α. (20)

Отже, з пунктiв 2-3 маємо, що ∀ε > 0, ∀Ej , ∀α > 0 iснує скiнченний чи злi-

чений набiр цилiндричних вiдрiзкiв, дiаметри яких не перевищуюють c′ε, де c′ =

max{c1(1), c2(1), 1
q0
}, i об’єднання яких мiстить Ej .

В кожному з можливих випадкiв, описаних вище, занумеруємо вказанi цилiндри i

позначимо їх через ∆(i, j).

З нерiвностей (18), (19) та (20) випливає, що Ej ⊂
⋃
i

∆(i, j) та

∑

i

|∆(i, j)|α < c|Ej|α,

де c = c(α) = max{c1(α) + 1
qα
0
, c1(α) + c2(α), c1(α) + c3 + 1

qα
0
}.

Тодi

∑

j

∑

i

|∆(i, j)|α < c
∑

j

|Ej |α
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Hα
c′ε(E,Φ) < c

∑

j

|Ej |α

Оскiльки покриття Ej довiльне та |Ej| ≤ ε, то

Hα
c′ε(E,Φ) < cHα

ε (E).

Спрямуємо ε→ 0, тодi

Hα(E,Φ) ≤ cHα(E).

Отже,

Hα(E) ≤ Hα(E,Φ) ≤ cHα(E).

Тодi

dimH(E,Φ) = dimH(E), ∀E ⊂ [0, 1).

Отже, при виконаннi умов теореми 3 система покриттiв Φ(Q∞) є довiрчою на [0, 1).

�

Введемо наступнi позначення:

S ′(α, i) :=

∞∑

k=0

qαi+k

V ′(α, i, nki
) :=

S ′(α, i)

qαi+nki

Тодi умову (16) теореми 3 можна переписати наступним чином

V ′(α, i, nki
) =

S ′(α, i)

qαi+nki

≤ c(α). (21)

Покажемо виконання теореми 3 для послiдовностi (9):

qi−1 =

{
K
2i , при i = 2n− 1
K
3i , при i = 2n

Нехай i = 2n+ 1, тодi

S ′(α, i) =
∞∑
k=0

qαi+k =
(
qαi + qαi+2 + ...

)
+
(
qαi+1 + qαi+2 + ...

)
=

= Kα
(

1
3(i+1)α + 1

3(i+3)α + ...
)

+Kα
(

1
2(i+2)α + 1

2(i+4)α + ...
)

=

= Kα
(

32α

3(i+1)α(32α−1)
+ 22α

2(i+2)α(22α−1)

)
= Kα

(
3α

3iα(32α−1)
+ 1

2iα(22α−1)

)
.
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Нехай i = 2n, тодi

S ′(α, i) =
∞∑
k=0

qαi+k =
(
qαi + qαi+2 + ...

)
+
(
qαi+1 + qαi+2 + ...

)
=

= Kα
(

1
2(i+1)α + 1

2(i+3)α + ...
)

+Kα
(

1
3(i+2)α + 1

3(i+4)α + ...
)

=

= Kα
(

22α

2(i+1)α(22α−1)
+ 32α

3(i+2)α(32α−1)

)
= Kα

(
2α

2iα(22α−1)
+ 1

3iα(32α−1)

)
.

Позначимо

c11 := 3α

32α−1
, c12 := 1

22α−1

c21 := 1
32α−1

, c22 := 2α

22α−1

Нехай

c = c(α) = max (c11, c12, c21, c22) = c22(α) =
2α

22α − 1
.

Тодi для будь-якого i ∈ N ∪ {0} маємо

S ′(α, i) ≤ cKα

(
1

2iα
+

1

3iα

)
.

Покладемо

nki
=

{
1, при i = 2n− 1

2, при i = 2n

Тодi отримаємо

V ′(α, i, nki
) ≤ cKα 1

qα
i+nki

(
1

2iα + 1
3iα

)
= c2(i+nki

)α
(

1
2iα + 1

3iα

)
=

= c
(
2nki

α +
(

2
3

)iα
2nki

α
)
≤ c2nki

α · 2 ≤ 2c22α = c′,

де c′ = 2 23α

22α−1
> 1

Таким чином ми отримали, що iснує послiдовнiсть {nki
} така, що ∀α > 0 ∃c =

c(α) = 2 24α

22α−1
> 1 та

V ′(α, i, nki
) =

S ′(α, i)

qαi+nki

=

∞∑
k=0

qαi+k

qαi+nki

≤ c(α).

Тодi за теоремою 3 сiмейство Φ(Q∞), що породжене стохастичним вектором (9), є

довiрчим на [0, 1).
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