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Анотацiя. У статтi розглядається представлення дiйсних чисел рядами Кантора

та об’єкти, з ним пов’язанi. Наводиться приклад такого сiмейства цилiндрiв, яка

є довiрчою вiдносно пакувальної розмiрностi, проте не є порiвнянною. Доводиться

формула для пакувальної розмiрностi мiри, що вiдповiдає випадковiй величинi з

незалежними цифрами розкладу Кантора.
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Abstract. In this paper we consider the expansion of real numbers by Cantor series and
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not comparable (wrt the packing dimension). The exact formula for packing dimension
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1. Вступ

Основним об’єктом, що розглядається у статтi, є пакувальна розмiрнiсть dimP . Во-

на була введена C. Tricot у 1981 роцi [28]. Багато властивостей пакувальної розмiрно-

стi dimP спiвпадає з вiдповiдними властивостями розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича

dimH . Зокрема, серед таких властивостей можна вказати монотоннiсть, зчисленну

стабiльнiсть [8], незмiннiсть при бiлiпшицевих перетвореннях [20].

Широко вiдомою є нерiвнiсть dimH E 6 dimP E, ∀E ⊂ Rn. Для багатьох множин

(зокрема, множини Кантора) ця нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть [8, 23], i такi

множини називаються «регулярними за Tricot». Регулярнiсть множини є достатньою

умовою для наявностi багатьох важливих властивостей. Наприклад, для того, щоб

dimH(E × F ) = dimH E + dimH F , достатньо, щоб хоча б одна з множин E та F була
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регулярною за Tricot (пiд E×F мається на увазi декартiв добуток вказаних множин).

Вивчення не лише розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича, а й пакувальної розмiрностi

дозволяє глибше пiзнати геометричну природу та регулярнiсть розглядуваних мно-

жин та мiр. Саме тому в багатьох роботах (див., наприклад, [2, 3, 9, 10, 12, 13])

обчислюються i dimH , i dimP розглядуваних множин та мiр.

Для розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича розроблено багато пiдходiв, якi спрощу-

ють її обчислення та дослiдження. Серед таких пiдходiв можна назвати використан-

ня розмiрностi Бiллiнгслi та теореми Бiллiнгслi [4], а також використання довiрчостi

(суть цього пiдходу та його iсторiя описанi в [1]).

Природною є потреба розробити аналогiчнi пiдходи для дослiдження та обчислен-

ня пакувальної розмiрностi. В цьому напрямi отримано багато результатiв. Зокрема,

M. Das у 2008 роцi довiв частковий випадок аналогу теореми Бiллiнгслi для паку-

вальної розмiрностi [6], а О. Слуцький та Г. Торбiн у 2011 роцi довели загальний

випадок цього аналогу [21].

Означення поняття «довiрчiсть сiмейств куль для обчислення пакувальної роз-

мiрностi» дано О. Слуцьким та Г. Торбiним у 2013 роцi в статтi [22], хоча неявно

використовувалося й ранiше, наприклад, у роботах J.Li [17, 16]. У роботi [26] було

доведено довiрчiсть сiмейства цилiндрiв Q̃-представлення (за умови вiдокремленостi

коефiцiєнтiв qij вiд нуля) для обчислення пакувальної розмiрностi, а в роботi [14]

було доведено критерiй пакувальної довiрчостi сiмейства цилiндрiв представлення

дiйсних чисел рядами Кантора.

Отже, пакувальна фрактальна розмiрнiсть та довiрчiсть вiдносно її обчислення є

актуальними об’єктами, якi активно дослiджуються.

У книгах [7] та [24] описано поняття «comparable net measures», тобто порiвнянних

мережевих мiр. Як вiдомо, двi мiри µ, ν, якi визначенi на одному i тому ж вимiрному

просторi, називаються порiвнянними, якщо ∃C2 > C1 > 0 : C1 · µ(A) 6 ν(A) 6

C2 · µ(A), для довiльної вимiрної множини A. Якщо Φ — деяка система пакувань на

одиничному вiдрiзку, то вона породжує пакувальну мiру Pα(·,Φ) (строге означення

дивись нижче). Якщо iснують додатнi константи C1 та C2 (C1 < C2) такi, що

C1 · Pα(A) 6 Pα(A,Φ) 6 C2 · Pα(A), ∀A ∈ [0, 1],

то Pα(·,Φ) називається порiвнянною (з класичною пакувальною мiрою Pα(·) на оди-

ничному вiдрiзку.

Легко довести, що якщо Φ — деяке сiмейство куль, i якщо пакувальнi мiри Pα(·,Φ)

та Pα(·) є порiвнянними, то Φ — довiрче сiмейство куль. Але зворотнє твердження,

взагалi кажучи, не є вiрним: з довiрчостi сiмейства Φ не випливає порiвняннiсть па-

кувальних мiр Pα(·,Φ) та Pα(·). У роботi [15] наводиться приклад сiмейства множин

Φ, яке є довiрчим (для обчислення dimH), проте породжує мiру Хаусдорфа Hα(·,Φ),

яка є непорiвнянною з мiрою Хаусдорфа Hα(·) для α = 1
2
.
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У данiй роботi буде показано, що пакувальна мiра, породжена вищезгаданим сi-

мейством множин Φ, також є непорiвнянною з класичною пакувальною мiрою.

Крiм того, у роботi [1] доводиться формула для розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича

мiри µξ, породженої випадковою величиною ξ з незалежними символами розкладу

Кантора.

Основним результатом даної роботи є формула для пакувальної розмiрностi мiри

µξ.

2. Пакувальна розмiрнiсть вiдносно сiмейства множин та неперервної

мiри

Нехай (M, ρ) — метричний простiр, Φ — деяке сiмейство куль, а µ — неперервна

мiра, визначена на M .

Означення 1. Нехай E ⊂M , ε > 0. Тодi не бiльш нiж зчисленне сiмейство {Ei} куль

називається «нецентрованим ε-пакуванням множини E», якщо виконуються умови:

(1) |Ei| 6 ε, ∀i;
(2) Ei ∩ E 6= ∅;

(3) Кулi Ei попарно не перетинаються.

Зауваження 1. Порожня множина куль також вважається нецентрованим па-

куванням.

Означення 2. Нехай E ⊂ M , |E| < ∞, α > 0, ε > 0. Тодi α-мiрною пакувальною

передмiрою множини E з максимальним дiаметром елементiв пакування ε вiдносно

системи Φ та мiри µ називається число

Pαε (E,Φ, µ) := sup

{
∑

i

(µ(Ei))
α

}
,

де супремум береться по всеможливим нецентрованим ε-пакуванням кулями з Φ

множини E (якщо iснує лише порожнє пакування, то покладаємо за означенням

Pαε (E,Φ, µ) = 0).

Зауваження 2. Властивостi пакувальної передмiри вiдносно системи множин та

мiри:

(1) Монотоннiсть: Якщо E1 ⊂ E2, то Pαε (E1,Φ, µ) 6 Pαε (E2,Φ, µ);

(2) Скiнченна напiвадитивнiсть: Pαε (E1∪E2,Φ, µ) 6 Pαε (E1,Φ, µ)+Pαε (E2,Φ, µ);

(3) Нехай ε > 0. Нехай B(x, ε) — це куля з центром в x i дiаметром ε. Введемо
позначення:

c(ε) := sup{µ(B(x, ε) : x ∈M}.
Тодi

∀δ > 0 : Pα+δ
ε (E,Φ, µ) 6 Pαε (E,Φ, µ) · (c(ε))δ.
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Доведення. 1) Якщо E1 ⊂ E2, то будь-яке пакування множини E1 є також пакуван-

ням множини E2. Отже,

Pαε (E1,Φ, µ) 6 Pαε (E2,Φ, µ).

2) Нехай {Ei}— довiльне ε-пакування множини A∪B кулями з Φ. Позначимо через

A сiмейство тих куль iз вказаного пакування, центри яких належать A, а через B —

сiмейство тих куль iз вказаного пакування, центри яких належать B \A (одне з цих

сiмейств може виявитись порожнiм). Тодi
∑

i

(µ(Ei))
α =

∑

i:Ei∈A
(µ(Ei))

α +
∑

i:Ei∈B
(µ(Ei))

α 6 Pαε (A,Φ, µ) + Pαε (B,Φ, µ).

Оскiльки нерiвнiсть
∑

i

(µ(Ei))
α 6 Pαε (A,Φ, µ) + Pαε (B,Φ, µ)

виконується для довiльного пакування {Ei} множини A ∪B, то

Pαε (A ∪ B,Φ, µ) 6 Pαε (A,Φ, µ) + Pαε (B,Φ, µ).

3) Розглянемо довiльне пакування A множини E, яке складається з куль Ei з

системи Φ. Тодi
∑

i

(µ(Ei))
α+δ =

∑

i

(µ(Ei))
α · (µ(Ei))

δ 6
∑

i

(µ(Ei))
α · (c(ε))δ.

Оскiльки отримана нерiвнiсть виконується для довiльного пакування, то вона буде

виконуватися i для супремума. Тобто

Pα+δ
ε (E,Φ, µ) 6 Pαε (E,Φ, µ) · (c(ε))δ,

що й вимагалось довести. �

Означення 3. α-мiрною пакувальною квазiмiрою множини E вiдносно системи куль

Φ та мiри µ називається число

Pα0 (E,Φ, µ) := lim
ε→0
Pαε (E,Φ, µ).

Зауваження 3. Властивостi пакувальної квазiмiри вiдносно системи куль та мi-

ри:

(1) Монотоннiсть: Якщо E1 ⊂ E2, то Pα0 (E1,Φ, µ) 6 Pα0 (E2,Φ, µ);

(2) Скiнченна напiвадитивнiсть:Pα0 (E1∪E2,Φ, µ) 6 Pα0 (E1,Φ, µ)+Pα0 (E2,Φ, µ);

(3) Якщо Pα0 (E,Φ, µ) <∞, то ∀δ > 0 Pα+δ
0 (E,Φ, µ) = 0;

(4) Якщо Pα0 (E) > 0, то ∀δ ∈ (0;α) Pα−δ0 (E,Φ, µ) = +∞.

Доведення. Першi два твердження отримуються з аналогiчних тверджень для перед-

мiри за допомогою граничного переходу.
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3) Нехай Pα0 (E,Φ, µ) < ∞. Зафiксуємо довiльне δ > 0. Як вiдомо з властивостей

пакувальної передмiри,

Pα+δ
ε (E,Φ, µ) 6 Pαε (E,Φ, µ) · (c(ε))δ.

Оскiльки µ є неперервною мiрою, то

lim
ε→0

c(ε) = 0.

Обчислюючи границю при ε→ 0 у обох частинах останньої нерiвностi, маємо:

Pα+δ
0 (E,Φ, µ) 6 Pα0 (E,Φ, µ) · 0 = 0,

що й вимагалось довести.

4) Нехай α > 0, Pα0 (E,Φ, µ) > 0, δ ∈ (0;α). Вiд супротивного. Припустимо, що

Pα−δ0 (E,Φ, µ) < ∞. Тодi (згiдно з властивiстю 3) Pα0 (E,Φ, µ) = 0, що суперечить

умовi. Отже, припущення невiрне, i Pα−δ0 (E,Φ, µ) =∞, що й вимагалось довести. �

Також важливою є ще одна властивiсть пакувальної квазiмiри, яка буде сформу-

льована як теорема.

Теорема 1. Нехай (M, ρ) = Rn, E ⊂M , µ — неперервна мiра. Тодi

Pα0 (E,Φ, µ) = Pα0 (E,Φ, µ).

(тут i далi через E позначатимемо замикання множини E).

Доведення. Зафiксуємо деяке число ε > 0. Нехай {Ei} є довiльним нецентрованим

ε-пакуванням множини E вiдкритими кулями з Φ. Тодi {Ei} є нецентрованим ε-

пакуванням множини E, оскiльки якщо вiдкрита куля Ei має непустий перетин з E,

то вона має непустий перетин i з E. Отже,

Pαε (E,Φ, µ) = Pαε (E,Φ, µ),

а тому i

Pα0 (E,Φ, µ) = Pα0 (E,Φ, µ).

�

Означення 4. α-мiрною пакувальною мiрою множини E вiдносно системи куль Φ та

мiри µ називається число

Pα(E,Φ, µ) := inf

{
∑

j

Pα0 (Ej,Φ, µ) : E ⊂
⋃

Ej

}
,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж зчисленним покриттям довiльни-

ми множинами {Ej} множини E.

Зауваження 4. Властивостi пакувальної мiри вiдносно системи куль:

(1) Монотоннiсть: Якщо E1 ⊂ E2, то Pα(E1,Φ, µ) 6 Pα(E2,Φ, µ);
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(2) Зчисленна напiвадитивнiсть: Для довiльного не бiльш нiж зчисленного
набору множин {Ei}

Pα(∪iEi,Φ, µ) 6
∑

i

Pα(Ei,Φ, µ).

(3) Якщо Pα(E,Φ, µ) <∞, то ∀δ > 0 Pα+δ(E,Φ, µ) = 0;

(4) Якщо Pα(E,Φ, µ) > 0 i α > 0, то ∀δ ∈ (0;α) Pα−δ(E,Φ, µ) = +∞.

Доведення. 1). Нехай E1 ⊂ E2, m1 = Pα(E1,Φ, µ), m2 = Pα(E2,Φ, µ). Вiд супротив-

ного. Припустимо, що m1 > m2. Тодi iснує таке покриття {E2j} множини E2, що

m1 >
∑

j

Pα0 (E2j ,Φ, µ).

Оскiльки {E2j} є покриттям множини E1, то

m1 6
∑

j

Pα0 (E2j,Φ, µ).

Отримана суперечнiсть показує, що припущення невiрне. Отже, m1 6 m2, що й ви-

магалось довести.

2). Введемо позначення:
mi := Pα(Ei,Φ, µ),

E :=
⋃

i

Ei,

m := Pα(E,Φ, µ).

Зафiксуємо довiльне δ > 0. Оскiльки

mi = Pα(Ei,Φ, µ) = inf

{
∑

j

Pα0 (Eij,Φ, µ) : E ⊂
⋃

Eij

}
,

то ∀i ∈ N iснує таке покриття множини Ei множинами Eij , що
∑

j

Pα0 (Eij,Φ, µ) 6 mi +
δ

2i
.

Тому ∑

i

∑

j

Pα0 (Eij ,Φ, µ) 6
∑

i

mi + δ.

Оскiльки набiр множин {Eij : i ∈ N, j ∈ N} є покриттям множини E, то

m = Pα(E,Φ, µ) 6
∑

i

∑

j

Pα0 (Eij ,Φ, µ).

Отже,

m 6
∑

i

∑

j

Pα0 (Eij ,Φ, µ) 6
∑

i

mi + δ.

Оскiльки остання нерiвнiсть виконується ∀δ > 0, то m 6
∑

imi, що й вимагалось

довести.
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3) Нехай Pα(E,Φ, µ) <∞. Тодi iснує таке покриття {Ej} множини E, що
∑

j

Pα0 (Ej ,Φ, µ) <∞,

i

Pα0 (Ej ,Φ, µ) <∞∀j ∈ N.

З властивостi 4 пакувальної квазiмiри випливає, що

Pα+δ
0 (Ej ,Φ, µ) = 0∀j ∈ N, ∀δ > 0.

Тому

Pα+δ
0 (E,Φ, µ) 6

∑

j

Pα+δ
0 (Ej ,Φ, µ) = 0.

Отже,

Pα+δ(E,Φ, µ) = 0,

що й вимагалось довести.

4) Нехай Pα(E,Φ, µ) > 0 i α > 0. Тодi для будь-якого покриття {Ej} множини E

iснує така множина Ej0 , що

Pα0 (Ej0,Φ, µ) > 0.

Зафiксуємо δ ∈ (0;α). З властивостi 5 пакувальної квазiмiри випливає, що

Pα−δ0 (Ej0,Φ, µ) =∞.

Отже, ∑

j

Pα−δ0 (Ej ,Φ, µ) =∞.

Оскiльки остання рiвнiсть виконується для довiльного покриття {Ej} множини E,

то

Pα−δ(E,Φ, µ) =∞,
що й вимагалось довести. �

Надалi буде використовуватися ще одна властивiсть пакувальної мiри. Ця власти-

вiсть є узагальненням леми 5.3 зi статтi [27]:

Теорема 2. Нехай (M, ρ) = Rn. Нехай E є компактною множиною, яка задовольняє

таку властивiсть:

Pα0 (E ∩ V,Φ, µ) = +∞, для ∀ вiдкритої мн-ни V такої, що E ∩ V 6= ∅.

Тодi Pα(E,Φ, µ) = +∞.
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Доведення. Розглянемо довiльне розбиття множини E на зчисленну кiлькiсть мно-

жин {En}. Оскiльки E — замкнена, то повинна iснувати вiдкрита множина V0 i

множина Ek ∈ {En} така, що Ek = E ∩ V0. Покажемо це.

Вiд супротивного: якщо для множини Ek не iснує множини V0 для якої виконується

попередня рiвнiсть, то множина Ek є нiде не щiльною в E.

Якщо ж усi множини з {En} є нiде не щiльними в E, то множина E є об’єднанням

зчисленної кiлькостi нiде не щiльних множин. Але оскiльки множина E — замкнена,

то метричний простiр (E, ρ) є повним, а тому (за теоремою Бера) вiн не може бути

об’єднанням зчисленної кiлькостi нiде не щiльних множин.

Отже, для довiльного розбиття множини E на зчисленну кiлькiсть множин {En}
iснує така вiдкрита множина V0 i множина Ek ∈ {En}, що Ek = E ∩ V0, а тому i

Pα0 (Ek,Φ, µ) = +∞.

З теореми 1 випливає, що Pα0 (Ek,Φ, µ) = +∞, а тому i Pα(E,Φ, µ) = +∞. �

Означення 5. Пакувальною розмiрнiстю множини E вiдносно системи куль Φ та мiри

µ називається число

dimP (E,Φ, µ) := inf{α : Pα(E,Φ, µ) = 0}.

Зауваження 5. Властивостi пакувальної розмiрностi вiдносно системи куль та

мiри:

(1) Монотоннiсть: Якщо E1 ⊂ E2, то dimP (E1,Φ, µ) 6 dimP (E2,Φ, µ);

(2) Зчисленна стабiльнiсть: Для довiльного не бiльш нiж зчисленного набо-

ру множин {Ei}

dimP (∪iEi,Φ, µ) = sup
i

dimP (Ei,Φ, µ).

Доведення. 1) Введемо позначення: αi := dimP (Ei,Φ, µ), де i ∈ {1, 2}. Нехай α > α2.

Тодi

Pα(E2,Φ, µ) = 0,

а оскiльки

Pα(E1,Φ, µ) 6 Pα(E2,Φ, µ),

то i

Pα(E1,Φ, µ) = 0, ∀α > α2

Отже,

α1 6 α2,

що й вимагалось довести.

2) Нехай dimP (Ei,Φ, µ) = αi, а dimP (E,Φ, µ) = α. Оскiльки

Ei ⊂ E∀i,

то i

αi 6 α, ∀i.
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Отже,

α > sup
i
αi.

Покажемо, що

α 6 sup
i
αi.

Вiд супротивного. Нехай

∃δ > 0 : α > αi + δ, ∀i.
Тодi

Pα−δ/2(Ei,Φ, µ) = 0∀i,
i тому

Pα−δ/2(E,Φ, µ) = 0,

тобто

dimP (E,Φ, µ) 6 α− δ/2,
що суперечить припущенню dimP (E,Φ, µ) = α. Отже,

α 6 sup
i
αi.

Тому α = supi αi, що й вимагалось довести. �

Зауваження 6. Нехай M = Rn.

Якщо µ = λ (n-вимiрнiй мiрi Лебега), то dimP (E,Φ, µ) = dimP (E,Φ) (про розмiр-

нiсть dimP (E,Φ) детальнiше можна прочитати в [22]).

Якщо µ = λ i Φ спiвпадає з множиною всiх куль з простору M , то dimP (E,Φ, µ) =

dimP (E), тобто класичнiй пакувальнiй розмiрностi.

3. Довiрчiсть та порiвняннiсть для обчислення пакувальної

розмiрностi. Аналоги теорем Бiллiнгслi

Означення 6. Нехай Φ — деяке сiмейство куль, яке має таку властивiсть:

∀E ⊂M : dimP (E,Φ) = dimP (E).

Тодi сiмейство Φ називається довiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi.

Означення 7. Нехай Φ — деяке сiмейство куль, яке має таку властивiсть:

∀E ⊂ M, ∀α > 0 : ∃C > 0 : Pα(E,Φ) > C · Pα(E).

Тодi Φ називається порiвнянним для обчислення пакувальної розмiрностi.

Теорема 3 ([17]). Нехай зафiксовано деяке Q̃-представлення дiйсних чисел.

Нехай µ, ν — двi неперервнi ймовiрнiснi мiри на [0; 1], ∆n(x) — Q̃-цилiндричний

iнтервал n-го рангу, що мiстить точку x, Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв

всiх рангiв заданого Q̃-представлення. Зафiксуємо число δ > 0. Нехай

E ⊂
{
x : lim sup

n→∞

lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
> δ

}
i µ(E) > 0. (1)
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Тодi
dimP (E,Φ, ν) > δ.

Теорема 4 ([14]). Нехай зафiксовано деяке Q̃-представлення дiйсних чисел.

Нехай µ, ν — неперервнi мiри на [0; 1], ∆n(x) — Q̃-цилiндричний iнтервал n-того

рангу, що мiстить точку x, Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв всiх рангiв

заданого Q̃-представлення. Зафiксуємо певне число δ > 0. Нехай

E ⊂
{
x : lim sup

n→∞

lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
6 δ

}
. (2)

Тодi

dimP (E,Φ, ν) 6 δ · dimP (E,Φ, µ).

4. Представлення дiйсних чисел рядами Кантора

Означення 8. Для заданої послiдовностi (n1, n2, . . . , nk, . . . ), де nk ∈ N \ 1, запис

довiльного числа x ∈ [0; 1] у виглядi

x =

∞∑

k=1

αk
n1 · n2 · . . . · nk

:= ∆α1α2...αk
, αk ∈ {0, 1, . . . , nk − 1}

називається представленням числа x рядами Кантора.

Г. Кантор ввiв такi представлення у 1869 роцi [5] як природнi узагальнення кла-

сичного s-адичного представлення дiйсних чисел.

Цi представлення та їх властивостi iнтенсивно дослiджувалися багатьма матема-

тиками (див., наприклад, роботи [18, 19] та посилання в них).

Варто зауважити, що представлення чисел рядами Кантора є частковим випадком

Q̃-представлення, а саме, коли qik = 1
nk

.

У статтi [1] було дано критерiй довiрчостi сiмейства цилiндрiв преставлення чисел

рядами Кантора для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича. В роботi [14]

доведено його «пакувальний аналог»:

Теорема 5. ([14]) Система Φ цилiндричних iнтервалiв представлення дiйсних чи-

сел рядами Кантора є довiрчою для обчислення пакувальної розмiрностi тодi i тiль-

ки тодi, коли

lim
k→∞

lnnk
ln(n1 · n2 · . . . · nk−1)

= 0. (3)

Для сiмейств цилiндрiв s-адичного, Q та Q̃ (за умови вiддiленостi qij вiд нуля)

представлень пакувальна довiрчiсть була доведена разом iз пакувальною порiвнян-

нiстю. Наступний результат показує, що довiрче сiмейство цилiндрiв, породжених

рядами Кантора, не завжди є порiвнянним.

Теорема 6. Нехай nk = 4k, а Φ — сiмейство цилiндрiв вiдповiдного представлен-

ня дiйсних чисел рядами Кантора. Тодi Φ є довiрчим для обчислення пакувальної

розмiрностi на [0; 1], але не є порiвнянним.
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Доведення. Обчислимо границю

lim
k→∞

lnnk
ln(n1n2 . . . nk−1)

= lim
k→∞

ln 4k

ln(4142 . . . 4k−1)
=

lim
k→∞

k ln 4

(1 + 2 + · · ·+ (k − 1)) ln 4
= lim

k→∞

2k

k2 + k
= 0. (4)

Отже, сiмейство Φ задовольняє умови теореми 5 i тому є довiрчим.

Для доведення непорiвнянностi сiмейства Φ розглянемо множину

A =
{
∆α1α2...αk... : αk ∈ {0, 2k, 2 · 2k, 3 · 2k, . . . , (2k − 1) · 2k}

}

i покажемо, що dimP A = 1
2
, P 1

2 (A,Φ) 6 1, але P 1
2 (A) =∞.

Нехай λ є мiрою Лебега на [0; 1], а µξ є ймовiрнiсною мiрою випадкової величини

ξ = ∆ξ1ξ2...ξk...,

де ξk — це незалежнi дискретнi випадковi величини, розподiл яких задано таблицею:

ξk 0 2k 2 · 2k . . . (2k − 1) · 2k
pik

1
2k

1
2k

1
2k . . . 1

2k

Нехай ∆n(x) — це цилiндричний iнтервал n-го рангу, який мiстить точку x. Тодi

∀x ∈ A виконуються умови:

µξ(∆n(x)) = 2−
n(n+1)

2 , λ(∆n(x)) = 4−
n(n+1)

2 .

Отже,
lnµξ(∆n(x))

lnλ(∆n(x))
=

1

2
, ∀x ∈ A.

Очевидно, що µξ(A) = 1, i тому dimP (A,Φ, µξ) = 1. Отже, за аналогом теореми

Бiллiнгслi для пакувальної розмiрностi (теоремою 4) маємо:

dimP (A,Φ, λ) =
1

2
.

Оскiльки dimP (A,Φ, λ) = dimP (A,Φ), причому Φ — довiрча, то dimP A = 1
2
.

Зафiксуємо довiльне число r > 0. Виберемо таке k0(r), що 2k0 · λ(∆k0) < r, де ∆k0

— це будь-який з цилiндрiв рангу k0 (нагадаємо, що у представленнi дiйсних чисел

рядами Кантора всi цилiндри однакового рангу мають однакову мiру Лебега).

Розглянемо множину цилiндрiв M1, до якої входять всi цилiндри рангу k0, внутрi-

шностi яких мають непорожнiй перетин iз множиною A. Розглянемо також множину

вiдрiзкiв M , до якої входять об’єднання по 2k0 сумiжних вiдрiзкiв з множини M1.

Нехай M0 є множиною внутрiшностей вiдрiзкiв з M , тобто множиною iнтервалiв.

Цi iнтервали є попарно неперетинними, i кожен з них має довжину, яка не пере-

вищує числа r. Тому M0 є r-пакуванням (нецентрованим) множини A. Обчислимо

α-об’єм цього пакування. Для цього врахуємо, що вказане пакування складається з

iнтервалiв, кiлькiсть яких становить

2 · 22 · . . . · 2k0,
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а довжина кожного з iнтервалiв дорiвнює

2k0 ·
(
4 · 42 · . . . · 4k0

)−1
.

Таким чином, α-об’єм вказаного пакування дорiвнює

Vα(M
0) = 2 · 22 · . . . · 2k0 ·

(
2k0

4 · 42 · . . . · 4k0−14k0

)α
.

Отже,

V1/2(M
0) = 2 · 22 · . . . · 2k0 ·

(
2k0

4 · 42 · · · · · 4k0−14k0

)1/2

=

=
√

2k0 .

Оскiльки

P1/2
r (A) > V1/2(M

0),

i

lim
r→0

k0(r) =∞,
то

P1/2
0 (A) = lim

k0→∞
V1/2(M

0) =∞.
Покажемо, що A задовольняє умови теореми 2. Очевидно, що A — компактна.

Нехай V — довiльна вiдкрита множина. Тодi A ∩ V мiстить в собi множину A1 =

A ∩∆k, де ∆k — це деякий цилiндр рангу k, який має непустий перетин з A.

З побудови множини A випливає, що A складається з 2k множин, конгруентних

множинi A1, i тому P1/2
0 (A1) =∞.

Отже, A задовольняє умови теореми 2, i тому P1/2(A) =∞.

Покажемо, що P1/2(A,Φ) 6 1.

Зафiксуємо деяке r > 0 i позначимо через k0(r) найменше таке k, що |∆k(x)| < r.

Тодi множину A можна покрити 21 ·22 ·· · ··2k0 цилiндрами рангу k0. Довжина кожного

такого цилiндра дорiвнює (41 · 42 · . . . 4k0)−1. Якщо α = 1
2
, то α-об’єм пакування

множини A розглядуваними цилiндрами дорiвнює

21 · 22 · · · · · 2k0 ·
(
41 · 42 · . . . 4k0

)−1/2
= 1.

Якщо розглянути один цилiндр рангу k0, то його α-об’єм (при α = 1
2
) дорiвнює

(
41 · 42 · · · · · 4k0

)−1/2
= (21 · 22 · · · · · 2k0)−1.

Якщо замiсть цього цилiндра розглядати 2k0+1 цилiндрiв рангу (k0 + 1), то їх су-

марний α-об’єм буде дорiвнювати

2k0+1 ·
(
41 · 42 · . . . · 4k0 · 4k0+1

)−1/2
= (21 · 22 · . . . · 2k0)−1.

Отже, якщо у пакуваннi множини A цилiндрами рангу k0 замiнити один з цилiн-

дрiв на цилiндри наступного рангу, то α-об’єм пакування не змiниться. Це значить,

що α-об’єм довiльного пакування множини A цилiндрами рангiв > k0 (не обов’язково

рiвних мiж собою) також дорiвнює 1, а тому i P1/2
r (A,Φ) = 1, i P1/2

0 (A,Φ) = 1.
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Отже, P1/2(A,Φ) 6 1, що й вимагалось довести. �

5. Випадкова величина ξ з незалежними символами розкладiв

Кантора

Зафiксуємо певний розклад C дiйсних чисел у ряди Кантора, заданий послiдовнi-

стю (nk).

Означення 9. Нехай (ξk) є послiдовнiстю незалежних дискретно розподiлених випад-

кових величин, причому розподiл величини ξk задано таблицею:

xm 0 1 . . . nk − 1

pm p0j p1j . . . p(nk−1)j

Пiд випадковою величиною з незалежними символами розкладiв Кантора будемо

мати на увазi випадкову величину

ξ = ∆C
ξ1ξ2...ξk...

,

мiру на вiдрiзку [0; 1], яку породжує в.в. ξ, будемо позначати як µξ, спектр цiєї мiри

— як Sµξ
, а вiдповiдну функцiю розподiлу — як Fξ.

5.1. Пакувальна розмiрнiсть мiри µξ.

Означення 10. Нехай µ — деяка ймовiрнiсна мiра, визначена на [0; 1]. Тодi пакуваль-

ною розмiрнiстю мiри µ називається число

dimP µ = inf{dimP E : µ(E) = 1}.

Покладемо 0 ln 0 := 0 у наступних позначеннях. Нехай

hj := −
nj−1∑

i=0

pij ln pij, Hk =

k∑

j=1

hj , ∀j, k ∈ N.

Теорема 7. Якщо
∞∑

k=1

(
lnnk

ln(n1n2 . . . nk)

)2

<∞, (5)

то пакувальна розмiрнiсть мiри µξ в.в. ξ з незалежними символами розкладу Кан-

тора дорiвнює

dimP (µξ) = lim sup
k→∞

Hk

ln(n1n2 . . . nk)
.

Доведення. За теоремою Джессена–Вiнтнера [11] випадкова величина ξ має чистий

розподiл, тобто її функцiя розподiлу буде або чисто дискретною, або чисто абсолютно

неперервною, або чисто сингулярною. Не порушуючи загальностi, ми будемо вважа-

ти, що µξ є неперервною, оскiльки в iншому випадку розмiрнiсть мiри дорiвнює 0 та

рiвнiсть (5) виконується.
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Нехай x ∈ Sµξ
\ {1}. Тодi iснує цилiндричний пiвiнтервал ∆k(x) = ∆α1(x)α2(x)...αk(x)

такий, що x ∈ ∆k(x). Позначимо мiру Лебега на [0; 1] через λ. Тодi

µξ(∆k(x)) = pα1(x)1 · pα2(x)2 · · · · · pαk(x)k > 0,

λ(∆k(x)) =
1

n1n2 . . . nk

Розглянемо вираз
lnµξ(∆k(x))

lnλ(∆k(x))
=

∑k
j=1 ln pαj(x)j

− ln(n1n2 . . . nk)

Побудуємо допомiжну послiдовнiсть дискретних незалежних випадкових величин

на ймовiрнiсному просторi ([0; 1],B([0; 1]), µξ), де B([0; 1]) є борелiвською σ-алгеброю.

Нехай ηk (при k ∈ N) є незалежними випадковими величинами, розподiл яких задано

таблицею:
Значення ln p0k ln p1k . . . ln p(nk−1)k

Ймовiрностi p0k p1k . . . p(nk−1)k

Тодi

Mηk =

nk−1∑

i=0

pik ln pik = −hk,

причому

|Mηk
| 6 lnnk.

Легко довести, що

M((ηk)
2) 6 max{4, ln2 nk}.

Отже,

D(ηk) = Mη2
k − (Mηk)

2 6 2 max{4, ln2 nk}.
З посиленого закону великих чисел [25] та умови теореми (5) випливає, що для

µξ-майже всiх точок x ∈ [0; 1] виконується спiввiдношення

lim
k→∞

(η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηk(x))−M(η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηk(x))

ln(n1n2 . . . nk)
= 0. (6)

Зазначимо, що

M(η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηk(x)) = −Hk,

i

λ(∆k(x)) =
1

n1n2 . . . nk
.

Нехай

D := lim sup
k→∞

Hk

ln(n1n2 . . . nk)
.

Розглянемо множину

T =

{
x : lim

k→∞

(
η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηk(x)

lnλ(∆k(x))
− Hk

− lnλ(∆k(x))

)
= 0

}
=

=

{
x : lim

k→∞

(
η1 + η2 + · · ·+ ηk −M(η1 + η2 + · · ·+ ηk)

ln(n1n2 . . . nk)

)
= 0

}
.
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З µξ(T ) = 1 маємо dimP (T,Φ, µξ) = 1.

Введемо до розгляду такi множини:

T1 =

{
x : lim sup

k→∞

(
η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηk(x)

lnλ(∆k(x))
− Hk

− lnλ(∆k(x))

)
= 0

}
,

T2 =

{
x : lim sup

k→∞

η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηk(x)

lnλ(∆k(x))
6 lim sup

k→∞

Hk

− lnλ(∆k(x))

}
=

=

{
x : lim sup

k→∞

lnµξ(∆k(x))

lnλ(∆k(x))
6 D

}
,

T3 =

{
x : lim sup

k→∞

lnµξ(∆k(x))

lnλ(∆k(x))
> D

}
.

Очевидно, що T ⊂ T1.

Доведемо, що T1 ⊂ T2. Для цього використаємо вiдому нерiвнiсть

lim sup
k→∞

(xk − yk) > lim sup
k→∞

(xk)− lim sup
k→∞

(yk),

яка виконується для довiльних дiйсних послiдовностей (xk) та (yk), для яких права

частина нерiвностi не має вигляд «∞−∞» або «−∞+∞».

Якщо x ∈ T1, то

lim sup
k→∞

(
η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηk(x)

lnλ(∆k(x))
− Hk

− lnλ(∆k(x))

)
= 0 >

> lim sup
k→∞

lnµξ(∆k(x))

lnλ(∆k(x))
−D.

Отже,

lim sup
k→∞

lnµξ(∆k(x))

lnλ(∆k(x))
−D 6 0,

i тому x ∈ T3.

Отже, T ⊂ T1 ⊂ T2. Звiдси випливає, що

dimP (T,Φ, λ) 6 D · dimP (T,Φ, µξ) = D · 1

(за теоремою 4).

Тепер покажемо, що T ⊂ T3. Справдi: якщо x ∈ T , то

lim
k→∞

(
η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηk(x)

lnλ(∆k(x))
− Hk

− lnλ(∆k(x))

)
= 0,

звiдси

lim
k→∞

(
Hk

− lnλ(∆k(x))
− η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηk(x)

lnλ(∆k(x))

)
= 0,

тому

lim sup
k→∞

(
Hk

− lnλ(∆k(x))
− η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηk(x)

lnλ(∆k(x))

)
= 0,
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i тому (за вказаною вище нерiвнiстю lim supk→∞(xk − yk) > lim supk→∞(xk) −
lim supk→∞(yk))

lim sup
k→∞

Hk

− lnλ(∆k(x))
− η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηk(x)

lnλ(∆k(x))
6 0,

тобто

lim sup
k→∞

lnµξ(∆k(x))

lnλ(∆k(x))
> D,

i x ∈ T3.

Оскiльки T ⊂ T3 i µξ(T ) = 1 > 0, то dimP (T,Φ, λ) > D (за теоремою 3).

Отже, dimP (T,Φ, λ) = D. Оскiльки λ є мiрою Лебега на [0; 1], то dimP (T,Φ) = D.

Оскiльки Φ є довiрчою (бо зi збiжностi ряду
∞∑

k=1

(
lnnk

ln(n1n2 . . . nk)

)2

випливає умова (3)), то dimP T = D.

Покажемо, що побудована множина T є «найменшим» носiєм мiри µξ у сенсi

пакувальної фрактальної розмiрностi. Нехай M — довiльний носiй мiри µξ. Тодi

M1 := M ∩ T теж є носiєм мiри µξ, а тому dimP M1 6 dimP M .

З того, що M1 ⊂ T ⊂ T3, випливає, що M1 задовольняє умови теореми 3, а отже,

dimP M1 > D.

Отже, dimP M > D, i T справдi є «найменшим» носiєм мiри µξ в сенсi dimP . Тому

dimP µξ = D, що й вимагалось довести. �
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