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Анотацiя. Робота присвячена вивченню нескiнченних згорток Бернуллi, породже-

них спецiальним пiдкласом множини двiйково лакунарних дiйсних чисел. Дослi-

джується асимптотика перетворення Фур’є-Стiлт’єса вiдповiдних згорток Бернуллi

i доводиться, що у випадку неперервностi для кожного значення параметра a з

дослiджуваної континуальної нiде не щiльної множини, модуль характеристичної

функцiї fξ(t) породженої випадкової величини ξ = ξ(a) має максимальну асимпто-

тичну амплiтуду, тобто

lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 0 i lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 1.

Ключовi слова: перетворення Фур’є-Стiлт’єса, згортки Бернуллi, сингулярно

неперервнi ймовiрнiснi мiри, фрактали, двiйково-лакунарнi дiйснi числа.

Abstract. The paper is devoted to the study of infinite Bernoulli convolutions gener-

ated by a special subclass of the set of binary lacunary real numbers.

Let {ξk} be a sequence of independent random variables taking values -1 and 1 with

probabilities p0k and p1k respectively, let {ak} be a sequence of real number such that

the series
∞∑

k=1

ak converges absolutely. Then the distribution function of the random

variable

ξ =

∞∑

k=1

akξk

is said to be the infinite Bernoulli convolution. There are a lot of research papers devoted

to the study of this object ( see, e.g., [13] and references therein).

For the case, where the condition ak ≥ rk =
∞∑

n=k+1

an holds for all sufficiently large

k, fine fractal analysis of such probability measures has been done in [5]. At the same

time, even for the case of hyperexponential convergent series
∞∑

k=1

ak conditions for the

probability measure µξ to be a Reichman measure (i.e., if fξ(t) :=
∞∫

−∞

eitξd (Fξ(x)) =

M
(
eitξ
)
→ 0, (t→∞)) are still unknown.
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Abstract. A real number a is said to be s-adic-lacunary, if its s-adic expansion a =
∞∑

k=1

αk(a)
sk has the following property:

∀m ∈ N, ∀l ∈ N, ∃k = k(m, l) > m : αk+i(a) = 0, ∀i ∈ {1, 2, ..., l}.

For s = 2 we get the definition of a binary-lacunary number.

Let

A =
{
k : k = 2n+1 − n, k = 2n+1 − n + 1, . . . , k = 2n+1, n ∈ N

}
=

=
{
3, 4, 6, 7, 8, 13, 14, 15, 16, . . . , 2n+1 − n, . . . , 2n+1 − 1, 2n+1, . . .

}
⊂ N,

Consider the set of real number:

L =

{
x : x =

∞∑

k=1

αk(x)

2k

}
,

where

αk(x) =

{
0, if k /∈ A,

0 or 1, if k ∈ A.

That is, each number x from the set L has the following binary expansion:

x = 0, 00α3α40α6α7α80000α13α14α15α160 . . . 00 . . .0α2n+1−n, . . . α2n+1−1α2n+1 . . .

Let L∗ be the set, which is obtained from L by deleting of a countable set of points

having zeros in periods.

We study asymptotics of the Fourier-Stiltjes transform of the corresponding Bernoulli

convolutions and prove that in the case of continuity for any parameter a ∈ L∗ from the

considered nowhere dense set of continuum cardinality, the modulus of the characteristic

function fξ(t) of generated random variables ξ = ξ(a) has the maximal asymptotic

amplitude, i.e.,

lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 0 and lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 1.

Key words: Fourier–Stieltjes transform, Bernoulli convolutions, singularly continu-

ous probability measures, fractals, binary-lacunary real numbers.
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1. Вступ

Нехай {ξk} - послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значень

-1 та 1 з ймовiрностями p0k та p1k вiдповiдно; {ak} - послiдовнiсть дiйсних чисел таких,

що ряд
∞∑
k=1

ak, абсолютно збiгається. Тодi функцiя розподiлу випадкової величини

ξ =

∞∑

k=1

ξkak (2)

називається нескiнченною згорткою Бернуллi. Дослiдженню даного математичного

об’єкта присвячено велику кiлькiсть статей (див.[13] для огляду лiтератури станом на

кiнець 20-го столiття). Його вивчали, використовуючи рiзнi пiдходи, Джессен (Jessen

B.) i Вiнтнер (Wintner A.) [8], Кершнер (Kershner R.), Ердеш (Erdos P.) [5], Кахане

(Kahane J.P.) i Салем (Salem R.), Гарсiа (Garsia A.M.) [6], Перес (Peres Y.) i Солом’як
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(Solomyak B.) [14, 15], Альбеверiо (Albeverio S.) [2], Працьовитий М. (Pratsiovytyi M.)

[1, 7, 16, 22], Торбiн Г. (Torbin G.) [1, 2, 5, 7], Гончаренко Я. (Gontcharenko Ya.) [7] та

iн. Для випадку, коли умова ak ≥ rk :=
∞∑

n=k+1

an для всiх достатньо великих k, в ро-

ботi [5] здiйснено тонкий фрактальний аналiз властивостей таких ймовiрнiсних мiр,

включаючи конструктивний опис мiнiмальних розмiрнiсних носiїв з додатковими ал-

гебраїчними властивостями. У той же час навiть для для випадку гiперекспоненцiйно

збiжних рядiв
∞∑
k=1

ak залишаються нез’ясованими умови при яких ймовiрнiсна мiра

µξ є мiрою Райхмана (тобто, коли fξ(t) :=
∞∫

−∞
eitξd (Fξ(x)) = M

(
eitξ
)
→ 0, (t → ∞)).

Вiдомо, що коли fξ(t) є характеристичною функцiєю чисто дискретного розподiлу,

то Lξ := lim |fξ(t)| = 1. Якщо fξ(t) вiдповiдає деякому абсолютно неперервному роз-

подiлу, то Lξ = 0. Якщо fξ(t) - характеристична функцiя сингулярного розподiлу, то

величина Lξ може бути будь-яким числом мiж 0 i 1. У цьому розумiннi близькiсть

Lξ до 1 у певнiй мiрi характеризує близькiсть сингулярно неперервного розподiлу

до дискретного. Зауважимо, що навiть у вiдносно простих випадках, коли члени по-

слiдовностi {ak} є елементами розкладiв Остроградського 2-го виду чи розкладiв

Сiльвестра (у цьому випадку ak = 1
bk

, де послiдовнiсть натуральних чисел {bk} гiпе-

рекспоненцiйно зростає) на сьогоднi все ще невiдомi необхiднi i достатнi умови того

щоб Lξ = 1.

У данiй роботi дослiджуються властивостi нескiнченних згорток Бернуллi, що по-

родженi спецiальним континуальним пiдкласом множини двiйково-лакунарних дiй-

сних чисел. Вивчається асимптотика перетворення Фур’є-Стiлт’єса вiдповiдних згор-

ток Бернуллi i доводиться, що у випадку неперервностi для кожного значення пара-

метра a з дослiджуваної континуальної нiде не щiльної множини, модуль характе-

ристичної функцiї fξ(t) породженої випадкової величини ξ = ξ(a) має максимальну

асимптотичну амплiтуду, тобто

lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 0 i lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 1.

Зауважимо, що у випадку класичних згорток Бернуллi (ak = λk) множина тих зна-

чень параметра λ, для яких мiра µξ не є мiрою Райхмана, є зчисленною.

2. Про асимптотичнi властивостi перетворення Фур’є – Стiлт’єса

нескiнченних згорток Бернуллi, породжених одним класом

двiйково лакунарних чисел

Означення 1. Дiйсне число a називається s-адично лакунарним, якщо його s-адичний

розклад a =
∞∑
k=1

αk(a)
sk має наступну властивiсть:

∀m ∈ N, ∀l ∈ N, ∃k = k(m, l) > m : αk+i(a) = 0, ∀i ∈ {1, 2, ..., l}.
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При s = 2 отримуємо означення двiйково лакунарного числа.

Нехай

A =
{
k : k = 2n+1 − n, k = 2n+1 − n+ 1, . . . , k = 2n+1, n ∈ N

}
=

=
{
3, 4, 6, 7, 8, 13, 14, 15, 16, . . . , 2n+1 − n, . . . , 2n+1 − 1, 2n+1, . . .

}
⊂ N,

Розглянемо множину дiйсних чисел:

L =

{
x : x =

∞∑

k=1

αk(x)

2k

}
,

де

αk(x) =

{
0, якщо k /∈ A,
0 або 1, якщо k ∈ A.

Тобто, кожне число x з множини L такий двiйковий запис:

x = 0, 00α3α40α6α7α80000α13α14α15α160 . . . 00 . . . 0α2n+1−n, . . . α2n+1−1α2n+1 . . .

Зрозумiло, що множина L має потужнiсть континуум i кожне число з цiєї множини

є двiйково лакунарним.

Нехай L∗ - множина, яка утворена з L шляхом вилучення зчисленної множини

точок, якi мають нуль в перiодi.

Нехай a довiльне число з множини L∗ . Тодi фiксованому числу

a = 0, 00α3α40α6α7α80000α13α14α15α160 . . . 00 . . . 0α2n+1−n, . . . α2n+1−1α2n+1 . . .

поставимо у вiдповiднiсть наступну числову послiдовнiсть:

a1 = 0, 00000α6α7α80000α13α14α15α160 . . .

a2 = 0, 000000000000α13α14α15α160 . . .

. . .

an =

{
a · 22n+1

}

22n+1 .

Очевидно, що ряд
∞∑
n=1

an збiгається. Нехай ξk - послiдовнiсть незалежних випадко-

вих величин, якi набувають значень −1 та 1 з ймовiрностями p0k та p1k вiдповiдно.

Розглянемо випадкову величину

ξ =

∞∑

k=1

ξkak.

Оскiльки для даного випадку виконується умова ak > rk, ∀k ∈ N , то, застосувавши

результати роботи [5], отримаємо наступну теорему.
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Теорема 1. 1) Для довiльного a ∈ L∗ вiдповiдна випадкова величина ξ = ξ(a) має

сингулярний вiдносно мiри Лебега розподiл, причому ξ має дискретний розподiл,

якщо
∞∏

k=1

max{p0k, p1k} > 0,

i сингулярно неперервний розподiл у всiх iнших випадках;

2) Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спектра Sξ розподiлу випадкової величини

ξ (а, отже, i розмiрнiсть самої мiри µξ) дорiвнює нулю.

Наступна теорема характеризує асимптотичнi властивостi модуля характеристи-

чної функцiї випадкової величини ξ.

Теорема 2. Для довiльного вибору числа a з множини L∗ має мiсце рiвнiсть

Lξ = lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 1.

Якщо
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} = 0, то

lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 0.

Доведення. Нехай

a = 0, 00α3α40α6α7α80000α13α14α15α160 . . . 00 . . . 0α2n+1−n, . . . α2n+1−1α2n+1 . . . ∈ L∗

Поставимо у вiдповiднiсть числу a послiдовнiсть {an}, an =

{
a·22n+1

}

22n+1 .

Оскiльки (див., наприклад, [18])

|fξ(t)| =
∞∏

k=1

√
1− 4p0kp1k sin2(akt),

то

|fξ(t)| ≥
∞∏

k=1

(
1− sin2(akt)

)
=

∞∏

k=1

cos2(akt).

Виберемо пiдпослiдовнiсть tn = ln · π, де ln = 22n

. Тодi

tn · a1 = π · [lna1] + π · 0, 00 . . .0︸ ︷︷ ︸
2n−n−1

α2n+1−n . . . α2n+1−1α2n+10 . . . ;

tn · a2 = π · [lna2] + π · 0, 00 . . .0︸ ︷︷ ︸
2n−n−1

α2n+1−n . . . α2n+1−1α2n+10 . . . ;

· · ·
tn · an−1 = π · [lnan−1] + π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

2n−n−1

α2n+1−n . . . α2n+1−1α2n+10 . . . ;

tn · an = π · 22n ·

{
a · 22n+1

}

22n+1 = π ·

{
a · 22n+1

}

22n ≤ π

22n ;

· · ·
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tn · an+1 = π · 22n ·

{
a · 22n+2

}

22n+2 ≤ π

22n+1 ;

· · ·

tn · an+k = π · 22n ·

{
a · 22n+k+1

}

22n+k+1 ≤ π

22n+k
, ∀k ≥ 0.

· · ·
Оскiльки {tna1} = {tna1} = . . . = {tnan−1}, то

sin(tna1) = sin(tna2) = . . . = sin(tnan−1) = sin

(
π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

2n−n−1

α2n+1−1 . . . α2n+1 . . .

)
≤

≤ π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n−n−1

α2n+1−1 . . . α2n+1 . . . ≤ π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n−n−1

11 . . . 1 . . . =

= π · 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n−n−2

11 . . . 1 . . . =
π

22n−n−2
, ∀n ∈ N.

Тобто

cos2(tna1) = cos2(tna2) = . . . = cos2(tnan−1) ≥ 1−
( π

22n−n−2

)2

.

Таким чином,
n−1∏
k=1

cos2(tnak) ≥
(
1−

(
π

22n−n−2

)2)n−1

→ 1 при n→∞.

Крiм того,

cos2(tnan) ≥ 1−
( π

22n

)2

;

cos2(tnan+1) ≥ 1−
( π

22n+1

)2

;

. . .

cos2(tnan+k) ≥ 1−
( π

22n+k

)2

, ∀k ≥ 0.

Оцiнимо нескiнченний добуток
∞∏

k=n

cos2(tnak) ≥
∞∏

k=0

(
1−

( π

22n+k

)2
)

=
∞∏

s=n

(
1−

( π

22s

)2
)

= Pn−1.

З цiєю метою розглянемо нескiнченний добуток
∞∏

k=1

(
1−

( π

22k

)2
)
. (3)

Такий добуток збiгається, оскiльки збiгається ряд
∞∑
k=1

( π

22k )2.

Тому (n− 1)-й залишок добутку (3) прямує до 1. З iншого боку (n− 1)-й залишок

добутку (3) спiвпадає з Pn−1. Тому Pn−1 → 1 при n→∞.

Оскiльки
n−1∏
k=1

cos2(tnak)→ 1 i
∞∏
k=n

cos2(tnak)→ 1 при n→∞, то

|fξ(tn)| ≥
n∏

k=1

cos2(tnak) ·
∞∏

k=n+1

cos2(tnak)→ 1 при n→∞.
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Оскiльки lim
|t|→∞

|fξ(t)| ≥ lim
n→∞

|fξ(tn)|, то Lξ = 1.

Для доведення другої частини теореми зауважимо, що для довiльної характери-

стичної функцiї f(t) iснує

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|f(t)|2dt =

∑

k

p2
k, (1)

де pk-величини стрибкiв вiдповiдної функцiї розподiлу, а пiдсумовування ведеться по

всiм стрибкам (див. [9]). Тому, у випадку неперервностi розподiлу маємо

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|f(t)|2dt = 0. (2)

З обмеженостi |f(t)| та рiвностi (2) випливає, що lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 0. Cправдi, якщо б

iснувало таке додатне число c0, що для всiх достатньо великих |t| ( |t| > t0) викону-

валась умова |f(t)| ≥ c0, то

lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|f(t)|2dt = lim

T→∞

1

2T
(

∫ −t0

−T
|f(t)|2dt+

∫ t0

−t0
|f(t)|2dt+

∫ T

t0

|f(t)|2dt) ≥ c20 6= 0.

Отже, для довiльного неперервного розподiлу характеристична функцiя f(t) має

властивiсть

lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 0, (3)

яка, разом з доведеною вище рiвнiстю

lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 1 (4)

i означає максимальну асимптотичну амплiтуду для модуля характеристичної фун-

кцiї дослiджуваної випадкової величини.

�

Зауваження 1. У доведеннi теореми явно використовувалась двiйково лакунар-

на структура чисел з множини L∗. Покажемо, що наявнiсть двiйково лакунарної

структури числа a не є необхiдною умовою виконання рiвностi Lξ = 1 для розподiлу

випадкової величини ξ =
∞∑
k=1

ξk{a·22k }
22k .

Розглянемо, наприклад, число

a =

∞∑

k=1

1

22k
=: ∆2

01010101...01....

Очевидно, що дане число не належить до множини L∗ i взагалi не є двiйково ла-

кунарним (у його двiйковому розкладi немає жодної лакуни, яка б мiстила блок

"00"). Розглянувши для вiдповiдної характеристичної функцiї ту ж послiдовнiсть

tn = ln · π, де ln = 22n

, що i при доведеннi останньої теореми, отримаємо

tn · a1 = π · [lna1] + π · 0, 010101...;
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tn · a2 = π · [lna2] + π · 0, 010101 . . . ;

· · ·
tn · an−1 = π · [lnan−1] + π · 0, 010101 . . . ;

tn · an = π · 0, 010101 . . . =
π

3
.

Тому
n−1∏
k=1

cos2(tnak) = (cos2(π
3
))n = 1

4n i, отже,

lim
n→∞

|fξ(tn)| = 0.

Не зважаючи на це, покажемо, що i у цьому випадку також має мiсце рiвнiсть

Lξ = 1. З цiєю метою зауважимо, що a = 1
3

i {a · 22n} = 1
3
, ∀n ∈ N . Тому у цьому

випадку an = 1
3·22n i тому

ξ =
1

3
· ψ, де ψ =

∞∑

k=1

ξk
22k

.

Розглянувши для характеристичної фуункцiї випадкової величини ту ж послiдов-

нiсть tn = 22n

π i повторивши мiркування, якi проводились у попереднiй теоремi,

отримаємо висновок про те, що Lψ := lim
t→∞
|fψ(t)| = 1.

Оскiльки ξ = 3ψ, то з властивостей характеристичних функцiй випливає, що

fξ(t) = fψ( t
3
). Оскiльки lim

t→∞
|fψ(t)| = 1, то lim

t→∞
|fξ(t)| = 1.

Подяка. Ця робота була частково пiдтримана науково-дослiдними проектами

«Spectral Structures and Topological Methods in Mathematics» (SFB-701, Bielefeld Uni-

versity),

STREVCOMS FP-7-IRSES 612669 (ЄС), «Багаторiвневий аналiз сингулярних ймовiр-

нiсних мiр та його застосування» (МОН України).
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