
Науковий часопис НПУ iменi М.П.Драгоманова. Cерiя 1. Фiзико-математичнi науки

Київ: НПУ iменi М.П. Драгоманова.— 2014, № 16 (1).— С. 296–302.

Нормальнi та квазiнормальнi

ланцюговi дроби Данжуа

Ю. В. Кулиба, Г. М. Торбiн

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. У роботi дослiджуються властивостi множин дiйсних чисел, заданих

своїми ланцюгових розкладами Данжуа. Доведено, що довiльного для дiйсного чи-

сла a ∈ [0, 1
2 ] iснує x ∈ [0, 1] таке, що асимптотична частота ν̃0(x) цифри 0 в ланцюго-

вому розкладi Данжуа числа x дорiвнює a; обгрунтовано континуальнiсть множин

{x : ν̃0(x) = a}.

Доведено також, що для майже всiх (в сенсi мiри Лебега) дiйсних чисел асимптоти-

чна частота цифри 0 у ланцюговому розкладi Данжуа дорiвнює 1
2 .

Ключовi слова: елементарнi ланцюговi дроби, ланцюговi дроби Данжуа, нор-

мальнi ланцюговi дроби Данжуа, квазiнормальнi ланцюговi дроби Данжуа.

Abstract. We study properties of subsets of real numbers defined via their canonical

Denjoy’s continued fractions. We prove that for any real number a ∈ [0, 1
2 ] there exists

x ∈ [0, 1] such that the asymptotic frequency ν̃0(x) of the digit 0 in the canonical Denjoy’s

continued fraction expansion of x is equal to a. Moreover, we show that the set

{x : ν̃0(x) = a}

is of continuum cardinality for any a ∈ [0, 1
2 ]. In the paper it is also proven that for

Lebesgue almost all real numbers x from the unit interval the asymptotic frequency of

the digit 0 in the canonical Denjoy’s continued fraction expansion of x is equal to 1
2 .

Key words: elementary continued fractions, Denjoy’s continued fractions, normal

Denjoy’s continued fractions, quasinormal Denjoy’s continued fractions.
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1. Вступ

Як добре вiдомо, будь-яке дiйсне число x можна представити у виглядi елементар-

ного ланцюгового дробу

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + ...

,
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де a0 ∈ Z, таке, що x− a0 ∈ [0, 1) i an ∈ N , n ∈ N.
Скорочено позначають

x = [a0; a1, a2, a3, ...].

Якщо елементарний ланцюговий дрiб скiнченний, якщо число x рацiональне. Якщо

ж елементарний ланцюговий дрiб нескiнченний, якщо число x iррацiональне.

Позначимо черезNi(x, n) кiлькiсть чисел ”i” серед перших n знакiв у представленнi

числа x елементарним ланцюговим дробом. Якщо iснує скiнченна границя

lim
n→∞

Ni(x, n)

n
= νi(x),

то вона називається асимптотичною частотою числа ”i” серед елементiв розкладу

числа x в елементарний ланцюговий дрiб.

Вiдомо [6], що для λ-майже всiх x ∈ [0, 1] асимптотична частота числа ”i” в лан-

цюговому представленнi дорiвнює

νi(x) =
1

ln 2
ln

(i+ 1)2

i(i+ 2)
.

Розглянемо ще один важливий вид ланцюгових дробiв, в розкладi якого дозволе-

ними символами є лише 0 i 1.

Вiдомо [8], що довiльне дiйсне число можна представити у виглядi ланцюгового

дробу Данжуа

x = [d0; d1, d2, ..., dn, ...].

де d0 ∈ Z таке, що x− d0 ≥ 0 i dn = {0, 1}, n ∈ N. Цей дрiб є скiнченним, якщо число

x рацiональне, i нескiнченним, якщо число x iррацiональне.

Ланцюговi дроби Данжуа утворюються подiбним чином як i елементарнi ланцюговi

дроби, але на вiдмiну вiд класичного об’єкта, тiльки дiйснi числа x ∈ [0, 1) можуть

бути представленi єдиним чином у виглядi ланцюгового дробу Данжуа. Це пов’язано

з умовою x− d0 ≥ 0. Покладемо k = a0 − d0, k > 0.

Розглянемо вираз a0 +
1

a1 + ξ
, де a0 ∈ Z, a1 ∈ N, 0 < ξ < 1. Тобто a0 +

1

a1 + ξ
=

[a0; a1, a2, a3, ...] = x.

Тодi

a0 +
1

a1 + ξ
= a0 +

1

1 +
1

0 +
1

a1 − 1 + ξ

(1)
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i

a0 +
1

a1 + ξ
= a0 − 1 +

1

0 +
1

1 +
1

a1 + ξ

. (2)

Таким чином ∀k > 0

x = [a0 − k; (0, 1)k, a1, a2, ...] = [d0; (0, 1)k, a1, a2, ...],

де позначення (0, 1)k означає послiдовнiсть з k пар чисел 0 та 1, тобто 0, 1, 0, 1, ..., 0, 1︸ ︷︷ ︸
2k

.

Якщо k = 0, то

x = [a0 − 0; (0, 1)0, a1, a2, ...] = [d0; a1, a2, ...].

Якщо починаючи з деякого i, i ≥ 1, ai > 1, то, застосовуючи перетворення (1) один

раз, матимемо:

x = [d0; (0, 1)k, 1i−1, 1, 0, ai − 1, ai+1, ...].

Повторюючи перетворення (ai − 2) рази, отримаємо:

x = [d0; (0, 1)k, 1i−1, (1, 0)ai−1, 1, ai+1, ...].

Повторюючи цей процес для всiх ai > 1, отримаємо представлення числа x у

виглядi ланцюгового дробу Данжуа

x = [d0; (0, 1)a0−d0 , (1, 0)a1−1, 1, (1, 0)a2−1, 1, ...].

Якщо x ∈ Z, то його розклад в ланцюговий дрiб Данжуа має вигляд:

x = [d0; (0, 1)x−d0],

де d0 ∈ Z, d0 ≤ x.

Нехай x ∈ [0, 1). Тодi

x = [0; a1, a2, ..., ak, ...], (3)

де an ∈ N , n ∈ N.
а вiдповiдний розклад числа x в дрiб Данжуа матиме вигляд

x = [0; (1, 0)a1−1, 1, (1, 0)a2−1, 1, ..., (1, 0)ak−1, 1, ...], (4)

де позначення (1, 0)ai−1 означає послiдовнiсть з ai−1 пар чисел 0 та 1, тобто 1010...10︸ ︷︷ ︸
2(ai−1)

.

Для ланцюгових дробiв Данжуа також має мiсце поняття пiдхiдних дробiв [8]. Їх

легко обчислювати за допомогою матриць An, якi задаються наступним чином
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A0 =

(
1 d0

0 1

)
, ..., An =

(
0 1

1 dn

)
,

тодi M = A0 · A1 · ... · An, де

Mn =

(
pn−1 pn

qn−1 qn

)

i pn−1 — знаменник, pn−1 — чисельник пiдхiдного дробу.

Основна мета даної роботи - вивчення властивостей множин дiйсних чисел, зада-

них асимптотичними частотами своїх цифр у ланцюговому розкладi Данжуа.

2. Нормальнi, квазiнормальнi та анормальнi ланцюговi дроби Данжуа

Позначимо через Ñ0(x, n)— кiлькiсть нулiв серед перших n знакiв у представленнi

числа x ∈ [0, 1] ланцюговим дробом Данжуа, а через Ñ1(x, n) — кiлькiсть одиниць,

вiдповiдно.

Якщо iснує скiнченна границя

lim
n→∞

Ñi(x, n)

n
= ν̃i(x),

то вона називається асимптотичною частотою цифри ”i ∈ {0, 1}” серед елементiв

розкладу числа x в ланцюговий дрiб Данжуа.

Означення 1. Множина

M = {x : lim
n→∞

Ñi(x, n)

n
=

1

2
∀i ∈ {0, 1}}

називається множиною нормальних ланцюгових дробiв Данжуа.

Означення 2. Множина

Ma = {x : lim
n→∞

Ñ0(x, n)

n
iснує i ν̃0(x) 6=

1

2
}

називається множиною квазiнормальних ланцюгових дробiв Данжуа.

Означення 3. Множина

Ns = {x : lim
n→∞

Ni(x, n)

n
не iснує ∀i ∈ {0, 1}}

називається множиною суттєво анормальних ланцюгових дробiв Данжуа.

Теорема 1. Для довiльного дiйсного числа a ∈ [0, 1
2
] iснує дiйсне число x ∈ [0, 1]

таке, що ν̃0(x) = a.

Доведення. Виберемо довiльне число a ∈ [0, 1
2
] i доведемо iснування числа x такого,

щоб ν̃0(x) = a. Розглянемо можливi варiанти
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I.: a = 0. Якщо ak = 1∀k ∈ N, в розкладi числа x ∈ [0, 1] в елементарний

ланцюговий дрiб, то вiдповiдний розклад Данжуа матиме також вигляд x =

[0; 111...] i ν̃0(x) = 0 вiдповiдно.

II.: a = 1
2
. Даний випадок буде розглянуто в наступнiй теоремi, де буде доведе-

но, що для майже всiх (в сенсi мiри Лебега) дiйсних чисел має мiсце рiвнiсть

ν̃0(x) = 1
2
.

III.: a ∈ (0, 1
2
). Розглянемо дiйсне число x, розклад в ланцюговий дрiб Данжуа

якого має наступний вигляд:

x = [0; (1, 0), 1, 1, ..., 1︸︷︷︸
n1

,

︸ ︷︷ ︸
1-ша серiя

(1, 0), 1, 1, ..., 1︸︷︷︸
n2︸ ︷︷ ︸

2-га серiя

, ..., (1, 0), 1, 1, ..., 1︸︷︷︸
nk

,

︸ ︷︷ ︸
k-та серiя

...], (5)

де nk — номер позицiї в розкладi (5) такий, що ∀k ∈ N :

{
Ñ0(x,nk)

nk
> a,

Ñ0(x,nk+1)
nk+1

≤ a.

З (5) слiдує, що ∀k ∈ N :

Ñ0(x, nk−1 + 2) = ... = Ñ0(x, nk − 1) = Ñ0(x, nk) = Ñ0(x, nk + 1)

i
Ñ0(x, nk + 2)

nk + 2
=
Ñ0(x, nk) + 1

nk + 2
.

(1) Якщо m /∈ {nk + 1}, то m попадає в промiжок мiж двома деякими пози-

цiями {nk−1 + 1} i {nk + 1}, де k = k(m).

Тодi

|Ñ0(x,m)

m
− a| ≤ |Ñ0(x, nk−1 + 2)

nk−1 + 2
− a| ≤ |Ñ0(x, nk−1 + 2)

nk−1 + 2
− Ñ0(x, nk−1 + 1)

nk−1 + 1
| =

= |Ñ0(x, nk−1 + 1) + 1

nk−1 + 2
− Ñ0(x, nk−1 + 1)

nk−1 + 1
| = |nk − Ñ0(x, nk + 1) + 1

(nk + 2)(nk + 1)
| ≤

≤ nk−1 + 1

(nk−1 + 2)(nk−1 + 1)
=

1

(nk + 2)
.

(2) Якщо m ∈ {nk + 1}, то
Ñ0(x,m)

k
=
Ñ0(x, nk + 1)

nk + 1
.

Тодi

|Ñ0(x,m)

m
− a| ≤ |Ñ0(x, nk + 1)

nk + 1
− Ñ0(x, nk + 2)

nk + 2
| ≤ 1

(nk + 2)

Якщо m→∞, то k = k(m)→∞ i це означає що
1

(nk + 2)
→ 0.
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Отже,

lim
m→∞

Ñ0(x,m)

m
= a.

�

Зауваження 1. Використовуючи метод, який запропонований при доведеннi да-

ної теореми та той факт, що вставлення блоку (01) на мiсцях 22n

не впливає на

iснування та значення асимптотичної частоти, нескладно показати, що для до-

вiльного дiйсного числа a ∈ [0, 1
2
] множина тих x ∈ [0, 1], для яких ν̃0(x) = a, має

потужнiсть континуум.

Теорема 2. Для майже всiх (в смислi мiри Лебега) дiйсних чисел x частота ν̃0(x)

цифри "0"ланцюговому розкладi Данжуа iснує i дорiвнює 1
2
.

Доведення. Ñ0(x, n)— кiлькiсть чисел "0"серед перших n знакiв у представленнi чи-

сла x у виглядi (4). Тодi

Ñ0(x, n) = (a1 − 1) + (a2 − 1) + ... + (an − 1) = (a1 + a2 + ...+ an)− n,
i

n = 2(a1 − 1) + 1 + 2(a2 − 1) + 1 + ... + 2(an − 1) + 1 = 2(a1 + a2 + ...+ an)− n.

Розглянемо

Ñ0(x, n)

n
=

(a1 + a2 + ...+ an)− n
2(a1 + a2 + ... + an)− n

=
(a1+a2+...+an)

n
− 1

2 · (a1+a2+...+an)
n

− 1
.

Вiдомо [6], що для λ-майже всiх x ∈ [0, 1) :

lim
n→∞

(a1 + a2 + ...+ an)

n
=∞.

Тодi

lim
n→∞

Ñ0(x, n)

n
= lim

n→∞

(a1+a2+...+an)
n

− 1

2 · (a1+a2+...+an)
n

− 1
=

1

2
.

Отже, для λ-майже всiх x ∈ [0, 1) :

lim
n→∞

Ñ0(x, n)

n
= ν̃0(x) =

1

2
.

�

Зауваження 2. З доведеної теореми випливає, що λ(M) = 1, λ(Ma) = 0, i λ(Ns) = 0.
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Зауваження 3. Фрактальнi властивостi множин квазiнормальних та анормаль-

них чисел, заданих в рiзних системах числення, iнтенсивно вивчались протягом

останнiх рокiв [1, 2, 4, 3, 7, 9, 10, 11, 12]. У той же час як для класичних лан-

цюгових дробiв, так i для ланцюгових дробiв Данжуа вiдповiдна проблема все ще

залишається вiдкритою.

Подяка. Ця робота була частково пiдтримана науково-дослiдними проектами

«Spectral Structures and Topological Methods in Mathematics» (SFB-701, Bielefeld Uni-

versity),

STREVCOMS FP-7-IRSES 612669 (ЄС), «Багаторiвневий аналiз сингулярних ймовiр-

нiсних мiр та його застосування» (МОН України).
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