
Науковий часопис НПУ iменi М. П. Драгоманова. Cерiя 1. Фiзико-математичнi науки
Київ: НПУ iменi М. П. Драгоманова. — 2012, № 13(2).— С. 9–22.

УДК 511.7, 517.1
Оберненi числа Фiбоначчi:

властивостi та застосування
Н. М. Василенко

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова
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Вступ

Класична послiдовнiсть Фiбоначчi є, мабуть, однiєю з найвiдомiших та найбiльш
дослiджуваних числових послiдовностей. Це, насамперед, обумовлено тим, що чи-
сла Фiбоначчi виникають у результатi розв’язання багатьох математичних задачах
i тiсно пов’язанi з не менш вiдомим «золотим вiдношенням». Сьогоднi широко до-
слiджуються узагальненi послiдовностi Фiбоначчi [6, 8]. Разом з цим, поза увагою
не залишається послiдовнiсть обернених чисел Фiбоначчi:

(
1
un

)
, n ∈ N. Iнтерес до

неї значно посилився у другiй половинi ХХ столiття i не згасає до цього часу. Про
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це свiдчить велика кiлькiсть публiкацiй, присвячених в основному пiдсумованню ря-
дiв утворених з обернених чисел Фiбоначчi та їх добуткiв з обмеженнями на номери
(членiв) [1, 2, 3, 5, 7].

У данiй роботi, ми пропонуємо доведення ряду спiввiдношень мiж оберненими
числами Фiбоначчi та мiж членами i залишками ряду, ними утвореного. Наведенi
результати були отриманi нами в процесi розробки метричної теорiї Φ-зображень дiй-
сних чисел [9], [10] i можуть бути корисними для дослiдження властивостей множин
чисел з обмеженнями на вживання символiв у їх Φ-представленнi та пiдсумовування
вище зазначених рядiв.

1. Послiдовнiсть обернених чисел Фiбоначчi

Нехай (un)∞n=1 — класична послiдовнiсть Фiбоначчi, без першого члена, тобто

u1 = 1, u2 = 2, un+2 = un+1 + un, n ∈ N. (1)

Формула Бiне загального члена послiдовностi (1) дає вираз загального члена по-
слiдовностi обернених чисел Фiбоначчi:

cn ≡
1

un
=

√
5

ϕn+1 − ϕ̂n+1
, (2)

де ϕ = 1+
√

5
2
, ϕ̂ = 1−

√
5

2
, n ∈ N.

Далi послiдовнiсть
(

1
un

)
будемо називати Φ-послiдовнiстю.

Сформулюємо та доведемо ряд важливих вiдношень для членiв Φ-послiдовностi.

Лема 1. Для довiльного n ∈ N має мiсце рiвнiсть

1

un
=

1

un+1

+
1

un+2

+
(−1)n+1

unun+1un+2

. (3)

Доведення. Для доведення даного твердження скористаємося вiдомою тото-
жнiстю Касiнi [11]:

u2
n − un−1un+1 = (−1)n. (4)

З того, що

1

un
− 1

un+1

− 1

un+2

=
un+1

unun+2

− 1

un+1

=
u2
n+1 − unun+2

unun+1un+2

=
(−1)n+1

unun+1un+2

,

випливає iстиннiсть рiвностi (3). �

Наслiдок 1. Для довiльного натурального k мають мiсце нерiвностi:
1

u2k−1

>
1

u2k

+
1

u2k+1

, (5)

1

u2k

<
1

u2k+1

+
1

u2k+2

. (6)
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Зауваження 1. Оскiльки∣∣∣∣ 1

un
−
(

1

un+1

+
1

un+2

)∣∣∣∣ =
1

unun+1un+2

→ 0 (n→∞),

то послiдовнiсть обернених чисел Фiбоначчi має асимптотичну властивiсть:

cn ≈ cn+1 + cn+2.

Зауважимо, що iснує, з точнiстю до сталого множника, єдина додатна нескiнченно
мала послiдовнiсть (cn), яка має наступну властивiсть однорiдностi cn = cn+1 + cn+2

для довiльного n ∈ N. Це послiдовнiсть
(
ϕ−(n+1)

)∞
n=1

.

Лема 2. Для довiльного n ∈ N виконуються нерiвностi:
1

un+1

+
1

un+3

<
1

un
<

1

un+1

+
1

un+2

+
1

un+3

. (7)

Доведення. Для доведення лiвої з нерiвностей (7) розглянемо рiзницю(
1

un
− 1

un+1

)
− 1

un+3

=
un−1

unun+1

− 1

un+3

=
un−1un+3 − unun+1

unun+1un+3

,

знак якої визначається знаком чисельника останнього дробу. Оскiльки

un−1un+3 − unun+1 = un−1(un+1 + un+2)− unun+1 =

= un−1un+1 + un−1(un + un+1)− unun+1 =

= un−1un+1 + un−1un+1 + (un−1un − unun+1) = un−1un+1 + (un−1un+1 − u2
n) =

= un−1un+1 + (−1)n+1 > 0

для довiльного n ∈ N (тут ми знову використали тотожнiсть Касiнi), то лiву з нерiв-
ностей (7) доведено.

Права з нерiвностей (7) рiвносильна нерiвностi
1

un
− 1

un+1

− 1

un+2

<
1

un+3

,

яку можна переписати у виглядi

u2
n+1 − unun+2

unun+1un+2

<
1

un+3

.

Використовуючи тотожнiсть Касiнi, одержимо

(−1)n+1

unun+1un+2

<
1

un+3

.

Оскiльки un+3 = un+2 + un+1, то un+3 < un+2un+1. Звiдки

un+3 < un+2un+1un i
1

un+2un+1un
<

1

un+3

.

Отже, права з нерiвностей (7) має мiсце для довiльного n ∈ N. �
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Наслiдок 2. Для довiльного натурального n мають мiсце нерiвностi:
1

un
>

1

un+2

+
1

un+3

, (8)

1

un
< rn ≡

1

un+1

+
1

un+2

+
1

un+3

+ · · · . (9)

Знайдемо оцiнки n-го члена послiдовностi обернених чисел Фiбоначчi через його
порядковий номер.

З (2) випливає, що для довiльного n ∈ N0 мають мiсце нерiвностi:
√

5

ϕn+2
<

1

un
<

√
5

ϕn
. (10)

Оцiнка (10) є досить «грубою», i для того, щоб мати, в подальшому, ширшi межi
для застосування, потребує уточнення.

Лема 3. Для довiльного натурального k мають мiсце нерiвностi:
√

5

ϕ2k
<

1

u2k−1

<

√
5

ϕ2k−1
, (11)

√
5

ϕ2k+2
<

1

u2k

<

√
5

ϕ2k+1
. (12)

Доведення. Використовуючи рiвнiсть (2), можемо записати
√

5

ϕ2k
<

1

u2k−1

=

√
5

ϕ2k − ϕ̂2k
=

√
5ϕ2k

ϕ4k − 1
<

√
5ϕ2k

ϕ4k−1
=

√
5

ϕ2k−1
.

Отже, нерiвнiсть (11) має мiсце для довiльного k ∈ N.
Мiркуючи аналогiчно, можемо виконати оцiнку загального члена послiдовностi(

1
un

)
з парним номером. Оскiльки

√
5

ϕ2k+2
=

√
5ϕ2k+1

ϕ4k+3
<

1

u2k

=

√
5

ϕ2k+1 − ϕ̂2k+1
=

√
5ϕ2k+1

ϕ4k+2 + 1
<

√
5

ϕ2k+1
,

то нерiвнiсть (12) виконується для довiльного k ∈ N. �

2. Φ-ряд

Розглянемо знакододатний ряд, елементами якого є оберненi числа Фiбоначчi,
∞∑
n=1

1

un
=

1

u1

+ · · ·+ 1

un
+ rn = Sn + rn = S, (13)

де S — iррацiональне число, наближено рiвне 2, 35988566... [1, 12, 13].
Далi ряд (13) будемо називати Φ-рядом.
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Лема 4. Правильнi наступнi нерiвностi:
√

5

ϕ
<

∞∑
k=1

1

u2k−1

<
√

5,

√
5

ϕ3
<

∞∑
k=1

1

u2k

<

√
5

ϕ2
.

Доведення. З нерiвностей (11) маємо

√
5

(
1

ϕ2
+ . . .+

1

ϕ2k
+ . . .

)
<
∞∑
k=1

1

u2k−1

<
√

5

(
1

ϕ
+ . . .

1

ϕ2k−1
+ . . .

)
,

тобто √
5

ϕ
<
∞∑
k=1

1

u2k−1

<
√

5.

Аналогiчно, з нерiвностей (12) маємо

√
5

(
1

ϕ4
+ . . .+

1

ϕ2k+2
+ . . .

)
<
∞∑
k=1

1

u2k

<
√

5

(
1

ϕ3
+ . . .+

1

ϕ2k+1
+ . . .

)
,

тобто √
5

ϕ3
<
∞∑
k=1

1

u2k

<

√
5

ϕ2
.

�

Наслiдок 3. Для суми S ряду (13) мають мiсце нерiвностi:
√

5
2 + ϕ

1 + 2ϕ
=
√

5
1 + ϕ2

ϕ3
< S <

√
5

1 + ϕ2

ϕ2
=
√

5
2 + ϕ

1 + ϕ
.

Розглянемо нерiвностi, якi є базовими для побудови метричної теорiї представ-
лень дiйсних чисел пiдсумами ряду (13).

Теорема 1. Для довiльних натуральних k i n мають мiсце наступнi нерiвностi:

1

u2k−1

> r2k, (14)

1

u2k

< r2k+1, (15)

1

un
<

1

un+1

+ rn+2, (16)

1

un
+

1

un+1

> rn+1. (17)
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Доведення. Перепишемо нерiвнiсть (14) у еквiвалентнiй формi

yk ≡
1

u2k−1

− r2k > 0

i розглянемо послiдовнiсть (yk)
∞
k=1 . Очевидно, що lim

k→∞
yk = 0. Покажемо, що послi-

довнiсть (yk)
∞
k=1 є монотонно спадною. Для цього розглянемо рiзницю

yk − yk+1 =
1

u2k−1

− 1

u2k+1

− r2k + r2k+2 =
1

u2k−1

− 1

u2k+2

− 2

u2k+1

=

= 2

(
u2k

u2k−1u2k+2

− 1

u2k+1

)
= 2

(
u2ku2k+1 − u2k+1u2k−1 − u2k−1u2k

u2k−1u2k+1u2k+2

)
=

= 2

(
u2

2k − u2k−1u2k+1

u2k−1u2k+1u2k+2

)
= 2

(−1)2k

u2k−1u2k+1u2k+2

> 0.

З останнiх мiркувань випливає, що yk > 0 для довiльного k ∈ N, тобто має мiсце
нерiвнiсть (14).

Мiркуючи аналогiчно, перепишемо нерiвнiсть (15) у виглядi

xk ≡ r2k+1 −
1

u2k

> 0

i розглянемо послiдовнiсть (xk)
∞
k=1 . Очевидно, що lim

k→∞
xk = 0. Покажемо, що (xk)

∞
k=1

— монотонно спадна послiдовнiсть. З цiєю метою розглянемо рiзницю

xk − xk+1 = r2k+1 −
1

u2k

− r2k+3 +
1

u2k+2

=
2

u2k+2

+
1

u2k+3

− 1

u2k

=

= 2

(
1

u2k+2

− u2k+1

u2k+3u2k

)
= 2

(
u2k+2u2k + u2k+1u2k − u2k+1u2k+2

u2ku2k+2u2k+3

)
=

= 2

(
u2k+2u2k − u2

2k+1

u2ku2k+2u2k+3

)
= 2

(−1)2k+2

u2ku2k+2u2k+3

> 0.

Отже, xk > 0 для довiльного k ∈ N, тобто має мiсце нерiвнiсть (15).
Доведення нерiвностi (16) проведемо для парних i непарних n.
Нехай n = 2k. Покажемо, що

1

u2k

<
1

u2k+1

+
∞∑

i=2k+3

1

ui
. (18)

Враховуючи нерiвнiсть (6), можемо записати
1

u2k

− 1

u2k+1

<
1

u2k+2

.
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З нерiвностi (9) вiдомо, що
1

u2k+2

<

∞∑
i=2k+3

1

ui
.

Таким чином, нерiвнiсть (18) має мiсце для довiльного k ∈ N.
Нехай n = 2k + 1. Покажемо, що

1

u2k+1

<
1

u2k+2

+
∞∑

i=2k+4

1

ui
. (19)

Припустимо супротивне, нехай

1

u2k+1

>
1

u2k+2

+
∞∑

i=2k+4

1

ui
.

Останню нерiвнiсть можемо переписати у виглядi

1

u2k+1

− 1

u2k+2

>
∞∑

i=2k+4

1

ui
.

Оскiльки
1

u2k+1

<
2

u2k+2

,

то
1

u2k+1

− 1

u2k+2

<
2

u2k+2

− 1

u2k+2

=
1

u2k+2

.

Тобто
1

u2k+2

>
∞∑

i=2k+4

1

ui
,

що суперечить нерiвностi (15). Отримане протирiччя доводить нерiвнiсть (19). Отже,
нерiвнiсть (16) виконується для довiльного n ∈ N.

З нерiвностi (14) слiдує, що нерiвнiсть (17) має мiсце для довiльного натурального
n = 2k − 1, k ∈ N. Iстиннiсть нерiвностi (17) при n = 2k випливає з того, що

1

u2k+1

> r2k+2 i
1

u2k

>
1

u2k+2

.

�

Наслiдок 4. Для довiльного натурального k мають мiсце нерiвностi:
1

u2k−1

r2k >
1

u2k

r2k−1,
1

u2k

r2k+1 <
1

u2k+1

r2k.

Доведення. Для доведення наслiдку 4 визначимо знак рiзницi
1

un
rn+1 −

1

un+1

rn =
1

un

(
rn −

1

un+1

)
− 1

un+1

rn =
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=

(
1

un
− 1

un+1

)
rn −

1

unun+1

=
un−1

unun+1

(
rn −

1

un−1

)
.

З останнiх перетворень зрозумiло, що її знак визначається знаком рiзницi rn −
1

un−1

. З нерiвностей (15) i (14) випливає, що при n = 2k − 1

rn −
1

un−1

> 0

i при n = 2k

rn −
1

un−1

< 0.

Отже, наслiдок 4 має мiсце. �

3. Застосування властивостей Φ-послiдовностi та Φ-ряду до дослiдження
властивостей множин чисел з обмеженнями на вживання символiв у

їх Φ-представленнi

Вiдомо [9], що для довiльного дiйсного числа x ∈ [0, S] iснує L ⊆ N така, що має
мiсце розклад

x =
∑
k∈L

1

uk
=
∞∑
k=1

fk
uk

=
f1

u1

+
f2

u2

+ · · ·+ fk
uk

+ · · · , (20)

де fk =

{
1, при k ∈ L,
0, при k ∈ N\L.

Подання дiйсного числа x ∈ [0, S] у виглядi ряду (20) називається Φ-представлен-
ням (Φ-розкладом) цього числа. Символiчно воно записується у виглядi

x = ∆f1f2...fk... (21)

i називається Φ-зображенням дiйсного числа x. При цьому fk називається k-ою ци-
фрою Φ-зображення x.

Нехай (c1, c2, . . . , ck) — фiксований набiр символiв, ci ∈ {0, 1}, i = 1, k. Цилiндром
рангу k з основою c1c2 . . . ck, що вiдповiдає Φ-розкладу (20) i Φ-зображенню (21),
називається множина всiх чисел x ∈ [0, S], якi можуть бути поданi у виглядi (20) i
при цьому fi = ci, i = 1, k. Будемо її позначати ∆c1...ck , тобто

∆c1...ck =

{
x : x =

k∑
i=1

ci
ui

+
∞∑

j=k+1

fj
uj
, fj ∈ {0, 1}

}
. (22)

Теорема 2. Множина всiх чисел [0, S], Φ-зображення яких має властивiсть
∆c1c1c2c2...cncncn+1cn+1..., cn ∈ {0, 1}, є множиною:

(1) досконалою;
(2) нiде не щiльною;
(3) нульової мiри Лебега;
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(4) розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича якої рiвна logϕ2 2.

Доведення. З ряду (13) утворимо знакододатний ряд(
1

u1

+
1

u2

)
+

(
1

u3

+
1

u4

)
+ · · ·+

(
1

u2k−1

+
1

u2k

)
+ · · · =

=
u3

u1u2

+
u5

u3u4

+ · · ·+ u2k+1

u2k−1u2k

+ · · · ,

з загальним членом
bk =

u2k+1

u2k−1u2k

.

Оскiльки, згiдно з нерiвнiстю (14)

1

u2k−1

+
1

u2k

= bk > Rk =
∞∑

i=k+1

bi = r2k,

то множина E неповних сум ряду
∞∑
i=1

bk, є досконалою нiде не щiльною множиною [4].

Її мiра Лебега дорiвнює

λ (E) = lim
n→∞

2kRk = lim
n→∞

2kr2k. (23)

З правої частини нерiвностей (10) випливає, що

1

u2k+1

<

√
5

ϕ2k+1
, k ∈ N.

Тодi одержимо

r2k <
√

5

(
1

ϕ2k+1
+

1

ϕ2k+2
+ · · ·

)
=
ϕ
√

5

ϕ2k
.

Тому

2kr2k <
2k
√

5

ϕ2k · (ϕ− 1)
= ϕ
√

5

(
2

ϕ2

)k
.

Перейдемо до границi в обох частинах останньої нерiвностi, одержимо

lim
k→∞

(
2kr2k

)
≤ ϕ
√

5 lim
k→∞

(
2

ϕ2

)k
= 0,

оскiльки
2

ϕ2
< 1. Отже, остання нерiвнiсть може бути переписана у виглядi

lim
k→∞

(
2kr2k

)
≤ 0.

Тодi з рiвностi (23) та властивостей мiри Лебега слiдує, що λ (E) = 0.

Обчислимо розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини E. Зрозумiло, що

Hα (E) = lim
k→∞

2k · (r2k)
α =
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= lim
k→∞

(
2 · rα/k2k

)k
=


0, якщо 2 · rα/k2k < 1,

1, якщо 2 · rα/k2k = 1,

∞, якщо 2 · rα/k2k > 1.

Розглянемо випадок 2 · rα/k2k = 1. Звiдки

α(k) =
−k · ln 2

ln r2k

.

Оскiльки, в останнiй рiвностi маємо залежнiсть вiд k, то зрозумiло, що

α = lim
k→∞

α(k) = lim
k→∞

−k · ln 2

ln r2k

.

Використовуючи оцiнки (11) та (12) можна довести, що
√

5

(
1

ϕ2k+1
+

1

ϕ2k+3

)
< r2k <

√
5

(
1

ϕ2k
+

1

ϕ2k+2

)
.

А тому, правильними є наступнi нерiвностi

ln

√
5 (1 + ϕ2)

ϕ2k+3
< ln r2k < ln

√
5 (1 + ϕ2)

ϕ2k+2
,

ln 2

ln
√

5(1+ϕ2)
ϕ2k+2

<
ln 2

ln r2k

<
ln 2

ln
√

5(1+ϕ2)
ϕ2k+3

.

Отже,
−k · ln 2

ln
√

5(1+ϕ2)
ϕ2k+3

<
−k · ln 2

ln r2k

<
−k · ln 2

ln
√

5(1+ϕ2)
ϕ2k+2

.

Обчислимо границi лiвої та правої частини останньої системи нерiвностей. Будемо
мати

lim
k→∞

−k · ln 2

ln
√

5(1+ϕ2)
ϕ2k+3

= lim
k→∞

−k · ln 2

ln
√

5 (1 + ϕ2)− (2k + 3) lnϕ
=

= lim
k→∞

− ln 2
ln
√

5(1+ϕ2)
k

−
(
2 + 3

k

)
lnϕ

=
ln 2

2 lnϕ
= logϕ2 2;

lim
k→∞

−k · ln 2

ln
√

5(1+ϕ2)
ϕ2k+2

= lim
k→∞

−k · ln 2

ln
√

5 (1 + ϕ2)− (2k + 2) lnϕ
=

= lim
k→∞

− ln 2
ln
√

5(1+ϕ2)
k

−
(
2 + 2

k

)
lnϕ

=
ln 2

2 lnϕ
= logϕ2 2.

Тодi, за теоремою про границю промiжної послiдовностi, можемо стверджувати, що

lim
k→∞

α(k) = lim
k→∞

−k · ln 2

ln r2k

= logϕ2 2.

Отже, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини E дорiвнює logϕ2 2. �
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Нехай

Wn =

{
{c, 1− c}, при n = 2k − 1,

c, при n = 2k,

W
′

m =

{
c, при m = 2k − 1,

{c, 1− c}, при m = 2k,

де c ∈ {0, 1}, k ∈ N. Через C [Φ,Wn] (C
[
Φ,W

′
m

]
) будемо позначати множину всiх

чисел з вiдрiзка [0, S] , для яких n(m)-ий символ їх Φ-зображення набуває значень з
множини Wn

(
W
′
m

)
.

Теорема 3. C [Φ,Wn] = H1 та C
[
Φ,W

′
m

]
= H2 — нульмiрнi (в розумiннi Лебега)

множини, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича яких дорiвнює logϕ2 2, де ϕ = 1+
√

5
2
.

Доведення. Покажемо, що λ (H1) = 0.
Зрозумiло, що

H1 ⊂
⋃

(f1,...,f2k−1)

∆f1cf3c...f2k−1c,

де fi, c ∈ {0, 1}, i = {1, 3, . . . , 2k − 1}, причому виконується нерiвнiсть

λ (H1) ≤ 2k
∣∣∆f1cf3c...f2k−1c

∣∣ .
З неперервностi мiри Лебега та рiвностi (23) слiдує, що

λ (H1) = lim
k→∞

2k
∣∣∆f1cf3c...f2k−1c

∣∣ = lim
k→∞

(
2kr2k

)
= 0.

Тодi, зрозумiло, що

Hα (H1) = lim
k→∞

2k ·
(
|∆f1cf3c...f2k−1c|

)α
= lim

n→∞
2k · (r2k)

α

i, як випливає з мiркувань наведених у теоремi 2, α = logϕ2 2.

Аналогiчно, маємо
H2 ⊂

⋃
(f2,...,f2k−2)

∆cf2cf4...f2k−2c,

де fi, c ∈ {0, 1}, i = {2, 4, . . . , 2k − 2}, причому виконується нерiвнiсть

λ (H2) ≤ 2k−1
∣∣∆cf2cf4...f2k−2c

∣∣ .
З неперервностi мiри Лебега слiдує, що

λ (H2) = lim
k→∞

2k−1
∣∣∆cf2cf4...f2k−2c

∣∣ = lim
k→∞

(
2k−1r2k−1

)
.

Використовуючи тi ж мiркування, що й при доведеннi теореми 2, нескладно пе-
реконатися, що

lim
k→∞

(
2k−1r2k−1

)
= 0.
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А, отже, λ (H2) = 0.

Обчислимо розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини H2. Зрозумiло, що

Hα (H2) = lim
k→∞

2k−1 ·
(
|∆cf2cf4...f2k−2c|

)α
= lim

k→∞
2k−1 · (r2k−1)α =

= lim
k→∞

(
2
k−1
k · rα/k2k−1

)k
=


0, якщо 2

k−1
k · rα/k2k−1 < 1,

1, якщо 2
k−1
k · rα/k2k−1 = 1,

∞, якщо 2
k−1
k · rα/k2k−1 > 1.

З того, що Hα (H2) = 1 при умовi, що 2
k−1
k · rα/k2k−1 = 1, одержуємо

r
α/k
2k−1 = 2−

k−1
k ,

(r2k−1)α = 2−(k−1).

Звiдки

α(k) =
(1− k) · ln 2

ln r2k−1

.

Оскiльки, в останнiй рiвностi маємо залежнiсть вiд k, то

α = lim
k→∞

α(k) = lim
k→∞

(1− k) · ln 2

ln r2k−1

.

Використовуючи оцiнки (11) та (12) нескладно показати, що

2
√

5

(ϕ− 1)ϕ2k+1
< r2k−1 <

2
√

5

(ϕ− 1)ϕ2k
, k ∈ N.

Тодi

ln
2
√

5

ϕ2k
< ln r2k−1 < ln

2
√

5

ϕ2k−1
,

ln 2

ln 2
√

5
ϕ2k−1

<
ln 2

ln r2k−1

<
ln 2

ln 2
√

5
ϕ2k

,

(1− k) ln 2

ln 2
√

5
ϕ2k

<
(1− k) ln 2

ln r2k−1

<
(1− k) ln 2

ln 2
√

5
ϕ2k−1

.

Покажемо, що границi лiвої та правої частин останньої нерiвностi рiвнi. Обчислюємо

lim
k→∞

(1− k) ln 2

ln 2
√

5
ϕ2k

= lim
k→∞

(1− k) ln 2

ln 2
√

5− 2k lnϕ
= lim

k→∞

ln 2
2k
k−1

lnϕ
=

ln 2

2 lnϕ
= logϕ2 2;

lim
k→∞

(1− k) ln 2

ln 2
√

5
ϕ2k−1

= lim
k→∞

(1− k) ln 2

ln 2
√

5− (2k − 1) lnϕ
= lim

k→∞

ln 2
2k−1
k−1

lnϕ
=

ln 2

2 lnϕ
=

= logϕ2 2.

Тодi, за теоремою про границю промiжної послiдовностi, маємо

lim
k→∞

α(k) = lim
k→∞

(1− k) · ln 2

ln r2k−1

= logϕ2 2.
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Отже, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини H2 дорiвнює logϕ2 2. �
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