
Науковий часопис НПУ iменi М. П. Драгоманова. Серiя 1. Фiзико-математичнi науки
Київ: НПУ iменi М. П. Драгоманова. — 2012, № 13 (2).— С. 215–228.

УДК 517.5
Про одну майже скрiзь неперервну

i нiде не диференцiйовну функцiю, яка задана
автоматом зi скiнченною пам’яттю

С. О. Сербенюк
Iнститут математики НАН України

Анотацiя. Стаття присвячена дослiдженню функцiї

f : x = ∆3
α1α2...αn...→∆3

ϕ(α1)ϕ(α2)...ϕ(αn)...
= f(x) = y,

де ϕ(i) = −3i2+7i
2 , i ∈ N0

2 = {0, 1, 2} та ∆3
α1α2...αn... — трiйкове зображення числа

x ∈ [0; 1].
Дослiджено основнi властивостi функцiї f як вiдображення, а також диференцi-

альнi, iнтегральнi та фрактальнi властивостi цiєї функцiї. Виведено її еквiвалентнi
задання з допомогою додатково означених допомiжних функцiй.

Ключовi слова: нiде не диференцiйовна функцiя, автомат зi скiнченною пам’я-
ттю, фрактал.
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f : x = ∆3
α1α2...αn...→∆3
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Вступ

У дослiдженнях в галузi метричної та ймовiрнiсної теорiї чисел, математичних
об’єктiв зi складною локальною будовою вiдносно часто зустрiчаються фрактальнi
множини. Для дослiдження таких множин в просторi R2 часто доводиться розгля-
дати такi множини як графiки функцiй, якi вiдображають простiр R1 в простiр R1.

Дана робота стосується вивчення одного прикладу такої функцiї, аргумент та
значення якої представляються в трiйковiй системi числення, а сама функцiя є кан-
торiвським проектором, який задано автоматом зi скiнченною пам’яттю.

1. Об’єкт дослiдження

Домовившись у трiйковiй системi числення не розглядати трiйково-рацiональнi
числа, зображення яких мiстить перiод (2) (крiм числа 1), дослiдимо функцiю f ,
означену на вiдрiзку [0, 1] наступним чином:

x = ∆3
α1α2...αn...

f→ ∆3
ϕ(α1)ϕ(α2)...ϕ(αn)... = f(x) = y, (1)

де ϕ(i) = −3i2+7i
2

, i ∈ N0
2 = {0, 1, 2}.

Дослiдимо диференцiальнi, iнтегральнi, фрактальнi властивостi f та властивостi
цiєї функцiї як вiдображення.

Означимо додатковi функцiї, потрiбнi для дослiдження деяких властивостей фун-
кцiї f .

Нехай i, j, k — цифри трiйкової системи числення, причому попарно рiзнi. Озна-
чимо функцiю ϕij(α), визначену на алфавiтi трiйкової системи числення наступним
чином

i j k

ϕij(α) 0 0 1

Пiд функцiєю fij будемо розумiти функцiю, означену наступним чином:

x = ∆3
α1α2...αn...

fij→ ∆3
ϕij(α1)ϕij(α2)...ϕij(αn)... = fij(x) = y.

Зауваження 1. З означення функцiї fij очевидно, що f01 = f10, f02 = f20,
f12 = f21. Тому надалi будемо використовувати лише позначення f01, f02, f12.

Лема 1. Функцiю f можна означити за допомогою наступних трьох еквiвален-
тних мiж собою виразiв:

(1)

f(x) = 2x− 3f01(x), де ∆3
α1α2...αn...

f01→ ∆3
ϕ01(α1)ϕ01(α2)...ϕ01(αn)..., (2)

ϕ01(i) = i2−i
2
, i ∈ N0

2 ;
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(2)

f(x) =
3

2
− x− 3f12(x), де ∆3

α1α2...αn...

f12→ ∆3
ϕ12(α1)ϕ12(α2)...ϕ12(αn)..., (3)

ϕ12(i) = i2−3i+2
2

, i ∈ N0
2 .

(3)

f(x) =
x

2
+

3

2
f02(x), де ∆3

α1α2...αn...

f02→ ∆3
ϕ02(α1)ϕ02(α2)...ϕ02(αn)..., (4)

ϕ02(i) = −i2 + 2i, i ∈ N0
2 .

Доведення. Очевидно, що кожне число x = ∆3
α1α2...αn...

в трiйковiй системi чи-
слення можна представити у виглядi суми двох чисел ∆3

β1β2...βn...
та ∆3

γ1γ2...γn...
таких,

що βn ∈ N0
1 та γn ∈ N0

1 для кожного n ∈ N. Причому, очевидно, що αn = 2 тодi i
тiльки тодi, коли βn = γn = 1.

Легко показати, що на множинi

C[3, {0, 1}] = {x : x = ∆3
α1α2...αn...

, αn ∈ {0, 1}}

дослiджувана функцiя має вигляд f(x) = 2x. Цей факт, насамперед, слiдує з озна-
чення функцiї f .

Проте, 1 = ϕ(2) 6= ϕ(1) + ϕ(1) = 4. Саме тому

ϕ(2) = ϕ(1) + ϕ(1)− 3.

Таким чином

f(x) = f(x1) + f(x2)− 3∆3
000...00︸ ︷︷ ︸

k1−1

1 000...00︸ ︷︷ ︸
k2−k1−1

1... 000...00︸ ︷︷ ︸
kn−(k1+...+kn−1)−1

1...
=

= 2x− 3∆3
000...00︸ ︷︷ ︸

k1−1

1 000...00︸ ︷︷ ︸
k2−k1−1

1... 000...00︸ ︷︷ ︸
kn−(k1+...+kn−1)−1

1...
,

де x = ∆3
e1e2...ek1−12ek1+1...ek2−12ek2+1...ekn−12ekn+1...

, ek ∈ {0, 1}. Тобто, kn — позицiя n-тої
двiйки в зображеннi числа x.

Останнє задання функцiї f еквiвалентне наступному:

f(x) = 2x− 3f01(x),

де
x = ∆3

α1α2...αn...

f01→ ∆3
ϕ01(α1)ϕ01(α2)...ϕ01(αn)... = f01(x) = y,

ϕ01(αi) =

0, якщо αi ∈ {0, 1};

1, якщо αi = 2.

Тобто, ϕ01(i) = i2−i
2

при i ∈ N0
2 .
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Легко показати, що

f01(x) = x−∆3
111... + f12(x) = x− 1

2
+ f12(x),

де x = ∆3
α1α2...αn...

f12→ ∆3
ϕ12(α1)ϕ12(α2)...ϕ12(αn)... = f12(x) = y, ϕ12(i) = i2−3i+2

2
, i ∈ N0

2 .

Таким чином

f(x) = 2x− 3f01(x) = 2x− 3

(
x− 1

2
+ f12(x)

)
=

3

2
− x− 3f12(x).

Варто зазначити, що для будь-якого x ∈ [0, 1]

f01(x) + f12(x) + f02(x) = ∆3
111... =

1

2
.

Тому з останньої рiвностi та суми двох попередньо доведених представлень фун-
кцiї f слiдує, що

2f(x) = x+
3

2
− 3(f01(x) + f12(x)) = x+

3

2
− 3(

1

2
− f02(x)) = x+ 3f02(x).

�

Лема 2. Функцiї f, f01, f02, f12 мають наступнi властивостi:

(1)

[0, 1]
f→
(
[0, 1] \ {∆3

α1α2...αn111...}
)
∪
{

1

2

}
.

(2) Єдиною iнварiантною точкою для функцiї f є точка x0 = 0.
(3) Функцiя f не є бiєктивним вiдображенням на деякiй зчисленнiй пiдмножи-

нi точок вiдрiзка [0, 1].
(4) Для кожного x ∈ [0, 1]

f(x)− f(1− x) = f01(x)− f12(x). (5)

(5) Для кожного x ∈ [0, 1]

f(x) + f(1− x) =
1

2
+ 3f02(x). (6)

(6) Для довiльного x ∈ [0, 1]

f01(x) + f02(x) + f12(x) =
1

2
. (7)

(7)
2f01(x) + f02(x) = x. (8)

(8) Для будь-якого x ∈ [0, 1]

f01(x)− f12(x) = x− 1

2
. (9)
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(9) Функцiя f є нi зростаючою, нi спадною. Зокрема, на множинi

{x : x1 < x2 ⇒ (x1 = ∆3
c1...cn01αn0+2αn0+3...

∧ x2 = ∆3
c1...cn02βn0+2βn0+3...

)},

де n0 ∈ Z+, c1, c2, ..., cn0 — фiксований набiр трiйкових цифр, αn0+i ∈ N0
2 ,

βn0+i ∈ N0
2 , i ∈ N, f є спадною, а на множинi

{x : x1 < x2 ⇒ (x1 = ∆3
c1...cn00αn0+2αn0+3...

∧ x2 = ∆3
c1...cn0rβn0+2βn0+3...

)},

де r ∈ {1, 2} — зростаючою.

Доведення. Перша та друга властивостi функцiї f випливають з означення (1).
Доведемо третю властивiсть. Нехай маємо x1 = ∆3

α1α2...αn...
та x2 = ∆3

β1β2...βn...
такi,

що x1 6= x2. Знайдемо множину

G = {x : f(x1) = f(x2), x1 6= x2}.

• Нехай f(x1) = f(x2) = y1,2 — трiйково-iррацiональне число. Тодi

ϕ(αn) = ϕ(βn) ∀n ∈ N,

серед яких iснує хоча б один номер n0, що αn0 6= βn0 .
Проте, з останньої нерiвностi та означення (1) слiдує, що ϕ(αn0) 6= ϕ(βn0).

Таким чином, отримано протирiччя. Множина трiйково-iррацiональних чи-
сел не належить множинi G.
• Нехай f(x1) = f(x2) = y1,2 — трiйково-рацiональне число. Тодi iснує таке
n0 ∈ Z+, що

y1,2 = ∆3
ϕ(α1)ϕ(α2)...ϕ(αn0 )ϕ(αn0+1)000... = ∆3

ϕ(β1)ϕ(β2)...ϕ(βn0 )(ϕ(αn0+1)−1)222...

або

y1,2 = ∆3
ϕ(β1)ϕ(β2)...ϕ(βn0 )ϕ(βn0+1)000... = ∆3

ϕ(α1)ϕ(α2)...ϕ(αn0 )(ϕ(βn0+1)−1)222....

Тобто 


ϕ(αn0+2) = ϕ(αn0+3) = ... = 0,

ϕ(βn0+2) = ϕ(βn0+3) = ... = 2,

ϕ(βn0+1) = ϕ(αn0+1)− 1.
ϕ(βn0+2) = ϕ(βn0+3) = ... = 0,

ϕ(αn0+2) = ϕ(αn0+3) = ... = 2,

ϕ(αn0+1) = ϕ(βn0+1)− 1,

причому ϕ(α1) = ϕ(β1), ϕ(α2) = ϕ(β2), ..., ϕ(αn0) = ϕ(βn0).
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Звiдси 



αn0+2 = αn0+3 = ... = 0,

βn0+2 = βn0+3 = ... = 1;

{
αn0+1 = 2,

βn0+1 = 0;{
αn0+1 = 1,

βn0+1 = 2;

αn0+2 = αn0+3 = ... = 1,

βn0+2 = βn0+3 = ... = 0;

{
αn0+1 = 0,

βn0+1 = 2;{
αn0+1 = 2,

βn0+1 = 1;

Таким чином f(x1) = f(x2) при x1 6= x2 на таких множинах:

• G1 = {x : x1 = ∆3
c1c2...cn02000... ∧ x2 = ∆3

c1c2...cn00111...};
• G2 = {x : x1 = ∆3

c1c2...cn01000... ∧ x2 = ∆3
c1c2...cn02111...};

• G3 = {x : x1 = ∆3
c1c2...cn00111... ∧ x2 = ∆3

c1c2...cn02000...};
• G4 = {x : x1 = ∆3

c1c2...cn02111... ∧ x2 = ∆3
c1c2...cn01000...},

де c1, c2, ..., cn — фiксованi трiйковi цифри, n0 ∈ Z+. Множина

G = G1 ∪G2 ∪G3 ∪G4

є зчисленною як пiдмножина рацiональних чисел.
З означення функцiї f вiдомо, що ϕ(i) = −3i2+7i

2
, i ∈ {0, 1, 2} та 1 = ∆3

222.... Тому
розглянемо рiзницю

ϕ(i)− ϕ(2− i) =
−3i2 + 7i

2
− −3(2− i)2 + 7(2− i)

2
=

=
−3i2 + 7i+ 3(4− 4i+ i2)− 7(2− i)

2
=

2i− 2

2
= i− 1.

Аналогiчно, з означень функцiй f01, f12

ϕ01(i)− ϕ12(i) =
i2 − i

2
− i2 − 3i+ 2

2
=

2i− 2

2
= i− 1.

Що i свiдчить про виконання рiвностi (4).
Властивiсть (5) доводиться подiбно доведенню властивостi (4). Дiйсно

ϕ(i) + ϕ(2− i) =
−3i2 + 7i

2
+
−3(2− i)2 + 7(2− i)

2
=
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=
−3i2 + 7i− 3(4− 4i+ i2) + 14− 7i

2
=
−6i2 + 12i+ 2

2
=

= −3i2 + 6i+ 1 = 1− 3(−i2 + 2i) =
1

2
+ 3ϕ02(i).

Властивостi (6) та (7) випливають з означень функцiй f01, f02, f12.
Для доведення властивостi (8) скористаємося означенням функцiї f . Зокрема, вiд

рiвностi (2) вiднiмемо рiвнiсть (3) та отриману рiзницю подiлимо на 3. В результатi
отримаємо рiвнiсть еквiвалентну шуканiй рiвностi.

(9) Нехай x1 = ∆3
α1α2...αn...

, x2 = ∆3
β1β2...βn...

. Нагадаємо, що функцiя f називається
спадною, якщо для будь-яких x1 < x2 з областi визначення функцiї f(x1) > f(x2).
У нашому випадку це означає, що ∃n0 ∈ Z+ такий, що ϕ(αn0+1) > ϕ(βn0+1) при
αn0+1 < βn0+1 i α1 = β1, ..., αn0 = βn0 . Тому з означення функцiї f випливає, що
αn0+1 = 1 i βn0+1 = 2. Тому множиною, на якiй дослiджувана функцiя є спадною,
буде множина виду

{x : x1 < x2 ⇒ (x1 = ∆3
c1...cn01αn0+2αn0+3...

∧ x2 = ∆3
c1...cn02βn0+2βn0+3...

)},

де c1, c2, ..., cn0 — фiксований набiр трiйкових цифр, n0 — фiксоване цiле додатне
число.

Функцiя f називається зростаючою, якщо для будь-яких x1 < x2 з областi визна-
чення функцiї f(x1) < f(x2). У нашому випадку це означає, що iснує n0 ∈ Z+ такий,
що ϕ(αn0+1) < ϕ(βn0+1) при αn0+1 < βn0+1 i α1 = β1, ..., αn0 = βn0 . Тому, провiвши
аналогiчнi мiркування, отримаємо множину зростання функцiї

{x : x1 < x2 ⇒ (x1 = ∆3
c1...cn00αn0+2αn0+3...

∧ x2 = ∆3
c1...cn0rβn0+2βn0+3...

)},

де r ∈ {1, 2}. �

Теорема 1. Функцiя f задовольняє функцiональне рiвняння

f(x)− f(1− x) = x− 1

2
. (10)

Доведення. Властивiсть (10) слiдує iз властивостей (4) та (8) (рiвностей (5) та
(9)). �

2. Диференцiальнi властивостi функцiї

Теорема 2. Функцiя f є неперервною в трiйково-iррацiональних точках, а
трiйково-рацiональнi точки є точками неусувних розривiв першого роду (точка-
ми стрибкiв функцiї). Причому, трiйково-рацiональна точка x0 = ∆3

α1α2...αn000... є
точкою стрибку функцiї 1

2·3n−1 вгору при αn = 1 та 1
2·3n−1 вниз при αn = 2.
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Доведення. Нехай x0 — трiйково-iррацiональне число. Покажемо, що

lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| = 0.

Для довiльного x = ∆3
α1α2...αn...

∈ [0, 1] iснує такий номер n0 = n0(x), що{
αm(x) = αm(x0), m = 1, n0 − 1,

αn0(x) 6= αn0(x0);

причому умова x→ x0 рiвносильна умовi n0 →∞. Тому

|f(x)− f(x0)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
l=n0

ϕ(αl(x))− ϕ(αl(x0))

3l

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
l=n0

|ϕ(αl(x))− ϕ(αl(x0))|
3l

≤

≤
∞∑
l=n0

2

3l
=

1

3n0−1
→ 0 (n0 →∞),

Отже, f — неперервна в точцi x0.
Нехай тепер x0 — трiйково-рацiональне число, тобто

x0 = ∆3
α1α2...αn−1αn000... = ∆3

α1α2...αn−1(αn−1)222..., αn 6= 0.

Доведемо, що f неперервна злiва та справа в точцi x0.

lim
x→x0−0

f(x) = ∆3
ϕ(α1)ϕ(α2)...ϕ(αn−1)ϕ(αn−1)111...,

lim
x→x0+0

f(x) = ∆3
ϕ(α1)ϕ(α2)...ϕ(αn−1)ϕ(αn)000...,

lim
x→x0+0

f(x)− lim
x→x0−0

f(x) =
ϕ(αn)− ϕ(αn − 1)− 1

2 · 3n
=

=

 1
2·3n−1 , якщо αn = 1,

− 1
2·3n−1 , якщо αn = 2.

Отже, x0 — точка стрибку функцiї f . �

Теорема 3. Функцiя f є нiде не диференцiйовною.

Доведення. Трiйково-рацiональнi точки не розглядаємо, бо вони є точками
стрибкiв дослiджуваної функцiї. Нехай x0 — довiльне трiйково-iррацiональне число з
[0; 1]. В силу того, що в трiйковому зображеннi числа x0 одна iз цифр використовує-
ться нескiнченну кiлькiсть разiв, зафiксуємо цю цифру (позначимо α) та зафiксуємо
одну iз позицiй n0 в трiйковому зображеннi, на якiй знаходиться ця цифра. Тобто,

x0 = ∆3
α1α2...αn0−1ααn0+1...

.

Побудуємо послiдовнiсть чисел xn′ таких, що

xn′ = ∆3
α1α2...αn0−1βn0αn0+1...

.
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Тодi

x0 − xn′ =
α− βn0

3n0
та f(x0)− f(xn′) =

ϕ(α)− ϕ(βn0)

3n0
.

Таким чином
f ′(x) =

ϕ(α)− ϕ(βn0)

α− βn0

.

Розглянувши випадки, коли значення цифри α пробiгають значення 0, 1, 2 та значе-
ння цифри βn0 пробiгають значення трiйкових цифр, вiдмiнних вiд α, легко переко-
натися про рiзнi значення похiдної функцiї f в точцi x0. Що й свiдчить про нiде не
диференцiйовнiсть дослiджуваної функцiї. �

3. Фрактальнi властивостi рiвнiв

Знайдемо вираз для розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича всiх рiвнiв функцiй
f01, f02, f12, за допомогою яких означається дослiджувана функцiя f . Нагадаємо [9],
що рiвнем деякої функцiї g називається множина

f−1(y0) = {x : g(x) = y0},

де y0 — елемент множини E(g) значень функцiї g.

Теорема 4. Якщо в трiйковому зображеннi числа x0 є хоча б одна цифра 2, то
f−1
ij (y0) = ∅.

Якщо y0 = 0 або y0 трiйково-рацiональне, то α0(f−1
ij (y0)) = log3 2.

Якщо y0 — трiйково-iррацiональне, то 0 ≤ α0(f−1
ij (y0)) ≤ log3 2, де α0(f−1

ij (y0)) —
фрактальна розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини f−1

ij (y0).

Доведення. (1) З означення функцiї fij очевидно, що якщо в трiйковому
зображеннi числа x0 є хоча б одна цифра 2, то f−1

ij (y0) = ∅. Тобто, множиною
значень функцiї fij є множина

E1 = {x : x = ∆3
e1e2...en...

, en ∈ {0, 1}}.

(2) Якщо y0 = 0, то множиною прообразiв є множина канторiвського типу, роз-
мiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича якої дорiвнює log3 2, що слiдує з означень
функцiй f01, f02, f12. Множинами прообразiв нуля для цих функцiй, вiдповiд-
но, будуть наступнi множини: E1, E2 = {x : x = ∆3

u1u2...un...
, un ∈ {0, 2}},

E3 = {x : x = ∆3
v1v2...vn...

, vn ∈ {1, 2}}.
(3) Нехай y0 — трiйково-рацiональне число з E1, тобто

y0 =
1

3l1
+

1

3l2
+ ...+

1

3ln0
+

0

3ln0+1
+

0

3ln0+2
+ ...,

тодi множиною прообразiв f−1
01 (y0), f−1

02 (y0), f−1
12 (y0) будуть всi рацiональнi чи-

сла з вiдрiзка [0, 1], трiйкове зображення яких має перiод з використанням
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цифр {0, 1}, {0, 2}, {1, 2} вiдповiдно, а також iррацiональнi числа, у трiйково-
му зображеннi яких, пiсля фiксованого номеру n0 вживаються лише цифри
з вiдповiдної двоелементної множини цифр.

Легко показати, що розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича такої множини
прообразiв фiксованого трiйково-рацiонального елемента y0 з множини зна-
чень однiєї з функцiй f01(y0), f02(y0), f12(y0), дорiвнює log3 2.

Доведення проведемо, наприклад, для функцiї f01(x).

f−1
01 (y0) =

{
x : x = aln0 +

1

3ln0

(eln0+1

3
+
eln0+2

32
+ ...+

eln0+m

3m
+ ...

)}
=

=

{
x : x = aln0 +

1

3ln0
E1

}
, де aln = ∆3

e1...el1−12el1+1...el2−12el2+1...eln0−1200...,

n0 — фiксоване число з множини додатних цiлих чисел, eln — число з одини-
чного iнтервалу, n ∈ N.

Оскiльки n0 — фiксоване число, яке залежить лише вiд y0, то

α0(f−1
01 (y0)) = α0(E1) = log3 2,

де α0(f−1
01 (y0)) — розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини f−1

01 (y0).
Аналогiчно можна провести доведення i для iнших двох функцiй.

(4) Нехай y0 — трiйково-iррацiональне число з E1, тобто

y0 =
1

3l1
+

1

3l2
+ ...+

1

3ln
+ ...,

тодi
f−1
ij (y0) = {x : x = ∆̂l1l2...ln...

kk...k... , ln ∈ N},

де ∆̂l1l2...ln...
kk...k... — число з вiдрiзка [0, 1], в трiйковому зображеннi якого на пози-

цiях l1, l2, ..., ln, ..., знаходиться цифра k, а на iнших позицiях в представленнi
— лише цифри з множини {i, j}.

Слiд зауважити, що натуральнi числа l1, l2, ..., ln, ... — фiксованi i зале-
жать вiд числа y0 такого, що y0 = fij(x0). Тобто, маємо задану монотонно
зростаючу послiдовнiсть натуральних чисел (ln).

Тодi, в залежностi вiд частоти цифри 1 в трiйковому представленнi (зо-
браженнi) числа y0, отримаємо 0 ≤ α0(f−1

ij (y0)) ≤ log3 2. Дiйсно, оскiльки

∆̂l1l2...ln...
kk...k... = ∆3

00...00︸ ︷︷ ︸
l1 − 1

k 000...000︸ ︷︷ ︸
l2 − l1 − 1

k...
+ ∆̂l1l2...ln...

00...0... ,

де ∆3
00...00︸ ︷︷ ︸
l1 − 1

k 000...000︸ ︷︷ ︸
l2 − l1 − 1

k...
— фiксоване число, яке залежить тiльки вiд y0, а

∆̂l1l2...ln...
00...0... — пiдмножина множини C[3, {i, j}] (при k 6= 0 ), причому для
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n→∞
α0(f−1

ij (y0))→ 0 при
n

ln
→ 1,

α0(f−1
ij (y0))→ log3 2 при

n

ln
→ 0.

Останнi два рядки справедливi i при k = 0.
�

4. Фрактальнi властивостi графiка дослiджуваної функцiї

Нехай в трiйковiй системi числення

X = [0; 1]× [0; 1] =

{
(x, y) : x =

∞∑
m=1

αm
3m

, y =
∞∑
m=1

βm
3m

, αm, βm ∈ N0
2

}
.

Тодi множина точок

u(α1β1)(α2β2)...(αmβm) = ∆3
α1α2...αm

×∆3
β1β2...βm

є квадратом зi стороною, довжина якої рiвна 3−m i який називають квадратом рангу
m з основою (α1β1)(α2β2)...(αmβm).

Якщо E ⊂ X, то число

αK(E) = inf{α : Ĥα(E) = 0} = sup{α : Ĥα(E) =∞},

де Ĥα(E) = limε→0 [infd≤εK(E, d)dα] , K(E, d) — найменша кiлькiсть квадратiв дiаме-
тра d, необхiдних для покриття множини E, називають фрактальною клiтинковою
ентропiйною розмiрнiстю множини E.

Цiлком очевидним є той факт, що фрактальна клiтинкова ентропiйна розмiрнiсть
є бiльшою або рiвною розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича.

Теорема 5. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича графiка функцiї f дорiвнює 1.

Доведення. З означення та властивостей функцiї f випливає, що її графiк на-
лежить трьом з дев’яти квадратiв першого рангу

u(ij) =

[
i

3
;
i+ 1

3

]
×
[
j

3
;
j + 1

3

]
, i ∈ N0

2 , j ∈ N0
2 ,

а саме u(00),u(12),u(21).
Графiк належить 9 = 32 з 81 = 34 квадратiв другого рангу.

u(i1j2)(i2j2) =

[
i1
3

+
i2
32

;
i1
3

+
i2 + 1

32

]
×
[
j1
3

+
j2

32
;
j + 1

3
+
j2 + 1

32

]
,

i ∈ N0
2 , j ∈ N0

2 , i1 ∈ N0
2 , i2 ∈ N0

2 , j1 ∈ N0
2 , j2 ∈ N0

2 , а саме:

(1) та частина графiка, що належала квадрату u(00), належить трьом квадратам
u(00)(00),u(00)(12),u(00)(21);
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(2) та частина графiка, що належала квадрату u(12), належить трьом квадратам
u(12)(00),u(12)(12),u(12)(21);

(3) та частина графiка, що належала квадрату u(21), належить трьом квадратам
u(21)(00),u(21)(12),u(21)(21); i т. д.

Графiк Γf функцiї f мiститься в 3m квадратах m-го рангу з довжиною сторони
3−m. Тому

Ĥα(Γf ) = lim
m→∞

3m
(√

3−2m + 3−2m
)α

= lim
m→∞

3m
(
2 · 3−2m

)α
2 =

= lim
m→∞

(
3

2m
α
−2m · 2

)α
2

= lim
m→∞

(
2
α
2 · (31−α)m

)
.

Оскiльки 3(1−α)m → 0 при всiх α > 1, то αK(Γf ) = 1. В силу самоподiбних вла-
стивостей графiка функцiї, значення ентропiйної розмiрностi спiвпадає iз значенням
розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича. �

5. Iнтеграл Лебега

Лема 3. Iнтеграл Лебега вiд функцiї f дорiвнює 1
2
.

Доведення. Оскiльки для дослiджуваної функцiї виконуються умови iснування
iнтеграла Лебега та в силу самоподiбних властивостей графiка цiєї функцiї, знайдемо
значення iнтеграла Лебега з рiвностi

I = 3
1

32
+ 3I

1

32
=

1

3
I +

1

3
,

звiдки I = 1
2
. �

6. Деякi узагальнення

У трiйковiй системi числення можна означити m = 3! = 6 функцiй, визначених
на вiдрiзку [0, 1] наступним чином:

∆3
α1α2...αn...

fm→ ∆3
ϕm(α1)ϕm(α2)...ϕm(αn)...,

де функцiя ϕm(αn), визначена на алфавiтi трiйкової системи числення, для кожної з
функцiй fm(x),m = 1, 6 задається з таблицi

0 1 2

ϕ1(αn) 0 1 2

ϕ2(αn) 0 2 1

ϕ3(αn) 1 0 2

ϕ4(αn) 1 2 0

ϕ5(αn) 2 0 1

ϕ6(αn) 2 1 0
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Очевидно, що функцiя f1(x) є функцiєю y = x, а функцiя f6(x) — функцiєю
y = 1− x.

Лема 4. Довiльна функцiя fm виражається за допомогою функцiй fij насту-
пним чином

fm = a(ij)
m x+ b(ij)

m + c(ij)
m fij(x), де a(ij)

m , b(ij)
m , c(ij)

m ∈ Q.

Таким чином, з проведеного у статтi дослiдження, можна сформулювати насту-
пну теорему.

Теорема 6. Функцiя fm, вiдмiнна вiд функцiй y = x, y = 1 − x є: 1)
майже скрiзь неперервною; 2) нiде не диференцiйовною; 3) функцiєю, розмiрнiсть
Хаусдорфа–Безиковича графiка якої дорiвнює 1; 4) iнтегровною за Лебегом, причому,
iнтеграл Лебега дорiвнює 1

2
.
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