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Вступ

При розв’язуванi рiзноманiтних задач, зокрема при вирiшеннi диференцiальних
рiвнянь, крайових задач математичної фiзики, астрономiї, прикладної математики
та iн. виникає потреба розгляду спецiальних функцiй. Особливе мiсце серед спецi-
альних функцiй посiдає гiпергеометрична функцiя Гаусса, її частиннi та виродженi
випадки. Найвiдомiшими серед них є функцiї Лежандра. Iснують рiзнi узагальнення
звичайних та приєднаних функцiй Лежандра. В [1] були запровадженi узагальне-
нi приєднанi функцiї Лежандра, що залежать вiд трьох параметрiв. Дослiдженню
рiзноманiтних властивостей цих функцiй присвячена [2].

Використовуючи (τ, β)-узагальнену за Райтом гiпергеометричну функцiю в [3]
було розглянуто (τ, β)-узагальненi функцiї Лежандра:

τ,βPm,n
k (z) =

1

Γ(1−m)

(z + 1)n/2

(z − 1)m/2
×
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×2F
τ,β
1

(
k − m− n

2
+ 1,−k − m− n

2
; 1−m;

1− z
2

)
, (1)(

|arg(z ± 1)| < π; |z − 1| < 2; k +
m+ n

2
6= −1,−2, ..., k − m− n

2
6= 0,±1,±2, ...,

m 6= 1, 2, ..., Re

(
m− n

2
− k
)
< 1, Re

(
m+ n

2
− k
)
< 1, τ > 0, β > 0, τ − β ≤ 1

)
,

де 2F
τ,β
1 — (τ, β)-узагальнена гiпергеометрична функцiя [4]:

2F
τ,β
1 (a, b; c; z) =

Γ(c)

Γ(a)Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1
1Ψ1

[
(a, 1), (c, τ)

(c, β)

∣∣∣∣∣ ztτ
]
dt, (2)

де pΨq — узагальнена гiпергеометрична функцiя Райта [5].
Зображення рядом для функцiї (2) має вигляд [4]:

2F
τ,β
1 (a, b; c; z) =

Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

∞∑
n=0

Γ(a+ n)Γ(b+ nτ)

Γ(c+ nβ)

zn

n!
. (3)

В [6] було здiйснено подальше узагальнення функцiй Лежандра за допомогою r-
узагальненої гiпергеометричної функцiї, яке має наступний вигляд:

τ,β
r Pm,n

k (z) =
1

Γ(1−m)

(z + 1)n/2

(z − 1)m/2
×

×rF τ,β

(
k − m− n

2
+ 1,−k − m− n

2
; 1−m;

1− z
2

)
, (4)(

k +
m+ n

2
6= −1,−2, ..., k − m− n

2
6= 0,±1,±2, ...,m 6= 1, 2, ..., |z − 1| < 2

)
де rF

τ,β — r-узагальнена гiпергеометрична функцiя [7]:

rF
τ,β(a, b; c; z) =

1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− b)c−b−1(1− zt)−a1Φτ,β
1

(
α; γ;− r

t(1− t)

)
dt, (5)

де Re(c) > Re(b) > 0, r > 0; r = 0, |z| < 1;Reγ > Reα > 0, {τ, β} ⊂ R, τ > 0, τ −
β < 1, B(...) — звичайна бета-функцiя [8], 1Φτ,β

1 — (τ, β)-узагальнена конфлюентна
гiпергеометрична функцiя [9]:

1Φτ,β
1 (a; c; z) =

1

B(a, c− a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)c−a−1
1Ψ1

[
(c, τ)

(c, β)

∣∣∣∣∣ ztτ
]
dt. (6)

Тут знову pΨq — узагальнена гiпергеометрична функцiя Райта [5].
Зображення рядом для (5) має вигляд [6]:

rF
τ,β(a, b; c; z) =

1

B(b, c− b)

∞∑
n=0

(a)nτ,βB
γ
α(b+ n, c− b; r)z

n

n!
, (7)

(r > 0, Rec > Reb > 0; τ, β ⊂ R, τ > 0, τ − β < 1, Reγ > Reα > 0)
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де (a)n — символ Похгаммера, τ,βBγ
α — (τ, β)-узагальнена бета функцiя [4]:

τ,βB
γ
α(x, y; r;σ;ω) =

∫ 1

0

tx−1(1− x)y−1
1Φτ,β

1

(
α; γ;− r

tσ(1− t)ω

)
dt,

тут Rex > 0, Rey > 0, σ > 0, ω > 0, 1Φτ,β
1 — узагальнена конфлюентна гiпергеометри-

чна функцiя (6).
При k = −ν − 1,m = n = µ в (1) i (4) отримаємо вiдповiдно (τ, β)- i r-узагальненi

приєднанi функцiї Лежандра першого роду.
При r = 0 в (4) матимемо узагальнену приєднану функцiю Лежандра першого

роду [2].
[6] мiстить дослiдження основних рекурентних, диференцiальних, iнтегральних,

граничних спiввiдношень для r-узагальнених функцiй Лежандра.
Дана стаття присвячена подальшому розвитку теорiї узагальнених функцiй Ле-

жандра, а саме: побудовi iнтегральних зображень цих функцiй та розв’язку iнте-
гральних рiвнянь iз узагальненими функцiями Лежандра першого роду.

1. Iнтегральнi зображення узагальнених функцiй Лежандра

Iнтегральнi зображення є важливим i зручним iнструментом при розв’язку рi-
зноманiтних крайових та змiшаних задач математичної фiзики, iнтегральних рiв-
нянь iз цими функцiями пiд iнтегралом та iн. Iнтегральнi зображення (τ, β)- та r-
узагальнених функцiй Лежандра мiстяться в наступних лемах.

Лема 1. При виконаннi умов iснування функцiї τP µ
ν справедливi наступнi iнте-

гральнi зображення:

τP µ
ν (z) =

1

Γ(ν + 1)Γ(λ+ 1)Γ(−λ− µ− ν)

(
z + 1

z − 1

)µ
2
∫ 1

0

tλ

(1− t)µ+ν+λ+1
×

×2F1(−ν,−µ− ν;−µ− ν − λ; 1− t)2F
τ
1

(
−ν, 1;λ+ 1;

(1− z)tτ

2

)
dt, (8)

(Reλ > −1, Re(λ+ µ+ ν) < 0) ;

τP µ
ν (z) =

Γ(d)

Γ(ν + 1)Γ(ν + d− λ+ 1)Γ(λ− µ− ν − 1)

(
z + 1

z − 1

)µ
2

×

×
∫ 1

0

td+ν−λ

(1− t)µ+ν−λ+2 2F1(d− ν − 1,−µ− ν;λ− µ− ν − 1; 1− t)×

×2F
τ
1

(
−ν, d; ν + d− λ− 1;

(1− z)tτ

2

)
dt, (9)

(Re(ν + d− λ) > −1, Re(λ− µ− ν) > 1, Red > 0, Re(d− ν) > 1) .
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Лема 2. Якщо виконуються умови iснування функцiй rP
µ
ν та rP

m,n
k , то:

rP
µ
ν (z) =

Γ(γ)Γ(α + α′)

Γ(1− µ)Γ(α)Γ(γ + λ− α)Γ(α + α′ − λ)

(
z + 1

z − 1

)µ
2

×∫ 1

0

tα+α′−λ(1− t)γ+λ−α−1
2F1(α′, γ − α; γ + λ− α; 1− t)×

×rF

(
−ν, ν + 1; 1− µ; 1−z

2

α + α′, α + α′ − λ; rt

)
dt, (10)

(Reα′ > 0, Re(γ + λ− α) > 0, Re(α + α′ − λ) > 0) ;

τPm,n
k (z) =

Γ(γ)Γ(α + α′)

Γ(1−m)Γ(α)Γ(γ + λ− α)Γ(α + α′ − λ)

(z + 1)n/2

(z − 1)m/2
×

×
∫ 1

0

tα+α′−λ(1− t)γ+λ−α−1
2F1(α′; γ − α; γ + λ− α; 1− t)×

×rF

(
k − m−n

2
+ 1, −k − m−n

2
; 1−m; 1−z

2

α + α′, α + α′ − λ; rt

)
dt, (11)

(Re(α + α′) > 0, Re(α + α′ − λ) > 0, Re(γ + λ− α) > 0) ,

де через rF

(
a, b; c; z

α, γ; r

)
= rF (a, b; c; z) позначена r-узагальнена функцiя Гаусса

((5) при τ = β = 1).

Доведення. Для доведення спiввiдношень (8)–(11) використовується означення
функцiй Лежандра, зображення рядом гiпергеометричних функцiй та елементи те-
орiї дробового диференцiювання. Всi доведення виконуються аналогiчно. Доведемо,
наприклад, (8). Для цього, використовуючи означення дробової похiдної [10]

dνωµ−1

dων
=

Γ(µ)ωµ−ν−1

Γ(µ− ν)
,

перетворимо наступнi вирази:

(1− ztτ )−a =
∞∑
n=0

(a)n
n!

zntnτ =
dλ

dtλ

(
∞∑
n=0

(a)n
n!

Γ(nτ + 1)

Γ(λ+ nτ + 1)
zntλ+nτ

)
=

=
1

Γ(λ+ 1)

dλ

dtλ
(
tλ2F1 (a, 1;λ+ 1; ztτ )

)
,

dλ

d(1− t)λ
(
tb−1(1− t)c−b−1

)
=

dλ

d(1− t)λ

(
∞∑
n=0

(1− b)n
n!

(1− t)c−b+n−1

)
=

=
Γ(c− b)

Γ(c− b− λ)
(1− t)c−b−λ−1

2F1(1− b, c− b; c− b− λ; 1− t).
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Скориставшись останнiми двома рiвностями та формулою дробового iнтегрування
частинами, запишемо:

2F
τ
1 (a, b; c; z) =

Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− ztτ )−adt =

=
1

B(b, c− b)Γ(λ+ 1)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1 d
λ

dtλ
(
tλ2F

τ
1 (a, 1;λ+ 1; ztτ )

)
dt =

=
1

B(b, c− b)Γ(λ+ 1)

∫ 1

0

tλ2F
τ
1 (a, 1;λ+ 1; ztτ )

dλ

d(1− t)λ
(
tb−1(1− t)c−b−1

)
dt =

=
Γ(c)

Γ(b)Γ(λ+ 1)Γ(c− b− λ)

∫ 1

0

tλ(1− t)c−b−λ−1
2F1(1− b, c− b; c− b− λ; 1− t)×

×2F
τ
1 (a, 1;λ+ 1; ztτ )dt.

Далi, використавши означення τ -узагальненої функцiї Лежандра, отримаємо шукане
iнтегральне зображення (8). �

2. Iнтегральнi рiвняння iз узагальненими функцiями Лежандра

У даному роздiлi подамо розв’язки двох iнтегральних рiвнянь, що мiстять τ -
та r-узагальненi функцiї Лежандра першого роду вiдповiдно. Справедливi наступнi
теореми.

Теорема 1. Iнтегральне рiвняння∫ 1

t

Γ(1−m)(−1)m/22
m−n

2 λm/2

(µ− λ)
m−n

2 (u− t)m/2(µ− λ− λ(u− t))n/2
×

×rPm,n
k

(
1− 2λ(u− t)

µ− λ

)
f(u, t)du = φ(t), (12)

де f(u, t) — шукана функцiя, φ(t) визначена на I = {t : c ≤ t ≤ 1}, φ′(t) — кусково-
неперервна на I, φ(1) = 0, Re(σ+m) > 1, rP

m,n
k (z) — r-узагальнена функцiя Лежандра

першого роду ((4) при τ = β = 1),
має розв’язок:

f(u, t) = −C
∫ 1

u

A(v, u)

B(v, t)
dφ(v),

де C =
Γ(k−m−n

2
)

Γ(σ+m−1)
B(−k − m−n

2
, k − m+n

2
+ 1),

A(v, u) = Γ(σ +m− 1)
(−µ)1−σ+m

2 (v − u)
σ+m

2
+1(µ− λ)k+σ

2

2k+σ
2 (µ− λ− µ(v − u))k+1−m

2

×

×P 2−σ−m,2k−m+2
n−m−σ

2

(
1− 2µ(v − u)

µ− λ

)
,

B(v, t) =
(v − t)σ−1

2

2k+σ
2

(µ− λ)k+σ
2

∞∑
l=0

Γ
(
k − m−n

2
+ l + 1

)
µ

1−σ−l
2 (t− v)l/2λl

(µ− λ)ll!(µ− λ− µ(v − t))k+ 1−l
2

×
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×Bγ
α

(
l − k +

m− n
2

; k − m+ n

2
+ 1; r

)
P 1−σ−l,2k−l+1
n−m−σ

2

(
1− 2µ(v − t)

µ− λ

)
.

Доведення. Вагому роль при доведеннi теореми вiдiграватиме так звана «iнте-
гральна теорема додавання» для r-узагальненої гiпергеометричної функцiї:∫ 1

0

xc−1(1− x)σ−c−1
2F1(a, σ − b;σ − c;µy(1− x))rF (a, b; c;λxy)dx =

=
Γ(σ − c)

Γ(a)B(b, c− b)

∞∑
n=0

Γ(a+ n)Γ(c+ n)

Γ(σ + n)
Bγ
α(b+n; c−b; r)λ

nyn

n!
2F1(a, σ−b;σ+n;µy). (13)

Для перевiрки цiєї формули використовуються розвинення в ряд для звичайної
та r-узагальненої гiпергеометричних функцiй.

Щоб довести теорему пiдставимо розв’язок f(u, t) у лiву частину рiвняння та
змiнимо порядок iнтегрування:∫ 1

t

Γ(1−m)(−1)m/22
m−n

2 λm/2

(µ− λ)
m−n

2 (u− t)m/2(µ− λ− λ(u− t))n/2
×

×rPm,n
k

(
1− 2λ(u− t)

µ− λ

)
f(u, t)du = −C

∫ 1

t

Γ(1−m)(−1)m/22
m−n

2

(u− t)m/2(µ− λ− λ(u− t))n/2
×

× λm/2

(µ− λ)
m−n

2
r

Pm,n
k

(
1− 2λ(u− t)

µ− λ

)
du

∫ 1

u

A(v, u)

B(v, t)
dφ(v) =

= −C
∫ 1

t

dφ(v)

B(v, t)

∫ v

t

Γ(1−m)(−1)m/22
m−n

2 λm/2

(µ− λ)
m−n

2 (u− t)m/2(µ− λ− λ(u− t))n/2
×

×rPm,n
k

(
1− 2λ(u− t)

µ− λ

)
A(v, u)du.

Зауважимо, що пiсля пiдстановок

u− t = x(µ− λ)1/τy1/τ , v − u = (µ− λ)1/τy1/τ (1− x)

згiдно формули для A(v, u) та означення r-узагальненої функцiї Лежандра, внутрi-
шнiй iнтеграл дає результат вигляду (13). Врахувавши умови теореми, формулу (13),
пiсля перетворень переконуємося у правильностi представленого розв’язку.

�

Теорема 2. Iнтегральне рiвняння∫ 1

t

Γ(1−m)(−1)m/22
m−n

2 λm/2(u− t)
m(τ−2)

2

(µ− λ)
m−n

2 (µ− λ− λ(u− t)τ )n/2
×

×τPm,n
k

(
1− 2λ(u− t)τ

µ− λ

)
f(u, t)du = φ(t), (14)
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де f(u, t) — шукана функцiя, φ(t) визначена на I = {t : c ≤ t ≤ 1}, φ′(t) — кусково-
неперервна на I, φ(1) = 0, Re(σ+m) > 1, Re(σ+k−m−n

2
) > 0 rP

m,n
k (z) — r-узагальнена

функцiя Лежандра першого роду ((1) при τ = β),
має розв’язок:

f(u, t) = −C
∫ 1

u

A(v, u)

B(v, t)
dφ(v),

де C =
Γ(k−m−n

2
+1)Γ(σ+k+m−n

2
)

Γ(1−m)Γ(σ+m−1)
,

A(v, u) = Γ(σ +m− 1)
(−1)

σ+m
2 µ1+σ+m

2 (µ− λ)k+σ
2 (v − u)

(σ+m−2)(τ−2)
2

2k+σ
2 (µ− λ− µ(v − u)τ )k+1−m

2

×

×τP 2−σ−m,2k−m+2
n−m−σ

2

(
1− 2µ(v − u)τ

µ− λ

)
,

B(v, t) =
(−1)

1−σ
2

(µ− λ)
m−n

2

(v − t)
(1−σ)(τ−2)

2

∞∑
l=0

Γ(k − m−n
2

+ l + 1)Γ(σ + k − m−n
2

+ lτ)

(−1)
lτ
2 (µ− λ− λ(v − t)tau)

n−m−σ,a−lτ+1
2

×

× µl

(µ+ λ)ll!
(v − t)

lτ(2−τ)
2

τP 1−σ−lτ,n−m−σ−lτ+1
k .

Доведення. Доведення теореми 2 здiйснюється аналогiчно до теореми 1.
�

3. Висновки

У данiй статтi побудовано низку iнтегральних зображень для узагальнених фун-
кцiй Лежандра першого роду i розв’язано два iнтегральних рiвняння, якi мiстять
цi функцiї, що дає можливiсть зробити ще один крок у розвитку теорiї спецiальних
функцiй. Отриманi результати можуть бути застосованi при розв’язку задач матема-
тичної фiзики та iнших прикладних задач. Iснує можливiсть побудови iнших видiв
iнтегральних зображень та розширення областi їх застосування.
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