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Анотацiя. В цiй статтi розглядається задача оптимального керування системою,
що описується лiнiйними параболiчними рiвняннями. Використовуючи метод мно-
жникiв Лагранжа, отримано систему рiвнянь Ейлера–Лагранжа. Для дослiдження
цих рiвнянь виведене матричне диференцiальне рiвняння Рiккатi з частинними по-
хiдними. Доведено також єдинiсть оптимального керування.
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Abstract. In this paper the problem of optimal control by the system governed by

linear parabolic partial differential equations is considered. Using Lagrange multiplier
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Вступ

В теорiї оптимального керування важливе мiсце займає лiнiйно-квадратична за-
дача. Цей термiн означає, що потрiбно знайти екстремальне значення квадратичного
функцiонала на множинi розв’язкiв деякої системи лiнiйних диференцiальних рiв-
нянь, правi частини яких певним чином залежать вiд одного або декiлькох параме-
трiв (керувань). Якщо поведiнка керованого об’єкта описується системою звичайних
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диференцiальних рiвнянь, то мова йде про системи iз зосередженими параметра-
ми. У випадку диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними маємо систему iз
розподiленими параметрами. Iснує досить широкий бiблiографiчний список по тео-
рiї оптимального керування системами iз зосередженими параметрами (наприклад,
деяку частину цього списку можна знайти в монографiях [1] або [4]. Задачi оптималь-
ного керування системами iз розподiленими параметрами бiльш складнi i, можливо
тому, менш дослiдженi в порiвняннi з аналогiчними задачами для систем iз зосере-
дженими параметрами. Зокрема, аналiзу задач оптимального керування системами
iз розподiленими параметрами присвяченi монографiї [2], [3], [5]. В данiй статтi роз-
глядається задача оптимального керування процесом, поведiнка якого описується
системою лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними параболiчного
типу. Приклади таких систем можна знайти в [6].

1. Постановка задачi

Нехай поведiнка об’єкта керування описується наступною системою лiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними

∂z(t, x)

∂t
= A

∂2z(t, x)

∂x2
+ B

∂z(t, x)

∂x
+ Cz(t, x) + Du(t, x), (1)

де A,B,C — заданi матрицi розмiру n × n, D — задана матриця розмiру n × m,
причому всi цi чотири матрицi — сталi (їх елементами є дiйснi числа).Змiнна t асоцi-
юється з часом, змiнна x — просторова змiнна, z(t, x) — дiйсний n-вимiрний вектор-
стовпець, який в подальшому називається станом системи (1), дiйсний m-вимiрний
вектор-стовпець u(t, x) називається керуванням. Вважаємо, що керування належать
до класу кусково-неперервних вектор-функцiй. Для системи (1) задано початкову
умову

z(t0, x) = z0(x) (2)

i крайовi умови
z(t, 0) = f(t), z(t, l) = g(t). (3)

Дiйснi числа t0 ≥ 0, t1 > t0, l > 0, та n-вимiрнi вектор-стовпцi z0(x), f(t),g(t) заданi.
Будемо припускати, що для кожного заданого керування u(t, x) система рiвнянь (1)
має єдиний розв’язок , який задовольняє умовам (2) i (3). Розглянемо наступний
критерiй оптимальностi

I(u, z) =
1

2

∫ l

0

zT(t1, x)Mz(t1, x)dx+

+
1

2

∫ t1

t0

∫ l

0

[zT(t, x)Fz(t, x) + uT(t, x)Gu(t, x)]dxdt,

(4)
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де символ aTb означає скалярний добуток векторiв a i b, тобто aTb = 〈a,b〉 =∑n
i=1 aibi , G — задана симетрична додатно визначена матриця розмiру m×m (отже,

iснує матриця G−1), M i F також заданi дiйснi симетричнi невiд’ємно визначенi
матрицi розмiру n × n. Задача оптимального керування об’єктом, що описується
системою спiввiдношень (1)-(3), полягає в знаходженнi такого керування u(t, x), на
якому функцiонал (4) приймає найменше значення. Якщо таке керування iснує, то
воно називається оптимальним керуванням.

2. Виведення рiвнянь Ейлера–Лагранжа

Для знаходження розв’язку розглянутої вище задачi застосуємо метод множникiв
Лагранжа [5, с.31]. Суть методу полягає в тому, що замiсть функцiонала (4) розгля-
даємо наступний функцiонал

J(p,u, z) =
1

2

∫ l

0

zT(t1, x)Mz(t1, x)dx+ (5)

+
1

2

∫ t1

t0

∫ l

0

[
zT(t, x)Fz(t, x) + uT(t, x)Gu(t, x)

]
dxdt+

+

∫ t1

t0

∫ l

0

pT(t, x)[A
∂2z(t, x)

∂x2
+ B

∂z(t, x)

∂x
+

+Cz(t, x) + Du(t, x)− ∂z(t, x)

∂t
]dxdt,

де p(t, x) — невiдома n × 1 вектор-функцiя. Очевидно, що при виконаннi спiввiд-
ношень (1) значення функцiоналiв (4) i (5) спiвпадають. Тому задача на умовний
екстремум для функцiонала (4) зводиться до задачi на безумовний екстремум для
функцiонала (5). Далi знаходимо вираз для приросту 4J функцiонала (5).

4J = J(p + εδp,u + εδu, z + εδz)− J(p,u, z). (6)

Очевидно, мають мiсце наступнi спiввiдношення

zT(t1, x)Mδz(t1, x) + δzT(t1, x)Mz(t1, x) = 2zT(t1, x)Mδz(t1, x), (7)

zT(t, x)Fδz(t, x) + δzT(t, x)Fz(t, x) = 2zT(t, x)Fδz(t, x), (8)

uT(t, x)Gδu(t, x) + δuT(t, x)Gu(t, x) = 2uT(t, x)Gδu(t, x), (9)

A
∂2δz(t, x)

∂x2
+ B

∂δz(t, x)

∂x
+ Cδz(t, x) + Dδu(t, x)− ∂δz(t, x)

∂t
= 0, (10)
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t0

∫ l

0

pT(t, x)
∂δz(t, x)

∂t
dxdt =

∫ l

0

pT(t1, x)δz(t1, x)dx− (11)

−
∫ t1

t0

∫ l

0

∂pT(t, x)

∂t
δz(t, x)dxdt,

∫ t1

t0

∫ l

0

pT(t, x)A
∂2z(t, x)

∂x2
dxdt = −

∫ t1

t0

∫ l

0

∂pT(t, x)

∂t
A
∂δz(t, x)

∂x
dxdt = (12)

=

∫ t1

t0

∫ l

0

∂2pT(t, x)

∂x2
Aδz(t, x)dxdt.

У спiввiдношеннях (11) та (12) враховано, що справедливi такi рiвностi: δz(t0, x) =

z0(x) − z0(x) = 0, δz(t, 0) = f(t) − f(t) = 0, δz(t, l) = g(t) − g(t) = 0. Також припу-
скаємо, що p(t, 0) = 0 та p(t, l) = 0. На пiдставi зроблених зауважень формула для
приросту 4J функцiонала (5) матиме вигляд

4J = ε

∫ l

0

[
zT(t1, x)M− pT(t1, x)

]
δz(t1, x)dx+ (13)

+ε

∫ t1

t0

∫ l

0

[(zT(t, x)F + pT(t, x)C− ∂pT(t, x)

∂x
B +

∂2pT(t, x)

∂x2
A+

+
∂pT(t, x)

∂t
)δz(t, x) + (uT(t, x)G + pT(t, x)D)δu(t, x)+

+δpT(t, x)(A
∂2z(t, x)

∂x2
+ B

∂z(t, x)

∂x
+ Cz(t, x) + Du(t, x)−

−∂z(t, x)

∂t
)]dxdt+

ε2

2

∫ l

0

δzT(t1, x)Mδz(t1, x)dx+

+
ε2

2

∫ t1

t0

∫ l

0

[δzT(t, x)Fδz(t, x) + δuT(t, x)Gδu(t, x)]dxdt.

Отримана рiвнiсть (13) дозволяє сформулювати наступне твердження.

Теорема 1. Якщо задача оптимального керування (1)-(4) має розв’язок, то його
можна знайти iз таких спiввiдношень

∂z(t, x)

∂t
= A

∂2z(t, x)

∂x2
+ B

∂z(t, x)

∂x
+ Cz(t, x) + Du(t, x), (14a)

z(t0, x) = z0(x), z(t, 0) = f(t), z(t, l) = g(t), (14b)

∂p(t, x)

∂t
= −AT∂

2p(t, x)

∂x2
+ BT∂p(t, x)

∂x
−CTp(t, x)− Fz(t, x). (14c)

p(t1, x) = Mz(t1, x),p(t, 0) = 0,p(t, l) = 0, (14d)

Gu(t, x) + DTp(t, x) = 0. (14e)

Цей розв’язок є єдиним.
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Доведення. Необхiдною умовою екстремуму функцiонала (5) є рiвнiсть нулю
його першої варiацiї. Ця умова буде виконаною, якщо коефiцiєнти при δpT(t, x),
δz(t, x), δz(t1, x),δu(t, x) одночасно дорiвнюють нулю. Враховуючи це зауваження, а
також умови (2) i (3), в результатi отримуємо систему рiвнянь (14.a)-(14.e). Систему
рiвнянь такого типу називають рiвняннями Ейлера–Лагранжа. Єдинiсть оптималь-
ного керування встановлюється наступними мiркуваннями. Припустимо, що iснує
ще одне оптимальне керування ũ(t, x) = u(t, x) + εδu(t, x). В цьому випадку повинна
виконуватись рiвнiсть 4J = 0. Беручи до уваги систему рiвнянь Ейлера–Лагранжа
(14.a)-(14.e), остання рiвнiсть можлива, якщо виконується таке спiввiдношення

4J =
ε2

2

∫ l

0

δzT(t1, x)Mδz(t1, x)dx+ (15)

+
ε2

2

∫ t1

t0

∫ l

0

[δzT(t, x)Fδz(t, x) + δuT(t, x)Gδu(t, x)]dxdt.

Оскiльки 4J = 0, то, iз врахуванням властивостей матриць M,F,G, приходимо до
висновку, що з рiвностi (15) випливає спiввiдношення δu(t, x) = 0 . Це означає, що
ũ(t, x) = u(t, x). Таким чином, теорема 1 повнiстю доведена. �

3. Виведення матричного диференцiального рiвняння Рiккатi з
частинними похiдними

З рiвняння (14. ) знаходимо u(t, x) = −G−1DTp(t, x). Пiдставляючи цей вираз в
рiвняння (1), отримаємо

∂z(t, x)

∂t
= A

∂2z(t, x)

∂x2
+ B

∂z(t, x)

∂x
+ Cz(t, x)−DG−1DTp(t, x). (16)

Спiввiдношення p(t1, x) = Mz(t1, x) дає пiдстави вважати, що має мiсце наступна
рiвнiсть p(t, x) = R(t, x)z(t, x). Звiдси безпосередньо знаходимо

∂p(t, x)

∂t
=
∂R(t, x)

∂t
z(t, x) + R(t, x)

∂z(t, x)

∂t
, (17)

∂p(t, x)

∂x
=
∂R(t, x)

∂x
z(t, x) + R(t, x)

∂z(t, x)

∂x
, (18)

∂2p(t, x)

∂x2
=
∂2R(t, x)

∂x2
z(t, x) + 2

∂R(t, x)

∂x

∂z(t, x)

∂x
+ R(t, x)

∂2z(t, x)

∂x2
. (19)

Рiвняння (16) тепер можна переписати наступним чином

∂z(t, x)

∂t
= A

∂2z(t, x)

∂x2
+ B

∂z(t, x)

∂x
+ Cz(t, x)−DG−1DTR(t, x)z(t, x), (20)
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З рiвностей (17) та (20) безпосередньо отримаємо

∂p(t, x)

∂t
=
∂R(t, x)

∂t
z(t, x) + R(t, x)A

∂2z(t, x)

∂x2
+ (21)

+R(t, x)B
∂z(t, x)

∂x
+ R(t, x)Cz(t, x)−

−R(t, x)DG−1DTR(t, x)z(t, x).

Тепер, беручи до уваги рiвняння

∂p(t, x)

∂t
= −AT∂

2p(t, x)

∂x2
+ BT∂p(t, x)

∂x
−CTp(t, x)− Fz(t, x)

та спiввiдношення (18) i (19), аналогiчно знаходимо

∂p(t, x)

∂t
= −AT∂

2R(t, x)

∂x2
z(t, x)− 2AT∂R(t, x)

∂x

∂z(t, x)

∂x
−ATR(t, x)

∂2z(t, x)

∂x2
+ (22)

+BT∂R(t, x)

∂x
z(t, x) + BTR(t, x)

∂z(t, x)

∂x
−CTR(t, x)z(t, x)− Fz(t, x).

Порiвняння рiвностей (21) та (22) веде до наступних спiввiдношень

∂R(t, x)

∂t
+ R(t, x)C−R(t, x)DG−1DTR(t, x) = (23)

= −AT∂
2R(t, x)

∂x2
+ BT∂R(t, x)

∂x
−CTR(t, x)− F,

R(t, x)B = −2AT∂R(t, x)

∂x
+ BTR(t, x), (24)

R(t, x)A = −ATR(t, x). (25)

Систему спiввiдношень (23)-(25) перепишемо в бiльш зручнiй формi

∂R(t, x)

∂t
+ AT∂

2R(t, x)

∂x2
+ CTR(t, x) + R(t, x)C− (26)

−BT∂R(t, x)

∂x
−R(t, x)DG−1DTR(t, x) + F = 0,

2AT∂R(t, x)

∂x
−BTR(t, x) + R(t, x)B = 0, (27)

R(t, x)A + ATR(t, x) = 0. (28)

Рiвнiсть p(t, x) = R(t, x)z(t, x) та умови p(t1, x) = Mz(t1, x), p(t, 0) = 0, p(t, l) = 0

породжують наступнi спiввiдношення

R(t1, x) = M,R(t, 0) = 0,R(t, l) = 0. (29)

Таким чином, справедливе таке твердження.
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Теорема 2. Якщо розв’язок u(t, x) задачi оптимального керування (1)-(4) iснує,
то його можна знайти з допомогою формули u(t, x) = R(t, x)z(t, x), де матри-
чнозначна функцiя R(t, x) задовольняє спiввiдношенням (26)-(28) та додатковим
умовам (29), а функцiя z(t, x) є розв’язком рiвняння (20) i задовольняє початковiй
умовi (2) та крайовим умовам (3).
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