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Вступ

Добре вiдомо, що для довiльного дiйсного числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn)

така, що αn ∈ A = {0, 1, . . . , s− 1} i

x =
α1

s
+
α2

s2
+ · · ·+ αn

sn
+ · · · ≡ ∆s

α1α2...αn...
.

Останнiй запис називається s-ковим зображенням, а αk = αk(x) — k-тою s-ковою
цифрою числа x. Взагалi кажучи, k-та цифра числа як його функцiя, є некоректно
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визначеною, оскiльки має мiсце рiвнiсть

∆s
c1...ck−1ck(0) = ∆s

c1...ck−1[ck−1](s−1),

де (i) — перiод у зображеннi числа. Числа такого виду називаються s-ково-рацiональ-
ними, вони мають рiвно два s-кових зображення. Решта чисел мають лише одне
зображення i називаються s-ково-iррацiональними. Для коректностi означення k-тої
цифри досить домовитись використовувати лише перше s-кове зображення, а саме:
те, що має перiод (0). Тепер αn(x) є функцiєю, коректно визначеною на [0; 1].

Нехай Ni(x, k) — кiлькiсть цифр i ∈ A = {0, 1, . . . , s − 1} у s-ковому зображеннi
∆s
α1α2...αk...

числа x ∈ [0; 1] до k-го мiсця включно, тобто

Ni(x, k) = #{j : αj(x) = i, j 6 k}.

Число k−1Ni(x, k) є вiдносною частотою цифри i в s-ковому зображеннi числа x.

Означення 1. Частотою (асимптотичною частотою) цифри i у s-ковому зо-
браженнi числа x ∈ [0; 1] називається границя

νi(x) = lim
k→∞

Ni(x, k)

k
,

якщо вона iснує.

Зрозумiло, що функцiя частоти νi(x) цифри i у s-ковому зображеннi числа
x ∈ [0; 1] є коректно визначеною для s-ково-iррацiональних чисел, а для s-ково-
рацiональних — пiсля домовленостi, яку зроблено вище, використовувати лише зо-
браження з перiодом нуля.

З початку ХХ столiття ведуться дослiдження властивостей множин дiйсних чи-
сел, визначених в термiнах частоти символiв (цифр) в зображеннi у тiй чи iншiй
системi числення. Варто вiдзначити оригiнальнi результати Е. Бореля та А. Лебега
стосовно нормальних та слабо нормальних чисел, а також дослiдження А. С. Безико-
вича, Г. Егглстона, П. Бiллiнгслi, O. Я. Хiнчина, М. М. Постнiкова, I. Й. П’ятецько-
го, М. В. Працьовитого, Л. Олсена, Г. М. Торбiна та iнших стосовно властивостей
множин, визначених в термiнах частот символiв або комбiнацiй символiв у тому чи
iншому зображеннi.

Добре вiдомим є той факт (теорема Бореля [3]), що для майже всiх (у розумiннi
мiри Лебега) чисел [0; 1] має мiсце рiвнiсть

ν0(x) = ν1(x) = . . . = νs−1(x) =
1

s
.

Такi числа називаються слабо нормальними або нормальними за основою s. Множи-
на ненормальних чисел (якi не є нормальними) є множиною нульової мiри Лебега, а
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отже, потенцiйно є фрактальною. Континуальний клас фрактальних пiдмножин цiєї
множини утворюють множини Безиковича–Егглстона, а саме: множини виду

E ≡ E[τ0, τ1, . . . , τs−1] = {x : νi(x) = τi, i = 0, 1, . . . , s− 1}.

Фрактальна розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини E обчислюється за фор-
мулою

α0(E) = −
ln τ τ00 τ

τ1
1 . . . τ

τs−1

s−1

ln s
.

Як доведено у роботах [1], [9], множина ненормальних та суттєво ненормальних
чисел (чисел, у яких не iснує хоча б однiєї або жодної з частот цифр) є суперфра-
ктальною множиною, тобто має розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича рiвну 1.

Означення 2. Асимптотичним середнiм значенням цифр (або просто середнiм
значенням цифр) числа x ∈ [0; 1] будемо називати число

r(x) ≡ lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

αi(x),

де A 3 αi – i-та цифра s-кового зображення числа x (якщо остання границя iснує).

Асимптотичне середнє значення цифр є певним аналогом частоти s-кової цифри
числа. Бiльше того, при s = 2 має мiсце рiвнiсть r(x) = ν1(x). Очевидно, що ця
рiвнiсть має мiсце i для довiльного числа, s-кове зображення якого використовує
лише цифри «0» та «1» або навiть скiнченну кiлькiсть iнших цифр. Тому для таких
чисел вiдсутнiсть частоти цифри «1» (а приклад такого числа не складно навести)
рiвносильна вiдсутностi асимптотичного середнього значення цифр.

Ми цiкавимося множинами чисел з наперед заданим середнiм асимптотичним
значенням цифр, тобто множинами виду

Sa =

{
x : r(x) = lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

αi(x) = a > 0

}
,

де константа a — наперед заданий параметр з [0; 2], а саме: їх тополого-метричними
i фрактальними властивостями. Зокрема, у данiй статтi ми дослiджуємо тополого-
метричнi i фрактальнi властивостi множин чисел, зображених у трiйковiй системi
числення з наперед заданим середнiм значенням цифр, у яких iснують частоти всiх
трiйкових цифр.

1. Зв’язок частоти i його середнього значення цифр

Лема 1. Якщо основа системи числення s > 2 i νi(x) = 0 для всiх i > 1, то r(x)

i ν1(x) одночасно не iснують або одночасно iснують, причому ν1(x) = r(x).
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Доведення. Оскiльки 1
n

n∑
i=1

αi(x) =
0 ·N0(x, n)

n
+ . . .+

(s− 1) ·Ns−1(x, n)

n
i

ν2 = ν3 = . . . = νs−1 = 0, то

1

n

n∑
i=1

αi(x) =
1 ·N1(x, n)

n
.

Виконавши граничний перехiд, отримаємо

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

αi(x) = lim
n→∞

N1(x, n)

n
, тобто r(x) = ν1(x),

якщо остання границя iснує. �

Лема 2. Якщо трiйкове зображення числа x має частоти всiх цифр, то воно
має асимптотичне середнє значення цифр r(x), причому r(x) = ν1(x) + 2ν2(x).

Доведення. Оскiльки

1

n

n∑
i=1

αi(x) =
0 ·N0(x, n)

n
+

1 ·N1(x, n)

n
+

2 ·N2(x, n)

n
=
N1(x, n)

n
+ 2

N2(x, n)

n
,

то

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

αi(x) = lim
n→∞

(
N1(x, n)

n
+ 2

N2(x, n)

n

)
= lim

n→∞

N1(x, n)

n
+ 2 lim

n→∞

N2(x, n)

n
,

якщо останнi границi iснують. З останньої рiвностi маємо,

r(x) = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

αi(x) = ν1(x) + 2ν2(x). �

Лема 3. Якщо трiйкове зображення числа не має частоти однiєї з цифр, то
воно не має частоти принаймнi ще однiєї цифри.

Доведення. Припустимо, що частота νk(x0) не iснує, тобто не iснує lim
n→∞

Nk(x0,n)
n

.

Оскiльки Nk(x0,n)
n

= 1 − Nj(x0,n)

n
− Nm(x0,n)

n
, то не iснує lim

n→∞

(
Nj(x0,n)

n
+ Nm(x0,n)

n

)
. Це

означає, що границi lim
n→∞

Nj(x0,n)

n
та lim

n→∞
Nm(x0,n)

n
одночасно не iснують, або lim

n→∞
Nj(x0,n)

n

— iснує, а границя lim
n→∞

Nm(x0,n)
n

— не iснує, j, k,m = 0, 1, 2, j 6= k 6= m. �

Лема 4. Якщо для трiйкового зображення числа iснує частота νi(x), то νi(x) =

ν2−i(1− x), де i ∈ {0, 1, 2}.

Доведення. Якщо x = ∆3
α1α2...αk...

, то 1− x = ∆3
(2−α1)(2−α2)...(2−αk)..., тобто αk(1−

x) = 2− αk(x). Тому Ni(x, k) = N2−i(1− x, k), а отже, νi(x) = ν2−i(1− x). �
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Теорема 1. Число x, трiйкове зображення якого є перiодичним з перiодом
(s1 . . . sm), має частоти всiх цифр, причому

νi(x) =
mi

m
,

де mi — кiлькiсть цифр i в наборi цифр (s1 . . . sm).

Доведення. Оскiльки частота цифри не залежить вiд довiльної скiнченної кiль-
костi початкових цифр, то доведення досить провести для числа x0 = ∆3

(s1...sm).
Нехай bn = n ·m. Тодi

N0(x0, bn) = n ·m0, N1(x0, bn) = n ·m1, N2(x0, bn) = n ·m2,

i
Ni(x0, bn)

bn
=
n ·mi

n ·m
=
mi

m
, i = 0, 1, 2.

Якщо k — довiльне натуральне число, k > m, то iснує n = n(k) таке, що

bn 6 k < bn+1.

Тому
Ni(x0, bn) 6 Ni(x0, k) 6 Ni(x0, bn+1),

i
n ·m0

(n+ 1) ·m
=
Ni(x0, bn)

bn+1

<
Ni(x0, k)

k
6
Ni(x0, bn+1)

bn
=

(n+ 1) ·m0

n ·m
.

Оскiльки
lim
n→∞

n+ 1

n
= lim

n→∞

n

n+ 1
= 1,

то νi(x) = lim
k→∞

Ni(x0, k)

k
=
mi

m
. �

Наслiдок 1. Кожне рацiональне число вiдрiзка [0; 1] має частоти всiх трiйко-
вих цифр.

Наслiдок 2. Число x, трiйкове зображення якого є перiодичним з перiодом
(s1 . . . sm), завжди має асимптотичне среднє значення цифр.

2. Функцiя частоти трiйкової цифри

Теорема 2. (властивостi функцiї частоти цифри).
1. Функцiя частоти цифри νi(x), i ∈ A, є обмеженою i набуває всiх значень з

вiдрiзка [0; 1].
2. Множина точок, у яких функцiя частоти не визначена, є щiльною в [0; 1].
3. Функцiя частоти цифри νi(x), i ∈ A, є розривною в кожнiй точцi [0; 1].
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Доведення. 1. Оскiльки k−1Ni(x, k) 6 1, то функцiя νi(x) не може набувати
значень бiльших 1, а отже, є обмеженою.

Вкажемо число x ∈ [0; 1], для якого νi(x) = a ∈ [0; 1].

Якщо a = 1, то таким є число ∆3
(i), де i ∈ {0, 1, 2}.

Якщо a = 0, то x = ∆3
(j), де i 6= j ∈ {0, 1, 2}.

Нехай тепер 0 < a < 1. Якщо a — число рацiональне, тобто a =
l

m
, причому

останнiй дрiб є нескоротним, то число

x = ∆3
(i . . . i︸ ︷︷ ︸

l

j . . . j︸ ︷︷ ︸
m−l

)
,

згiдно з попередньою теоремою, має частоту i–ї трiйкової цифри рiвну a.
Якщо a — iррацiональне, то означимо цiлочисельну послiдовнiсть (cn) = [n · a].

Оскiльки 0 < a < 1, то c1 = 0. Розглянемо рiзницю
dn = cn+1 − cn = [(n+ 1) · a]− [n · a] = [n · a+ a]− [n · a] = [[n · a] + {n · a}+ a]− [n · a].

Оскiльки [[A] + [B]] = [A] + [B], то

dn = [n · a] + [{n · a}+ a]− [n · a] = [{n · a}+ a].

Враховуючи, що {n · a} ∈ [0; 1) i a ∈ (0; 1) то dn ∈ {0, 1}.
Розглянемо число x∗ таке, що Ni(x∗, n) = cn. Очевидно, що таке iснує. Справдi,

таким є число x∗ = ∆3
α1α2...αn...

, де

αn+1 =

i, якщо dn = 1,

j, якщо dn = 0,

де j ∈ {0, 1, 2} \ {i}. Оскiльки a− 1

n
=
n · a− 1

n
<
Ni(x∗, n)

n
=

[n · a]

n
6
n · a
n

= a, то

νi(x∗) = lim
n→∞

Ni(x∗, n)

n
= a.

2. Iснують числа, що не мають частоти цифри принаймнi двох трiйкових цифр.
Наприклад, таким є число

x∗ = ∆3
ijiijjiiiijjjj... i...i︸︷︷︸

2n

j...j︸︷︷︸
2n

...

Справдi, розглянемо послiдовнiсть (kn), де kn — номер мiсця останньої цифри i в
(n+ 1)-iй серiї «i». Очевидно, що

Ni(x, kn) = 1 + 2 + 22 + . . .+ 2n =
2n+1 − 1

2− 1
= 2n+1 − 1,

Nj(x, kn) = 1 + 2 + 22 + . . .+ 2n−1 =
2n − 1

2− 1
= 2n − 1,
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kn = (1 + 2 + . . .+ 2n) + (1 + 2 + . . .+ 2n−1) = 2(1 + 2 + . . .+ 2n−1) + 2n =

= 2 · 2n − 1

2− 1
+ 2n = 2n+1 + 2n − 2;

lim
n→∞

Ni(x, kn)

kn
= lim

n→∞

2n+1 − 1

2n+1 + 2n − 2
=

2

3
,

lim
n→∞

Nj(x, kn)

kn
= lim

n→∞

2n − 1

2n+1 + 2n − 2
=

1

3
.

Нехай тепер k′n — номер мiсця останньої цифри j в (n+ 1)-iй серiї «j». Очевидно, що

Ni(x, k
′
n) = 1 + 2 + 22 + . . .+ 2n =

2n+1 − 1

2− 1
= 2n+1 − 1 = Nj(x, k

′
n),

k′n = 2 · (1 + 2 + 22 + . . .+ 2n) = 2(2n+1 − 1) = 2n+2 − 2;

lim
n→∞

Ni(x, k
′
n)

k′n
= lim

n→∞

Nj(x, k
′
n)

k′n
= lim

n→∞

2n+1 − 1

2n+2 − 2
=

1

2
, i, j ∈ {0, 1, 2}.

Таким чином,

lim
n→∞

Ni(x, kn)

kn
=

2

3
6= 1

2
= lim

n→∞

Ni(x, k
′
n)

k′n
,

lim
n→∞

Nj(x, kn)

kn
=

1

3
6= 1

2
= lim

n→∞

Nj(x, k
′
n)

k′n
.

А це є свiдченням того, що число x не має нi частоти цифри «i», нi частоти цифри
«j».

Оскiльки частота не залежить вiд довiльної скiнченної кiлькостi перших цифр
трiйкового зображення числа, то кожне число хвостової множини x∗ не має частоти
нi цифри «i» нi цифри «j». Оскiльки хвостова множина є щiльною в [0; 1], то функцiя
частоти νi(x) має точку розриву у кожному як завгодно малому iнтервалi.

3. Якщо частота νi(x0) не iснує, то зрозумiло, що функцiя νi в точцi x0 є роз-
ривною. Оскiльки означення неперервностi функцiї в точцi вимагає визначеностi в
деякому околi цiєї точки, то в силу твердження 2, функцiя νi не є неперервною в
жоднiй точцi [0; 1]. �

Наступна властивiсть функцiї νi є деяким уточненням властивостi розривностi.

Лема 5. Границя lim
x→x0

νi(x) не iснує, навiть тодi, коли iснує частота νi(x0).

Доведення. Наведемо конструктивне доведення цього факту.
Якщо νi(x0) 6= 1

3
, то розглянемо послiдовнiсть (xn):

xn = ∆3
α1(x0)...αn(x0)(012).

Згiдно з теоремою 1, νi(x0) = 1
3
. Очевидно, що xn → x0 (n→∞), але

lim
xn→x0

νi(xn) =
1

3
6= νi(x0).
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Якщо νi(x0) = 1
3
, то розглянувши послiдовнiсть

x′n = ∆3
α1(x0)...αn(x0)(i),

отримуємо

lim
n→∞

νi(x
′
n) = 1 = lim

xn→x0
νi(x

′
n) 6= νi(x0),

Розглянемо випадок, коли частота νi(x) у зображеннi числа x не iснує. Оскiльки
xn → x0 (n→∞) i x′n → x0 (n→∞), але

1

3
= lim

n→∞
νi(xn) 6= lim

n→∞
νi(x

′
n) = 1,

отже, границя функцiї частоти lim
x→x0

νi(x) не iснує. �

3. Множина чисел iз заданим середнiм значенням цифр

Розглядається множина Sa = {x : r(x) = a > 0} чисел iз наперед заданим асим-
птотичним середнiм значенням цифр, рiвним a, де 0 6 a 6 2.

Лема 6. Якщо iснує асимптотичне середнє значення цифр r(x) i частота ν0(x),
то iснують частоти ν1(x) та ν2(x). Якщо ж не iснує частоти ν0(x), але iснує r(x),
то не iснує i частот ν1(x) та ν2(x).

Доведення. Нехай v(n)
j = n−1Nj(x, n) — вiдносна частота цифри j у трiйковому

зображеннi числа x, rn(x) = 1
n

n∑
j=1

αj(x) — вiдносне середнє значення цифр числа x.

Тодi має мiсце система v
(n)
0 + v

(n)
1 + v

(n)
2 = 1,

v
(n)
1 + 2v

(n)
2 = rn.

Перепишемо її у виглядi v
(n)
2 = rn − 1 + v

(n)
0 ,

v
(n)
1 = 2− 2v

(n)
0 − rn.

Якщо iснують lim
n→∞

rn i lim
n→∞

v
(n)
0 , то з другої рiвностi системи випливає iснування

lim
n→∞

v
(n)
1 , а з першої — lim

n→∞
v

(n)
2 .

Якщо lim
n→∞

rn iснує, а lim
n→∞

v
(n)
0 не iснує, то не iснує границь lim

n→∞
v

(n)
1 i lim

n→∞
v

(n)
2 ,

тобто не iснує частот ν1(x) i ν2(x). �

Очевидно, множина Sa є об’єднанням двох неперетинних множин:
Ka = {x : ν1(x) i ν2(x) iснують}, Ma = {x : ν0(x) не iснує}.
Проведемо аналiз властивостей пiдмножини Ka множини Sa.
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Теорема 3. Множина Ka є континуальною, всюди щiльною у вiдрiзку [0; 1], ну-
льової мiри Лебега при a 6= 1 i повної мiри Лебега при a = 1. Розмiрнiсть Хаусдорфа–
Безиковича множини Ka не менша, нiж число

− 1

ln 3
ln

[(
t− 1

3

) t−1
3
(

7− 3a− t
6

) 7−3a−t
6
(

1 + 3a− t
6

) 1+3a−t
6

]
,

де t =
√

1 + 6a− 3a2.

Доведення. 1. Континуальнiсть. Оскiльки для будь-якої точки x множини
Ka має мiсце рiвнiсть r(x) = ν1(x) + 2ν2(x), то множина Ka мiстить всi множини
Безиковича–Егглстона E ≡ E[τ0, τ1, τ2], для яких виконується

τ1 + 2τ2 = a,

тому континуальнiсть Ka випливає з континуальностi E.
Дамо безпосереднє доведення цього факту. Вкажемо iн’єктивне вiдображення f

вiдрiзка [0; 1] в множину E, тобто таке вiдображення, для якого з x1 6= x2 випливає
f(x1) 6= f(x2).

Якщо τi = 1, i ∈ {0, 1, 2}, то x0 = ∆3
(i) ∈ E. У цьому випадку очевидно, що таким

вiдображенням є
f(x) = f(∆3

α1α2...αn...
) = ∆3

β1β2...βn...
,

де β3n = αn, n = 1, 2, . . ., i βj = i при j 6∈ {3n}.
Якщо τi ∈ [0; 1), то число x0 = ∆3

c1c2...cn...
— трiйково-iррацiональне, тобто мiстить

нескiнченну кiлькiсть серiй нулiв, одиниць i двiйок, тобто має вигляд

x0 = ∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3k−2

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a3k−1

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3k

...
,

де ai ∈ N0. Довiльному x = ∆3
d1d2...dn...

з вiдрiзка [0; 1] поставимо у вiдповiднiсть
x̂ = f(x) = x0 ∗ x, де

x̂ = ∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a3

α1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a4

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a5

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a6

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a7

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a8

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
a9

α2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a10

...

тобто f(x) = ∆3
β1β2...βn...

, де

βs3n+n(x̂) = dn, n = 1, 2, . . . , βj(x̂) = ck(x0) коли j 6∈ (s3n + n).

Покажемо, що x̂ ∈ E, а саме: ν0(x̂) = ν0(x0), ν1(x̂) = ν1(x0). Для цього досить
показати, що це буде навiть у випадку, коли x = ∆3

(02).



124 М. В. Працьовитий, С. О. Климчук

Введемо позначення: нехай a3k−2 — довжина k-ої серiї нулiв, a3k−1 — довжина k-ої
серiї одиниць, а a3k — довжина k-ої серiї двiйок числа x0.

uk = a1 + a4 + . . .+ a3k−2,

vk = a2 + a5 + . . .+ a3k−1,

wk = a3 + a6 + . . .+ a3k.

Тодi сума довжин k серiй одиниць числа x̂ дорiвнює vk, а сума довжин k серiй
нулiв i двiйок дорiвнюють вiдповiдно

u′k = a1 + (a4 + 1) + a7 + a10 + . . .+ (a32i−1+1 + 1) + . . .+ a3k−2 = uk +N,

w′k = a3 + a6 + (a9 + 1) + . . .+ (a32i+1 + 1) + . . .+ a3k = wk +N.

Знайдемо значення частот цифр нуля та двiйки чисел x0 та x̂.

ν0(x0) = lim
k→∞

uk
uk + vk + wk

= lim
k→∞

1

1 + vk
uk

+ wk
uk

,

ν2(x0) = lim
k→∞

wk
uk + vk + wk

= lim
k→∞

1

1 + uk
wk

+ vk
wk

,

ν0(x̂) = lim
k→∞

u′k
u′k + v′k + w′k

= lim
k→∞

uk +N

uk + vk + wk + 2N
=

= lim
k→∞

1

1 + vk
uk

+ wk
uk

+ 2N(k)
uk

+ lim
k→∞

1
uk
N

+ vk
N

+ wk
N

+ 2
,

ν2(x̂) = lim
k→∞

w′k
u′k + v′k + w′k

= lim
k→∞

wk +N

uk + vk + wk + 2N
=

= lim
k→∞

1

1 + uk
wk

+ vk
wk

+ 2N
wk

+ lim
k→∞

1
uk
N

+ vk
N

+ wk
N

+ 2
.

Оскiльки

lim
k→∞

uk
N(k)

> lim
k→∞

32k−1 + 1

k
= lim

x→∞

32x−1 + 1

x
= lim

x→∞

2 · 32x−1 ln 3

1
=∞, i

lim
k→∞

wk
N(k)

> lim
k→∞

32k

k
= lim

x→∞

32x

x
= lim

x→∞

2 · 32x ln 3

1
=∞, то

ν0(x̂) = lim
k→∞

1

1 + vk
uk

+ wk
uk

i ν2(x̂) = lim
k→∞

1

1 + uk
wk

+ vk
wk

, тобто

ν0(x̂) = ν0(x0), ν1(x̂) = ν1(x0).

Отже, множина Безиковича–Егглстона E[τ0, τ1, τ2] має потужнiсть континуум.
Оскiльки E[τ0, τ1, τ2] ⊆ Ka, то множина Ka континуальна.
2. Всюди щiльнiсть. Множина Ka є всюди щiльною, оскiльки у довiльному ци-

лiндрi ∆3
c1...ck

= {x : αj(x) = cj, j = 1,m} iснують точки з цiєї множини. А саме, якщо
x0 = ∆3

α1α2...αn...
∈ Ka, то точка x = ∆3

c1...cmα1...αn...
∈ Ka ∩∆3

c1...cm
.

3. Мiра Лебега. Якщо a = 1, то множина Ka мiстить множину нормальних за
основою 3 чисел H, тобто чисел, частоти цифр яких рiвнi, тобто

ν0(x) = ν1(x) = ν2(x) =
1

3
.
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Тодi
ν1(x) + 2ν2(x) =

1

3
+ 2 · 1

3
= 1.

Оскiльки λ(H) = 1, то λ(Ka) = 1.
Якщо a 6= 1, то Ka ∩H = ∅. Отже, Ka ⊂ [0; 1] \H, λ(Ka) = λ([0; 1] \H) = 0.
4. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича володiє властивiстю монотонностi

E1 ⊂ E2 ⇒ α0(E1) 6 α0(E2)

та злiченної стабiльностi
α0(
⋃
n

En) = sup
n
α0(En).

Тому
α0(Ka) = sup

ν1+2ν2=a,
ν1+2ν2+ν3=1

α0(E(ν0, ν1, ν2)).

З умов ν0(x) + ν1(x) + ν2(x) = 1 i ν1(x) + 2ν2(x) = a визначаємо ν1 = a− 2ν2, ν0 =

1−ν1−ν2 = 1−a+2ν2−ν2 = 1−a+ν2. З метою обчислення розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича, дослiдимо на максимум функцiю

y = − lnxx · (a− 2x)a−2x · (1− a+ x)1−a+x

ln 3
,

де x ∈ [0; a
2
], тобто

y =
lnxx + ln(a− 2x)a−2x + ln(1− a+ x)1−a+x

− ln 3
,

y′ = − 1

ln 3

(
lnx+ 1− 2 ln(a− 2x)− 2

a− 2x

a− 2x
+ ln(1− a+ x) +

1− a+ x

1− a+ x

)
=

= − 1

ln 3
(lnx+ 1− 2 ln(a− 2x)− 2 + ln(1− a+ x) + 1) =

= − 1

ln 3

(
ln

(1− a+ x)x

(a− 2x)2

)
,

y′ = 0,
(1− a+ x)x

(a− 2x)2
= 1,(1− a+ x)x− (a− 2x)2 = 0,

x 6= a
2
;

3x2 − (1 + 3a)x+ a2 = 0,

x1 =
1 + 3a−

√
1 + 6a− 3a2

6
— точка максимуму,

x2 =
1 + 3a+

√
1 + 6a− 3a2

6
— точка мiнiмуму,

ymax = − 1

ln 3
· ln

[(
t− 1

3

) t−1
3

·
(

7− 3a− t
6

) 7−3a−t
6

·
(

1 + 3a− t
6

) 1+3a−t
6

]
,

де t =
√

1 + 6a− 3a2. �
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Наслiдок 3. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини K1 = {x : r(x) = 1} ,
дорiвнює 1, тобто α0(K1) = 1.
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