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Анотацiя. Дослiджується можливiсть побудови асимптотичного розв’язку задачi
оптимального керування процесом, який описується лiнiйною сингулярно збуреною
системою диференцiальних рiвнянь з вироджуваною матрицею при похiдних, у ви-
падку кратного скiнченного елементарного дiльника i простого нескiнченного. Зна-
ходяться умови iснування єдиного розв’язку цiєї задачi i побудована його асимпто-
тика у виглядi розвинень за дробовими степенями малого параметра. У ходi дослiд-
ження використовуються результати асимптотичного аналiзу загального розв’язку
лiнiйних сингулярно збурених систем диференцiальних рiвнянь з виродженнями.
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1. Постановка задачi

Розглянемо процес, який описується системою диференцiальних рiвнянь вигляду

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x+ C(t, ε)u, (1)

де x(t, ε), u(t, ε) — шуканi n-вимiрний вектор стану та m-вимiрний вектор керування
вiдповiдно, A(t, ε), B(t, ε) — дiйснi квадратнi матрицi n-го порядку, C(t, ε) — (n×m)-
матриця з дiйсними елементами, ε ∈ (0, ε0] — малий параметр: ε0 ≪ 1; h ∈ N ,
t ∈ [0;T ].

Вивчається задача про знаходження керування u(t, ε), пiд дiєю якого система (1)
переходить iз стану

x(0, ε) = x1(ε) (2)

в стан
x(T, ε) = x2(ε) (3)

за фiксований промiжок часу T , мiнiмiзуючи квадратичний функцiонал

J =
1

2εh

T∫
0

(D(t, ε)u, u) dt→ min
u
, (4)

де D(t, ε) — симетрична матриця m-го порядку.
Будемо передбачати, що виконуються наступнi умови:
1◦ Матрицi A(t, ε), B(t, ε), C(t, ε) i D(t, ε) допускають на вiдрiзку [0;T ] рiвномiрнi

асимптотичнi розвинення за степенями малого параметра:

A(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkAk(t), B(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkBk(t), C(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkCk(t),

D(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkDk(t). (5)

2◦ Коефiцiєнти Ak(t), Bk(t), Ck(t), Dk(t), k = 0, 1, . . ., розвинень (5) нескiнченно
диференцiйовнi на [0;T ].

3◦ Матриця D(t, ε) додатно визначена на [0;T ], причому detD0(t) ̸= 0.
4◦ Вектори початкового i кiнцевого станiв зображуються у виглядi розвинень

x1(ε) ∼
∑
k≥0

εkx
(1)
k , x2(ε) ∼

∑
k≥0

εkx
(2)
k . (6)

5◦ Область допустимих значень для керування u(t, ε) збiгається з усiм заданим
m–вимiрним простором.

6◦ detB0(t) ≡ 0, ∀t ∈ [0;T ].
7◦ Гранична в’язка матриць

A0(t)− λB0(t) (7)
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на вiдрiзку [0;T ] має скiнченний елементарний дiльник (λ−λ0(t))p кратнiстю p = n−1

i нескiнченний кратнiстю q = 1.
8◦ λ0(t) < 0, ∀t ∈ [0;T ].
9◦
(
B1(t)φ̃(t), ψ̃(t)

)
< 0, ∀t ∈ [0;T ], де φ̃(t) — власний вектор матрицi B0(t),

що вiдповiдає її нульовому власному значенню, ψ̃(t) — вiдповiдний власний вектор
спряженої матрицi B∗

0(t).
Подiбна задача оптимального керування дослiджувалаь iншими авторами [2], [3]

лише в найпростiших випадках (процес описується системою диференцiальних рiв-
нянь з повiльно змiнними коефiцiєнтами та одиничною матрицею при похiдних), що
обумовлено вiдсутнiстю достатньо розвинутої теорiї вироджених систем диференцi-
альних рiвнянь.

Наявнiсть при похiдних у системi рiвнянь (1) матрицi B(t, ε), яка вироджується
при ε = 0, вносить суттєвi труднощi в розв’язання даної задачi, якi вдається по-
долати, використовуючи результати асимптотичного аналiзу загального розв’язку
сингулярно збурених систем з виродженнями даного типу, здiйсненого в роботах [4],
[5].

2. Побудова формального розв’язку задачi оптимального керування

Завдяки умовi 7◦, яка передбачає стабiльнiсть кронекерової структури граничної
в’язки матриць A0(t)− λB0(t), система (1) при досить малих ε > 0 буде регулярною
i матиме загальний розв’язок типу Кошi при заданому u(t, ε).

Як показано в [5], за умови 7◦, скiнченному елементарному дiльнику в’язки мат-
риць (7) вiдповiдає жорданiв ланцюжок завдовжки p, вектори якого можна визна-
чити за формулами

φi(t) = (H(t)B0(t))
i−1φ(t), i = 1, p, (8)

де φ(t) — власний вектор даної в’язки, що вiдповiдає її власному значенню λ0(t),
H(t) — напiвобернена матриця до матрицi A0 − λ0B0.

Позначимо ψ(t), ψ̃(t) — базиснi вектори нуль-просторiв матриць (A0(t)−λ0B0(t))
∗,

B∗
0(t) вiдповiдно, визначивши їх так, щоб виконувалися спiввiдношення(

B0(HB0)
i−1φ, ψ

)
= δip, (9)

(A0φ̃, ψ̃) = 1, (B1φ̃, ψ̃) ̸= 0. (10)

Оскiльки A0(t), B0(t) нескiнченно диференцiйовнi на [0;T ], то вектори φ(t), φ̃(t),
ψ(t), ψ̃(t) можна визначити так, щоб їх елементи також були нескiнченно диферен-
цiйовними на заданому вiдрiзку [6].
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Застосувавши до задачi (1), (4) принцип максимуму Л.С.Понтрягiна [7], побу-
дуємо функцiю Гамiльтона

H(t, x, p, u) = ε−h(A(t, ε)x, p) + ε−h(C(t, ε)u, p)− 1

2εh
(D(t, ε)u, u),

де p — n-вимiрний вектор спряжених змiнних.
Для мiнiмiзацiї критерiя (4) необхiдно, щоб

graduH = ε−hC∗(t, ε)p− ε−hD(t, ε)u = 0,

d

dt
(B∗(t, ε)p) = −gradxH = −ε−hA∗(t, ε)p.

Одержимо систему рiвнянь

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x+ C(t, ε)u,

εhB∗(t, ε)
dp

dt
= −

(
A∗(t, ε) + εh (B∗(t, ε))′

)
p,

0 = C∗(t, ε)p−D(t, ε)u.

(11)

Уведемо в розгляд (2n+m)-вимiрний вектор

y(t, ε) = col(x(t, ε), p(t, ε), u(t, ε)). (12)

Тодi спiввiдношення (11) можна записати у виглядi

εhB̃(t, ε)ẏ = Ã(t, ε)y, (13)

де матрицi Ã(t, ε), B̃(t, ε) зображуються у виглядi асимптотичних розвинень

Ã(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkÃk(t), B̃(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkB̃k(t), (14)

де

Ãk(t) =

 Ak(t) 0 Ck(t)

0 −A∗
k(t)− (B∗

k−h(t))
′ 0

0 C∗
k(t) −Dk(t)

 , B̃k(t) =

 Bk(t) 0 0

0 B∗
k(t) 0

0 0 0

 ,

(k = 0, 1, 2, . . .), — блочнi матрицi, в яких символом 0 позначено нульовi блоки
вiдповiдних розмiрiв. Крайовi умови (2), (3) подамо у виглядi:

My(0, ε) +Ny(T, ε) =

(
x1(ε)

x2(ε)

)
= y0(ε), (15)

M =

(
E 0 0

0 0 0

)
, N =

(
0 0 0

E 0 0

)
. (16)

Таким чином, задача оптимального керування (1)–(4) зводиться до двоточкової
крайової задачi (13), (15).
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У даному випадку гранична в’язка матриць Ã0(t) − λB̃0(t) системи рiвнянь (13)
регулярна, а її кронекерова структура складається з двох кратних скiнченних еле-
ментарних дiльникiв (λ−λ0(t))p, (λ+λ0(t))p та двох простих нескiнченних. Загальний
розв’язок цiєї системи є лiнiйною комбiнацiєю 2n її лiнiйно незалежних розв’язкiв,
2p з яких вiдповiдають скiнченним елементарним дiльникам, а 2 — нескiнченним.

Розв’язки, що вiдповiдають скiнченному елементарному дiльнику (λ−λ0(t))p, по-
будуємо у виглядi

yi(t, ε) = vi(t, ε) exp

ε−h t∫
0

(λ0(τ) + λi(τ, ε))dτ

 , i = 1, p, (17)

де
vi(t, ε) = col

(
v
(1)
i (t, ε), 0, 0

)
. (18)

Пiдставивши (17) в (13), дiстанемо векторне рiвняння

A(t, ε)v
(1)
i (t, ε) + C(t, ε)v

(3)
i (t, ε) = (λ0(t) + λi(t, ε))B(t, ε)v

(1)
i (t, ε)+

+εhB(t, ε)
(
v
(1)
i (t, ε)

)′
, (19)

що збiгається з рiвнянням, до якого зводиться задача знаходження розв’язкiв n-
вимiрної системи рiвнянь:

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x. (20)

Згiдно з [5] для розв’язностi рiвняння (19) необхiдно i достатньо, щоб функцiя
λi(t, ε) задовольняла рiвняння розгалуження

λpi +
∞∑
s=1

εsL0s +
∞∑
k=1

∞∑
s=1

εsLks
[
λki
]
= 0, (21)

коефiцiєнти якого визначаються за формулами

L0s =
s∑
j=1

(−1)j
(
P s
j (HΓ)φ, ψ

)
, s = 1, 2, . . . ; (22)

Lks
[
λki
]
=

[ s
h
]∑

m=0

s−mh∑
j=0

(−1)jDm
[
λki
] (
P s−hm
m+k,j(HB;HΓ)φ, ψ

)
, k, s = 1, 2, . . . ; (23)

Lk0
[
λki
]
= λki δk,p, k = 1, p,

де P s
j (HΓ) — сума всiх можливих добуткiв j операторiв HΓk1 , HΓk2 , . . . , HΓks , сума

iндексiв яких k1+. . .+ks = s; при цьому покладається P 0
0 (HΓ) = E, P s

0 (HΓ) = 0, якщо
k ≥ 1, а перший множник H у всiх доданках «вiдбирається», Γk = Ak−λ0Bk−Bk−h

d
dt

.
P j
s,k(HΓ;HB) — сума всiх можливих «добуткiв» k матричних множникiвHBi1 , HBi2 ,

. . . , HBik з цiлими невiд’ємними iндексами та s операторних множникiв HΓm1 , HΓm2 ,

. . . , HΓms , сума iндексiв яких i1 + i2 + . . .+ ik +m1 +m2 + . . .+ms = j.
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Dj
[
λki
]

— сума всiх можливих «добуткiв» j «множникiв» D = d
dt

та k множникiв
λi; при цьому останнiм множником у всiх доданках є λi, а оператор диференцiювання
D дiє на весь вираз, що мiститься праворуч вiд нього.

Вiдповiдний вектор v(1)i (t, ε) представляється у виглядi формального розвинення

v
(1)
i (t, ε) = φ+

∞∑
s=1

εsHL̃0sφ+
∞∑
k=1

∞∑
s=0

εsHL̃ks
[
λki
]
φ, (24)

коефiцiєнти L̃ks
[
λki
]

якого визначаються за формулами

L̃0s =
s∑
j=1

(−1)jP s
j (HΓ), s = 1, 2, . . . ; (25)

L̃ks
[
λki
]
=

[ s
h
]∑

m=0

s−hm∑
j=0

(−1)jDm
[
λki
]
P s−hm
m+k,j(HB,HΓ), k ≥ 1, s ≥ 0. (26)

Розглянемо найпростiший випадок, припускаючи, що коефiцiєнт L01 рiвняння
розгалуження вiдмiнний вiд нуля:

L01 = −(A1φ, ψ) + λ0(B1φ, ψ) + δ1,h (B0φ
′, ψ) ̸= 0, ∀t ∈ [0;T ]. (27)

Побудувавши вiдповiдну дiаграму Ньютона, встановлюємо, що вона має вигляд
вiдрiзка, що з’єднує точки (0; 1) i (p; 0). Нахил цiєї дiаграми до вiд’ємного напряму
осi абсцис дорiвнює 1

p
, звiдки випливає, що вiдповiднi формальнi розвинення для

функцiй λi(t, ε) i векторiв vi(t, ε) можна побудувати за степенями µ = p
√
ε:

λi(t, ε) =
∞∑
k=1

µkλ
(i)
k (t), i = 1, p; (28)

v
(1)
i (t, ε) =

∞∑
k=0

µkv
(1)
ki (t), i = 1, p. (29)

Для знаходження коефiцiєнтiв розвинення (28) пiдставимо ряд (28) у рiвняння
(21). Перегрупувавши доданки та прирiвнявши до нуля вирази при однакових степе-
нях µ, дiстанемо нескiнченну систему рiвнянь

P k
p

(
λ(i)
)
+ L0, k

p
+

[ k−1
p ]∑
s=1

k−sp∑
j=1

Ljs

[
P k−ps
j

(
λ(i)
)]

= 0, k = p, p+ 1, . . . . (30)

Перше рiвняння цiєї системи збiгається з визначальним рiвнянням(
λ
(i)
1 (t)

)p
+ L01 = 0,

з якого завдяки умовi (27) знайдемо p комплекснозначних функцiй λ(j)1 (t):

λ
(j)
1 (t) = p

√
|L01| exp

(
i
arg(−L01) + 2π(j − 1)

p

)
, j = 1, p. (31)
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Iз (p+ k)-го рiвняння (30) отримаємо рекурентну формулу для наступних коефi-
цiєнтiв розвинення (28):

λ
(i)
k+1(t) = − 1

pλ
(i)
1

P̃ p+k
p

(
λ(i)
)
+

[ p+k−1
p ]∑
s=1

p+k−sp∑
j=1

Ljs

[
P p+k−sp
j

(
λ(i)
)] , (32)

(k = 1, 2, . . .). Пiдставивши ряд (28) у (24) i згрупувавши доданки з однаковими
степенями µ, дiстанемо вiдповiднi формули i для знаходження коефiцiєнтiв розвине-
ння (29):

v
(1)
ki (t) =

k∑
j=0

P k
j

(
λ(i)
)
(HB0)

jφ+HL̃0, k
p
φ+

[ k−1
p ]∑
s=1

k−sp∑
j=1

HL̃js

[
P k−ps
j

(
λ(i)
)]
φ. (33)

Розв’язки системи (13), що вiдповiдають скiнченному елементарному дiльнику
(λ+ λ0(t))

p, шукатимемо у виглядi

yi(t, ε) = ṽi(t, ε) exp

−ε−h
T∫
t

(
−λ0(τ) + λ̃i(τ, ε)

)
dτ

 , i = 1, p, (34)

де
ṽi(t, ε) = col

(
ṽ
(1)
i (t, ε), ṽ

(2)
i (t, ε), ṽ

(3)
i (t, ε)

)
, i = 1, p, (35)

вiдповiдно до структури матриць Ã(t, ε), B̃(t, ε).
Пiдставивши (34) у систему (13), приходимо до системи трьох векторних рiвнянь

A(t, ε)ṽ
(1)
i (t, ε) + λ0(t)B(t, ε)ṽ

(1)
i (t, ε) = λ̃i(t, ε)B(t, ε)ṽ

(1)
i (t, ε)−

−C(t, ε)ṽ(3)i (t, ε) + εhB(t, ε)
(
ṽ
(1)
i (t, ε)

)′
;

(36)

− [A∗(t, ε)− λ0(t)B
∗(t, ε)] ṽ

(2)
i (t, ε) = λ̃i(t, ε)B

∗(t, ε)ṽ
(2)
i (t, ε)+

+εh (B∗(t, ε))′ ṽ
(2)
i (t, ε) + εhB∗(t, ε)

(
ṽ
(2)
i (t, ε)

)′
;

(37)

C∗(t, ε)ṽ
(2)
i (t, ε)−D(t, ε)ṽ

(3)
i (t, ε) = 0. (38)

Рiвняння (37) збiгається з рiвнянням, до якого зводиться задача знаходження
розв’язкiв однорiдної n-вимiрної системи

εh
d

dt
(B∗(t, ε)x) = −A∗(t, ε)x, (39)

спряженої з (20). При цьому функцiї λ̃(i)(t, ε) повиннi задовольняти рiвняння розга-
луження:

(−1)p−1
(
λ̃i

)p
+

∞∑
s=1

εsF0s +
∞∑
k=1

∞∑
s=1

εsFks

[
λ̃ki

]
= 0, (40)
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коефiцiєнти якого виражаються формулами

F0s = −
s∑
j=1

(−1)jP s
j (H

∗Γ∗ψ, φ) , s = 1, 2, . . . ; (41)

Fks

[
λ̃ki

]
=

[ s
h
]∑

m=0

s−mh∑
j=0

(−1)j+k+1Dm
[
λ̃ki

] (
P s−hm
m+k,j(H

∗B∗;H∗Γ∗)ψ, φ
)
. (42)

Вiдповiднi вектори ṽ(2)i (t, ε) зображуються формальним розвиненням

ṽ
(2)
i (t) = ψ −

∞∑
s=1

εsH∗F̃0sψ −
∞∑
k=1

∞∑
s=0

εsH∗F̃ks

[
λ̃ki

]
ψ, (43)

коефiцiєнти якого знаходяться за формулами

F̃0s = −
s∑
j=1

P s
j (H

∗Γ∗), s = 1, 2, . . . ; (44)

F̃k0

[
λ̃ki

]
= (−1)k+1λ̃kiB

∗
0(H

∗B∗
0)
k−1, k = 1, 2, . . . ; (45)

F̃ks

[
λ̃ki

]
= −

[ s
h
]∑

m=0

s−hm∑
j=0

(−1)j+kDm
[
λ̃ki

]
P s−hm
m+k,j(H

∗B∗, H∗Γ∗), (46)

в яких
Γ∗
k = A∗

k − λ0B
∗
k +

(
B∗
k−h
)′
+B∗

k−h
d

dt
, k = 1, 2, . . . . (47)

Оскiльки згiдно з (41), (27)

F01(t) =

((
A∗

1 − λ0B
∗
1 + δ1,h(B

∗
0)

′ + δ1,hB
∗
0

d

dt

)
ψ, φ

)
=

= (A1(t)φ, ψ)− λ0(B1φ, ψ)− δ1,h (B0φ
′, ψ) = −L01(t) ̸= 0, ∀t ∈ [0;T ],

то вiдповiдна дiаграма Ньютона, побудована за коефiцiєнтами рiвняння (40) на пло-
щинi Oks, являє собою вiдрiзок, що з’єднує точки (0; 1) i (p; 0). Звiдси випливає, що
функцiї λ̃i(t, ε) i вiдповiднi вектори ṽ

(2)
i (t, ε) необхiдно, як i для першої групи роз-

в’язкiв, будувати у виглядi розвинень за степенями µ = p
√
ε:

λ̃i(t, ε) =
∞∑
k=0

µkλ̃
(i)
k (t), i = 1, p; (48)

ṽ
(2)
i (t, ε) =

∞∑
k=0

µkṽ
(2)
ki (t), i = 1, p. (49)

Пiдставивши ряд (48) у рiвняння (40) i застосувавши метод невизначених кое-
фiцiєнтiв, отримаємо рекурентнi формули для знаходження функцiй λ̃

(i)
k (t), з яких

випливає, що
λ̃
(i)
k (t) = −λ(i)k (t) k = 1, 2, . . . . (50)
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Пiдставивши (48) у (43) i врахувавши (50), дiстанемо вiдповiдний вираз для кое-
фiцiєнтiв розвинення (49)

ṽ
(2)
ki (t) =

k∑
j=0

P k
j

(
λ(i)
)
(H∗B∗

0)
j ψ +H∗M̃0, k

p
ψ −

[ k−1
p ]∑
s=1

k−sp∑
j=1

(−1)jH∗M̃js

[
P k−ps
j

(
λ(i)
)]
ψ,

k = 1, 2, . . . . (51)

Пiсля цього з рiвняння (38) знайдемо

ṽ
(3)
i (t, ε) =

∞∑
k=0

µkṽ
(3)
ki (t), (52)

де вектори ṽ(3)ki виражаються рекурентними формулами

ṽ
(3)
0i (t) = D−1

0 C∗
0ψ, (53)

ṽ
(3)
ki (t) = D−1

0

 [ kp ]∑
j=0

C∗
j ṽ

(2)
k−pj,i −

[ kp ]∑
j=1

Dj ṽ
(3)
k−pj,i

 , k = 1, 2, . . . . (54)

Аналогiчно, поклавши

ṽ
(1)
i (t, ε) =

∞∑
k=0

µkṽ
(1)
ki (t), (55)

з рiвняння (36) дiстанемо

ṽ
(1)
0i (t) = −R−1

0 C0D
−1
0 C∗

0ψ, (56)

ṽ
(1)
ki (t) = −R−1

0

 [ kp ]∑
j=1

Cj ṽ
(3)
k−pj,i +

k∑
j=1

λ
(i)
j B0ṽ

(1)
k−j,i + C0ṽ

(3)
ki ++

[ kp ]∑
j=1

Aj ṽ
(1)
k−pj,i +

+

[ kp ]∑
j=1

λ0Bj ṽ
(1)
k−pj,i +

k−p∑
j=1

[ k−j
p ]∑
s=1

λ
(i)
j Bsṽ

(1)
k−j−ps,i −

[ k−ph
p ]∑
j=0

Bj

(
ṽ
(1)
k−ph−pj,i

)′ , k = 1, 2, . . . ,

(57)

де R0(t) = A0(t) + λ0(t)B0(t).
Взявши до уваги, що при k < p

ṽ
(1)
ki (t) = −R−1

0

[
C0ṽ

(3)
ki +

k∑
j=1

λ
(i)
j B0ṽ

(1)
k−j,i

]
,

ṽ
(3)
ki (t) = D−1

0 C∗
0 ṽ

(2)
ki , ṽ

(2)
ki (t) =

k∑
j=0

P k
j

(
λ(i)
)
(H∗B∗

0)
j ψ,

здiйснюючи взаємну пiдстановку цих формул, матимемо

ṽ
(1)
1i (t) = λ

(i)
1

[
R−1

0 B0R
−1
0 C0D

−1
0 C∗

0ψ −R−1
0 C0D

−1
0 C∗

0H
∗B∗

0ψ
]
;
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ṽ
(1)
2i (t) = λ

(i)
2

[
R−1

0 B0R
−1
0 C0D

−1
0 C∗

0ψ −R−1
0 C0D

−1
0 C∗

0H
∗B∗

0ψ
]
+

+
(
λ
(i)
1

)2 [
−R−1

0 B0R
−1
0 B0R

−1
0 C0D

−1
0 C∗

0ψ +R−1
0 B0R

−1
0 C0D

−1
0 C∗

0H
∗B∗

0ψ−

−R−1
0 C0D

−1
0 C∗

0(H
∗B∗

0)
2ψ
]
.

Застосувавши метод математичної iндукцiї, встановимо, що

ṽ
(1)
ki (t) =

k∑
s=0

P k
s

(
λ(i)
) s∑
j=0

(−1)j+1R−1
0

(
B0R

−1
0

)j
C0D

−1
0 C∗

0(H
∗B∗

0)
s−jψ,

(k = 0, p− 1). Позначивши

ψs(t) =
s−1∑
j=0

(−1)j+1R−1
0

(
B0R

−1
0

)j
C0D

−1
0 C∗

0 (H
∗B∗

0)
s−1−j ψ, (58)

останню формулу запишемо у виглядi

ṽ
(1)
ki (t) =

k+1∑
s=1

P k
s−1

(
λ(i)(t)

)
ψs(t), k = 0, p− 1. (59)

Розв’язки, що вiдповiдають двом нескiнченним елементарним дiльникам гранич-
ної в’язки матриць, про якi йшла мова вище, шукатимемо у виглядi

y1(t, ε) = w(t, ε) exp

ε−h t∫
0

ξ−1(τ, ε)dτ

 , (60)

y2(t, ε) = w̃(t, ε) exp

−ε−h
T∫
t

ξ̃−1(τ, ε)dτ

 , (61)

де w(t, ε), w̃(t, ε) — (2n +m)-вимiрнi вектори, ξ(t, ε), ξ̃(t, ε) — скалярнi функцiї, якi
зображуються формальними розвиненнями

w(t, ε) =
∞∑
k=0

εkwk(t), ξ(t, ε) =
∞∑
k=1

εkξk(t); (62)

w̃(t, ε) =
∞∑
k=0

εkw̃k(t), ξ̃(t, ε) =
∞∑
k=1

εkξ̃k(t). (63)

Перший розв’язок побудуємо, поклавши

w(t, ε) = col
(
w(1)(t, ε); 0; 0

)
, (64)

де w(1)(t, ε) — n-вимiрний вектор, який згiдно з (62) зображується у виглядi фор-
мального ряду

w(1)(t, ε) =
∞∑
k=0

εkw
(1)
k (t). (65)
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Пiдставивши (60), (64) у систему (13), отримаємо рiвняння, до якого зводиться побу-
дова вiдповiдного розв’язку системи рiвнянь (20). Тому коефiцiєнти розвинення (65),
(62) визначаються за рекурентними формулами

w
(1)
0 (t) = φ̃(t); (66)

ξ1(t) =
(
B1(t)φ̃(t), ψ̃(t)

)
; (67)

ξk(t) = −
(
d
(1)
k (t), ψ̃(t)

)
, k = 2, 3, . . . ; (68)

w
(1)
k (t) = G(t)a

(1)
k (t), k = 1, 2, . . . ; (69)

де

d
(1)
k (t) =

k−1∑
s=1

k−s∑
j=0

ξsAjw
(1)
k−s−j −

k∑
s=1

Bsw
(1)
k−s −

k−h∑
s=1

k−h−s∑
j=0

ξsBj

(
w

(1)
k−h−s−j

)′
; (70)

a
(1)
k (t) = ξkA0φ̃+ d

(1)
k (t), k = 1, 2, . . . , (71)

де G(t) = B−
0 (t).

При знаходженнi другого розв’язку покладемо

w̃(t, ε) = col
(
w̃(1)(t, ε); w̃(2)(t, ε); w̃(3)(t, ε)

)
, (72)

w̃(j)(t, ε) =
∞∑
k=0

εkw̃
(j)
k (t), j = 1, 3. (73)

Пiдставивши (61), (72) у (13), дiстанемо

B(t, ε)w̃(1)(t, ε) = ξ̃(t, ε)A(t, ε)w̃(1)(t, ε) + ξ̃(t, ε)C(t, ε)w̃(3)(t, ε)−

−εhξ̃(t, ε)B(t, ε)
(
w̃(1)(t, ε)

)′
;

(74)

B∗(t, ε)w̃(2)(t, ε) = −ξ̃(t, ε)A∗(t, ε)w̃(2)(t, ε)− εhξ̃(t, ε) (B∗(t, ε))′ w̃(2)(t, ε)−

−εhξ̃(t, ε)B∗(t, ε)
(
w̃(2)(t, ε)

)′
;

(75)

C∗(t, ε)w̃(2)(t, ε)−D(t, ε)w̃(3)(t, ε) = 0. (76)

Рiвняння (75) визначає розв’язок n-вимiрної системи рiвнянь (39), який вiдповi-
дає простому нескiнченному елементарному дiльнику її граничної в’язки матриць.
Тому коефiцiєнти розвинень (63) для функцiї ξ̃(t, ε) i (73) — для вектора w̃(2)(t, ε)

визначаються за формулами

ξ̃k(t) = −ξk(t), k = 1, 2, . . . ; (77)

w̃
(2)
0 (t) = ψ̃(t), w̃

(2)
k (t) = G∗(t)ã

(2)
k (t), k = 1, 2, . . . ; (78)

ã
(2)
k (t) = ξkA

∗
0ψ̃ +

k−1∑
s=1

k−s∑
j=0

ξsA
∗
j w̃

(2)
k−s−j +

k−h∑
s=1

k−h−s∑
j=0

ξs
(
B∗
j

)′
w̃

(2)
k−s−j−h+
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+
k−h∑
s=1

k−h−s∑
j=0

ξsB
∗
j

(
w̃

(2)
k−h−s−j

)′
−

k∑
j=1

B∗
j w̃

(2)
k−j, k = 1, 2, . . . . (79)

Пiдставивши вiдповiднi розвинення в рiвняння (76) i прирiвнявши вирази при
однакових степенях ε, отримаємо рекурентнi формули, якими визначаються вектори
w̃

(3)
k (t):

w̃
(3)
0 (t) = D−1

0 (t)C∗
0(t)ψ̃(t); (80)

w̃
(3)
k (t) = D−1

0

[
k∑
s=0

C∗
s w̃

(2)
k−s −

k∑
s=1

Dsw̃
(3)
k−s

]
, k = 1, 2, . . . . (81)

Нарештi, пiдставивши розвинення (73), (63) у рiвняння (74) i прирiвнявши вирази
при однакових степенях параметра та взявши до уваги (77), матимемо таку систему
рiвнянь для визначення коефiцiєнтiв вiдповiдного розвинення для вектора w̃(1)(t, ε):

B0w̃
(1)
0 = 0; (82)

B0w̃
(1)
k = ã

(1)
k , k = 1, 2, . . . ; (83)

ã
(1)
k (t) = −

k∑
s=1

k−s∑
j=0

ξsAjw̃
(1)
k−s−j −

k∑
s=1

k−s∑
j=0

ξsCjw̃
(3)
k−s−j+

+
k−h∑
s=1

k−h−s∑
j=0

ξsBj

(
w̃

(1)
k−s−j−h

)′
−

k∑
s=1

Bsw̃
(1)
k−s, k = 1, 2, . . . .

(84)

Ця система буде розв’язною тодi i тiльки тодi, коли вектори ã
(1)
k (t) будуть орто-

гональними до вектора ψ̃(t):(
ã
(1)
k (t), ψ̃(t)

)
= 0, k = 1, 2, . . . . (85)

За виконання цiєї умови вектори w̃(1)
k (t) визначатимемо за формулами

w̃
(1)
0 (t) = c0(t)φ̃(t); (86)

w̃
(1)
k (t) = G(t)ã

(1)
k (t) + ck(t)φ̃(t), k = 1, 2, . . . , (87)

де cs(t), s = 0, 1, . . ., — скалярнi множники, за рахунок яких i задовольняється умова
(85). Згiдно з (84), (86), (80) при k = 1 умова (85) запишеться у виглядi

c0

[
ξ1

(
A0φ̃, ψ̃

)
+
(
B1φ̃, ψ̃

)]
+ ξ1

(
C0D

−1
0 C∗

0 ψ̃, ψ̃
)
= 0. (88)

Враховуючи (10), (67) та умову 9◦, знайдемо

c0(t) = −1

2

(
C0D

−1
0 C∗

0 ψ̃, ψ̃
)
. (89)
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Якщо всi cs(t) вже вiдомi при s < k, то для знаходження ck(t) використаємо умову
(85) на (k + 1)-у кроцi. Поклавши в (85), (84) k + 1 замiсть k, отримаємо

ck(t) = −

(
d̃
(1)
k , ψ̃

)
2ξ1

, (90)

де

d̃
(1)
k (t) =

k+1∑
s=2

k−s+1∑
j=0

ξsAjw̃
(1)
k+1−s−j + ξ1

k∑
j=1

Ajw̃
(1)
k−j +

k+1∑
s=1

k+1−s∑
j=0

ξsCjw̃
(3)
k+1−s−j−

−
k+1−h∑
s=1

k+1−h−s∑
j=0

ξsBj

(
w̃

(1)
k+1−s−j−h

)′
+

k+1∑
s=2

Bsw̃
(1)
k+1−s + ξ1A0Gã

(1)
k +B1Gã

(1)
k

(91)

— вже вiдомий вектор згiдно з припущенням iндукцiї.
Розв’язок крайової задачi (13), (15) тепер будемо шукати у виглядi

y(t, ε) = µ−(p−1)

p∑
i=1

vi(t, ε)c
(i)(ε) exp

(
ε−h

t∫
0

(λ0(τ) + λi(τ, ε))dτ
)
+

+µ−(p−1)

p∑
i=1

ṽi(t, ε)c̃
(i)(ε) exp

ε−h T∫
t

(λ0(τ) + λi(τ, ε))dτ

+

+w(t, ε)c(n)(ε) exp

ε−h t∫
0

ξ−1(τ, ε)dτ

+ w̃(t, ε)c̃(n)(ε) exp

ε−h T∫
t

ξ−1(τ, ε)dτ

 ,

(92)
де c(i)(ε), c̃(i)(ε) — скалярнi множники, якi зображуються у виглядi формальних роз-
винень за степенями µ:

c(i)(ε) =
∞∑
k=0

µkc
(i)
k , i = 1, n; (93)

c̃(i)(ε) =
∞∑
k=0

µkc̃
(i)
k , i = 1, n. (94)

Пiдставивши (92) у крайову умову (15) i знехтувавши експоненцiально малими
доданками, розглянемо рiвняння

p∑
i=1

v
(1)
i (0, ε)c(i)(ε) + µp−1w(1)(0, ε)c(n)(ε) = µp−1x1(ε); (95)

p∑
i=1

ṽ
(1)
i (T, ε)c̃(i)(ε) + µp−1w̃(1)(T, ε)c̃(n)(ε) = µp−1x2(ε), (96)

з яких i будемо визначати шуканi сталi множники.
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Пiдставивши в рiвняння (95) розвинення (29), (65), (93), (6) i прирiвнявши в одер-
жанiй тотожностi вирази при однакових степенях µ, отримаємо нескiнченну систему
рiвнянь

p∑
i=1

k∑
j=0

v
(1)
ji (0)c

(i)
k−j +

[ k+1−p
p ]∑
j=0

w
(1)
j (0)c

(n)
k+1−p−pj = x

(1)
k+1−p

p

, k = 0, 1, . . . .

Врахувавши формули (33), (66), (69), якими виражаються вектори v(1)ji (t) i w(1)
j (t),

цю систему запишемо у виглядi
k∑
s=0

k∑
j=s

p∑
i=1

P j
s

(
λ(i)(0)

)
(HB0)

sφc
(i)
k−j + c

(n)
k+1−pφ̃+

p∑
i=1

k∑
j=p

d
(1)
ji c

(i)
k−j+

+

[ k+1−p
p ]∑
j=1

Ga
(1)
j c

(n)
k+1−p−pj = x

(1)
k+1−p

p

, k = 0, 1, . . . , (97)

де

d
(1)
ji = HL̃0, j

p
φ+

[ j−1
p ]∑
s=1

j−sp∑
j1=1

HL̃j1s
[
P j−ps
j1

(λi)
]
φ, j = p, p+ 1, . . . .

Звiдси, взявши до уваги лiнiйну незалежнiсть векторiв (HB0)
sφ, s = 0, p− 1, φ̃, при

k < p− 1 будемо мати
k∑
j=s

p∑
i=1

P j
s

(
λ(i)(0)

)
c
(i)
k−j = 0, k = 0, p− 2, s = 0, k. (98)

Розклавши вектор x(1)0 за базисом φ(0), H(0)B0(0)φ(0), . . . , (H(0)B0(0))
p−1φ(0), φ̃(0):

x
(1)
0 =

p−1∑
s=0

α
(0)
s+1(H(0)B0(0))

sφ(0) + α
(0)
p+1φ̃(0),

при k = p− 1 отримаємо
p−1∑
j=s

p∑
i=1

P j
s

(
λ(i)(0)

)
c
(i)
p−1−j = α

(0)
s+1, s = 0, p− 1; (99)

c
(n)
0 = α

(0)
p+1. (100)

Взявши останнi рiвняння з систем рiвнянь (98), (99) й позначивши
c0 = col

(
c
(1)
0 , c

(2)
0 , . . . , c

(n)
0

)
, дiстанемо

Ω(0)c0 = m0, (101)
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де m0 = col
(
0, . . . , 0, α

(0)
p , α

(0)
p+1

)
,

Ω(t) =



1 1 . . . 1 0

λ
(1)
1 (t) λ

(2)
1 (t) . . . λ

(p)
1 (t) 0

. . . . . . . . . . . . . . .(
λ
(1)
1 (t)

)p−1 (
λ
(2)
1 (t)

)p−1

. . .
(
λ
(p)
1 (t)

)p−1

0

0 0 . . . 0 1


.

Оскiльки згiдно з (31), (27) detΩ(0) ̸= 0, з рiвняння (101) однозначно визначається
вектор c0: c0 = Ω−1(0)m0.

Для знаходження сталих c
(i)
1 , i = 1, n, крiм рiвнянь (98), (99), розглянемо ще й

рiвняння (97) при k = p. Взявши до уваги, що (HB0)
s = 0 при s ≥ p, запишемо його

у виглядi
p−1∑
s=0

p∑
j=s

p∑
i=1

P j
s

(
λ(i)(0)

)
(HB0)

sφc
(i)
p−j + c

(n)
1 φ̃+

p∑
i=1

d
(1)
pi c

(i)
0 = 0.

Розклавши вектор
∑p

i=1 d
(1)
pi c

(i)
0 за базисом:

−
p∑
i=1

d
(1)
pi c

(i)
0 =

p−1∑
s=0

α
(1)
s+1(H(0)B0(0))

sφ(0) + α
(1)
p+1φ̃(0),

звiдси дiстанемо
p∑
j=s

p∑
i=1

P j
s

(
λ(i)(0)

)
c
(i)
p−j = α

(1)
s+1, s = 0, p− 1; (102)

c
(n)
1 = α

(1)
p+1. (103)

Взявши тепер передостаннi рiвняння з систем (98), (99) та останнє з системи (102) i
приєднавши до них рiвнiсть (103), отримаємо Ω(0)c1 = m1, де c1 = col

(
c
(1)
1 , c

(2)
1 , . . . , c

(n)
1

)
,

а

m1 = col

(
0,−

p∑
i=1

P 2
1

(
λ(i)(0)

)
c
(i)
0 , . . . ,−

p∑
i=1

P p−2
p−3

(
λ(i)(0)

)
c
(i)
0 ,

α
(0)
p−1 −

p∑
i=1

P p−1
p−2

(
λ(i)(0)

)
c
(i)
0 , α

(0)
p −

p∑
i=1

P p
p−1

(
λ(i)(0)

)
c
(i)
0 , α

(0)
p+1

)
— уже вiдомий вектор, оскiльки сталi c(i)0 , i = 1, n, визначено на попередньому кроцi.
Отже, c1 = Ω−1(0)m1.

Продовжуючи цей процес, знайдемо всi необхiднi коефiцiєнти c
(i)
k , k = 0, 1, . . .,

i = 1, n.
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Розглянемо тепер рiвняння (96). Пiдставивши в нього розвинення (55), (94), (73),
(6) i прирiвнявши вирази при однакових степенях µ, отримаємо нескiнченну систему
рiвнянь

p∑
i=1

k∑
j=0

ṽ
(1)
ji (T )c̃

(i)
k−j +

[ k+1−p
p ]∑
j=0

w̃
(1)
j (T )c̃

(n)
k+1−p−pj = x

(2)
k+1−p

p

, k = 0, 1, . . . . (104)

З (57), (59) випливає, що вектори ṽ(1)ji (t) можна подати у виглядi

ṽ
(1)
ji =

j+1∑
s=1

P j
s−1

(
λ(i)(t)

)
ψs(t) + d̃

(1)
ji (t), j = 0, 1, . . . , (105)

де вектори ψs(t) виражаються через ψ(t) за формулами (58), а d̃
(1)
ji (t) = 0 при j <

p. Врахувавши (105), а також формули (86), (87), (89), (90), якими виражаються
вектори w̃(1)

j (t), рiвняння (104) перетворимо до вигляду
k+1∑
s=1

k∑
j=s−1

p∑
i=1

P j
s−1

(
λ(i)(T )

)
c̃
(i)
k−jψs(T ) +

p∑
i=1

k∑
j=p

d̃
(1)
ji (T )c̃

(i)
k−j + c0(T )φ̃(T )c̃

(n)
k+1−p+

[ k+1−p
p ]∑
j=1

G(T )ã
(1)
j (T )c̃

(n)
k+1−p−pj +

[ k+1−p
p ]∑
j=1

cj(T )φ̃(T )c̃
(n)
k+1−p−pj = x

(2)
k+1−p

p

, k = 0, 1, . . . .

(106)

Припустимо тепер, що вектори ψs(T ), s = 1, p, φ̃(T ) лiнiйно незалежнi, тобто

det [ψ1(T ), . . . , ψp(T ), φ̃(T )] ̸= 0, (107)

i виконується умова (
K0(t)ψ̃(t), ψ̃(t)

)
̸= 0, ∀t ∈ [0;T ], (108)

з якої випливає, що c0(T ) ̸= 0. Тодi при k < p iз (106) матимемо
k∑

j=s−1

p∑
i=1

P j
s−1

(
λ(i)(T )

)
c̃
(i)
k−j = 0, s = 1, k + 1, k = 0, p− 2. (109)

Розклавши вектор x(2)0 за базисними векторами:

x
(2)
0 =

p∑
s=1

β(0)
s ψs(T ) + β

(0)
p+1φ̃(T ),

при k = p− 1 отримаємо
p−1∑
j=s−1

p∑
i=1

P j
s−1

(
λ(i)(T )

)
c̃
(i)
p−1−j = β(0)

s , s = 1, p; (110)

c0(T )c̃
(n)
0 = β

(0)
p+1. (111)
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Взявши з отриманих систем (109), (110) останнi рiвняння (поклавши s = k + 1 у
(109) i s = p — в (110)) й позначивши c̃0 = col

(
c̃
(1)
0 , c̃

(2)
0 , . . . , c̃

(n)
0

)
, дiстанемо

Ω̃(T )c̃0 = m̃0, (112)

де m̃0 = col
(
0, . . . , 0, β

(0)
p , β

(0)
p+1

)
,

Ω̃(t) =



1 1 . . . 1 0

λ
(1)
1 (t) λ

(2)
1 (t) . . . λ

(p)
1 (t) 0

. . . . . . . . . . . . . . .(
λ
(1)
1 (t)

)p−1 (
λ
(2)
1 (t)

)p−1

. . .
(
λ
(p)
1 (t)

)p−1

0

0 0 . . . 0 c0(t)


.

Оскiльки згiдно з (31), (27), (108) detΩ̃(T ) ̸= 0, то з рiвняння (112) знайдемо
c̃0 = Ω̃−1(T )m̃0.

Поклавши в (106) k = p, матимемо
p∑
s=1

p∑
j=s−1

p∑
i=1

P j
s−1

(
λ(i)(T )

)
c̃
(i)
p−jψs(T ) + c0(T )φ̃(T )c̃

(n)
1 =

= −
p∑
i=1

(
λ
(i)
1 (T )

)p
c̃
(i)
0 ψp+1(T )−

p∑
i=1

d̃
(1)
pi (T )c̃

(i)
0 = 0.

Розклавши вектор у правiй частинi цiєї рiвностi за базисом ψ1(T ), . . . , ψp(T ), φ̃(T ),
позначивши його координати в цьому базисi β(1)

s , s = 1, p+ 1, дiстанемо систему
рiвнянь

k∑
j=s−1

p∑
i=1

P j
s−1

(
λ(i)(T )

)
c̃
(i)
p−j = β(1)

s , s = 1, p; (113)

c0(T )c̃
(n)
1 = β

(1)
p+1. (114)

Взявши тепер передостаннi рiвняння з систем (109), (110) (поклавши s = k в (109)
i s = p−1 — у (110)) та останнє рiвняння з (113) i приєднавши до них рiвняння (114),
отримаємо Ω̃(T )c̃1 = m̃1, де c̃1 = col

(
c̃
(1)
1 , c̃

(2)
1 , . . . , c̃

(n)
1

)
, а

m̃1 = col
(
0,−

p∑
i=1

P 2
1

(
λ(i)(T )

)
c̃
(i)
0 , . . . ,−

p∑
i=1

P p−2
p−3

(
λ(i)(T )

)
c̃
(i)
0 ,

β
(0)
p−1 −

p∑
i=1

P p−1
p−2

(
λ(i)(T )

)
c̃
(i)
0 , β

(1)
p −

p∑
i=1

P p
p−1

(
λ(i)(0)

)
c̃
(i)
0 , β

(1)
p+1

)
— уже вiдомий вектор. Отже, c̃1 = Ω̃−1(T )m̃1.
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Продовжуючи так i далi, знайдемо будь-якi сталi c̃(i)k , k = 0, 1, . . ., i = 1, n. Визна-
чення цих сталих завершує побудову формального розв’язку крайової задачi (13),
(15).

3. Асимптотичний характер побудованого розв’язку

Покажемо, що побудований розв’язок має асимптотичний характер i виведемо
вiдповiдну асимптотичну оцiнку. Розглянемо l наближення

yl(t, ε) = µ−(p−1)

p∑
i=1

l∑
k=0

µk

(
k∑
j=0

c
(i)
j v

(i)
k−j(t)

)
exp

ε−h t∫
0

(
λ0(τ) +

l∑
k=1

µkλ
(i)
k (τ)

)
dτ

+

+
l∑

k=0

µk

 [ kp ]∑
j=0

wj(t)c
(n)
k−pj

 exp

ε−h t∫
0

 [ lp ]∑
k=1

µkpξk(τ)


−1

dτ

+

+µ−(p−1)

p∑
i=1

l∑
k=0

µk

(
k∑
j=0

c̃
(i)
j ṽ

(i)
k−j(t)

)
exp

ε−h T∫
t

(
λ0(τ) +

l∑
k=1

µkλ
(i)
k (τ)

)
dτ

+

+
l∑

k=0

µk

 [ kp ]∑
j=0

w̃j(t)c̃
(n)
k−pj

 exp

ε−h T∫
t

 [ lp ]∑
k=1

µkpξk(τ)


−1

dτ

 . (115)

Точний розв’язок крайової задачi (13), (15) будемо шукати у виглядi суми l-
наближення yl(t, ε) i вектора нев’язки zl(t, ε):

y(t, ε) = yl(t, ε) + zl(t, ε). (116)

Виходячи iз способу визначення коефiцiєнтiв розвинення (115) та вигляду вектора
zl(t, ε) = col

(
z
(1)
l (t, ε); z

(2)
l (t, ε); z

(3)
l (t, ε)

)
, встановлюємо, що цей вектор є розв’язком

крайової задачi

εhB̃(t, ε)
dzl(t, ε)

dt
= Ã(t, ε)zl(t, ε) + µl+2−2pa(t, ε);

Mzl(0, ε) +Nzl(T, ε) = µl+2−pb(ε),

в якiй a(t, ε) — деякий обмежений на [0;T ] (2n +m)-вимiрний вектор, b(ε) — обме-
жений 2n-вимiрний вектор.

Врахувавши структуру матриць Ã(t, ε), B̃(t, ε), M , N , звiдси дiстанемо

z
(3)
l (t, ε) = D−1(t, ε)C∗(t, ε)z

(2)
l (t, ε) +O

(
µl+2−2p

)
, (117)

а для 2n-вимiрного вектора z̃l(t, ε) = col
(
z
(1)
l (t, ε); z

(2)
l (t, ε)

)
маємо крайову задачу

εhB̂(t, ε)
dz̃l
dt

= Â(t, ε)z̃l + µl+2−2pg(t, ε), (118)
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M1z̃l(0, ε) +N1z̃l(T, ε) = µl+2−pb(ε), (119)

де

Â(t, ε) =

(
A(t, ε) C(t, ε)D−1(t, ε)C∗(t, ε)

0 −A∗(t, ε)− εh (B∗(t, ε))′

)
, B̂(t, ε) =

(
B(t, ε) 0

0 B∗(t, ε)

)
,

g(t, ε) — 2n-вимiрна вектор-функцiя, рiвномiрно обмежена на [0;T ].
Згiдно з [5, c.97] B̂−1(t, ε) = ε−1F (t, ε), де F (t, ε) рiвномiрно обмежена на [0;T ].

Тому, помноживши рiвняння (118) злiва на матрицю B̂−1(t, ε), дiстанемо
dz̃l
dt

= ε−h−1Ǎ(t, ε)z̃l + µl+2−p(h+3)q(t, ε), (120)

де Ǎ(t, ε) = F (t, ε)Â(t, ε), q(t, ε) = F (t, ε)g(t, ε).
Фундаментальна матриця вiдповiдної однорiдної системи у даному випадку має

вигляд

Z(t, ε) =

(Vl(t, ε) +O (µα)) exp

ε−h t∫
0

Λl(τ, ε)dτ

 ;

(
Ṽl(t, ε) +O (µα)

)
exp

ε−h T∫
t

Λl(τ, ε)dτ

 =
[(
Vl(t, ε); Ṽl(t, ε)

)
+O (µα)

]
×

×diag

exp

ε−h t∫
0

Λl(τ, ε)dτ

 ; exp

ε−h T∫
t

Λl(τ, ε)dτ

 , (121)

де α = l + 2− p(h+ 3), Vl(t, ε) = col
(
V

(1)
l (t, ε); 0

)
, Ṽl(t, ε) = col

(
Ṽ

(1)
l (t, ε); Ṽ

(2)
l (t, ε)

)
.

V
(1)
l (t, ε) =

 l∑
k=0

µkv
(1)
k1 (t); . . . ;

l∑
k=0

µkv
(1)
kp (t);

[ lp ]∑
k=0

µkpw
(1)
k (t)

 , (122)

Ṽ
(j)
l (t, ε) =

 l∑
k=0

µkṽ
(j)
k1 (t); . . . ;

l∑
k=0

µkṽ
(j)
kp (t);

[ lp ]∑
k=0

µkpw̃
(j)
k (t)

 , (123)

(j = 1, 2),

Λl(t, ε) = diag

λ0(t) +
l∑

k=1

µkλ
(1)
k (t), . . . , λ0(t) +

l∑
k=1

µkλ
(n−1)
k (t),

 [ lp ]∑
k=1

µkpξk(t)


−1 .
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Поклавши Z(t, ε) = Z1(t, ε) + Z2(t, ε), де

Z1(t, ε) =
([
Vl(t, ε); Ṽl(t, ε)

]
+O (µα)

)
diag

exp

ε−h t∫
0

Λl(τ, ε)dτ

 ; 0

 ,

Z2(t, ε) =
([
Vl(t, ε); Ṽl(t, ε)

]
+O (µα)

)
diag

0; exp

ε−h t∫
0

Λl(τ, ε)dτ

 ,

загальний розв’язок системи (120) подамо у виглядi

z̃(t, ε) = Z(t, ε)c(ε) + µα
t∫

0

Z1(t, ε)Z
−1(τ, ε)q(τ, ε)dτ −

−µα
T∫
t

Z2(t, ε)Z
−1(τ, ε)q(τ, ε)dτ. (124)

де c(ε) — довiльний вектор, сталий вiдносно t.
Пiдставивши (124) у крайову умову (119) i врахувавши структуру матриць Vl(t, ε),

Ṽl(t, ε), M1, N1, дiстанемо(
diag

{
V

(1)
l (0, ε); Ṽ

(1)
l (T, ε)

}
+O (µα)

)
c(ε) = µαM1

T∫
0

Z2(0, ε)Z
−1(τ, ε)q(τ, ε)dτ−

−µαN1

T∫
0

Z1(T, ε)Z
−1(τ, ε)q(τ, ε)dτ + µl+2−pb(ε). (125)

Виходячи з формул (33), (59), (66), (86), (89) i умов (107), (108), неважко пере-
конатися, що вектор-стовпцi, з яких утворено матрицi V (1)

l (0, ε) i Ṽ (1)
l (T, ε), лiнiйно

незалежнi при l ≥ p− 1 i досить малих ε, вiдмiнних вiд нуля. Тому з рiвняння (125)
однозначно визначається вектор c(ε). Пiдставивши його в (124), дiстанемо єдиний
розв’язок крайової задачi (118), (119), який можна подати у виглядi

z̃l(t, ε) = µα
T∫

0

G0(t, τ, ε)q(τ, ε)dτ + µl+2−pZ(t, ε)

[
diag

{(
V

(1)
l (0, ε)

)−1

;

(
Ṽ

(1)
l (T, ε)

)−1
}
+O (µα)

]
b(ε), (126)
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де G0(t, τ, ε) — матриця Грiна вiдповiдної однорiдної задачi, яка має наступний
вигляд:

G0(t, τ, ε) =



Z(t, ε)

[
diag

{(
V

(1)
l (0, ε)

)−1

;
(
Ṽ

(1)
l (T, ε)

)−1
}
+O (µα)

]
×

× (M1Z2(0, ε)Z
−1(τ, ε)−N1Z1(T, ε)Z

−1(τ, ε)) + Z1(t, ε)Z
−1(τ, ε),

якщо 0 ≤ τ ≤ t ≤ T ;

Z(t, ε)

[
diag

{(
V

(1)
l (0, ε)

)−1

;
(
Ṽ

(1)
l (T, ε)

)−1
}
+O (µα)

]
×

× (M1Z2(0, ε)Z
−1(τ, ε)−N1Z1(T, ε)Z

−1(τ, ε))− Z2(t, ε)Z
−1(τ, ε),

якщо 0 ≤ t ≤ τ ≤ T ;

Перейшовши в (126) до оцiнок за нормою i врахувавши, що матрицi V (1)
l (t, ε)

i Ṽ (1)
l (t, ε) мають полюс по µ (p − 1)-го порядку, та взявши до уваги обмеженiсть

експоненцiальних матриць, що входять до складу G0(t, τ, ε), дiстанемо таку асимп-
тотичну оцiнку для вектора нев’язки:

∥z̃l(t, ε)∥≤cµl+3−p(h+4).

Звiдси, взявши до уваги (116), отримаємо вiдповiднi оцiнки для шуканих вектора
стану x(t, ε) та керування u(t, ε):

∥x(t, ε)− xl(t, ε)∥≤c1µl+3−p(h+4),

∥u(t, ε)− ul(t, ε)∥≤c2µl+3−p(h+4),

де c1, c2 — деякi сталi, що не залежать вiд ε.

4. Основнi результати

Пiдсумовуючи результати проведених дослiджень, приходимо до такої теореми.

Теорема 1. Якщо виконуються умови 1◦–9◦, ( 27), ( 107), ( 108), то iснує єдиний
вектор керування u(t, ε), який виражається асимптотичною формулою

u(t, ε) = µ−(p−1)

p∑
i=1

l∑
k=0

µk
k∑
j=0

ṽ
(3)
k−j,i(t)c̃

(i)
j exp

ε−h T∫
t

(
λ0(τ) +

l∑
k=1

µkλ
(i)
k

)
dτ

+

+
l∑

k=0

µk
[ kp ]∑
j=0

w̃
(3)
j (t)c̃

(n)
k−pj exp

ε−h T∫
t

 [ lp ]∑
k=1

µkpξk(τ)


−1

dτ

+O
(
µl+3−p(h+4)

)
, µ = p

√
ε,
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що переводить систему ( 1) iз стану x1(ε) в стан x2(ε), мiнiмiзуючи функцiонал
( 4). Вiдповiдна траєкторiя, за якою здiйснюється цей перехiд, виражається асимп-
тотичною формулою

x(t, ε) = µ−(p−1)

p∑
i=1

l∑
k=0

µk

(
k∑
j=0

v
(1)
k−j,i(t)c

(i)
j

)
exp

ε−h t∫
0

(
λ0(τ) +

l∑
k=1

µkλ
(i)
k

)
dτ

+

+
l∑

k=0

µk

 [ kp ]∑
j=0

w
(1)
j (t)c

(n)
k−pj

 exp

ε−h t∫
0

 [ lp ]∑
k=1

µkpξk(τ)


−1

dτ

+

+µ−(p−1)

p∑
i=1

l∑
k=0

µk

(
k∑
j=0

ṽ
(1)
k−j,i(t)c̃

(i)
j

)
exp

ε−h T∫
t

(
λ0(τ) +

l∑
k=1

µkλ
(i)
k

)
dτ

+

+
l∑

k=0

µk

 [ kp ]∑
j=0

w̃
(1)
j (t)c̃

(n)
k−pj

 exp

ε−h T∫
t

 [ lp ]∑
k=1

µkpξk(τ)


−1

dτ

+O
(
µl+3−p(h+4)

)
.

Коефiцiєнти наведених розвинень визначаються за описаним вище алгоритмом.
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