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Асимптотичне розвинення розв’язкiв сингулярно
збурених систем диференцiальних рiвнянь з вирод-
женням i точками повороту

М. I. Шкiль,
Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова

Анотацiя. У роботi розглядаються деякi задачi, пов’язанi з асимптотичним iнте-
груванням систем сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь з рiзного роду
виродженням. Зокрема, наявностi точок повороту, особливих точок тощо.

Використовуючи “збурене” характеристичне рiвняння, побудовано формальнi
розв’язки для окремих типiв систем сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь
i доведено, що цi розв’язки в околi точок повороту є асимптотичними зображеннями
“точних” розв’язкiв розглядуваних систем. Дослiджено вироджену систему сингу-
лярно збурених диференцiальних рiвнянь у випадку, коли виродженiсть настає в
окремих точках. В околi цих точок побудовано асимптотичнi формули для розв’яз-
кiв зазначених систем, якi методом “зшивання” можуть бути продовженi на увесь
iнтервал змiни аргументу.

1. Класичнi результати

Асимптотичнi методи iнтегрування диференцiальних рiвнянь беруть свiй початок
з робiт Фур’є, Лiувiлля, Штурма, Пуанкаре, Шлєзiнгера, Тамаркiна. Аналiз цих робiт
i робiт iнших авторiв подано в [1].

2. Диференцiальнi рiвняння з повiльно змiнними коефiцiєнтами

Асимптотичнi методи Крилова, Боголюбова [2], знайшли широке впроваджен-
ня при дослiдженнi багатьох систем диференцiальних рiвнянь, зокрема рiвнянь з
повiльно змiнними коефiцiєнтами. Так називають диференцiальнi рiвняння, у яких
коефiцiєнти залежать вiд повiльного часу τ = εt, де ε – малий параметр. Диферен-
цiальнi рiвняння з повiльно змiнними коефiцiєнтами знаходять своє застосування
в багатьох питаннях науки i технiки. До них приводяться також сингулярно збу-
ренi диференцiальнi рiвняння. Рiвняння з повiльно змiнними коефiцiєнтами глибоко
i всесторонньо були вперше дослiдженнi в 50-60 роках ХХ столiття в працях С.Ф. Фе-
щенка i М.I. Шкiля та їх учнiв [1], [3]. Приведемо основнi їх результати дослiджень
з даного питання.

c⃝ М. I. Шкiль, 2012
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Першi результати С.Ф. Фещенко отримав ще в 1948-1949 роках. Вiн розглянув
рiвняння

d2y

dt2
+ ερ(τ, ε)

dy

dt
+ q(τ, ε)y = εf(τ, ε)eiθ(t,ε), (1)

де ρ(τ, ε), q(τ, ε), f(τ, ε) – функцiї, якi повiльно змiнюються i допускають розвинення
за степенями малого параметра ε. Особливо важливим у теоретичному планi, а також
для розв’язування задач математичної фiзики виявився розглянутий С.Ф. Фещенком
випадок, коли функцiя υ(τ) = dθ(t,ε)

dt
при деяких τ ∈ [0;L] спiвпадає iз одним з коренiв

характеристичного рiвняння, складеного для рiвняння (1). Цей випадок вiн назвав
“резонансним". Можна довести, що “резонанснi” точки є точками повороту системи
диференцiальних рiвнянь, до якої може бути приведене рiвняння (1).

С.Ф. Фещенко також довiв теореми, якi дозволяють будувати асимптотичнi роз-
в’язки рiвняння (1) у “нерезонансному” випадку, коли функцiя υ(τ) не спiвпадає
жодним з коренiв характеристичного рiвняння.

2.1. Теореми про асимптотичне розщеплення системи. У 1995 роцi С.Ф.
Фещенко отримав важливi результати, якi стосувались асимптотичного розщеплення
систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь вигляду

dx

dt
= A(τ, ε)x, τ ∈ [0;L], (2)

де x – n-вимiрний вектор, A(τ, ε) – дiйсна квадратна матриця порядку n, яка має

зображення A(τ, ε) =
∞∑
s=0

εsA(s)(τ).

Для цих систем С.Ф. Фещенко показав, що при виконаннi певних умов їх мож-
на асимптотично розщепити на пiдсистеми нижчого порядку. Зокрема, вiрними є
теореми.

Теорема 1. Припустимо, що коренi характеристичного рiвняння

det
∥∥A(0)(τ)− λE

∥∥ = 0 (3)

(E – одинична матриця) можна розбити на двi групи λ1(τ), . . . , λr(τ) та λr+1(τ),
. . . , λn(τ) так, що жоден з коренiв першої групи при всiх τ ∈ [0;L] не дорiв-
нює кореням другої групи. Тодi, якщо A(τ, ε) на вiдрiзку [0;L] має похiднi по τ

всiх порядкiв, то система диференцiальних рiвнянь (2) має формальний розв’язок
x = U1(τ, ε)ξ1 + U2(τ, ε)ξ2, де U1(τ, ε), U2(τ, ε) – прямокутнi матрицi з розмiрами
вiдповiдно (n × r), (n × (n − r)), а ξ1 – r-вимiрний вектор, ξ2 – (n − r)-вимiрний
вектор, якi визначають системи диференцiальних рiвнянь

dξ1
dt

=W1(τ, ε)ξ1,
dξ2
dt

= W2(τ, ε)ξ2

порядку вiдповiдно r та n− r.
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Теорема 2. Якщо A(τ, ε) задовольняє умовам теореми 1 i власнi числа матриць

∆i(τ) =
1

2
[Wi(τ) +W ∗

i (τ)] , i = 1, 2,

де W1(τ), W2(τ) – дiагональнi клiтини матрицi T−1(τ)A(0)(τ)T (τ) (T (τ) – матриця
перетворення, T−1(τ) – обернена до T (τ)), W ∗

1 (τ), W ∗
2 (τ) – матрицi спряженi до

матриць W1(τ), W2(τ), не додатнi, тодi для будь-якого L > 0 та 0 < ε ≤ ε0 можна
вказати таку сталу c > 0, не залежну вiд ε, що як тiльки x|t=0 = xm|t=0 (xm –
m-наближення), то ||x− xm|| ≤ εmc.

За допомогою теорем 1 i 2 можна асимптотично знизити порядок системи. Як-
що коренi характеристичного рiвняння системи (2) на сегментi [0;L] простi, то, як
наслiдок iз теорем С.Ф. Фещенка випливають теореми Бiркгофа i Тамаркiна про
асимптотичне зображення розв’язкiв таких систем.

2.2. Випадок кратних коренiв. Як згадувалось вище, теореми про асимпто-
тичне розщеплення дають можливiсть лише наближено понизити порядок вихiдної
системи. У загальному випадку, наприклад, для кратних коренiв характеристично-
го рiвняння з допомогою цих теорем отримати асимптотичний розв’язок системи (2)
неможливо. I в той же час цей випадок досить часто зустрiчається як при дослiджен-
нi теоретичних питань, так i при розв’язаннi задач практики. Цей випадок має мiсце
при розглядi рiвняння Штурма–Лiувiлля, при дослiдженнi систем диференцiальних
рiвнянь з малим параметром при частинi похiдних, в задачах оптимального керу-
вання. Зауважимо, що випадок кратних коренiв, особливо той варiант, коли кратним
кореням вiдповiдають кратнi елементарнi дiльники, досить складний. Це обумовлено
тим, що вихiдна система диференцiальних рiвнянь, взагалi кажучи, не має розв’яз-
кiв, якi б мали розвинення за цiлими степенями параметра ε. Такi розв’язки, на
вiдмiну вiд випадку простих коренiв, зображаються формальними рядами за дробо-
вими степенями цього параметра, причому показники степеня залежать не тiльки вiд
кратностi кореня, але й вiд кратностi вiдповiдних елементарних дiльникiв та певних
спiввiдношень мiж коефiцiєнтами розглядуваної системи диференцiальних рiвнянь.
Випадок кратних коренiв характеристичного рiвняння всебiчно дослiдив автор да-
ної статтi у 1960-1970 роках [3]. Нижче наведено деякi з отриманих ним результатiв
(теореми 3,4).

Припустимо, що характеристичне рiвняння (3) має хоча б один корiнь λ = λ0(τ)

постiйної кратностi k, 2 ≤ k < n, якому вiдповiдає елементарний дiльник тiєї ж
кратностi.
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Теорема 3. Якщо A(τ, ε) має на вiдрiзку [0;L] похiднi по τ всiх порядкiв i мат-
риця

C(τ) = T−1(τ)

(
dT (τ)

dτ
− A1(τ)T (τ)

)
, (4)

де T (τ) – матриця, яка приводить A0(τ) до жорданової форми, T−1(τ) – обернена
матриця до T (τ) така, що для будь-якого τ ∈ [0;L] її елемент

ck1(τ) ̸= 0, (5)

то система диференцiальних рiвнянь (2) має формальний розв’язок вигляду

x = u(τ, µ) exp

 t∫
0

λ(τ, µ)dt

 , (6)

де n-вимiрний вектор u(τ, µ) та скалярна функцiя λ(τ, µ) мають розвинення

u(τ, µ) =
∞∑
s=0

µsus(τ),

λ(τ, µ) = λ0(τ) +
∞∑
s=1

µsλs(τ),
(7)

в яких
µ = ε

1
k . (8)

Можна довести, що умова (5) є i необхiдною для того, щоб система (2) мала
формальний розв’язок вигляду (6).

Пiзнiше теорему 3 довiв М.М. Моiсеєв iншим методом [4].
У випадку коли ck1(τ) ≡ 0, але якщо при цьому ck−1,1(τ) + ck2(τ) ̸= 0, то си-

стема (2) має формальний розв’язок вигляду (6), де u(τ, µ), λ(τ, µ) зображаються
формальними рядами за степенями параметра

µ = ε
1

k−1 ,

а один розв’язок – за цiлими степенями параметра ε.
Наведемо найбiльш загальний результат автора стосовно дослiдження системи

(2) для випадку кратних коренiв характеристичного рiвняння (3).
Нехай виконуються умови:
1) матриця A(τ, ε) на вiдрiзку [0;L] має похiднi по τ всiх порядкiв;
2) характеристичне рiвняння (3) має один корiнь λ = λ0(τ) постiйної кратностi n;
3) кореню λ0(τ) вiдповiдає r ≥ 1 елементарних дiльникiв вигляду

(λ− λ0(τ))
k1 , ..., (λ− λ0(τ))

kr ;

4) виконується одне iз спiввiдношень:
а) k1 = k2 = ... = kr = k;
б) k1 > k2 > ... > kr.
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Тодi для випадку а) справедлива така теорема.

Теорема 4. Якщо виконуються умови 1-3 i випадок а), то для того щоб вектор

x = u(τ, µ) exp

 t∫
0

λ(τ, µ)dt

 ,

де n-вимiрний вектор u(τ, µ) i скалярна функцiя λ(τ, µ) зображуються формальни-
ми рядами

u(τ, µ) =
∞∑
s=0

µsus(τ), λ(τ, µ) =
∞∑
s=0

µsλs(τ), (9)

в яких µ = ε
1
k , був формальним вектор-розв’язком системи (2), необхiдно i достат-

ньо, щоб функцiя (λ1(τ))
k при будь-якому τ ∈ [0;L] була коренем рiвняння

det

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
ρ+ ck1(τ) ck,k+1(τ) ... ck,lr−1+1(τ)

c2k,1(τ) ρ+ c2k,k+1(τ) ... c2k,lr−1+1(τ)

... ... ... ...

cn1(τ) cn,k+1(τ) ... ρ+ cn,lr−1+1(τ)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= 0, (10)

де ck1(τ), ..., cnlr−1+1(τ), lr−1 = (r − 1)k – елементи матрицi (4).

Доведення достатньої умови теореми 4 дає i метод побудови коефiцiєнтiв фор-
мальних рядiв (9).

Аналогiчна теорема справедлива i для випадку б). Доведено також, що для обох
випадкiв формальнi розв’язки є асимптотичними розвиненнями за параметром ε точ-
них розв’язкiв системи (2). Зауважимо, що теорема 3 є частинним випадком теореми
4. Умова (10) для r = 1 набирає вигляду

ρ+ cn1(τ) = 0.

2.3. Точки повороту. “Збурене” характеристичне рiвняння. Проблеми.
Доведення iснування асимптотичних розв’язкiв системи (2) у випадку кратних ко-
ренiв значно складнiше нiж у випадку простих коренiв характеристичного рiвняння.
Тому природно виникає питання: чи не можна за допомогою певних перетворень над
матрицею коефiцiєнтiв системи випадок кратних коренiв звести до простих? Так,
Г. Туррiтiн [5], I.I. Старун [6] намагалися з допомогою низки зрiзуючих перетворень
позбутися випадку кратних коренiв. Але повнiстю уникнути формальних розвинень
за дробовими степенями параметра ε їм так i не вдалося.

В останнi роки автором [7] запропоновано новий пiдхiд до побудови формальних
розв’язкiв системи (2), який пов’язаний з введенням до розгляду так званого збуре-
ного характеристичного рiвняння. З’ясуємо цей метод для окремого випадку системи
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(2). А саме, будемо розглядати систему диференцiальних рiвнянь вигляду
dx

dt
= A(τ)x. (11)

Припустимо, що матриця A(τ) достатнє число раз диференцiйовна на вiдрiзку
[0;L], рiвняння (3) при будь-якому τ ∈ [0;L] має один тотожно n-кратний корiнь λ =

λ0(τ) i йому вiдповiдає один елементарний дiльник тiєї ж кратностi. Тодi з допомогою
пiдстановки x = V (τ)y, де V (τ) – матриця перетворення подiбностi, систему (11)
можна звести до системи вигляду

dy

dt
= B(τ, ε)y, (12)

де
B(τ, ε) = W (τ)− εV −1(τ)V ′(τ),

W (τ) – клiтина Жордана, V −1(τ) – матриця, обернена до V (τ), V ′(τ) – похiдна.
Побудуємо рiвняння

det ∥B(τ, ε)− ρE∥ = 0 (13)

i назвемо його “збуреним” характеристичним рiвнянням.
Припустимо, що коренi ρi(τ, ε), i = 1, n рiвняння (13) простi для будь-якого τ ∈

[0;L] i ε ∈ (0; ε0]. Тодi, пiдставляючи в систему (12) вектор

y = Um(τ, ε, ε)z, Um(τ, ε, ε) =
m∑
s=0

εsUs(τ, ε) (14)

(m ≥ 1 – натуральне число), отримуємо систему

Um(τ, ε, ε)
dz

dt
= (B(τ, ε)Um(τ, ε, ε)− εU ′

m(τ, ε, ε))z, (15)

(U ′
m(τ, ε, ε) – похiдна по τ).
Матрицю Um(τ, ε, ε) будемо визначати iз матричної рiвностi

B(τ, ε)Um(τ, ε, ε)− εU ′
m(τ, ε, ε) = Um(τ, ε, ε)(Λm(τ, ε, ε) + εm+1Cm(τ, ε)), (16)

в якiй Λm(τ, ε, ε) =
m∑
s=0

εsΛs(τ, ε) – дiагональна матриця, а Cm(τ, ε) – матриця розмiрiв

n× n.
Зрiвняємо в рiвностi (16) коефiцiєнти при “зовнiшнiх” степенях εk, k = 0, 1, ...,m,

i εm+1. Отримаємо систему рiвнянь

B(τ, ε)U0(τ, ε)− U0(τ, ε)Λ0(τ, ε) = 0,

B(τ, ε)Ur(τ, ε)− Ur(τ, ε)Λ0(τ, ε) = Hr(τ, ε), r = 1,m,

Um(τ, ε, ε)Cm(τ, ε) = Rm(τ, ε),
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де

Hr(τ, ε) = U ′
r−1(τ, ε) +

r∑
i=0

Ui(τ, ε)Λr−i(τ, ε), r = 1,m,

Rm(τ, ε) = U ′
m(τ, ε) +

m∑
k=1

m∑
j=k

εk−1Uk+j−1(τ, ε)Λm+2−k−j(τ, ε).

Невiдомi матрицi Us(τ, ε), Λs(τ, ε), s = 0,m, визначаються методом, наведеним у
[7]. Далi вимагатимемо виконання умови

1◦). матриця Um(τ, ε, ε) неособлива при будь-якому τ ∈ [0;L] i ε ∈ (0; ε0]. Тодi
систему (15) згiдно з (16) можна записати у виглядi

dz

dt
=
(
Λm(τ, ε, ε) + εm+1Cm(τ, ε)

)
z, (17)

де Cm(τ, ε) = U−1
m (τ, ε, ε)Rm(τ, ε).

Нехай виконується умова
2◦). для будь-якого τ ∈ [0;L] i ε ∈ (0; ε0] Re(ρj(τ, ε)) ≤ 0, j = 1, n, Cm(τ, ε) =

O(ε−α), ε → 0, 0 < α < m. Тодi систему (17) можна проiнтегрувати методом послi-
довних наближень, внаслiдок чого для вектора z отримаємо асимптотичну формулу

z = exp

(
1
ε

τ∫
0

m∑
s=0

εsΛs(σ, ε)dσ

)
a+O(εm−α), ε→ 0, де a – сталий вектор.

Накладемо ще одну умову
3◦). матриця Um(τ, ε, ε) для будь-якого τ ∈ [0;L] i ε ∈ (0; ε0] обмежена за нормою.

Тодi для вектора x отримаємо асимптотичну формулу

x = V (τ, ε)Um(τ, ε, ε) exp

1

ε

τ∫
0

m∑
s=0

εsΛs(σ, ε)dσ

 a+O(εm−α), ε→ 0. (18)

Зауважимо, що формула (18) отримана при виконаннi умов 1◦–3◦, в яких явно
не фiгурують коефiцiєнти системи (11). Виникає питання: яким вимогам повинна
вiдповiдати матриця A(τ) (матриця A(τ, ε)), щоб виконувались умови 1◦–3◦?

Вiдповiдi на це питання i складають тi проблеми, якi згадуються в п. 2.4.

Приклад 1. Розглянемо скалярне рiвняння

d2x

dt2
+ εp(τ)x = 0, (19)

де p(τ) ̸= 0∀τ ∈ [0;L] i має неперервнi похiднi до другого порядку включно.
Тодi рiвняння (19) можна записати у виглядi системи (12), де y = (y1; y2)

(y1 = x, y2 = dx/dt) – двовимiрний вектор, B(τ, ε) – матриця розмiрiв 2 × 2

вигляду B(τ, ε) =

∥∥∥∥∥ 0 1

−εp(τ) 0

∥∥∥∥∥. Рiвняння (13) має коренi ρ1(τ, ε) =
√

−εp(τ),
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ρ2(τ, ε) = −
√
−εp(τ). Нехай у пiдстановцi (14) m = 1. Тодi, повторивши попе-

реднi виклади та наклавши умову p(τ) > 0 ∀ τ ∈ [0;L] (при цьому припущен-
нi умови 1◦–3◦ виконуються), для вектора z отримаємо асимптотичну формулу

z = exp

(
1
3

τ∫
0

Λ̃1(σ, ε)dσ

)
+O

(
ε

1
2

)
, ε→ 0, де Λ̃1(σ, ε) = diag

(
p′(τ)
4p(τ)

; p′(τ)
4p(τ)

)
.

Зауваження 1. Запропонований в п. 2.3. метод може бути застосований
i в тому випадку коли в системi (2) з’являються точки повороту [8]. У цьо-
му випадку слiд на матрицю A(τ, ε) накласти умову, щоб рiвняння (збурене)
det ∥A0(τ) + εA1(τ)− ρE∥ = 0 при ∀ τ ∈ [0;L] i ∀ ε ∈ (0; ε0] мало рiзнi коренi.

3. Системи диференцiальних рiвнянь з виродженням в точцi

Останнiм часом все бiльше математикiв займаються дослiдженням сингулярно
збурених систем диференцiальних рiвнянь як лiнiйних так i нелiнiйних, у яких мат-
риця при похiдних може бути виродженою. Бiблiографiю з цих дослiджень можна
знайти в монографiї [9]. При цьому розглядалися випадки, коли матриця є виродже-
ною на всьому промiжку, на якому дослiджується система диференцiальних рiвнянь.

У данiй роботi розглядається випадок, коли виродженiсть в системi настає в однiй
точцi, i отже, вище наведенi результати не можуть бути застосованими.

Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь вигляду

εtp
dx

dt
= A(t)x, x(0) = x0, (20)

у якiй x = x(t), x0 – n-вимiрнi вектори, A(t) – (n×n)-матриця, ε (0 < ε ≤ ε0) – малий
параметр, t ∈ [0;L] – дiйсна змiнна, p ≥ 1 – натуральне число.

Як це слiдує з (20) при t = 0 настає виродженiсть: коефiцiєнт при похiднiй дорiв-
нює нулю. На матрицю A(t) накладемо умови:

1◦. На вiдрiзку [0;L] вона неперервна i має неперервнi похiднi до m + 1 порядку
включно (m ≥ p – натуральне число). Тодi A(t) може бути розвинута за формулою
Тейлора:

A(t) = A(0) +
A′(0)

1!
t+ ...+

A(m)(0)

m!
tm +

A(m+1)(θt)

(m+ 1)!
tm+1, 0 < θ < 1. (21)

2◦. В точцi t = 0 виконуються умови: A(0) = A′(0) = ... = A(p−1)(0) = 0, A(p)(0) ̸=
0, де 0 – нульова матриця, A′(0), ..., A(p)(0) – вiдповiднi похiднi матрицi A(t) при t = 0.

3.1. Асимптотика (за параметром ε) на вiдрiзку 0 ≤ t ≤ δ. Систему дифе-
ренцiальних рiвнянь (21) при t ∈ (0;L] можна записати у виглядi:

ε
dx

dt
= B(t)x, (22)
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де
B(t) =

1

tp
A(t). (23)

При виконаннi умов 1◦– 2◦ iснує lim
t→0
(t>0)

B(t) i дорiвнює

lim
t→0
(t>0)

B(t) =
1

p!
A(p)(0) = K. (24)

Тодi B(t) у точцi t = 0 можна довизначити за принципом неперервностi, ввiвши
матрицю:

C(t) =

{
B(t), t ∈ (0;L],

K, t = 0.
(25)

Надалi розглядатимемо довизначену в точцi t = 0 систему диференцiальних рiв-
нянь:

ε
dx

dt
= C(t)x, x(0) = x0, (26)

задану на вiдрiзку [0;L].
Зазначимо, матриця C(t) в системi (26) згiдно 1◦, (25) є неперервною на вiдрiзку

[0;L] i має неперервнi похiднi до m+ 1 включно в напiвiнтервалi (0;L].
Введемо до розгляду матрицю

D(t) = C(t)−K. (27)

Згiдно (24) iснує окiл точки t = 0, 0 ≤ t ≤ δ (цим самим визначено число 0 <

δ = δ(ε) ≤ L) такий, що для ∀ t ∈ [0; δ] i ∀ ε ∈ (0; ε0] норма ∥D(t)∥ матрицi D(t)

задовольняє нерiвнiсть
∥D(t)∥ ≤ εαb, (28)

де α > 1 – довiльне дiйсне число, b > 0 – дiйсне число, яке не залежить вiд ε.
Тодi систему диференцiальних рiвнянь (26) можна записати у виглядi

ε
dx

dt
= Kx+D(t)x, x(0) = x0. (29)

Введемо пiдстановку
x = Xy, (30)

де X = X(t, ε) – розв’язок початкової задачi X(0, ε) = E для матричного рiвняння

ε
dX

dt
= KX, (31)

E – одинична матриця. Рiвняння (31) має нормальну фундаментальну систему роз-
в’язкiв

X = exp

(
1

ε
Kt

)
. (32)
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Тодi пiдстановка (30) зводить систему диференцiальних рiвнянь (29) до еквiвалентної
системи iнтегральних рiвнянь:

x = exp

(
1

ε
Kt

)
x0 +

1

ε

t∫
0

exp

(
1

ε
K(t− t1)

)
D(t1)x(t1, ε)dt1. (33)

Надалi припускатимемо виконання умови:
3◦. Характеристичнi числа матрицi K простi i їх дiйснi частини недодатнi. Тодi

iснують числа c1 > 0, c2 > 0, якi не залежать вiд ε i такi, що ∀ t, t1 ∈ [0; δ] i ∀ ε ∈ (0; ε1]

(0 < ε1 ≤ ε0) мають мiсце оцiнки∥∥∥∥exp(1

ε
Kt

)
x0

∥∥∥∥ ≤ c1,

∥∥∥∥exp 1

ε
K(t− t1)D(t1)

∥∥∥∥ ≤ c2ε
α. (34)

Тому iз спiввiдношення (33) отримуємо нерiвнiсть:

∥x∥ ≤ c1 + εα−1
0 c2

t∫
0

∥x(t1, ε)∥ dt1, (35)

0 ≤ t ≤ δ ≤ L.
Застосовуючи до нерiвностi (35) вiдому лему Беллмана [10], отримуємо

∥x(t, ε)∥ ≤ c1e
εα−1
0 c2L, (36)

0 ≤ t ≤ δ ≤ L, 0 < ε ≤ ε1 ≤ ε0, ∥x∥ – норма вектора x. Отже, розв’язок x(t, ε)

системи диференцiальних рiвнянь (26) з початковою умовою x(0) = x0 є обмеженим
для ∀ t ∈ [0; δ] (0 < δ < L) i ∀ ε ∈ (0; ε1] (0 < ε1 ≤ ε0).

Тодi для другого доданку в рiвностi (33) маємо таку оцiнку∥∥∥∥∥∥
t∫

0

exp

(
1

ε
K(t− t1)

)
D(t1)x(t1, ε)dt1

∥∥∥∥∥∥ ≤ εα−1c2c1e
εα−1
0 c2LL. (37)

Отриманi вище результати можна сформулювати у виглядi теореми.

Теорема 5. Якщо матриця A(t) задовольняє умови 1◦–3◦ п. 3.1, то iснує вiдрi-
зок [0; δ] ⊂ [0;L] (δ = δ(ε) > 0 – число, яке визначається спiввiдношенням (28)
такий, що для ∀ t ∈ [0; δ] i ∀ ε ∈ (0; ε1] (0 < ε1 ≤ ε0)) розв’язок системи диферен-
цiальних рiвнянь (26) можна зобразити у виглядi асимптотичної (за параметром
ε) формули:

x(t, ε) =

(
exp

(
K
t

ε

)
+O(εα−1)

)
x0. (38)
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3.2. Асимптотика (за параметром ε) на вiдрiзку [δ;L]. Для введення
асимптотичної формули для розв’язку системи (26) на вiдрiзку [δ;L] скористаємо-
ся методом роботи [7]. Згiдно (25) система диференцiальних рiвнянь (26) набирає
вигляду:

ε
dx

dt
= B(t)x, x(δ) = xδ. (39)

4◦. Припускатимемо, що характеристичне рiвняння

det ∥B(t)− λE∥ = 0 (40)

на вiдрiзку [δ;L] має простi коренi λ1(t), ..., λn(t).
Згiдно 1◦, (23) матриця B(t) на вiдрiзку [δ;L] має неперервнi похiднi до (m+1)-го

(m ≥ 1) порядку включно. Тому [1] iснує неособлива матриця T (t), яка на вiдрiзку
[δ;L] має неперервнi похiднi до порядку m + 1 включно i така, що на вiдрiзку [δ;L]

вiрною є рiвнiсть
T−1(t)B(t)T (t) = Λ(t), (41)

де
Λ(t) = diag(λ1(t), ..., λn(t)), (42)

T−1(t) – матриця обернена до T (t).
Шукатимемо розв’язок системи (39) у виглядi

x(t, ε) = Um(t, ε)y(t, ε), (43)

де Um(t, ε) – (n× n)-матриця

Um(t, ε) =
m∑
s=0

εsUs(t), (44)

y(t, ε) – n-вимiрний вектор. Тодi згiдно [7] систему (39) можна звести до системи

ε
dy

dt
= (Λm(t, ε) + εm+1Cm(t, ε))y, (45)

з початковою умовою
yδ = y(δ) = U−1

m (δ, ε)xδ, (46)

де Cm(t, ε) – неперервна (n× n)-матриця.
Система диференцiальних рiвнянь (45) зводиться до iнтегральної системи рiвнянь

вигляду

y(t, ε) = exp

1

ε

t∫
δ

Λm(t1, ε)dt1

 yδ + εm
t∫

δ

exp

1

ε

t∫
t1

Λm(τ, ε)dτ

Cm(t1, ε)y(t1, ε)dt1.
(47)
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5◦. Надалi припускатимемо, що для ∀ t ∈ [δ;L] виконується умова: Reλi(t) ≤ 0,
i = 1, n. Тодi можна стверджувати, що iснують сталi числа c3 > 0, c4 > 0, якi
незалежать вiд ε, i такi, що ∀ t ∈ [δ;L] i ∀ ε ∈ (0; ε0] вiрними є нерiвностi:∥∥∥∥∥∥exp

1

ε

t∫
δ

Λm(t1, ε)dt1

 yδ

∥∥∥∥∥∥ ≤ c3,

∥∥∥∥∥∥exp
1

ε

t∫
t1

Λm(τ, ε)

Cm(t1, ε)dt1

∥∥∥∥∥∥ ≤ c4. (48)

Тодi iз (47), враховуючи (48), отримаємо нерiвнiсть

∥y(t, ε)∥ ≤ c3 + c4ε
m
0

t∫
δ

∥y(t1, ε)∥dt1. (49)

Застосовуючи до нерiвностi (49) лему Беллмана [10], маємо оцiнку:

∥y(t, ε)∥ ≤ c3e
c4Lεm0 (50)

для ∀ t ∈ [δ;L] i ε ∈ (0; ε2] (0 < ε2 ≤ ε1 ≤ ε0).
Iз нерiвностей (48), (50) випливає:∥∥∥∥∥∥

t∫
δ

exp

1

3

t∫
t1

Λm(τ, ε)dτ

Cm(t1, ε)y(t1, ε)

∥∥∥∥∥∥ ≤ c4c3Le
c4Lεm0 . (51)

Отже, для вектора y(t, ε) згiдно (47) при ∀ t ∈ [δ;L] i ∀ ε ∈ (0; ε2] (0 < ε2 ≤ ε1 ≤ ε0)

вiрною є асимптотична (за параметром ε) формула:

y(t, ε) = exp

1

ε

t∫
δ

Λm(t1, ε)dt1

 yδ +O(εm). (52)

Оскiльки матриця Um(t, ε) згiдно 1◦ на вiдрiзку [δ;L] є неперервною i при малих
значеннях параметра ε ∈ (0; ε2] (0 < ε2 ≤ ε1 ≤ ε0) неособливою, то iснує число c5 > 0,
яке не залежить вiд параметра ε i таке, що ∥Um(t, ε)∥ ≤ c5.

Тому для шуканого вектор-розв’язку x(t, ε) системи диференцiальних рiвнянь
(39) вiрною є асимптотична формула:

x(t, ε) = Um(t, ε) exp

1

ε

t∫
δ

Λm(t1, ε)dt1

 yδ +O(εm), (53)

де yδ = U−1
m (δ, ε)xδ, xδ знаходиться iз формули (38) при t = δ.

Пiдсумовуючи, можна сформулювати теорему.

Теорема 6. Якщо виконуються умови 1◦–5◦ п. 3, то для вектор-розв’язку x(t, ε)
системи диференцiальних рiвнянь (39) в областi t ∈ [δ;L], 0 < ε ≤ ε2 (0 < ε2 ≤ ε1 ≤
ε0) вiрною є асимптотична (за параметром ε) формула (53).

Зробимо наступнi зауваження.
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Зауваження 2. Якщо в системi диференцiальних рiвнянь (26) довизначена
неперервна матриця C(t) в точцi t = 0 має m + 1 (m ≥ 1) неперервну похiдну,
то в п. 4 замiсть вiдрiзка [δ;L] можна розглядати увесь вiдрiзок [0;L]. I формула
(53) залишається вiрною i для цього випадку. Тодi потреба в дослiдженнi системи
(26) на вiдрiзу [0; δ] вiдпадає.

Зауваження 3. В п. 3 припускається виконання умови 4◦. Однак, використо-
вуючи метод [11], можна провести дослiдження системи (39) i у тому випадку,
коли серед коренiв характеристичного рiвняння з’являються кратнi.

Зауваження 4. Оскiльки число α > 1 – довiльне, то для рiвномiрної за пара-
метром ε асимптотики на всьому вiдрiзку [0;L] досить в формулi (38) покласти
α = m+ 1.

4. Нелiнiйнi системи. Асимптотика в околi особливої точки

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду

εE(t)
dx

dt
= A(t, ε)x+ εf(t, x, ε), x(0, ε) = x0, (54)

де E(t) – дiагональна матриця

E(t) = diag

1, ..., 1,︸ ︷︷ ︸
n

tp1 , ..., tp2

 , (55)

A(t, ε) – (n × n)-матриця, f(t, x, ε) – n-вимiрний вектор, якi вiдповiдно в областях
D(0 ≤ t ≤ L; 0 < ε ≤ ε0), T (0 ≤ t ≤ L; ∥x∥ ≤ 0, 0 < ε ≤ ε0) задовольняють умовам:

6◦. Вони є неперервними i для вектора f за змiнною x виконується умова Лiпшица;
7◦. Iснують скiнченнi границi:

lim
t→0
(t>0)

(E−1(t)f(t, x(t), ε)) = b(ε) ̸= 0, (56)

де E−1(t) – обернена матриця до E(t) (при t > 0 E−1(t) iснує), O – нульова – (n× n)

матриця, 0 – нульовий n-вимiрний вектор.
8◦. Характеристичнi числа матрицi K(ε) простi їх дiйснi частини недодатнi. За-

уважимо, що умова 1◦ забезпечує iснування та єдинiсть неперервного розв’язку
x = x(t, ε) задачi (54).

4.1. Асимптотика на вiдрiзку 0 ≤ t ≤ δ. Систему (5) можна записати у
виглядi

ε
dx

dt
= B(t, ε)x+ εf1(t, x, ε), (57)
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де B1(t, ε) = E−1(t)A(t, ε), f1(t, x, ε) = E−1(t)f(t, x, ε). (58) Матрицю B(t, ε) i вектор
f1(t, x, ε) згiдно 6◦, 7◦ в точцi t = 0 можна довизначити за принципом неперервностi
ввiвши матрицю C(t, ε) i вектор f2(t, x, ε):

C(t, ε) =

{
B(t, ε), t ∈ (0;L],

K(ε), t = 0,

f2(t, x, ε) =

{
f1(t, x, ε), t ∈ (0;L],

h(ε), t = 0
(59)

Надалi розглядатимемо довизначену систему

ε
dx

dt
= C(t, ε)x+ εf2(t, x, ε), x(0) = x0, (60)

у якiй матриця C(t, ε) i вектор f2(t, x, ε) є неперервними вiдповiдно в областях D i
T . Систему (60) запишемо у виглядi:

ε
dx

dt
= K(ε)x+ εh(ε) + C̃(t, ε)x+ εf2(t, x, ε), (61)

де
C̃(t, ε) = C(t, ε)−K(ε), f̃2(t, x, ε) = f2(t, x, ε)− h(ε). (62)

Згiдно умови 6◦ iснує окiл точки t = 0, 0 ≤ t ≤ δ (цим самим визначено число
0 < δ ≤ δ(ε) ≤ L) такий, що ∀ t ∈ [0; δ] i ∀ ε ∈ (0; ε0) справедливими є нерiвностi∥∥∥C̃(t, ε)∥∥∥ ≤ εαb1,

∥∥∥f̃2(t, x, ε)∥∥∥ ≤ εαb2, (63)

де α > 1 – довiльне дiйсне число, b1 > 0, b2 > 0 – дiйснi числа, якi не залежать вiд
ε. Далi застосовуємо вiдомий метод зведення диференцiальної системи рiвнянь до
iнтегральної системи. З цiєю метою застосуємо пiдстановку

x = Xy, (64)

де X = X(t, ε) – розв’язок початкової задачi X(0, ε) = E (E – одинична матриця),
для матричного рiвняння

ε
dX

dt
= K(ε)X. (65)

Рiвняння (65) має нормальну фундаментальну систему розв’язкiв

X = exp

(
1

ε
K(ε)t

)
. (66)

Тодi пiдстановка (64) зводить систему диференцiальних рiвнянь (61) до системи
iнтегральних рiвнянь

y(t) = y(0) +

t∫
0

exp

(
−K(ε)

t1
ε

)
dt1h(ε)+
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+
1

ε

t∫
0

exp

(
−K(ε)

t1
ε

)
C̃(t1, ε) exp

(
K(ε)

t1
ε

)
y(t1)dt1+

+

t∫
0

exp

(
−K(ε)

t1
ε

)
f̃2

(
t1, exp

(
K(ε)

t1
ε

)
y(t1), ε

)
dt1. (67)

Застосовуючи до iнтегрального рiвняння (67) метод послiдовних наближень
[11] можна довести, що при виконаннi умови 6◦ рiвняння (67) на вiдрiзку [0; δ1]

(0 < δ1 ≤ δ) має єдиний неперервний обмежений розв’язок y = y(t), який при t = 0

дорiвнює x0.
Тодi, помноживши обидвi частини рiвняння (67) на матрицю (66), отримуємо

x(t) = exp

(
K(ε)

t

ε

)
x0 +

t∫
0

exp

(
K(ε)

t− t1
ε

)
dt1h(ε)+

+
1

ε

t∫
0

exp

(
K(ε)

t− t1
ε

)
C̃(t1, ε)x(t1)dt1+

+

t∫
0

exp

(
K(ε)

t− t1
ε

)
f2 (t1, x(t1), ε) dt1. (68)

Надалi скористаємося умовою 8◦ та нерiвностями (63). Тодi можна стверджувати,
що iснують числа c1 > 0, c2 > 0, якi не залежать вiд ε i такi, що оцiнки:∥∥∥∥exp(K(ε)

t− t1
ε

)
C̃(t1, ε)x(t1)

∥∥∥∥ ≤ εα−1c1,∥∥∥∥exp(K(ε)
t− t1
ε

)
f̃2(t1, x(t1), ε)

∥∥∥∥ ≤ εαc2. (69)

Отже, з iнтегрального рiвняння (68) та нерiвностей (69) випливає асимптотична
за параметром ε формула:

x(t) = exp

(
K(ε)

t

ε

)
x0 +

t∫
0

exp

(
K(ε)

t− t1
ε

)
dt1h(ε) +O(εα−1). (70)

Отриманий результат сформулюємо у виглядi теореми.

Теорема 7. Якщо для задачi Кошi (54) виконуються умови 6◦–8◦, то для роз-
в’язку x(t) цiєї задачi для ∀ t ∈ [0; δ1] (δ1 ≤ δ ≤ L) i ∀ ε ∈ (0; ε0] вiрною є формула
(70).
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