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1. Вступ

Нехай ξk послiдовнiсть незалежних випадкових величин , якi набувають
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значень 0,1,2,3 з ймовiрностями p0k, p1k, p2k, p3k вiдповiдно. Випадкова величина

ξ =
∞∑
k=1

ξk2
−k

називається випадковою величиною, зображеною двiйковим дробом з двома надлиш-
ковими цифрами.

За теоремою Джессена–Вiнтнера [8] випадкова величина ξ має чистий розподiл,
тобто чисто дискретний, або чисто абсолютно неперервний, або чисто сингулярний.

За теоремою П. Левi [9] випадкова величина ξ має чисто дискретний розподiл
тодi i тiльки тодi, коли

∞∏
k=1

max{pik}
0≤i≤3

> 0

Проблема типу розподiлу випадкової величини ξ розглядалася в роботi [3], де були
знайденi деякi достатнi умови сингулярностi та абсолютної неперервностi розподi-

лу випадкової величини ξ, а саме: якщо
∞∏
k=1

max{pik}
0≤i≤3

= 0 та порушується умова

lim
k→∞

dkgk+1 = 0, де dk = (p0k − p1k + p2k − p3k)
2, gk+1 = (p0(k+1) − p2(k+1))

2 + (p1(k+1) −
p3(k+1))

2, то випадкова величина ξ має чистий сингулярний розподiл, якщо ж при-

наймнi один з рядiв,
∞∑
k=1

(p0k + p2k − 1
2
)2 (при умовi, що починаючи, з деякого номера

k = k0 виконується нерiвнiсть p2k
p0k

≥ p3k
p1k

),
∞∑
k=1

(
√
p0k −

√
p2k)

2 + (
√
p1k −

√
p3k)

2, або
∞∑
k=1

(1 − 2
√
p0kp3k) збiжний, то розподiл випадкової величини ξ абсолютно неперерв-

ний.
Задача про тип розподiлу випадкової величини ξ, за умови pik = pi,∀k ∈ N, i ∈

{0, 1, 2, 3}, розглядалася в роботi [4].

Теорема 1. [4] Випадкова величина ξ має чистий розподiл, причому
1)дискретний ⇔pmax = max

0≤i≤3
pi = 1;

2)


max
0≤i≤3

pi ̸= 1;

p0 − p1 + p2 − p3 ̸= 0;

(p0 − p2)
2 + (p1 − p3)

2 ̸= 0.

⇒сингулярний

3) (p0 − p2)
2 + (p1 − p3)

2 = 0 ⇒ абсолютно неперервний.

2. Умова абсолютної неперервностi одного класу випадкових величин,
зображених двiйковим дробом з двома надлишковими цифрами

Означення 1. Нехай n – натуральне число,m – невiд’ємне число, яке не перевищує
3·(2n−1), ||αij|| – матриця розмiрностi k×n (з максимально можливим k), елементами
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якої є цифри алфавiту A = {0, 1, 2, 3}, причому для кожного i ∈ {1, ..., k} виконується
умова:

n∑
j=1

αij
2j

=
m

2n
.

Для стохастичнiй матрицi ¯||p|| = (p0k, p1k, p2k, p3k) розмiру 4× s, (s ≥ n), k ∈ {1, ..., s}
означимо величину(число)

S
¯||p||
m,n =

k∑
i=1

n∏
j=1

pαijj,

яку називатимемо сумою всеможливих добуткiв (СВД).
Покладемо S

¯||p||
−1,n = 0 = S

¯||p||
−2,n для кожного натурального n.

Лема 1. Нехай ||(q0r, q1r, q2r, q3r)|| довiльна стохастична матриця 4 × n, r ∈

{1, ..., n},
3(2n−1)∑
i=0

aiz
i — канонiчний розклад многочлена

h(z) =
n∏
i=1

(q0(n−i+1) + q1(n−i+1)z
2i−1

+ q2(n−i+1)z
2·2i−1

+ q3(n−i+1)z
3·2i−1

).

тодi

aj ≤
n∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i},∀n ∈ N, ∀j ∈ {0, 1, ..., 3 · (2n − 1)}

Доведення. Доведення проведемо за iндукцiєю по n.
При n = 1 aj = qj ≤ max{q01 + q21; q11 + q31}, i ∈ {0, 1, 2, 3}.
Нехай твердження правильне при n = k, тодi

al ≤
k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i},∀l ∈ {0, 1, ..., 3 · (2k − 1)}, де

h(z) =
k∏
i=1

(q0(k−i+1) + q1(k−i+1)z
2i−1

+ q2(k−i+1)z
2·2i−1

+ q3(k−i+1)z
3·2i−1

) =
3(2k−1)∑
i=0

aiz
i.

Доведемо, що твердження правильне при n = k + 1, тобто

bl ≤
k+1∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i},∀l ∈ {0, 1, ..., 3 · (2k+1 − 1)}, де

h∗(z) =
k+1∏
i=1

(q0(k−i+2) + q1(k−i+2)z
2i−1

+ q2(k−i+2)z
2·2i−1

+ q3(k−i+2)z
3·2i−1

) =
3(2k+1−1)∑

i=0

biz
i.

Оскiльки h∗(z) = (q0(k+1) + q1(k+1)z + q2(k+1)z
2 + q3(k+1)z

3)h(z2), то

3(2k+1−1)∑
i=0

biz
i = (q0(k+1) + q1(k+1)z + q2(k+1)z

2 + q3(k+1)z
3)

3(2k−1)∑
i=0

aiz
2i

Маємо:
b0 = q0(k+1)a0

b1 = q1(k+1)a0

b2m = q0(k+1)am + q2(k+1)am−2,m ∈ {1, 2, ..., 3 · 2k+1 − 3}
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b2r+1 = q1(k+1)ar + q3(k+1)ar−2, r ∈ {1, 2, ..., 3 · 2k+1 − 3)}

b3(2k+2−1)−1 = q2(k+1)a3(2k+1−1)−1

b3(2k+2−1) = q3(k+1)a3(2k+1−1)

Отже, отримаємо:

b0 = q0(k+1)a0 ≤ q0(k+1)

k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} ≤

≤ max{q0(k+1) + q2(k+1); q1(k+1) + q3(k+1)}
k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} =

=
k+1∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i}

b1 = q1(k+1)a0 ≤ q1(k+1)

k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} ≤

≤ max{q0(k+1) + q2(k+1); q1(k+1) + q3(k+1)}
k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} =

=
k+1∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i}

b2m = q0(k+1)am + q2(k+1)am−2 ≤

≤ q0(k+1)

k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i}+ q2(k+1)

k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} =

= (q0(k+1) + q2(k+1))
k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} ≤

≤ max{q0(k+1) + q2(k+1); q1(k+1) + q3(k+1)}
k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} =

=
k+1∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i},∀m ∈ {1, 2, ..., 3 · 2k+1 − 3}

b2r+1 = q1(k+1)ar + q3(k+1)ar−2 ≤

≤ q1(k+1)

k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i}+ q3(k+1)

k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} =

= (q1(k+1) + q3(k+1))
k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} ≤

≤ max{q0(k+1) + q2(k+1); q1(k+1) + q3(k+1)}
k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} =

=
k+1∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i}, ∀r ∈ {1, 2, ..., 3 · 2k+1 − 3)}

b3(2k+2−1)−1 = q2(k+1)a3(2k+1−1)−1 ≤ q2(k+1)

k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} ≤

≤ max{q0(k+1) + q2(k+1); q1(k+1) + q3(k+1)}
k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} =

=
k+1∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i}



ПРО РОЗПОДIЛ ОДНОГО КЛАСУ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН 145

b3(2k+2−1) = q3(k+1)a3(2k+1−1) ≤ q3(k+1)

k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} ≤

≤ max{q0(k+1) + q2(k+1); q1(k+1) + q3(k+1)}
k∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i} =

=
k+1∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i}

Лему доведено. �

Лема 2. Якщо для нескiнченної стохастичної матрицi ||(p0k, p1k, p2k, p3k)||, (k ∈
N) виконується умова

∞∑
k=1

(max{p0k + p2k; p1k + p3k} −
1

2
) <∞,

то iснує число L, таке що

S
¯||p||
m,n ≤ L

2n
,∀n ∈ N, ∀m ∈ {0, 1, ..., 3 · (2n − 1)}

Доведення. Розглянемо вираз

g(z) =
n∏
i=1

(p0n + p1nz
1

2i + p2nz
2·1
2i + p3nz

3·1
2i )

Нехай g(z) =
3(2n−1)∑
i=0

aiz
i

2n . Якщо в k-ому (k ∈ {1, ..., n}) множнику добутку
n∏
i=1

(p0n +

p1nz
1

2i + p2nz
2·1
2i + p3nz

3·1
2i ) взяти член pikkz

ik
2k , де ik−1 ∈ {0, 1, 2, 3},∀k ∈ {1, ..., n} i всi

цi члени перемножити отримаємо вираз zr
n∏
k=1

pikk, де r =
n∑
k=1

ik
2k

, тобто a2n·r =

=
∑ n∏

k=1

pαik−1
, де сума береться по все можливим наборам (i1; i2; ...; in) для яких

r =
n∑
k=1

ik
2k

.

Отже,
a2n·r = S

¯||p||
2n·r,n, 2

n · r ∈ {0, 1, ..., 3 · (2n − 1)} (1)

Розглянемо многочлен
h(z) =

n∏
i=1

(p0(n−i+1) + p1(n−i+1)z
2i−1

+ p2(n−i+1)z
2·2i−1

+ p3(n−i+1)z
3·2i−1

).

Оскiльки h(z) = g(z2
n
), то враховуючи лему 1, маємо:

aj ≤
n∏
i=1

max{q0i + q2i; q1i + q3i},∀n ∈ N, ∀j ∈ {0, 1, ..., 3 · (2n − 1)}, тому

S
¯||p||
m,n = am ≤

n∏
i=1

max{p0i + p2i; p1i + p3i}, ∀n ∈ N, ∀m ∈ {0, 1, ..., 3 · (2n − 1)}

Зрозумiло, що
∞∑
k=1

(max{p0k + p2k; p1k + p3k} − 1
2
) <∞ звiдки
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∞∑
k=1

(2max{p0k + p2k; p1k + p3k} − 1) <∞. Оскiльки p0k + p2k + p1k + p3k = 1,

то 2max{p0k + p2k; p1k + p3k} ≥ 2 · 1
2
= 1, тому

∞∑
k=1

(2max{p0k + p2k; p1k + p3k} − 1) <∞ ⇒
∞∏
k=1

(2max{p0k + p2k; p1k + p3k}) <∞

Позначимо
∞∏
k=1

(2max{p0k + p2k; p1k + p3k}) = L (2)

оскiльки 2max{p0k + p2k; p1k + p3k} ≥ 1, ∀k ∈ N , то
n∏
i=1

2max{p0i + p2i; p1i + p3i} ≤
∞∏
k=1

(2max{p0k + p2k; p1k + p3k}) = L,

для кожного n ∈ N . Звiдки

2n
n∏
i=1

max{p0i + p2i; p1i + p3i} =
n∏
i=1

2max{p0i + p2i; p1i + p3i} ≤ L, ∀n ∈ N ,

n∏
i=1

max{p0i + p2i; p1i + p3i} ≤ L

2n
, ∀n ∈ N.

Враховуючи нерiвнiсть (1) отримаємо:

S
¯||p||
m,n ≤ L

2n
,∀n ∈ N, ∀m ∈ {0, 1, ..., 3 · (2n − 1)}.

�

Лема 3. Якщо розподiл випакдової величини ξ неперервний, то для кожного
натурального n i довiльного m ∈ {0, 1, ..., 3 · (2n − 1)}, виконується рiвнiсть

P{ξ ∈
[
m
2n
; m+1

2n

]
} = P{ξ∗∗n ∈ [0; 1]}S

¯||p||
m,n + P{ξ∗∗n ∈ [1; 2]}S

¯||p||
m−1,n+

+P{ξ∗∗n ∈ [2; 3]}S
¯||p||
m−2,n

де ξ∗∗n =
∞∑
j=1

ξn+j

2j
.

Доведення. Зрозумiло, що з неперервностi розподiлу випадкової величини ξ

випливає неперервнiсть розподiлу ξ∗∗n .
Нехай ∆2

0,α1α2...αnαn+1...
∈
[
m
2n
; m+1

2n

]
, оскiльки ∆0,00...0αn+1,αn+2... ∈

[
0; 3

2n

]
то можливi

наступнi випадки:
1) ∆2

0,α1α2...αn(0)
= m

2n
та ∆2

0,00...0αn+1αn+2...
∈
[
0; 1

2n

]
2) ∆2

0,α1α2...αn(0)
= m

2n
− 1

2n
та ∆2

0,00...0αn+1αn+2...
∈
[

1
2n
; 2
2n

]
3) ∆2

0,α1α2...αn(0)
= m

2n
− 2

2n
та ∆2

0,00...0αn+1αn+2...
∈
[

2
2n
; 3
2n

]
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Оскiльки P{ r
2n

≤
∞∑

i=n+1

ξi
2i
≤ r+1

2n
} = P{r ≤

∞∑
j=1

ξn+j

2j
≤ r + 1} =

= P{r ≤ ξ∗∗n ≤ r + 1}, r ∈ {0, 1, 2} i P{
n∑
j=1

ξ∗n+j

2j
= m−r

2n
} = S

¯||p||
m−r,n, де

r ∈ {0, 1, 2}, то

P{ξ ∈
[
m
2n
; m+1

2n

]
} = P{

n∑
j=1

ξn+j

2j
= m

2n
}P{0 ≤

∞∑
i=n+1

ξi
2i
≤ 1

2n
}+

P{
n∑
j=1

ξn+j

2j
= m

2n
− 1

2n
}P{ 1

2n
≤

∞∑
i=n+1

ξi
2i
≤ 2

2n
}+

+P{
n∑
j=1

ξn+j

2j
= m

2n
− 2

2n
}P{ 2

2n
≤

∞∑
i=n+1

ξi
2i
≤ 3

2n
} =

= P{
n∑
j=1

ξn+j

2j
= m

2n
}P{ξ∗∗n ∈ [0; 1]}+ P{

n∑
j=1

ξn+j

2j
= m−1

2n
}P{ξ ∈ [1; 2]}+

+P{
n∑
j=1

ξn+j

2j
= m−2

2n
}P{ξ∗∗n ∈ [2; 3]} = P{ξ∗∗n ∈ [0; 1]} · S

¯||p||
m,n+

+P{ξ∗∗n ∈ [1; 2]} · S
¯||p||
m−1,n + P{ξ∗∗n ∈ [2; 3]} · S

¯||p||
m−2,n.

�

Лема 4. Якщо
∞∑
k=1

(2max{p0k + p2k; p1k + p3k} − 1) <∞ , то

Fξ(
m

2n
)− Fξ(

r

2n
) ≤ L(

m

2n
− r

2n
),∀m, r ∈ {0, 1, ..., 3 · 2n − 2},m ≥ r

де константа L визначається рiвнiстю (2).

Доведення. Оскiльки
∞∑
k=1

(max{p0k + p2k; p1k + p3k} − 1
2
) <∞, то

lim
n→∞

max{p0k + p2k; p1k + p3k} = 1
2
, звiдки випливає що умова lim

n→∞
max{pik}

0≤i≤3

=

= 1 не виконується, тому
∞∏
k=1

max{pik}
0≤i≤3

= 0 i за теоремою Левi розподiл ξ неперервний.

Враховуючи лему 2 та 3 отримаємо:

(Fξ(
t+1
2n

)− Fξ(
t
2n
)) = P{ξ ∈

[
t
2n
; t+1

2n

]
} ≤ L

2n
P{ξ∗∗n ∈ [0; 1]}+

+ L
2n
P{ξ∗∗n ∈ [1; 2]}+ L

2n
P{ξ∗∗n ∈ [2; 3]} = L

2n
P{ξ∗∗n ∈ [0; 3]} = L

2n
.

Отже, ∀t ∈ {0, 1, ..., 3 · (2n − 1)}∀n ∈ N виконується нерiвнiсть

Fξ(
t+ 1

2n
)− Fξ(

t

2n
) ≤ L

2n
.

Нехай m, r ∈ {0, 1, ..., 3 · 2n − 2}. Якщо m > r то, враховуючи останню нерiвнiсть
маємо:

(Fξ(
m
2n
)− Fξ(

r
2n
)) =

m−r−1∑
i=0

(Fξ(
m−i
2n

)− Fξ(
m−i−1

2n
)) ≤ L(m−r

2n
)

тобто, Fξ(m2n )− Fξ(
r
2n
) ≤ L(m

2n
− r

2n
). Якщо m = r, то Fξ(m2n )− Fξ(

r
2n
) = L(m

2n
− r

2n
).

Отже, Fξ(m2n )− Fξ(
r
2n
) ≤ L(m

2n
− r

2n
)∀m, r ∈ {0, 1, ..., 3 · 2n − 2},m ≥ r.

Лему доведено. �
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Лема 5. Для довiльного x ∈ R виконується рiвнiсть

lim
n→∞

[2nx]

2n
= x.

Доведення. Оскiльки ∀t ∈ R : t− 1 < [t] ≤ t, то

x− 1

2n
=

2nx− 1

2n
<

[2nx]

2n
≤ 2nx

2n
= x

причому lim
n→∞

(x− 1
2n
) = x = lim

n→∞
x, тому lim

n→∞
[2nx]
2n

= x.
Лему доведено. �

Теорема 2. Якщо
∞∑
k=1

(max{p0k + p2k; p1k + p3k} − 1
2
) <∞, то розподiл випадкової

величини ξ абсолютно неперервний.

Доведення. Нехай x2, x1 ∈ [0; 3), x2 ≥ x1, враховуючи лему 5, маємо: lim
n→∞

[2nx2]
3·2n−2

=

lim
n→∞

[2nx2]
2n

]

3− 2
2n

= x2
3
< 1. Нехай ε = 1 − x2

3
> 0, тодi iснує N0 ∈ N : ∀n ∈ N, n >

N0 : [2nx2]
3·2n−1

= x2
3
+ ε < 1, тобто [2nx2] < 3 · 2n − 2,∀n ∈ N, n > N0. Зрозумiло, що

[2nx2] ≥ [2nx1],∀n ∈ N , тому [2nx1], [2
nx2] ∈ {0, 1, ..., 3 · 2n − 1},∀n ∈ N, n > N0, за

лемою 5

Fξ(
[2nx2]

2n
)− Fξ(

[2nx1]

2n
) ≤ L(

[2nx2]

2n
− [2nx1]

2n
),∀n ∈ N,n > N0 (3)

За лемою 5
lim
n→∞

[2nx1]

2n
= x1, lim

n→∞

[2nx2]

2n
= x2,

Оскiльки функцiя Fξ(x) неперервна, то маємо:

lim
n→∞

Fξ(
[2nx1]

2n
) = Fξ( lim

n→∞

[2nx1]

2n
) = Fξ(x1) (4)

lim
n→∞

Fξ(
[2nx2]

2n
) = Fξ( lim

n→∞

[2nx2]

2n
) = Fξ(x2) (5)

Перейшовши в нерiвностi (3) до граничного переходу n→ ∞, враховуючи рiвностi
(4) та (5) отримаємо:

lim
n→∞

Fξ(
[2nx2]

2n
)− lim

n→∞
Fξ(

[2nx1]

2n
) ≤ L( lim

n→∞

[2nx2]

2n
− lim

n→∞

[2nx1]

2n
)

Fξ(x2)− Fξ(x1) ≤ L(x2 − x1), ∀x2, x1 ∈ [0; 3), x2 ≥ x1 (6)

Покажемо, що Fξ(x2) − Fξ(x1) ≤ L(x2 − x1),∀x2, x1 ∈ [0; 3], x2 ≥ x1 для цього
достатньо показати, що Fξ(3) − Fξ(x1) ≤ L(3 − x1),∀x1 ∈ [0; 3]. Оскiльки остання
нерiвнiсть при x1 = 3 виконується, розглянемо випадок x1 ∈ [0; 3). Розглянемо по-
слiдовнiсть an = 3 − 1

n
. Оскiльки lim

n→∞
an = lim

n→∞
(3 − 1

n
) = 3, тодi для ε = 3 − x1 > 0
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iснує N1 ∈ N : ∀n ∈ N, n > N1 : an > 3 − ε = x1, але an = 3 − 1
n
< 3, ∀n ∈ N , тому

скориставшись нерiвнiстю (6) отримаємо:

Fξ(3−
1

n
)− Fξ(x1) ≤ L(3− 1

n
− x1),∀n ∈ N, n > N1

Перейшовши в останнiй нерiвностi до граничного переходу n→ ∞, враховуючи що
lim
n→∞

Fξ(3− 1
n
) = Fξ( lim

n→∞
(3− 1

n
)) = Fξ(3) отримаємо:

Fξ(3)− Fξ(x1) ≤ L(3− x1)

Отже,
Fξ(x2)− Fξ(x1) ≤ L(x2 − x1),∀x2, x1 ∈ [0; 3], x2 ≥ x1,

Функцiя Fξ(x) не спадна, тому останню нерiвнiсть можна переписати, у виглядi:

|Fξ(x2)− Fξ(x1)| ≤ L|x2 − x1|,∀x1, x2 ∈ [0; 3]

Отже, Fξ(x) задовольняє умову Лiпшиця на промiжку [0; 3].
Оскiльки при x ≤ 0: Fξ(x) = 0, при x ≥ 3 :Fξ(x) = 1, на промiжку [0; 3] Fξ(x)

задовольняє умову Лiпшиця, що означає абсолютну неперервнiсть Fξ(x) на промiжку
[0; 3], приходимо до висновку, що Fξ(x) абсолютно неперервна функцiя розподiлу. �
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