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Про розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спектра

одного класу нескiнченних згорток Бернуллi
з суттєвими перекриттями

М. В. Лебiдь
Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова, Унiверситет м. Бiлефельд

Анотацiя. Робота присвячена дослiдженню розмiрностi Хаусдорфа спектра випад-
кових величин виду ξ =

∑∞
k=1 ξkak, де ξk — незалежнi бернулiївськi випадковi ве-

личини, а збiжний знакододатний ряд
∑∞

k=1 ak має наступну властивiсть: ∀k ∈ N

∃sk ∈ N
∪
{0} : ak = ak+1 = ... = ak+sk ≥ rk+sk , де rk :=

∞∑
i=k+1

ai, причому sk > 0

для нескiнченної кiлькостi iндексiв k.
Нехай {kn} буде послiдовнiстю невiд’ємних цiлих чисел таких, що i ∈ {kn} тодi

i тiльки тодi, коли si = 0, та ln = kn − kn−1, k0 = 0. У випадку sup{ln} < ∞
проблема знаходження розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича спектра тiсно повязана
з властивiстю довiрчостi (фрактальностi) сiмейства цилiндричних вiдрiзкiв виду

B =

{
∆ : ∆ =

[
kn∑
i=1

ciai, rkn +

kn∑
i=1

ciai

]
, ci ∈ {0, 1}, i = 1, kn та n ∈ N

}
.

Г. Торбiним та М.Лебедем була отриманий наступний результат: при виконаннi умо-
ви sup{ln} < ∞ розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спектра випадкової величини ξ

дорiвнює

lim
n→∞

(∑n
j=1 ln(lj + 1)

− ln rkn

)
.

Взагалi кажучи, сiмейство B не є довiрчим. Тобто, стандартний пiдхiд при об-
численнi розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича не працює. Незважаючи на це, у данiй
статтi доводиться, що у загальному випадку розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича
спектра в. в. ξ обчислюється за тiєю самою формулою.

Ключовi слова: нескiнченнi згортки Бернуллi, фрактали, спектри ймовiрнiс-
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The Hausdorff-Besikovitch dimension of spectrum of one class
of generalized infinite Bernoulli convolutions with essential over-
laps

M. Lebid,

Dragomanov National Pedagogical University, Bielefeld University

Abstract. The paper is devoted to the Hausdorff-Besikovitch dimension of spectrum of

random variables ξ =
∑∞

k=1 ξkak, where ξk are independent Bernoulli random variables,

and a convergent positive series
∑∞

k=1 ak has the following property: ∀k ∈ N ∃sk ∈
N
∪
{0} : ak = ak+1 = ... = ak+sk ≥ rk+sk , with sk > 0 for infinitely many indices k.

The calculation problem of the Hausdorff-Besikovitch dimension of spectrum in the

case sup{ln} < ∞ is strongly connected with the faithfulness property of cylindrical

family

B =

{
∆ : ∆ =

[
kn∑
i=1

ciai, rkn +

kn∑
i=1

ciai

]
, ci ∈ {0, 1}, i = 1, kn n ∈ N

}
.

G. Torbin and M. Lebid have proven with spatial condition sup{ln} < ∞ the Hausdorff-

Besikovitch dimension of spectrum of random variables ξ equal to

lim
n→∞

(∑n
j=1 ln(lj + 1)

− ln rkn

)
.

The family B is not faithful in general. It means that the standard approach does

not work. It was proven, however, that the formula for calculation of the Hausdorff-

Besikovitch dimension of random variables ξ is true.

Keywords: infinite Bernoulli convolution, fractal, spectrum of random variable,

Hausdorff-Besikovitch dimension, faithful covering system.
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1. Вступ

Нехай µξ = µ — розподiл випадкової величин

ξ =
∞∑
k=1

ξkak, (1)

де
∞∑
k=1

ak є знакододатним збiжним рядом, а ξk є незалежними випадковими величи-

нами, якi набувають значень 0 та 1 з iмовiрностями p0k та p1k вiдповiдно. Розподiл µξ
називається нескiнченною згорткою Бернуллi. Роботи [13, 16] мiстять огляд iсну-
ючих проблем та результатiв дослiджень таких розподiлiв. Застосування нескiнчен-

них згорток Бернуллi обговорювались в роботах [5, 16]. У випадку, коли ряд
∞∑
k=1

ak

збiгається «достатньо швидко», тобто коли ak ≥ rk :=
∞∑

i=k+1

ai для всiх достатньо
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великих k, лебегiвська структура та фрактальнi властивостi згорток Бернуллi вив-
ченi достатньо гарно (див. [3, 8]). У той же час випадок, коли ak < rk виконується
для нескiнченої кiлькостi iндексiв k, є все ще мало дослiдженим. Основна пробле-
ма, з якою зустрiчаються дослiдники на цьому шляху, є дослiдження властивостей
тих згорток Бернуллi, для яких «майже всi» (в смислi мiри Лебега чи розмiрностi
Хаусдорфа-Безиковича) точки спектра мають континуальну кiлькiсть рiзних роз-

кладiв виду
∞∑
k=1

ωkak, де ωk ∈ {0, 1}. Ймовiрнiснi мiри такого виду належать до так

званих згорток Бернуллi з «суттєвими перекриттями» ([13]). У роботi дослiджуєть-
ся розмiрнiсть спектра випадкової величини ξ для випадку, коли на {ak} накладено
наступну умову:

∀k ∈ N, ∃sk ∈ N0 := N
∪

{0} : ak = ak+1 = ... = ak+sk ≥ rk+sk , (2)

причому sk > 0 для нескiнченної кiлькостi iндексiв k.
Введемо допомiжнi позначення. Нехай {kn} буде послiдовнiстю невiд’ємних цiлих

чисел таких, що i ∈ {kn} тодi i тiльки тодi коли si = 0, та ln = kn − kn−1, k0 = 0.
При обчисленнi розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича важливу роль вiдiграє понят-

тя довiрчостi сiмейств множин.
Нехай M – фiксована обмежена пiдмножина дiйсної прямої. Нагадаємо, що сiмей-

ство ΦM iнтервалiв називається сiмейством локально тонких покриттiв множини
M , якщо для довiльного ε > 0 iснує не бiльш нiж зчисленне ε – покриття {Ej}
множини M i Ej ∈ ΦM , тобто, ∀ε > 0 ∃ {Ej} (Ej ∈ ΦM , |Ej| ≤ ε): M ⊂

∪
j

Ej.

α–мiрною мiрою Хаусдорфа пiдмножини E ⊂M вiдносно заданого сiмейства ΦM

тонких покриттiв називається

Hα(E,ΦM) = lim
ε→0

[
inf

|Ej |≤ε

{∑
j

|Ej|α
}]

= lim
ε→0

Hα
ε (E,ΦM),

де iнфiмум береться по всеможливих не бiльш нiж зчисленних ε–покриттях {Ej}
множини E, Ej ∈ ΦM .

Якщо M = [0, 1], то використовуючи сiмейство всiх вiдкритих (замкнених) iнтер-
валiв отримаємо класичну α–мiрну мiру Хаусдорфа, яку будемо позначати Hα(E).
Невiд’ємне число

dimH(E,ΦM) = inf{α : Hα(E,ΦM) = 0} (3)

називається розмiрнiстю Хаусдорфа множини E ⊂ M вiдносно сiмейства тонких
покриттiв ΦM . Одразу з означення слiдує, що якщо сiмейства тонких покриттiв Φ1 ⊂
Φ2 множини M , то dimH(E,Φ1) ≥ dimH(E,Φ2), ∀E ⊂M .

Сiмейство тонких покриттiв ΦM називають довiрчим сiмейством покриттiв, як-
що для визначення розмiрностi Хаусдорфа – Безиковича dimH довiльної пiдмножини
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E ⊂M достатньо розглядати лише покриття з ΦM , тобто,

dimH(E,ΦM) = dimH(E),∀E ⊂M.

Якщо M = [0, 1], то сiмейство всiх замкнених (вiдкритих) iнтервалiв i сiмейство s–
адичних iнтервалiв будуть довiрчими (див. [7]). Легко помiтити, що якщо M1 ⊂M i
Φ — довiрче сiмейство покриттiв множини M , то Φ буде довiрчим i для M1.

У статтi [14] була доведена властивiсть довiрчостi сiмейства покриттiв

B =

{
∆ : ∆ =

[
kn∑
i=1

ciai, rkn +
kn∑
i=1

ciai

]
, ci ∈ {0, 1}, i = 1, kn та n ∈ N

}
вiдносно спектра в.в. ξ та обчислена розмiрнiсть спектра в. в. ξ у випадку sup{ln} <
∞. Але у загальнiй постановцi, коли можлива ситуацiя sup{ln} = ∞, властивiсть
довiрчостi сiмейства покриттiв порушується. Незважаючи на це, у данiй статтi дово-
диться, що у загальному випадку розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спектра в. в. ξ
обчислюється за аналогiчною формулою lim

n→∞

(∑n
j=1 ln(lj+1)

− ln rkn

)
. При отриманнi основно-

го результату використовується технiка розвинена у статтi [12].

2. Розмiрнiсть спектра розподiлу випадкової величини ξ

Нагадаємо, що мiнiмальна замкнена множина, на якiй зосереджений розподiл
випадкової величини φ називається спектром (топологiчним носiєм) φ.

У роботi [14] було покажемо, що розподiл випадкової величини ξ є ймовiрнiсною
мiрою з незалежними Q̃-символами. Нехай ξ̃ − вiдповiдна в. в. з незалежними Q̃-
символами та µ := µξ̃ − розподiл в. в. ξ̃. Визначимо матрицю Q̃. Нехай послiдовнiсть
{mn} задовольняє рiвностi:

mn =

{
ln + 1, якщо akn = rkn ;

2ln + 1, якщо akn > rkn .
(4)

Для кожного n визначимо стохастичний вектор-стовпчик

q⃗n = (q0n, q1n, ..., qmn−1,n)

наступним чином.
1) Якщо mn = ln + 1, то

qin =
1

ln + 1
, i ∈ {0, 1, 2, ...,mn − 1} = Bn.

2) Якщо mn = 2ln + 1, то

qin =
rkn
rkn−1

, i ∈ {0, 2, 4, ..., mn − 1} = Bn;

qin =
akn − rkn
rkn−1

, i ∈ {1, 3, 5, ...,mn − 2}.
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Спектра в. в.ξ̃ повнiстю визначається матрицею Q̃

Використаємо «стохастичну матрицю» Q̃ =∥qin∥, для визначення спектра випад-
кової величини ξ̃.

Крок 1. Розбиваємо вiдрiзок [0, 1] (злiва на право) на вiдрiзки ∆Q̃
i1
, i1 ∈ 0, m1 − 1

(без спiльних внутрiшнiх точок) довжини
∣∣∣∆Q̃

i1

∣∣∣ = qi11,

[0, 1] =
∪

i1∈ 0,m1−1

∆Q̃
i1
.

будемо називати вiдповiдний вiдрiзок 1-го рангу цилiндром першого рангу.
Цилiндри, якi входять до множини A1 :=

{
∆ : ∆ = ∆Q̃

i1
, i1 ∈ B1

}
будемо називати

цилiндрами першого рангу. Отже, iснує l1 + 1 рiвних мiж собою цилiндри першого
рангу довжиною rk1 , якi розмiщенi (злiва на право) на рiвнiй вiдстанi ak1 − rk1 одни
за одним на одиничному вiдрiзку.

Крок n ≥ 2. Кожен елемент ∆Q̃
i1i2...in−1

з сiм’ї цилiндрiв An−1 розкладаємо (злiва

на право) на вiдрiзки ∆Q̃
i1i2...in−1in

, in ∈ 0, mn − 1 в об’єднання вiдрiзкiв (без спiльних

внутрiшнiх точок) довжини
∣∣∣∆Q̃

i1i2...in−1in

∣∣∣ = rkn−1 · qinn,

∆Q̃
i1i2...in−1

=
∪

in∈0, mn−1

∆Q̃
i1i2...in

.

Будемо називати вiдповiдний вiдрiзок n-го рангу цилiндром n-го рангу.
Цилiндри, якi входять до множини

An :=
{
∆ : ∆ = ∆Q̃

i1i2...in−1in
, it ∈ Bt, t = 1, n

}
будемо називати цилiндрами n-го рангу. Отже iснує l1+1 рiвних мiж собою цилiндра
n-го рангу довжиною rkn , розмiщенi (злiва на право) на рiвнiй вiдстанi akn −rkn одни
за одним, якi належать деякому цилiндру ∆Q̃

i1i2...in−1
(n − 1)-го рангу та розмiщених

(злiва на право) на рiвнiй вiдстанi akn − rkn один за одним.
Означимо Sn, як об’єднання усiх цилiндрiв n-го рангу, тобто

Sn :=
∪
I∈An

I.

Отже, спектр випадкової величини ξ̃ можна подати у виглядi перетину множин Sn:

Sµ =
+∞∩
k=1

Sn.

Побудуємо допомiжну сiм’ю множин. Нехай

Tn := {T : T =
l∪

i=1

∆i, ∆i ∈ An, 1 ≤ l ≤ ln + 1 та ∃T ′ ∈ An−1 : T ⊂ T ′},
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тобто Tn це сiм’я множин, кожен елемент якої є об’єднанням цилiндрiв n-го рангу,
якi належать певному цилiндру (n− 1)-го рангу. Нехай

T =
+∞∪
n=1

Tn.

Лема 1. Нехай α ∈ (0, 1] тодi
1

6
Hα(Sµ, T ) ≤ Hα(Sµ).

Доведення. Нехай {Ei} довiльне ε - покриття спектра Sµ iнтервалами Ei = (ai, bi).
Оскiльки при обчисленнi передмiри Hα

ε (Sµ) достатньо брати покриття з умовою
Ei
∩
Sµ ̸= ∅, то, без втрати загальностi, будемо вважати, що Ei

∩
Sµ ̸= ∅. Для до-

вiльного Ei iснує цилiндр n-го рангу , такий, що Ii ⊂ Ei i Ei не мiстить цилiндрiв
(n− 1)-го рангу .
Зрозумiло, що Ei не може перетинатися бiльше нiж з двома цилiндрами (n − 1)-
го рангу, бо у iншому випадку Ei мiстив би цилiндр (n − 1)-го рангу. Означимо цi
два цилiндри I1i , I

2
i . Нехай T 1

i та T 2
i , буде об’єднанням цилiндрiв n-го рангу мно-

жини спектра Sµ, якi належать I1i та I2i вiдповiдно, i мають точки перетину з Ei.
Зазначимо, що T 1

i , T
2
i ∈ T . Не зменшуючи загальностi, припустимо що |T 1

i | ≥ |T 2
i |.

З попереднього припущення T 1
i мiстить хоча б один цилiндр n-го рангу множини

спектра Sµ, отже |T 1
i |α ≤ (|Ei|+ 2rkn)

α ≤ (3|Ei|)α. Таким чином

|T 1
i |α + |T 2

i |α ≤ 2(3)α|Ei|α ≤ 6|Ei|α

З побудови T 1
i та T 2

i випливає Sµ ∩ Ei ⊂ (T 1
i ∩ E) ∪ (T 2

i ∩ E) i |T 1
i |, |T 2

i | ≤ 3|Ei|.
Отже, {T 1

i }i>0 ∪ {T 2
i }i>0 буде таке 3ε - покриття множини Sµ елементами сiм’ї T ,

що для довiльне ε - покриття {Ei} множини Sµ iнтервалами Ei = (ai, bi) i для ∀α > 0

виконується:

∑
i

|Ei|α ≥ 1

6

∑
i

(|T 1
i |α + |T 2

i |α).

З попереднiх мiркувань i випливає твердження теореми. �

Неважко помiтити, що T є довiрчою сiм’єю покриттiв на Sµ.
Тепер сформулюємо та доведемо важливу лему:

Лема 2. Нехай α ∈ (0, 1]. Нехай E = {Ei} деяке ε-покриття спектра Sµ та
E ⊂ T , тодi iснує таке n(ε), що виконується нерiвнiсть

∑
i

|Ei|α ≥ 1

4

∑
I∈An(ε)

|I|α,

при цьому
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n(ε) → ∞ (ε→ 0).

Доведення. Отже, E = {Ei} − деяке ε-покриття спектра Sµ та E ⊂ T . Не
зменшуючи загальностi ми можемо припустити, що E скiнчене (дивись [11]). Нехай n1

i n2 вiдповiдно будуть наименьшим та найбiльшим рангом цилiндрiв, якi утворюють
елементи покриття E (нагадаємо, що кожен елемент, який належить до множини T ,
утворюється об’єднанням цилiндрiв певного рангу множини спектра Sµ).

Зараз побудуємо допомiжне ε-покриття P на основi E :

P1 := {I : I ∈ E i I ∈ Tn1};

P2 := {I : I ∈ An1 i I ̸⊂E, ∀E ∈ E};

P := P1 ∪ P2.

За означенням сiм’я P є покриттям множини Sn1 , де елементи покриття є або
об’єднанням цилiндрiв n1-го рангу множини спектра Sµ, або саме цилiндри n1-го
рангу множини спектра Sµ.

Означимо допомiжну функцiї для I ∈ P :

f(α, I) =


|I|α
N(I)

,— якщо I ∈ P1∑
E∈E, E⊂I

|E|α ,— якщо I ∈ P2

 ,

де N(I) - кiлькiсть цилiндрiв n1-го рангу множини спектра Sµ, якi утворюють I ∈ P1.
З конструкцiї T випливає: якщо Ei ∈ E i Ei /∈P1 тодi Ei повинно належати деякому
цилiндру n1-го рангу множини спектра Sµ. Нехай, функцiя f(α, I) набуває свого
мiнiмуму у деякому елементi Imin з сiм’ї P , тобто

f(Imin, α) = min
I∈P

f(α, I)

(f(Imin, α) – завжди iснує тому, що P скiнчена сiм’я множин).
Отже

∑
i

|Ei|α =
∑
I∈P1

|I|α +
∑
I∈P2

( ∑
Ei∈E, Ei⊂I

|Ei|α
)

=

=
∑
I∈P1

(N(I)f(I, α)) +
∑
I∈P2

f(I, α) ≥

≥
∑
I∈P1

(N(Imin)f(Imin, α)) +
∑
I∈P2

f(Imin, α) =

=

(∑
I∈P1

(N(Imin)) +
∑
I∈P2

(1)

)
f(Imin, α). (5)



ПРО РОЗПОДIЛ СПЕКТРА 135

Зазначимо, що
( ∑
I∈P1

(N(Imin)) +
∑
I∈P2

(1)

)
є кiлькiсть цилiндрiв n1-го рангу мно-

жини спектра Sµ (тобто кiлькiсть елементiв An1) , а вона дорiвнює
n1∏
j=1

(lj +1), таким

чином (∑
I∈P1

(N(Imin)) +
∑
I∈P2

(1)

)
=

n1∏
j=1

(lj + 1).

Отже, з (5) випливає: ∑
i

|Ei|α ≥
n1∏
j=1

(lj + 1)f(Imin, α) (6)

(i) Нехай Imin ∈ P1.
Якщо N(Imin) = 1, то Imin ∈ An1 та

∑
i

|Ei|α ≥
n1∏
j=1

(lj + 1)f(Imin, α) =

n1∏
j=1

(lj + 1)|Imin|α =
∑
I∈An1

|I|α,

таким чином для цього випадку виконується твердження леми. Якщо

N(Imin) ≥ 2,

то

2

(
ln1 + 1

N(Imin)
+ 1

)
|Imin| ≥ |I|, I ∈ An1−1. (7)

(враховуючи промiжки мiж об’єднанням цилiндрiв n1-го рангу. Максимально їх може
бути не бiльше нiж ln1+1

N(Imin)
+ 1).

З попередньої нерiвностi випливає:

|Imin| ≥
1

4

N(Imin)

(ln1 + 1)
|I|, I ∈ An1−1. (8)

З (6) та (8):

∑
i

|Ei|α ≥
n1∏
j=1

(lj + 1)f(Imin, α) =

n1−1∏
j=1

(lj + 1)

(
ln1 + 1

N(Imin)
|Imin|α

)
≥

≥
n1−1∏
j=1

(lj + 1)

(
ln1 + 1

N(Imin)

(
1

4

N(Imin)

(ln1 + 1)
|I|
)α)

≥

≥ 1

4

n1−1∏
j=1

(lj + 1)|I|α =
1

4

∑
I∈An1−1

|I|α.

Отже, перше твердження леми є правильним i у випадку N(Imin) ≥ 2.
(ii) Тепер, нехай Imin ∈ P2. У цьому випадку Imin є цилiндром n1-го рангу мно-

жини спектра Sµ. Нехай
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Q0 = {I : I ∈ E , I ⊂ Imin}.

Нехай l − вiдстань вiд лiвого кiнця Imin цилiндра до точки 0, тобто

l = inf{|x| : x ∈ Imin}

.
Зробимо зсув усiх множин з сiм’ї Q0 на рiвну вiдстань l влiво до точки 0 та отримаємо
сiм’ю Q1 тобто:

Q1 = {{{x− l} : x ∈ I} : I ∈ Q0} .

Нехай для i ∈ 1,
n1∏
j=1

(lj + 1)− 1:

Qi+1 = {{x+ i|Imin| : x ∈ I} : I ∈ Q1} .

Тепер ми можемо побудувати покриття спектра Sµ:

Q =

n1∏
j=1

(lj+1)∪
i=1

Qi.

З конструкцiї цього покриття випливає, що:∑
I∈Q

Iα =

n1∏
j=1

(lj + 1)
∑

E∈E, E⊂Imin

|E|α.

З попереднього зауваження та з (6) випливає, що∑
i

|Ei|α ≥
n1∏
j=1

(lj + 1)f(Imin, α) =

n1∏
j=1

(lj + 1)
∑

E∈E, E⊂Imin

|E|α =
∑
I∈Q

Iα,

тобто

∑
i

|Ei|α ≥
∑
I∈Q

Iα. (9)

Зазначимо, що якщо n′
1 i n′

2 вiдповiдно будуть найменшим та найбiльшим рангом
цилiндрiв, якi утворюють елементи покриття Q, то n1 > n′

1 ≥ n′
2 ≥ n2. Тепер ми

можемо повторити операцiї пункту (i) та використавши формули (9), пiсля скiнченої
кiлькостi крокiв, знайдемо n(ε), таке, що n1 − 1 ≥ n(ε) ≥ n2 та

∑
i

|Ei|α ≥ 1

4

∑
I∈An(ε)

|I|α.

Очевидно, що ε→ 0 виконується при n1 → ∞, тобто ε→ 0 при n(ε) → ∞. Отже,
твердження леми виконується.

�
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Теорема 1.

dimH Sµ = lim
n→∞

log
n∏
j=1

(lj + 1)

− log rkn

Доведення. Зазначимо, що An є покриттям спектра Sµ. З цього випливає, що

Hα(Sµ) ≤ Hα(Sµ, T ) ≤ Hα(Sµ,A) ≤ lim
n→∞

∑
I∈An

Iα = lim
n→∞

n∏
j=1

(lj + 1)rαkn . (10)

Нехай E = {Ei} − деяке ε-покриття спектра Sµ, та E ⊂ T . Нехай α ∈ [0, 1]. З леми 2
випливає, що

Hα(Sµ, T ) ≥ 1

4
lim
n→∞

∑
I∈An

Iα.

Використавши попередню нерiвнiсть та лему 1 маємо

Hα(Sµ) ≥
1

24
lim
n→∞

∑
I∈An

Iα =
1

24
lim
n→∞

n∏
j=1

(lj + 1)rαkn .

Ми отримали подвiйну нерiвнiсть при α ∈ [0, 1]:

1

24
lim
n→∞

n∏
j=1

(lj + 1)rαkn ≤ Hα(Sµ) ≤ lim
n→∞

n∏
j=1

(lj + 1)rαkn . (11)

Якщо

α > lim
n→∞

log
n∏
j=1

(lj + 1)

− log rkn
,

то iснує пiдпослiдовнiсть {n(i)}i≥1, така, що

α >

log
n(i)∏
j=1

(lj + 1)

− log rkn(i)

.

Таким чином
n(i)∏
j=1

(lj + 1)rαkn(i)
≤ 1, ∀i ∈ N,

а це приводить до

lim
n→∞

n∏
j=1

(lj + 1)rαkn ≤ 1.

Використавши попередню нерiвнiсть та (11) ми маємо

Hα(Sµ) ≤ 1.
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Отже,

dimH Sµ ≤ lim
n→∞

log
n∏
j=1

(lj + 1)

− log rkn
.

Тепер, нехай

α < lim
n→∞

log
n∏
j=1

(lj + 1)

− log rkn
,

тодi для будь-якої пiдпослiдовнiсть {n(i)}i≥1 виконується

α <

log
n(i)∏
j=1

(lj + 1)

− log rkn(i)

.

Таким чином ∀{n(i)}i≥1 буде виконуватися
n(i)∏
j=1

(lj + 1)rαkn(i)
≥ 1, ∀i ∈ N,

а це приводить до

lim
n→∞

n∏
j=1

(lj + 1)rαkn ≥ 1.

Використавши попередню нерiвнiсть та (11) ми маємо

Hα(Sµ) ≥
1

24
,

отже

dimH Sµ ≥ lim
n→∞

log
n∏
j=1

(lj + 1)

− log rkn
.

Пiдсумовуючи отриманi результати ми приходимо до твердження теореми

dimH Sµ = lim
n→∞

log
n∏
j=1

(lj + 1)

− log rkn
.

�
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