
Науковий часопис НПУ iменi М.П.Драгоманова. Cерiя 1. Фiзико-математичнi науки
Київ: НПУ iменi М.П. Драгоманова. — 2012, № 13(1).— С. 31–44.

УДК 519.21
Про сингулярнiсть та спектральну структуру

розподiлiв випадкових ланцюгових дробiв
С. Альбеверiо,

Iнститут прикладної математики Боннського унiверситету, HCM, Bonn; BiBoS, Bielefeld–Bonn; CERFIM, Locarno;

IZKS, Bonn

Ю. В. Кулиба,
Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова

М. В. Працьовитий,
Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова; Iнститут математики НАН України

Г. М. Торбiн,
Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова; Iнститут математики НАН України

Анотацiя. У роботi розглядаються рiзнi пiдходи до доведення сингулярної непе-
рервностi розподiлiв випадкових величин ξ з незалежними однаково розподiлени-
ми символами ланцюгового розкладу. Повнiстю дослiджено спектральну структуру
розподiлiв випадкових величин з незалежними (взагалi кажучи, рiзнорозподiлени-
ми) символами ланцюгового розкладу.

Ключовi слова: ланцюговi дроби, сингулярно неперервнi ймовiрнiснi мiри, ерго-
дична теорема, асимптотична частота символiв, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича
множини, розмiрнiсть Хаусдорфа мiри.

On singularity of random continued fractions

S. Albeverio,

Institut für Angewandte Mathematik, Universität Bonn; HCM, Bonn; BiBoS, Bielefeld–Bonn; CERFIM, Locarno; IZKS,

Bonn

Yu. Kulyba,

National Pedagogical Dragomanov University

M.Pratsiovytyi,

National Pedagogical Dragomanov University, Institute for Mathematics of NASU

G. Torbin,

National Pedagogical Dragomanov University, Institute for Mathematics of NASU

E-mail: albeverio@uni-bonn.de, kuliba9@gmail.com, prats4@yandex.ru, torbin@iam.uni-bonn.de
c⃝ С. Альбеверiо, Ю. В. Кулиба, М. В. Працьовитий, Г. М. Торбiн, 2012



32 С. Альбеверiо, Ю. В. Кулиба, М. В. Працьовитий, Г. М. Торбiн

Abstract. We consider different approaches to the proof of singular continuity of dis-

tributions of random variables with independent identically distributed symbols of con-

tinued fraction expansion. The spectral structure of probability distributions of random

variables with independent continued fraction symbols is completely studied.
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Key words: continued fractions, singularly continuous probability measures, ergodic

theorem, asymptotic frequency of symbols, Hausdorff-Besicovitch dimension of sets, Haus-
dorff dimension of measures.

1. Вступ

Розглянемо випадкову величину ξ, породжену елементарним ланцюговим дробом:

ξ =
1

ξ1 +
1

ξ2 +
1

ξ3 + ...+
1

ξk + ...

, (1)

де ξ1, ξ2, ..., ξk, ... — незалежнi випадковi величини, якi набувають значень 1, 2, ..., n, ...

з ймовiрностями p1k, p2k, ..., pnk, ... вiдповiдно, де pik ≥ 0
∞∑
i=1

pik = 1 ∀k ∈ N.

Розподiл випадкової величини ξ визначається матрицею P ∗ :

P ∗ =



p11 p12 . p1k .

p21 p22 . p2k .

. . . . .

pn1 pn2 . pnk .

. . . . .


Класична теорема Лебега стверджує iснування лише три типи чистих ймовiр-

нiсних розподiлiв: дискретнi, сингулярно неперервнi та абсолютно неперервнi. Вив-
ченням лебегiвської структури, метричних, топологiчних та розмiрнiсних власти-
востей розподiлiв такого виду займалися J.R. Kinney, T.S. Pitcher, Yu. Kifer, Yu.
Peres, B. Weiss, О.Б. Брагiн, Г.В. Iваненко, О.Л. Лещинський, Р.О. Нiкiфоров,
М.В.Працьовитий, Г.М.Торбiн та iншi (див., напр., [9, 11, 16, 13] та огляди лiте-
ратури у вказаних роботах).

Критерiй чистої дискретностi ξ довiв О.Б. Брагiн [15], описавши всi його атоми:
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Теорема 1. Випадкова величина ξ матиме дискретний розподiл тодi i тiльки
тодi, коли

∞∏
k=1

max
i∈N

{pik} > 0

причому у випадку дискретностi максимальний стрибок функцiя розподiлу випад-
кової величини ξ має в точцi

x0 = [0; a
′

1, a
′

2, ..., a
′

k, ...], де pa′kk
= max

i∈N
{pik}, k = 1, 2, ....

Всi iншi атоми розподiлу ξ вiдрiзняються вiд x0 лише скiнченним числом елементiв
свого ланцюгового розкладу.

У роздiлi 2 розглядаються рiзнi пiдходи до доведення сингулярностi випадко-
вої величини ξ з незалежними однаково розподiленими символами ланцюгового роз-
кладу. Наведенi в статтi методи вiдiграють важливу роль для строгого доведення
сингулярної неперервностi випадкової величини ξ з незалежними та маркiвськими
символами ланцюгового розкладу.

У роздiлi 3 дослiджено спектральну структуру розподiлiв випадкових величин
з незалежними символами ланцюгового розкладу згiдно нової спектральної класи-
фiкацiї сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр ([4]).

2. Методи доведення сингулярної неперервностi випадкової величини з
незалежними однаково розподiленими символами ланцюгового

розкладу

Нехай ξ — випадкова величина з незалежними однаково розподiленими символа-
ми ланцюгового розкладу:

ξ =
1

ξ1 +
1

ξ2 +
1

ξ3 + ...+
1

ξk + ...

,

де ξ1, ξ2, ..., ξk, ... — незалежнi однаково розподiленi випадковi величини, якi набу-
вають значення 1, 2, ..., n, ... з ймовiрностями p1, p2, ..., pn, .. вiдповiдно, pi ̸= 1 ∀i ∈ N.

Розглянемо перетворення T :

Tx =

{
{ 1
x
}, якщо x ∈ (0, 1),

0, якщо x = 0.
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Це перетворення є перетворенням одностороннього зсуву по ланцюговому розкладу
числа x. Тобто ∀x = [0;α1(x), α2(x), ..., αk(x), ...] ∈ [0, 1] : Tx = [0;α2(x), ..., αk(x), ...].

Нагадаємо, що множина A називається iнварiантною або нерухомою вiдносно пе-
ретворення T , якщо A = T−1A, де T−1A = {x : Tx ∈ A}, A ∈ B. Мiра µ називається
ергодичною вiдносно перетворення T , якщо довiльна iнварiантна множина A ∈ B є
множиною або нульової, або одиничної мiри. Мiра µ називається iнварiантною вiд-
носно перетворення T , якщо для довiльної множини E ∈ B виконується рiвнiсть
µ(T−1E) = µ(E).

Теорема 2. Якщо ξ1, ξ2, ..., ξk, ... — незалежнi однаково розподiленi випадковi ве-
личини i pi ̸= 1, ∀i ∈ N , то µξ — сингулярно неперервна вiдносно мiри Лебега.

Доведення. I спосiб Розглянемо перетворення одностороннього зсуву T. Вiдо-
мо, що мiра Гаусса µG, тобто ймовiрнiсна мiра на одиничному вiдрiзку зi щiльнiстю
p(x) = 1

ln 2
1

1+x
, ергодична i iнварiантна вiдносно перетворення T ([5]). Мiра Гаусса µG

i мiра Лебега λ абсолютно неперервнi одна вiдносно одної µG ≪ λ i λ ≪ µG. Таким
чином, якщо якась властивiсть виконується майже скрiзь вiдносно мiри µG, то вона
виконується майже скрiзь i вiдносно мiри λ. Покажемо, що мiра µξ також iнварiант-
на вiдносно перетворення T. Вiзьмемо довiльний цилiндричний вiдрiзок n-го рангу

△c.f.
c1c2...cn

. Тодi T−1△c.f.
c1c2...cn

=
∞∪
β=1

△c.f.
βc1c2...cn

.

µξ(△c.f.
c1c2...cn

) = pc1 · pc2 · ... · pcn
i

µξ(
∞∪
β=1

△c.f.
βc1c2...cn

) = p1 · pc1 · pc2 · ... · pcn + ...+ pn · pc1 · pc2 · ... · pcn + ... =

= pc1 · pc2 · ... · pcn(p1 + ...+ pn + ...) = pc1 · pc2 · ... · pcn .

Таким чином

µξ(△c.f.
c1c2...cn

) = µξ(
∞∪
β=1

△c.f.
βc1c2...cn

).

Оскiльки борелiвська σ-алгебра породжується сiмейством цилiндрiв рiзних ран-
гiв ланцюгового розкладу, то µξ(T−1E) = µξ(E) ∀E ∈ B. Оскiльки мiри µG i µξ iн-
варiантнi i ергодичнi вiдносно перетворення T, то вони або спiвпадають, або взаємно
сингулярнi ([5]).

Розглянемо цилiндричний вiдрiзок 1-го рангу △c.f.
1 .

µξ(△c.f.
1 ) = p1
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i

µG(△c.f.
1 ) =

1

ln 2

∫ 1

1
2

dx

1 + x
=

1

ln 2
(ln 2− ln

3

2
) =

1

ln 2
· ln 4

3
.

1a) Якщо p1 ̸= 1
ln 2

· ln 4
3
, то µξ ̸= µG, i, отже, µξ — сингулярно неперервна вiдносно

λ.

1b) Якщо p1 = 1
ln 2

· ln 4
3
, то розглянемо цилiндричний вiдрiзок 2-го рангу △c.f.

(1,1).

µξ(△c.f.
(1,1)) = p21 = (

1

ln 2
· ln 4

3
)2.

i

µG(△c.f.
(1,1)) =

1

ln 2

∫ 2
3

1
2

dx

1 + x
=

1

ln 2
(ln(1 +

2

3
)− ln(1 +

1

2
)) =

1

ln 2
· ln 10

9
.

Отже, µξ(△c.f.
(1,1)) = ( 1

ln 2
· ln 4

3
)2 ̸= 1

ln 2
· ln 10

9
= µG(△c.f.

(1,1)) Тому µξ — сингулярно
неперервна вiдносно λ.

II спосiб
Нехай M = [0, 1] i B — борелiвська σ-алгебра. Нагадаємо, що α-мiрною мiрою

Хаусдорфа пiдмножини E ⊂M називається функцiонал

Hα(E) = lim
ε→0

 inf
|Ej |≤ε

{∑
j

|Ej|α
} = lim

ε→0
mα
ε (E),

де iнфiмум береться по всеможливих не бiльш нiж зчисленних ε-покриттях {Ej}
множини E, E ⊂

∪
j Ej.

Невiд’ємне число
dimH E = inf{α : Hα(E) = 0}

називається розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича множини E ⊂M.

Нехай ν — неперервна ймовiрнiсна мiра, визначена на борелiвськiй σ-алгебрi B.
Нехай Nν = {E : ν(E) = 1} — сiмейство всiх (не обов’язково замкнених) носiїв мiри
ν. Невiд’ємне число

dimH ν = inf
E∈Nν

{dimH E}

називається розмiрнiстю Хаусдорфа мiри ν.
Якщо ймовiрнiсна мiра мiстить абсолютно неперервну компоненту, то розмiрнiсть

Хаусдорфа такої мiри дорiвнює 1.
В роботi [9] доведено, що для µξ iснує абсолютна константа C < 1 така, що при

довiльному ймовiрнiсному векторi (p1, p2, ..., pn, ...) розмiрнiсть Хаусдорфа ймовiрнiс-
ної мiри з незалежними однаково розподiленими символами не перевищує C, тобто
dimH µξ < C. Тому µξ — сингулярно неперервна вiдносно λ.
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III спосiб
Нехай ξk — послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових вели-

чин, якi набувають значень 1, 2, ..., n, ... з ймовiрностями p1, p2, ..., pn, .. вiдповiдно.
Розглянемо випадковi величини η1, η2, ..., ηn, ...

ηk =

{
1, якщо ξk = 1,

0, якщо ξk ̸= 1, k ∈ N.

Зауважимо, що випадковi величини ξk i ηk можна розглядати як вимiрнi функцiї
вiд

x =
1

α1(x) +
1

α2(x) +
1

α3(x) + ...+
1

αk(x) + ...

,

де αk(x) ∈ N, ∀k ∈ N.

ξk(x) = αk(x) i ηk(x) =

{
1, якщо αk(x) = 1,

0, якщо αk(x) ̸= 1.

Випадкова величина η1(x) набуває значення 1 з ймовiрнiстю p1, а значення 0 з
ймовiрнiстю 1 − p1. Тодi η1(x), η2(x), ..., ηn(x), ... — незалежнi однаково розподiленi
випадковi величини i Mη1(x) = p1. За посиленим законом великих чисел для µξ-
майже всiх x ∈ [0, 1] виконується рiвнiсть:

lim
n→∞

η1(x) + η2(x) + ...+ ηn(x)

n
=Mη1(x).

Отже,

lim
n→∞

N1(x, n)

n
= p1 для µξ-майже всiх x ∈ [0, 1].

де N1(x, n) — кiлькiсть чисел ”1” серед перших n знакiв у представленнi числа x

ланцюговим дробом.
Якщо iснує скiнченна границя

lim
k→∞

N1(x, n)

n
= ν1(x),

то вона називається асимптотичною частотою цифри ”1” серед елементiв розкладу
числа x в елементарний ланцюговий дрiб.

Це означає, що µξ зосереджена на множинi, де асимптотична частота цифри 1
серед елементiв розкладу числа x в ланцюговий дрiб дорiвнює p1. Вiдомо ([5]), що для
λ-майже всiх x ∈ [0, 1] асимптотична частота цифри 1 в ланцюговому представленнi
дорiвнює ν1 := 1

ln 2
· ln 4

3
. Позначимо дану множину A = {x : ν1(x) = ν1}, λ(A) = 1.
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1a) Нехай p1 ̸= ν1, тодi µξ(Ã) = 1 i λ(Ã) = 0, де Ã = {x : ν1(x) = p1}.
Отже, µξ — сингулярно неперервна вiдносно λ.
1b) Нехай p1 = ν1. Розглянемо перетворення одностороннього зсуву T.
Нехай N(1,1)(x, k) кiлькiсть комбiнацiй (1, 1) серед перших (k + 1) елементiв роз-

кладу числа x в ланцюговий дрiб, тобто

N(1,1)(x, k) = #{i : (αi(x), αi+1(x)) = (1, 1), i ∈ {1, 2, 3, ..., k}}.

Якщо границя

lim
k→∞

N(1,1)(x, k)

k
iснує, то число ν(1,1)(x) називають асимптотичною частотою пари (1, 1) у ланцюгово-
му представленнi числа x.

Нехай f — характеристична функцiя множини

∆c.f.
(1,1) = {x : α1(x) = 1 ∧ α2(x) = 1}.

З ергодичної теореми слiдує, що для λ-майже всiх x ∈ [0, 1]:

lim
n→∞

n−1∑
k=0

f(T k(x)) =

1∫
0

f(x)dµG(x) =
1

ln 2

∫
∆c.f.

(1,1)

dx

1 + x
=

1

ln 2

∫ 2
3

1
2

dx

1 + x
=

=
1

ln 2
(ln(1 +

2

3
)− ln(1 +

1

2
)) =

1

ln 2
· ln 10

9
=: ν(1,1).

Тодi множина B = {x : ν(1,1)(x) =
1

ln 2
· ln 10

9
} має повну мiру Лебега.

Розглянемо випадковi вектори (ξ1; ξ2), (ξ2; ξ3), (ξ3; ξ4), ..., (ξn−1; ξn), (ξn; ξn+1), ....

Побудуємо випадковi величини

φk = φk(x) =

{
1, якщо (ξk, ξk+1) = (1, 1),

0, якщо (ξk, ξk+1) ̸= (1, 1).

Випадковi величини φ1, φ3, ..., φ2n−3, φ2n−1... — незалежнi однаково розподiленi i
Mη1(x) = p21. За посиленим законом великих чисел для µξ-майже всiх x ∈ [0, 1]

виконується:
lim
n→∞

φ1 + φ3 + ...+ φ2n−1 + φn
n

= p21. (2)

Аналогiчно φ2, φ4, ..., φ2n−2, φ2n... — незалежнi однаково розподiленi випадковi вели-
чини i Mη2(x) = p21. Тодi за посиленим законом великих чисел для µξ-майже всiх
x ∈ [0, 1] виконується рiвнiсть:

lim
n→∞

φ2 + φ4 + ...+ φ2n−2 + φ2n

n
= p21. (3)

З (2) i (3) випливає, що

lim
n→∞

φ1 + φ2 + ...+ φn−1 + φn
n

= p21 для µξ-майже всiх x ∈ [0, 1].
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Отже, ймовiрнiсна мiра µξ зосереджена на множинi, де вiдносна асимптотична
частота пари (1, 1) дорiвнює ν12 (ν1 = p1 за припущенням). Мiра Лебега цiєї множини
дорiвнює нулю, оскiльки ν21 = ( 1

ln 2
· ln 4

3
)2 ̸= 1

ln 2
· ln 10

9
=: ν(1,1). Отже, µξ — сингулярно

неперервна вiдносно λ.
�

3. Спектральна класифiкацiя сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр,
з незалежними символами ланцюгового розкладу

В роботi [13] зроблено подiл сингулярних ймовiрнiсних мiр на типи за топологiч-
ними та метричними властивостями їх спектрiв (C-тип, S-тип, K-тип).

Розглянемо випадкову величину ξ для якої

P ∗ =



1
2

p12 . p1k .

0 p22 . p2k .
1
4

p32 . p3k .

0 p42 . p4k .

. . . . .
1
2n

p(2n−1)2 . p(2n−1)k .

0 p(2n)2 . p(2n)k .

. . . . .


,

де pik > 0 ∀k ≥ 2 ∀i ∈ N .
Покажемо, що спектр випадкової величини ξ є множиною наступного виду:

Sµξ = (
∪
i

[ai, bi])
∪

{x0},

де {[ai, bi]} — послiдовнiсть (неперекривних) вiдрiзкiв, x0 = 0.
Оскiльки pik > 0 ∀k ≥ 2 ∀i ∈ N , то довiльний цилiндричний вiдрiзок △c.f.

iα2α3...αn

(i = {1, 3, ..., 2n− 1, ...}, αn ∈ N , ∀n ∈ N) належить спектру Sµξ .
При цьому

µξ(
∪
i

∪
α2

...
∪
αn

△c.f.
α1α2...αk0

) =
∑
i

∑
α2

...
∑
αn

pi1 · pa22 · ... · pak0k0 = 1.

Очевидно, що точка x0 = 0 не належить жодному цилiндричному вiдрiзку
△c.f.
iα2α3...αn

, тобто не належить об’єднанню (
∪
i

∪
α2

...
∪
αn

△c.f.
α1α2...αk0

). Оскiльки, ∀ε > 0 iс-

нує n1 = n1(ε, x) таке, що |△c.f.
i(x)α2(x)...αn1 (x)

| ⊂ (x0 − ε, x0 + ε), то точка x0 є граничною
для множини (

∪
i

∪
α2

...
∪
αn

△c.f.
α1α2...αk0

). Отже, Sµξ = (
∪
i

[ai, bi])
∪
{x0}, де в якостi [ai, bi]

можна взяти цилiндричнi вiдрiзки першого рангу △c.f.
i , i = 2l − 1, l ∈ N.
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Таким чином, сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µξ, розглянута в прикладi,
не належить нi до C-типу, нi до S-типу, нi до K-типу i не є сумiшшю цих типiв.

У роботi ([4]) було запропоновано нову спектральну класифiкацiю сингулярно
неперервних ймовiрнiсних мiр i доведено, що довiльна сингулярно неперервна мiра
може бути представлена у виглядi опуклої комбiнацiї мiр наведених нижче типiв.

Означення 1. Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µ наR1 називається мiрою
чистого GC-типу, якщо iснує нiде не щiльна множина E така, що

E ⊂ Sµ,

µ(E) = 1,

∀x ∈ E, ∃ε(x) > 0 : λ([x− ε(x), x+ ε(x)] ∩ Sµ) = 0.

Означення 2. Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µ називається мiрою чи-
стого GP -типу, якщо iснує нiде не щiльна множина E така, що

E ⊂ Sµ,

µ(E) = 1,

∀x ∈ E ∀ε > 0 : λ([x− ε, x+ ε] ∩ Sµ) > 0.

Означення 3. Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µ називається мiрою чи-
стого GS-типу, якщо iснує послiдовнiсть (неперекривних) вiдрiзкiв {[ai, bi]} таких,
що  [ai, bi] ⊂ Sµ,

µ

(∪
i

[ai, bi]

)
= 1.

Використовуючи результати дослiджень топологiчних та метричних властивостей
спектрiв розподiлiв випадкових величин з незалежними символами ланцюгового роз-
кладу [13], дослiдимо спектральну структуру випадкової величини ξ. Спочатку знай-
демо необхiднi i достатнi умови того, що мiра Лебега спектра Sµξ дорiвнювала нулю.
Ця задача була розв’язана в [13]. Ми наведемо iнше доведення.

Лема 1. Нехай Sk = {i : pik = 0}. Для того, щоб мiра Лебега спектра Sµξ
дорiвнювала нулю необхiдно i достатньо, щоб

∞∑
n=1

(
∑
i∈Sn

1

i2
) = +∞. (4)

Доведення. Як вiдомо [13] спектр розподiлу випадкової величини ξ вiдрiзняєть-
ся не бiльш як зчисленною кiлькiстю точок вiд множини

C[c.f., {Vk}] = {x : x = △α1α2...αk..., αk ∈ Vk = {i : pik ̸= 0}}.
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Тому λ(C[c.f., {Vk}]) = λ(Sµξ).

Позначимо Cn = Cn[c.f., {Vk}] = {x : △α1α2...αn , αj ∈ Vj, ∀j = 1, n}.
Тодi C[c.f., {Vk}] =

∩∞
n=1Cn i λ(Sµξ) = lim

n→∞
λ(Cn).

Позначимо Cn = Cn−1\Cn = {x : △α1α2...αn , αj ∈ Vj,∀j = {1, ..., n− 1}, αn ∈ Sn}.
Тодi

λ(Cn−1) = λ(Cn) + λ(Cn)

i

λ(Sµξ) = lim
n→∞

λ(Cn) = lim
n→∞

n∏
k=1

λ(Ck)

λ(Ck−1)
=

∞∏
n=1

λ(Ck)

λ(Ck−1)
=

∞∏
n=1

(1− λ(Cn)

λ(Cn−1)
). (5)

∞∏
n=1

(1− λ(Cn)

λ(Cn−1)
) = 0 ⇔

∞∑
n=1

λ(Cn)

λ(Cn−1)
= +∞.

Нехай αk ∈ Vk ∀k = {1, 2, ..., n− 1, }, тодi △α1α2...αn−1 ⊂ Cn−1.

Вiдомо [18], що

1

3i2
≤
λ(△α1α2...αn−1i)

λ(△α1α2...αn−1)
≤ 2

i2
.

Тому

(
∑
i∈Sn

1

3i2
)λ(△α1α2...αn−1) ≤

∑
i∈Sn

λ(△α1α2...αn−1i) ≤ (
∑
i∈Sn

2

i2
)λ(△α1α2...αn−1).

i, отже,
∑

αj∈Vj ,j<n

∑
i∈Sn

λ(△α1α2...αn−1i) ≤ (
∑
i∈Sn

2
i2
) ·

∑
αj∈Vj ,j<n

λ(△α1α2...αn−1),∑
αj∈Vj ,j<n

∑
i∈Sn

λ(△α1α2...αn−1i) ≥ (
∑
i∈Sn

1
3i2

) ·
∑

αj∈Vj ,j<n
λ(△α1α2...αn−1);

що рiвносильно наступнiй умовi

(
∑
i∈Sn

1

3i2
)λ(Cn−1) ≤ λ(Cn) ≤ (

∑
i∈Sn

2

i2
)λ(Cn−1).

Тому
1

3

∑
i∈Sn

1

i2
≤ λ(Cn)

λ(Cn−1)
≤ 2

∑
i∈Sn

1

i2
. (6)

Беручи до уваги (5) та (6), отримуємо, що

λ(Sµξ) = 0 ⇔
∞∑
n=1

λ(Cn)

λ(Cn−1)
= +∞ ⇔

∞∑
n=1

(
∑
i∈Sn

1

i2
) = +∞.

�
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Наступна теорема стверджує спектральну чистоту розподiлу випадкової величи-
ни ξ i дає критерiй належностi ξ до кожного з чистих GC- GP - i GS-типiв.

Теорема 3. Позначимо Sk = {i : pik = 0}, Vk = N\Sk = {i : pik > 0}. Ймо-
вiрнiсна мiра µξ сингулярна вiдносно мiри Лебега, причому у випадку неперервностi
вона має чистий спектральний тип i є

(1) мiрою чистого GS-типу тодi i тiльки тодi, коли матриця P ∗ має лише
скiнченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулi;

(2) мiрою чистого GP -типу тодi i тiльки тодi, коли нескiнченна кiлькiсть
стовпчикiв матрицi P ∗ мiстить нулi i при цьому

∞∑
k=1

(
∑
i∈Sk

1

i2
) < +∞;

(3) мiрою чистого GC-типу тодi i тiльки тодi, коли нескiнченна кiлькiсть
стовпчикiв матрицi P ∗ мiстить нулi i при цьому

∞∑
k=1

(
∑
i∈Sk

1

i2
) = +∞.

Доведення. (1) Якщо P ∗ мiстить скiнченну кiлькiсть стовпчикiв з нулями,
то ∃k0 : ∀k > k0, pik > 0, ∀i ∈ N. Покажемо, що довiльний цилiндричний
вiдрiзок △c.f.

α1α2...αk0
(αj ∈ Vj, j = 1, k0) належить спектру Sµξ . Справдi, ∀x ∈

△c.f.
c1c2...ck0

(cj ∈ Vj, j = 1, k0) тa ∀ε > 0 знайдеться такий номер k1 = k1(ε), що:
k1 > k0, △c.f.

c1c2...ck0
⊃ △c.f.

c1c2...ck0 ...ck1
∋ x i |△c.f.

c1c2...ck0 ...ck1
| < ε.

При цьому

µξ(x− ε, x+ ε) ≥ µξ(△c.f.
c1c2...ck1

) =

k1∏
j=1

pcjj > 0,

бо cj ∈ Vj, ∀j ≤ k1.

Тодi

µξ(
∪
a1∈V1

∪
a2∈V2

...
∪

ak0∈Vk0

△c.f.
α1α2...αk0

) =
∑
a1∈V1

∑
a2∈V2

...
∑

ak0∈Vk0

pa11 · pa22 · ... · pak0k0 = 1,

оскiльки
∑
aj∈Vj

pajj = 1, ∀j ∈ N.

Тому, якщо матриця P ∗ має лише скiнченну кiлькiсть стовпчикiв, якi
мiстять нулi, то сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µξ є мiрою GS-типу.

(2) Нехай матриця P ∗ має нескiнченну кiлькiсть стовпчикiв, якi мiстить нулi i

при цьому
∞∑
k=1

(
∑
i∈Sk

1
i2
) < +∞.

Розглянемо множину

C[c.f., {Vk}] = {x : x = △c.f.
α1α2...αk...

, αk ∈ Vk}.
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Ця множина є нiде не щiльною. Справдi, довiльний iнтервал (a, b) ⊂ (0, 1)

цiлком мiстить цилiндричний вiдрiзок деякого рангу n0 : △c.f.
c1c2...cn0

⊂ (a, b).

Оскiльки P ∗ мiстить нескiнченну кiлькiсть стовпчикiв з нулями, то ∃i0 ∈
Sn0+k0 pi0(n0+k0) = 0 i △c.f.

c1c2...cn0 ...cn0+k0−1i0
⊂ △c.f.

c1c2...cn0
.

Тодi внутрiшнiсть цилiндра △c.f.
c1c2...cn0 ...cn0+k0−1i0

не має жодної спiльної точ-
ки з C[c.f., {Vk}].

Очевидно, що C[c.f., {Vk}] ⊂ Sµξ .

Нехай x ∈ C[c.f., {Vk}]. Тодi x = △c.f.
α1(x)α2(x)...αk(x)...,

αk(x) ∈ Vk. Для
довiльного ε > 0 iснує n1 = n1(ε, x) таке, що |△c.f.

α1(x)α2(x)...αn1 (x)
| < ε.

Тодi

µξ(x− ε, x+ ε) ≥ µξ(△c.f.
α1(x)α2(x)...αn1 (x)

) =

n1∏
j=1

pαj(x)j > 0,

бо αj(x) ∈ Vj, ∀j ≤ n1.

Покажемо, що ∀x ∈ C[c.f., {Vk}], ∀ε > 0 множина (x− ε, x+ ε)
∩
Sµξ має

додатну мiру Лебега.
Нехай n1 = n1(ε, x) — означене ранiше натуральне число.
Тодi

((x− ε, x+ ε)
∩

C[c.f., {Vk}]) ⊃ (△c.f.
α1(x)α2(x)...αn1(x)

∩
C[c.f., {Vk}]) =

= {x : x = △c.f.
α1(x)α2(x)...αn1 (x)cn1+1cn2+1...

, де cj ∈ Vj,∀j > n1} =:

Cα1(x)α2(x)...αn1 (x)
= lim

n→∞
(△c.f.

α1(x)α2(x)...αn1 (x)

∩
Cn),

де множини Cn були означенi в доведеннi попередньої леми. Тому, вико-
ристовуючи тi ж самi мiркування, отримаємо:

lim
n→∞

λ(△c.f.
α1(x)α2(x)...αn1 (x)

∩
Cn) =

= λ(△c.f.
α1(x)α2(x)...αn1 (x)

) ·
∞∏

n=n1+1

(1−
λ(△c.f.

α1(x)α2(x)...αn1 (x)

∩
Cn)

λ(△c.f.
α1(x)α2(x)...αn1 (x)

∩
Cn−1)

).

Оскiльки за умовою ряд
∞∑
k=1

(
∑
i∈Sk

1
i2
) < +∞ збiгається,то

∞∑
n=n1+1

(1−
λ(△c.f.

a1(x)a2(x)...an1 (x)

∩
Cn)

λ(△c.f.
a1(x)a2(x)...an1 (x)

∩
Cn−1)

) < +∞.

Це означає, що λ((x− ε, x+ ε)
∩
Sµξ) ≥ λ(Ca1(x)a2(x)...an1 (x)

).

Отже, у цьому випадку сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µξ має
GP -тип.
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(3) Нехай матриця має нескiнченну кiлькiсть стовпчикiв, якi мiстять нулi i при

цьому
∞∑
k=1

(
∑
i∈Sk

1
i2
) = +∞.

У цьому випадку множина C[c.f., {Vk}] є нiде не щiльною i повнiстю на-
лежить спектру (див. доведення п.2).

Покажемо, що ∀x ∈ C[c.f., {Vk}] ∃ε(x) > 0 : λ((x− ε, x+ ε)
∩
Sµξ) = 0.

Оскiльки з умови
∞∑
k=1

(
∑
i∈Sk

1
i2
) = +∞ випливає нуль-мiрнiсть спектра (див.

лему 1), то в якостi ε(x) можна вибирати довiльне додатне число. Отже, у
випадку 3) мiра µξ має чистий GC-тип.

Оскiльки умови 1), 2), 3) є попарно несумiсними i одна з них завжди виконується,
то мiра має чистий спектральний тип.

�

Подяки. Ця робота була частково пiдтримана проектами DFG KO1989/6-1 та
DAAD A/11/85586. Автори вдячнi професору Ювалу Пересу (Yuval Peres, Microsoft
Research) за корисне обговорення проблем, пов’язаних з метричною та ймовiрнiсною
теорiями ланцюгових дробiв.
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