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Анотацiя. Побудовано асимптотику лiнiйно незалежних розв’язкiв однорiдної син-
гулярно збуреної системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь довiльного m-го по-
рядку з матрицею при старших похiдних, яка вироджується з прямуванням малого
параметра до нуля. Для побудови вiдповiдних асимптотичних розвинень викори-
стовується теорiя полiномiальних матричних в’язок. Розглянуто випадок простого
спектра характеристичного полiнома.
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degenerated singularly perturbed system for linear differential
equations of higher orders
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Abstract. It is constructed the asymptotic of linearly independent solutions of the

homogeneous singularly perturbed systems of linear differential equations m-order with

the the matrix of the older derivative which is degenerating when small parameter is

to zero. For the building of the corresponding expansions the theory of the polynomial

matrix brunches is used.

It is investigated the case of the simple spectrum of characteristic polynom.

1. Постановка задачi

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду

c⃝ С. П. Пафик, В. П. Яковець, 2012
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εmhAm(t, ε)
dmx

dtm
+ ε(m−1)hAm−1(t, ε)

dm−1x

dtm−1
+ ...+ εhA1(t, ε)

dx

dt
+ A0(t, ε)x = 0, (1)

де x(t, ε) – шуканий n-вимiрний вектор, Ai(t, ε), i = 0,m, – дiйснi або комплексно-
значнi матрицi n-го порядку, ε ∈ (0; ε0] – малий дiйсний параметр, h ∈ N, t ∈ [0;T ].

Будемо передбачати, що виконуються наступнi умови:
1◦. матрицi Ai(t, ε), i = 0,m, допускають на вiдрiзку [0;T ] рiвномiрнi асимптотичнi

розвинення за степенями ε:

Ai(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkA
(k)
i (t), i = 0,m; (2)

2◦. матрицi A(k)
i (t), i = 0,m, k = 0, 1, ..., – нескiнченно диференцiйованi на вiдрiзку

[0;T ];
3◦. detA

(0)
m (t) = 0,∀t ϵ [0;T ].

Питання побудови асимптотичних розв’язкiв системи (1) за степенями малого
параметра вивчалось рiзними авторами [1-8]. Однак ними розглядались в основно-
му системи рiвнянь другого порядку. Системи ж рiвнянь вищих порядкiв дослiд-
жувались лише в найпростiших випадках i, як правило , за умови, коли матрицi
Ai(t, ε), i = 0,m− 1, нульовi, а Am(t, ε) – одинична [9],що, на наш погляд, обумовлено
намаганням мати справу з однiєю граничною матрицею A

(0)
0 (t) та використовувати

можливiсть її зведення до канонiчної форми Жордана. Бiльш загальна система при
h = 1 i одиничною матрицею при старшiй похiднiй розглядається в [10], де для побу-
дови асимптотичних розв’язкiв використовується розклад характеристичного полi-
нома даної системи на лiнiйнi множники.

У данiй роботi для дослiдження асимптотики лiнiйно незалежних розв’язкiв си-
стеми (1) використаємо теорiю полiномiальних матричних в’язок. З цiєю метою у
пунктi 2 наводяться деякi допомiжнi результати, якi стосуються полiномiальних в’я-
зок матриць. У пунктi 3 доводиться основна теорема, якою визначається вигляд
формальних розв’язкiв системи (1) у випадку простих коренiв характеристичного
рiвняння. У процесi доведення цiєї теореми дається алгоритм, за яким визначаються
коефiцiєнти вiдповiдних формальних розвинень. У заключному пунктi 4 сформульо-
вано умови, за виконання яких побудованi формальнi розв’язки мають асимптотич-
ний характер, i наводяться вiдповiднi асимптотичнi оцiнки.

2. Деякi допомiжнi результати

Розглянемо над полем комплексних чисел полiномiальну в’язку матриць

P (λ) = A0 + λA1 + ...+ λm−1Am−1 + λmAm. (3)
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При цьому вважатимемо, що матриця Am вироджена, тобто detAm = 0.
Означення 1. Полiномiальну в’язку матриць P (λ) будемо називати регулярною,

якщо detP (λ) ̸= 0, i сингулярною, якщо detP (λ) ≡ 0,∀ λ ∈ C.

Поряд з (3) розглянемо в’язку матриць

P (λ, ω) = ωmA0 + ωm−1λA1 + ...+ ωλm−1Am−1 + λmAm,

яка залежить вiд двох параметрiв λ й ω.
Знайдемо її iнварiантнi многочлени

is(λ, ω) =
Dn−s+1(λ, ω)

Dn−s(λ, ω)
, s = 1, n,

де Dk(λ, ω) – найбiльший спiльний дiльник усiх мiнорiв k-го порядку матрицi P (λ, ω)
[11, с. 314].

Розклавши iнварiантнi многочлени is(λ, ω), s = 1, n, на незвiднi множники над
полем комплексних чисел, отримаємо двi групи елементарних дiльникiв: ei(λ, ω) =

(αiλ+ βiω)
ki i ej(λ, ω) = ωsj , де αi, βi ∈ C; ki, sj ∈ N .

Поклавши в ei(λ, ω) ω = 1, дiстанемо елементарнi дiльники в’зки (3). Що ж сто-
сується другої групи елементарних дiльникiв, то вони є елементарними дiльниками
симетричної в’язки матриць

M(ω) = Am + ωAm−1 + ...+ ωm−1A1 + ωmA0, (4)

що вiдповiдають її нульовому власному значенню.
Слiдуючи [8, с. 42], елементарнi дiльники першої групи називатимемо скiнченни-

ми елементарними дiльниками полiномiальної в’язки матриць P (λ), а елементарнi
дiльники другої групи – нескiнченними елементарними дiльниками цiєї в’язки.

Додержуючись [8, с. 41-42], введемо поняття жорданового ланцюжка векторiв для
полiномiальної в’язки (3).

Означення 2. Число λ0 називатимемо власним значенням в’язки матриць P (λ),
а ненульовi вектори φ1, φ2, ..., φp – вiдповiдним жордановим ланцюжком власного та
приєднаних векторiв завдовжки p, якщо виконуються рiвностi

P (λ0)φ1 = 0;

P (λ0)φi +

min(i−1,m)∑
k=1

P (k)(λ)

k!
|
λ=λ0

φi−k = 0, i = 2, p;

а рiвняння
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P (λ0)y +

min(p,m)∑
k=1

P (k)(λ)

k!
|
λ=λ0

φp+1−k = 0

не має розв’язкiв вiдносно y.
Справджується наступне твердження.
Лема. Якщо в’язка матриць P (λ) регулярна, то:
1) сума кратностей всiх її скiнченних та нескiнченних елементарних дiльникiв

дорiвнює mn;
2) кожному скiнченному елементарному дiльнику кратнiстю p вiдповiдає жор-

данiв ланцюжок векторiв завдовжки p;
3) якщо в’язка матриць P (λ) має нескiнченний елементарний дiльник кратнiстю

q, то нульовому власному значенню симетричної в’язки M(ω) вiдповiдає жорданiв
ланцюжок векторiв завдовжки q.

Доведення. Поряд з полiномiальною в’язкою матриць (3) розглянемо лiнiйну в’яз-
ку (mn×mn)-матриць L(λ) = Ã+λB̃, в якiй матрицi Ã та B̃ мають блоковий вигляд:

Ã =



0 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 E

(−1)m−1A0 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

(−1)m−2A1 E 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

(−1)m−3A2 0 E 0 . . . 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(−1)k+1Am−k−2 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

(−1)kAm−k−1 0 0 0 . . . E 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(−1)2Am−3 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0

(−1)1Am−2 0 0 0 . . . 0 0 . . . E Am−1



;

B̃ = diag{E,E, ..., E,Am}, (5)

де E та 0 – вiдповiдно одинична та нульова матрицi n-го порядку.
Покажемо, що визначники в’язок матриць P (λ) i L(λ) збiгаються. З цiєю метою

виконаємо над визначником лiнiйної в’язки L(λ) послiдовно еквiвалентнi перетво-
рення A:

1. Множимо його m-й стовпець на λ-матрицю −λE i додамо до 1-го стовпця, потiм
1-й рядок отриманого визначника множимо на λ-матрицю −Am−1 − λAm i додаємо
до m-го рядка;

2. i-й рядок (i = m, m−1, ..., 3) отриманого визначника множимо на λ−матрицю
−λE i додаємо до (i−1)-го, потiм (i−1)-й стовпець отриманого визначника множимо
на λ−матрицю (−1)m−i+2

∑m−i+2
j=0 λm+2−i−jAm−j i додаємо до 1-го;
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3.У отриманому визначнику мiняємо мiсцями 1-й та 2-й рядки, а потiм i-й стов-
пець з m-м, (i = 2,m− 1).

У результатi отримаємо detL(λ) = detP (λ).

Отже, власнi значення в’язок L(λ) i P (λ) збiгаються. Покажемо, що скiнченнi та
нескiнченнi елементарнi дiльники цих в’язок також збiгаються.

Виконавши над лiнiйною в’язкою L(λ) перетворення A, зведемо її до еквiвалент-
ної λ-матрицi diag{P (λ), E, ..., E}, елементарнi дiльники якої збiгаються з елемен-
тарними дiльниками полiномiальної в’язки матриць P (λ). Оскiльки ж еквiвалентнi
λ-матрицi мають однi й тi самi елементарнi дiльники [11], то звiдси випливає, що
скiнченнi елементарнi дiльники полiномiальної в’язки P (λ) збiгаються iз скiнченни-
ми елементарними дiльниками лiнiйної в’язки L(λ).

Аналогiчно встановлюємо, що елементарнi дiльники полiномiальної в’язки мат-
риць M(ω), симетричної в’язцi P (λ), збiгаються з елементарними дiльниками вiд-
повiдної лiнiйної в’язки M(ω) = B̃ + ωÃ, симетричної в’язцi L(λ). Для цього над
лiнiйною в’язкою матриць M(ω) виконаємо еквiвалентнi перетворення B:

1. Множимо i-й рядок (i = 2,m− 1) в’язки M(ω) на ω-матрицю (−1)−1ωE i додає-
мо до (i+1)-го рядка, потiм i-й стовпець множимо на ω−матрицю (−1)m+2−i∑i−2

j=0 ω
i−j−1Aj

i додаємо до 1-го;
2. Множимо 1-й стовпець отриманої в’язки на ω-матрицю (−1)−1ωE i додаємо

до m-го, потiм 1-й рядок отриманої в’язки множимо на ω-матрицю
∑m−2

j=0 ω
m−j−1Aj i

додаємо до m-го.
У результатi дiстанемо diag{E, E, ..., M(ω)}, звiдки випливає, що збiгаються та-

кож i нескiнченнi елементарнi дiльники в’язок P (λ) i L(λ).
Оскiльки сума кратностей всiх скiнченних i нескiнченних елементарних дiльникiв

лiнiйної регулярної в’язки матриць L(λ) дорiвнює mn, то такою буде й сума кратно-
стей вiдповiдних елементарних дiльникiв полiномiальної в’язки P (λ).

Нехай в’язка матриць P (λ) має скiнченний елементарний дiльник (λ− λ0)
p крат-

нiстю p, що вiдповiдає власному значенню λ0. За доведеним вище такий самий скiн-
ченний елементарний дiльник матиме також вiдповiдна блокова лiнiйна в’язка L(λ).
Згiдно теоремою 1.7 iз [8, с. 38)] цьому елементарному дiльнику вiдповiдає жорданiв
ланцюжок завдовжки p mn-вимiрних векторiв, що складається з власного вектора
φ1 i p− 1 приєднаних векторiв φi, i = 2, p, якi задовольняють спiввiдношення

(Ã+ λ0B̃)φ1 = 0, (6)

(Ã+ λ0B̃)φi + B̃φi−1 = 0, i = 2, p, (7)

а рiвняння
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(Ã+ λ0B̃)x+ B̃φp = 0 (8)

не має розв’язку вiдносно x.
Позначимо φi = col[φ

(1)
i ; ...;φ

(k)
i ; ...;φ

(n)
i ], де φ

(k)
i , i = 1, p, k = 1,m,– n-вимiрнi

вектори, координатами яких є вiдповiднi координати вектора φi. Взявши до уваги
структуру матриць Ã та B̃, з (6), (7) матимемо

P (λ0)φ
(1)
1 = 0,

P (λ0)φ
(1)
i +

min(i−1,m)∑
k=1

P (k)(λ)

k!
|
λ=λ0

φ
(1)
i−k = 0, i = 2, p,

а з несумiсностi рiвняння (8) випливає несумiснiсть рiвняння

P (λ0)y +

min(p,m)∑
k=1

P (k)(λ)

k!
|
λ=λ0

φ
(1)
p+1−k = 0.

Таким чином, скiнченному елементарному дiльнику кратнiстю p полiномiальної
в’язки матриць P (λ) вiдповiдає жорданiв ланцюжок векторiв, довжина якого збi-
гається з кратнiстю цього елементарного дiльника.

Нехай тепер полiномiальна в’язка матриць P (λ) має нескiнченний елементарний
дiльник кратнiстю q Т̇одi за доведеним вище такий самий елементарний дiльник
матиме лiнiйна в’язка матриць L(λ). Згiдно з тiєю ж теоремою 1.7 iз [8] нульово-
му власному значенню в’язки матриць M(ω), симетричної в’язцi L(λ), вiдповiдає
жорданiв ланцюжок векторiв завдовжки q, що складається з mn-вимiрних векторiв
φ̃i, i = 1, q, що задовольняють спiввiдношення

B̃φ̃1 = 0, (9)

B̃φ̃i + Ãφ̃i−1 = 0, i = 2, q, (10)

а рiвняння
B̃x+ Ãφ̃p = 0 (11)

не має розв’язку.
Позначимо φ̃i = col[φ̃

(1)
i ; ...; φ̃

(k)
i ; ...; φ̃

(n)
i ], де φ̃(k)

i , i = 1, q, k = 1,m, - n-вимiрнi век-
тори, координатами яких є вiдповiднi координати вектора φ̃i. Врахувавши структуру
матриць Ã та B̃, з (9), (10) матимемо

Amφ̃
(m)
1 = 0;
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Amφ̃
(m)
i +

min(i−1,m)∑
k=1

Am−kφ̃
(m)
i−k = 0, i = 2, q,

а з несумiсностi рiвняння (11) випливає несумiснiсть рiвняння

Amy +

min(i−1,m)∑
k=1

Am−kφ̃
(m)
q+1−k = 0.

Отже, якщо полiномiальна в’язка матриць P (λ) має нескiнченний елементарний
дiльник кратнiстю q , то нульовому власному значенню в’язки матриць M(ω) вiд-
повiдає жорданiв ланцюжок завдовжки q .

Лему доведено.
Зауваження. Доведена лема дiйсна також для полiномiальної в’язки матриць

P (t, λ) = A0(t)+λA1(t)+λ
2A2(t)+...+λ

mAm(t) зi змiнними матрицями, якщо кратно-
стi всiх її скiнченних та нескiнченних елементарних дiльниткiв залишаються сталими
на промiжку змiни аргумента t. При цьому, якщо елементи матриць Ai(t), i = 0,m,
мають на вiдрiзку [0; T ] неперервнi похiднi до k-го порядку включно, то всi власнi
значення полiномiальної в’язки матриць P (t, λ) також матимуть на цьому вiдрiзку
неперервнi похiднi k-го порядку. Власнi вектори в’язки матриць P (t, λ) та симет-
ричної їй в’язки M(t, ω) можна визначити так, щоб i вони мали той самий ступiнь
гладкостi. [8, с. 46]

Перейдемо до побудови розв’язкiв системи (1).

3. Побудова формальних розв’язкiв

Припустимо, що, крiм умов 1◦ − 3◦, сформульованих у пунктi 1, виконуються
також наступнi:

4◦. гранична в’язка матриць

P (t, λ) =
m∑
i=0

λiA
(0)
i (t) (12)

системи (1) регулярна при всiх t ∈ [0;T ] i має тiльки простi елементарнi дiльники:mn−
1 скiнченних λ− λi(t), i = 1,mn− 1, i один – нескiнченний.

5◦. (A
(1)
m (t)φ̃(t); ψ̃(t)) ̸= 0,∀ t ∈ [0;T ], де φ̃(t) та ψ̃(t) – елементи нуль-просторiв

матриць A(0)
m (t) i (A(0)

m (t))∗ вiдповiдно.
Як показано в [8, с. 95], за умови 5◦ матриця Am(t, λ) буде неособливою при

досить малих ε > 0, t ∈ [0;T ], що гарантує iснування в системи (1) mn лiнiйно
незалежних розв’язкiв, якi необхiдно побудувати.

Розв’язки, що вiдповiдають скiнченним елементарним дiльникам граничної в’яз-
ки матриць P (t, λ), будемо шукати у виглядi
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x(t, ε) = u(t, ε) exp

(
ε−h

∫ t

0

λ(τ, ε)dτ

)
, (13)

де u(t, ε) – n-вимiрний вектор, а λ(t, ε) – скалярна функцiя, якi зображаються у
виглядi формальних розвинень

u(t, ε) =
∞∑
k=0

εku(k)(t), (14)

λ(t, ε) =
∞∑
k=0

εkλ(k)(t). (15)

Покажемо, що вектор (13) формально задовольняє рiвняння (1). Диференцiюючи
вектор-функцiю (13) k разiв, отримаємо рекурентний вираз

dkx

dtk
=

[
k∑
l=1

l∑
s=1

ε−shC l
k

dk−lu(t, ε)

dtk−l
Λsl (t, ε) +

dku(t, ε)

dtk

]
×

× exp

(
ε−h

∫ t

0

λ(τ, ε)dτ

)
, k = 0,m, (16)

де

Λ1
l (t, ε) =

dl−1

dtl−1
(λ(t, ε)), (17)

Λsl (t, ε) =
l−s∑
i=0

dl−s−i

dtl−s−i
(λ(t, ε)Λs−1

i+s−1(t, ε)), s = 2, l, l = 1, k. (18)

Пiдставивши вектор (13) i його похiднi (16) у систему (1), дiстанемо

m∑
k=0

(
k∑
l=1

l∑
s=1

ε(k−s)hC l
kAk(t, ε)

dk−l

dtk−l
u(t, ε)Λsl (t, ε) + εkhAk(t, ε)

dk

dtk
u(t, ε)

)
= 0,

або

m∑
k=0

λk(t, ε)Ak(t, ε)u(t, ε) = −
m∑
k=1

( k−1∑
l=1

l∑
s=1

ε(k−s)hC l
kAk(t, ε)

dk−l

dtk−l
u(t, ε)Λsl (t, ε)+

+
k−1∑
s=1

ε(k−s)hAk(t, ε)u(t, ε)Λ
s
k(t, ε) + εkhAk(t, ε)

dk

dtk
u(t, ε)

)
. (19)

Згiдно з (15), (17), (18) функцiї Λsl (t, ε), s = 1, l, l = 1, k, можна подати у виглядi
розвинення за степенями ε:
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Λsl (t, ε) =
∞∑
r=0

εrΛ
s(r)
l (t), (20)

де

Λ
1(r)
l (t) =

dl−1

dtl−1
(λ(r)(t)), (21)

Λ
s(r)
l (t) =

l−s∑
i=0

r∑
j=0

dl−s−i

dtl−s−i
(λ(j)(t)Λ

s−1(r−j)
i+s−1 (t)), s = 2, l, l = 1, k. (22)

Пiдставивши в (19) розвинення (2), (14), (15), (20), маємо

m∑
k=0

(
∞∑
r=0

εrλ(r)(t))k
∑
r≥0

εrA
(r)
k (t)

∞∑
r=0

εru(r)(t)) =
∞∑
r=1

εrf (r)(t), (23)

де

f (r)(t) = −
m∑
k=1

( k−1∑
l=1

l∑
s=1

r−(k−s)h∑
i=0

r−(k−s)h−i∑
j=0

C l
kA

(i)
k (t)

dk−l

dtk−l
(u(j)(t))Λ

s(r−(k−s)h−i−j)
l (t)+

+
k−1∑
s=1

r−(k−s)h∑
i=0

r−(k−s)h−i∑
j=0

A
(i)
k (t)u(j)(t)Λ

s(r−(k−s)h−i−j)
k (t)+

+
r−kh∑
j=0

A
(j)
k (t)

dk

dtk
(u(r−kh−j)(t))

)
, r = 1, 2, ... (24)

Скориставшись формулою

( ∞∑
r=0

εrλ(r)(t)
)k

= (λ(0)(t))k +
∞∑
r=1

εrP r
k (λ), k = 0,m, (25)

де P r
k (λ) – сума всеможливих добуткiв функцiй λ(j1)(t), λ(j2)(t), ... λ(jk)(t) з нату-

ральними iндексами, сума яких дорiвнює r, рiвнiсть (23) запишемо у виглядi

∞∑
r=0

εr(
m∑
k=0

(λ(0)(t))kA
(0)
k (t)u(r)(t)) =

= −
∞∑
r=1

εr(
m∑
k=1

kλ(r)(t)(λ(0)(t))k−1A
(0)
k (t)u(0)(t)) +

∞∑
r=1

εrb(r)(t), (26)

де

b(r)(t) = f (r)(t) + d(r)(t), r = 1, 2, ...; (27)
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d(r)(t) = −
m∑
k=0

(
r∑
j=1

(λ(0)(t))kA
(j)
k (t)u(r−j)(t) +

r∑
i=1

r−i∑
j=0

P̃ i
k(λ)A

(j)
k (t)u(r−i−j)(t))−

−
m∑
k=1

r−1∑
i=1

r−i∑
j=0

kλ(i)(t)(λ(0)(t))k−1A
(j)
k (t)u(r−i−j)(t), (28)

P̃ r
k (λ) – частина виразу P r

k (λ), яка мiстить лише тi λ(j)(t), iндекси яких j < k.
Прирiвнявши в (26) вирази при однакових степенях ε, приходимо до нескiнченної

системи векторних рiвнянь

P (t, λ(0)(t))u(0)(t) = 0; (29)

P (t, λ(0)(t))u(r)(t) = −λ(r)(t)∂P (t, λ
(0)(t)

∂λ
u(0)(t) + b(r)(t), (30)

Рiвняння (29) матиме ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли функцiя λ(0)(t)
буде власним значенням полiномiальної в’язки матриць (12). Отже, згiдно з умовою
4◦ матимемо

λ(0)(t) = λi(t), i = 1,mn− 1, (31)

u(0)(t) = φi(t), i = 1,mn− 1, (32)

де φi(t) – власнi вектори полiномiальної в’язки (12), що вiдповiдають власним зна-
ченням λi(t), i = 1,mn− 1.

Iз врахуванням (31), (32), система (30) набуває вигляду

P (t, λi(t))u
(r)
i (t) = −λ(r)i (t)

∂P (t, λi(t)

∂λ
φi(t) + b

(r)
i (t), (33)

де вектор b
(r)
i (t) мiстить тiльки тi λ(j)i (t), u

(j)
i (t), i = 1,mn− 1, r = 1, 2, ..., iндекси

яких j < r.
Нехай i фiксоване. Система рiвнянь (33) сумiсна тодi i тiльки тодi, коли її права

частина ортогональна до вектора ψi(t) – елемента нуль-простору матрицi P ∗(t, λi(t)),
тобто

−λ(r)i (t)

(
∂P (t, λi(t))

∂λ
φi(t), ψi(t)

)
+ (b

(r)
i (t), ψi(t)) = 0, r = 1, 2, ... . (34)

Оскiльки згiдно з умовою 4◦ скiнченнi елементарнi дiльники полiномiальної в’яз-
ки матриць P (t, λ) простi, то за лемою з пункту 2 їм вiдповiдають жордановi ланц-
южки завдовжки 1. Тому
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(
∂P (t, λi(t))

∂λ
φi(t), ψi(t)

)
̸= 0, ∀ t ϵ [0; T ].

Завдяки скалярному множнику, з точнiстю до якого визначається вектор ψi(t),
останнiй визначимо так, щоб(

∂P (t, λi(t))

∂λ
φi(t), ψi(t)

)
= 1.

Тодi з рiвняння (34) знайдемо

λ
(r)
i (t) = (b

(r)
i (t), ψi(t)), i = 1,mn− 1, r = 1, 2, ... (35)

Пiдставивши одержану функцiю λ
(r)
i (t) в рiвняння (33), вектори u

(r)
i (t) знайдемо

з нього за формулою

u
(r)
i (t) = Hi(t)[b

(r)
i (t)− λ

(r)
i (t)

∂P (t, λi(t)

∂λ
φi(t)], i = 1,mn− 1, r = 1, 2, ..., (36)

де Hi(t) – напiвобернена матриця до матрицi P (t, λi(t)) [8, с. 25].
Формули (35), (36) мають рекурентний характер i дозволяють визначити будь-якi

коефiцiєнти розвинень (14), (15). Iснування похiдних, якi є в цих формулах, випливає
з умови 2◦ та зауваження до пункту 2.

Слiдуючи [8], ще один розв’язок системи рiвнянь (1), який вiдповiдає нескiнчен-
ному елементарному дiльнику граничної в’язки матриць (12), шукатимемо у виглядi

x(t, ε) = v(t, ε) exp(ε−h−1

∫ t

0

ξ−1(τ, ε)dτ), (37)

де n-вимiрний вектор v(t, ε) i скалярна функцiя ξ(t, ε) зображаються розвиненнями

v(t, ε) =
∞∑
r=0

v(r)(t), (39)

ξ(t, ε) =
∞∑
r=0

ξ(r)(t). (40)

Диференцiюючи рiвнiсть (37) k разiв, за iндукцiєю знаходимо

dkx

dtk
=

[ k∑
l=1

l∑
s=1

ε−s(h+1)C l
k

dk−l

dtk−l
v(t, ε)Ξsl (t, ε)+

+
dk

dtk
v(t, ε)

]
exp

(
ε−(h+1)

∫ t

0

ξ−1(τ, ε)dτ

)
, k = 0,m, (41)

де
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Ξ1
l (t, ε) =

dl−1

dtl−1
(ξ−1(t, ε)), (42)

Ξsl (t, ε) =
l−s∑
i=0

dl−s−i

dtl−s−i
(ξ−1(t, ε)Ξs−1

i−s−1(t, ε)), s = 2, l. (43)

Пiдставимо (37), (41) в систему (1), отримаємо

m∑
k=0

(
k∑
l=1

l∑
s=1

ε(k−s)h−sC l
kAk(t, ε)

dk−l

dtk−l
v(t, ε)Ξsl (t, ε) + εkhAk(t, ε)

dk

dtk
v(t, ε)

)
= 0,

або

m∑
k=1

( k−1∑
l=1

l∑
s=1

ε(k−s)h−sC l
kAk(t, ε)

dk−l

dtk−l
v(t, ε)Ξsl (t, ε)+

+
k−1∑
s=1

ε(k−s)h−sAk(t, ε)v(t, ε)Ξ
s
k(t, ε) + ε−kAk(t, ε)v(t, ε)ξ

−k(t, ε)+

+εkhAk(t, ε)
dk

dtk
v(t, ε)

)
+A0(t, ε)v(t, ε) = 0. (44)

Помноживши цю рiвнiсть злiва на εmξm(t, ε), пiсля нескладних перетворень дiста-
немо

Am(t, ε)v(t, ε) = −εξ(t, ε)Am−1(t, ε)v(t, ε)−
m−2∑
k=1

εm−kξm−k(t, ε)Ak(t, ε)v(t, ε)−

−
m∑
k=1

( k−1∑
l=1

l∑
s=1

ε(k−s)h−s+mC l
kξ
m(t, ε)Ak(t, ε)

dk−l

dtk−l
v(t, ε)Ξsl (t, ε)+

+
k−1∑
s=1

ε(k−s)h−s+mξm(t, ε)Ak(t, ε)v(t, ε)Ξ
s
k(t, ε) + εkh+mξm(t, ε)Ak(t, ε)

dk

dtk
v(t, ε)

)
−

−εmξm(t, ε)A0(t, ε)v(t, ε). (45)

Згiдно з (40), (42), (43) для функцiй Ξsl (t, ε), s = 1, l, l = 1,m, мають мiсце
розвинення

Ξsl (t, ε) =
∞∑
r=0

εrΞ
s(r)
l (t), (46)

де

Ξ
1(r)
l (t) =

dl−1

dtl−1
(ξ

(r)
(t)), (47)
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Ξ
s(r)
l (t) =

l−s∑
i=0

r∑
j=0

dl−s−i

dtl−s−i
(ξ

(j)
(t)Ξ

s−1(r−j)
i+s−1 (t)), s = 2, l, l = 1, k, (48)

а функцiї ξ̃(r)(t), r = 0, 1, ... визначаються за рекурентними формулами

ξ̃(0)(t) =
1

ξ(0)(t)
,

ξ̃(r)(t) = −
∑r

j=1 ξ
(j)(t)ξ̃(r−j)(t)

ξ(0)(t)
, r = 1, 2, ... .

Пiдставивши в (45) розвинення (2), (40), (45) i прирiвнявши вирази при однакових
степенях ε, дiстанемо

A(0)
m (t)v(0)(t) = 0, (49)

A(0)
m (t)v(r)(t) = −ξ(r−1)(t)A

(0)
m−1(t)v

(0)(t) + a(r)(t), r = 1, 2, ... , (50)

де

a(r)(t) = −
r∑
j=1

A(j)
m (t)v(r−j)(t)−

r−1∑
i=1

r−i∑
j=0

ξ(i−1)(t)A
(j)
m−1(t)v

(r−i−j)(t)−

−
m−2∑
k=1

r−m+k∑
i=0

r−m+k−i∑
j=0

P i
m−k(ξ)A

(j)
k (t)v(r−m+k−i−j)(t)−

−
m∑
k=1

(
k−1∑
l=1

l∑
s=1

r−(k−s)h+s−m∑
∂=0

∂∑
i=0

r−(k−s)h+s−m−∂∑
j=0

C l
kP

i
m(ξ)A

(∂−i)
k

dk−l

dtk−l
(v(j)(t))×

×Ξ
s(r−(k−s)h+s−m−∂−j)
l (t) +

k−1∑
s=1

r−(k−s)h+s−m∑
∂=0

∂∑
i=0

r−(k−s)h+s−m−∂∑
j=0

P i
m(ξ)A

(∂−i)
k (t)v(j)(t)×

×Ξ
s(r−(k−s)h+s−m−∂−j)
k (t) +

r−kh−m∑
i=0

r−kh−m−i∑
j=0

P i
m(ξ)A

(j)
k (t)

dk

dtk
(v(r−kh−m−i−j)(t)))−

−
r−m∑
i=0

r−m−i∑
j=0

P i
m(ξ)A

(j)
0 (t)v(r−m−i−j)(t). (51)

Символом P s
k (ξ) аналогiчно до P s

k (λ) позначається сума всеможливих добуткiв
k функцiй ξ(j1)(t), ξ(j2)(t), ... ξ(jk)(t) з цiлими невiд’ємними iндексами, сума яких
j1 + j2 + ...+ jk = s.

Покажемо, що з системи векторних рiвнянь (49), (50) можна послiдовно визначи-
ти будь-якi коефiцiєнти розвинень (39), (40). З рiвняння (49) маємо

v(0)(t) = φ̃(t), (52)
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де φ̃(t) – власний вектор в’язки матриць M(t, ω) = A
(0)
m (t)+ωA

(0)
m−1(t)+ ...+ω

mA
(0)
0 (t),

симетричної в’язцi (12), що вiдповiдає її нульовому власному значенню. Враховуючи
(52), систему рiвнянь (50) запишемо у виглядi

A(0)
m (t)v(r)(t) = −ξ(r−1)(t)A

(0)
m−1(t)φ̃(t) + a(r)(t), r = 1, 2, ..., (53)

де a(r)(t) виражаються через функцiї ξ(i)(t) i вектори v(i)(t) при j < r.
Як i пiд час розв’язування системи рiвнянь (33), сумiснiсть цiєї системи забез-

печимо, визначаючи функцiї ξ(r)(t), r = 1, 2, ..., з умови ортогональностi її правої
частини до вектора ψ̃(t) – елемента нуль-простору матрицi (A(0)

m (t))∗.
Оскiльки за умовою 4◦ нескiнченний елементарний дiльник в’язки матриць

P (t, λ) простий, то згiдно з лемою пункту 2 йому вiдповiдає жорданiв ланцюжок
векторiв завдовжки 1. Тому (A

(0)
m−1(t)φ̃(t), ψ̃(t)) ̸= 0, ∀ t ∈ [0, T ]. Завдяки скаляр-

ному множнику, з точнiстю до якого визначається вектор ψ̃(t), останнiй визначимо
так, щоб (A

(0)
m−1(t)φ̃(t), ψ̃(t)) = 1.

Записавши умову розв’язностi системи (53), знайдемо

ξ(r−1)(t) = (a(r)(t), ψ̃(t)), r = 1, 2, .... (54)

Забезпечивши цим самим сумiснiсть системи (53), вектори v(r)(t), r = 1, 2, ...,
визначимо з неї за формулою

v(r)(t) = G(t)gr(t), r = 1, 2, .... , (55)

де gr(t) = a(r)(t)− ξ(r−1)(t)A
(0)
m−1(t)φ̃(t) – вже вiдомий вектор, а G(t) – напiвобернена

матриця до матрицi A(0)
m (t).

Згiдно з (51), (54) i умовою 5◦

ξ(0)(t) = −(A(1)
m (t)φ̃(t), ψ̃(t)) ̸= 0, ∀ t ϵ [0; T ],

що забезпечує вiдмiннiсть вiд нуля функцiї ξ(t, ε) при досить малих ε > 0.
У результатi приходимо до такої теореми.
Теорема. Якщо виконуються умови 1◦−5◦, то система диференцiальних рiвнянь

(1), матиме mn− 1 формальних розв’язкiв вигляду

xi(t, ε) = ui(t, ε) exp(ε
−h
∫ t

0

λi(τ, ε)dτ), i = 1,mn− 1,

що вiдповiдають скiнченним елементарним дiльникам граничної в’язки матриць (12),
i один розв’язок вигляду

x(t, ε) = v(t, ε) exp(ε−h−1

∫ t

0

ξ−1(τ, ε)dτ),
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який вiдповiдає нескiнченному елементарному дiльнику цiєї в’язки, де ui(t, ε), v(t, ε)
– n-вимiрнi вектори, а λi(t, ε), ξ(t, ε) – скалярнi функцiї, якi зображаються у виглядi
формальних розвинень (14), (15), (39), (40). Коефiцiєнти цих розвинень визначаються
рекурентними формулами (31), (32), (35), (36), (52), (54), (55).

Зазначимо, що дана теорема поширюється i на той випадок, коли головна матри-
ця A(0)

m (t) при старший похiдний у системi (1) неособлива. У цьому випадку гранична
в’язка матриць матиме тiльки скiнченнi елементарнi дiльники, яким вiдповiдаютьmn
розв’язкiв вигляду (13). Тому отриманий результат узагальнює результати, викла-
денi в [10, 13]. При цьому розв’язки даної системи побудовано при бiльш загальних
умовах, нiж у [10].

4. Асимптотичнi властивостi формальних розв’язкiв

Легко переконатися, що формальнi розв’язки, якi будуються за вказаним алго-
ритмом, лiнiйно незалежнi в тому розумiннi, що такими будуть l – наближення,
утворенi шляхом обривання розвинень (14), (33), на l -му членi, оскiльки такими є
вже нульовi наближення завдяки лiнiйний незалежностi власних векторiв φ̃(t), φi(t),
i = 1,mn− 1.

Методами робiт [8, 12], можна довести, що цi розв’язки є асимптотичним розви-
ненням точних лiнiйно незалежних розв’язкiв системи (1) при ε −→ 0, якщо функцiї
Reλi(t), i = 1,mn− 1 i Reξ(0)(t) не змiнюють знак на заданому вiдрiзку [0; T ]. Для
цього необхiдно звести систему (1) до еквiвалентної системи рiвнянь першого поряд-
ку i застосувати процедуру оцiнки нев’язки, описану в [8, 12]. У результатi отримаємо
асимптотичнi оцiнки

∥xi(t, ε)− x
(l)
i (t, ε)∥ ≤ cεm+1−h sup

t∈[0; T ]
exp

(
ε−h

∫ t

0

(λi(t) +
h−1∑
k=1

λ
(k)
i (τ))dτ

)
;

∥∥∥∥∥dkxi(t, ε)dtk
− dkx

(l)
i (t, ε)

dtk

∥∥∥∥∥ ≤ cεm+1−h sup
t∈[0; T ]

exp

(
ε−h

∫ t

0

(λi(t) +
h−1∑
k=1

λ
(k)
i (τ))dτ

)
,

k = 1,m− 1, для розв’язкiв першої групи i

∥x(t, ε)− x(l)(t, ε)∥ ≤ c1ε
m−h sup

t∈[0; T ]
exp

(
ε−h−1

∫ t

0

dτ∑h
k=0 ε

kξ(k)(τ)

)
;

∥∥∥∥dkx(t, ε)dtk
− dkx(l)(t, ε)

dtk

∥∥∥∥ ≤ c1ε
m−h sup

t∈[0; T ]
exp

(
ε−h−1

∫ t

0

dτ∑h
k=0 ε

kξ(k)(τ)

)
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– для розв’язку другої групи, що вiдповiдає нескiнченному елементарному дiльнику
граничної в’язки матриць матриць P (t, λ), де xi(t, ε), x(t, ε) – точнi розв’язки си-
стеми (1), x(l)i (t, ε), x(l)(t, ε) – вiдповiднi l – наближення, c, c1 – деякi сталi, що не
залежать вiд ε.
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