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Властивостi розподiлу випадкової величини,
елементи зображення якої

знакододатним рядом Люрота
утворюють однорiдний ланцюг Маркова

Ю. I. Жихарєва, М. В. Працьовитий
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. Вивчаються тополого-метричнi i фрактальнi властивостi множин дiйс-
них чисел, у зображеннi яких знакододатним рядом Люрота вiдсутня принаймнi од-
на наперед задана комбiнацiя двох цифр (L-символiв), а також структура i власти-
востi розподiлу випадкової величини, L-символи якої утворюють однорiдний ланцюг
Маркова.

Abstract. We study topological, metric and fractal properties of the set of real numbers
such that at least one given combination of two digits (L-symbols) is absent in their
representation by positive Lüroth series. Structure and properties of distribution of
random variable whose L-symbols form a homogeneous Markov chain are also studied.

В с т у п

Означення 1. Числовим знакододатним рядом Люрота (далi: рядом Люрота)
називається вираз виду

1

d1 + 1
+

1

d1(d1 + 1)(d2 + 1)
+

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)(d3 + 1)
+ ...

...+
1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)
+ ...,

(1)

де dn - фiксований нескiнченний набiр натуральних чисел.

Зауваження 1. Легко бачити, що залишок (хвiст) ряду Люрота (1)

rk =
∞∑

n=k+1

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)
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не є рядом Люрота, але подається у виглядi:

rk =
1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dk(dk + 1)
· ( 1

dk+1 + 1
+

1

dk+1(dk+1 + 1)(dk+2 + 1)
+ ...),

де вираз в круглих дужках є рядом Люрота.

Теорема 1. ([2]) Будь-яке число x ∈ (0, 1] єдиним чином розкладається в ряд
Люрота, тобто для числа x iснує єдина послiдовнiсть натуральних чисел (dn) така,
що

x =
1

d1 + 1
+
∞∑
n=2

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)
. (2)

Означення 2. Далi скорочений запис x = ∆L
d1d2...dn...

розкладу числа x в ряд (2)
називатимемо L-зображенням числа x. При цьому, число dn = dn(x) називатимемо
n-им L-символом (цифрою) L-зображення числа x.

Легко довести, що коли L-зображення числа є перiодичним, то саме число є ра-
цiональним. Виявляється, що правильне i обернене твердження, тобто має мiсце на-
ступний критерiй.

Теорема 2. ([2]) Число x ∈ (0, 1] є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли його
L-зображення є перiодичним.

У попереднiй роботi [3] ми використовували розклади чисел в ряди Люрота для
задання та дослiдження розподiлiв ймовiрностей на [0, 1], а саме: розподiлiв випадко-
вих величин за розподiлами їх цифр i навпаки. Ми довели, що у рiвномiрно розподiле-
ної на [0, 1] випадкової величини "L-цифри"є незалежними i однаково розподiленими,
вказавши при цьому їх розподiли. Вичерпно розв’язали задачу про лебегiвську струк-
туру розподiлу випадкової величини з незалежними L-символами. А саме: довели, що
розподiл є чистим i обгрунтовали критерiї належностi класу дискретних, абсолютно
неперервних, та сингулярно неперервних розподiлiв. Також вивчили властивостi роз-
подiлу випадкової величини з однаково розподiленими L-символами. Довели взаємну
ортогональнiсть двох рiзних розподiлiв i знайшли необхiднi та достатнi умови, ко-
ли функцiя розподiлу, будучи строго зростаючою, зберiгає фрактально розмiрнiсть
Хаусдорфа-Безиковича.

У данiй роботi ми дослiджуємо розподiл випадкової величини L-символи якої
будучи залежними, утворюють однорiдний ланцюг Маркова. Ми акцентуємо увагу
на тих же задачах, а саме: про лебегiвську i спектральну структуру розподiлу та його
фрактальнi властивостi. Ми використовуватимемо також бiльш компактну форму
запису ряду Люрота (1):

1

d1 + 1
+
∞∑
k=2

1

Dk(dk+1 + 1)
де Dk = d1(d1 + 1)...dk(dk + 1), k = 2, 3, . . . .
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1. Основи метричної теорiї L-зображень дiйсних чисел.

Означення 3. Нехай (c1, c2, ..., cm) - фiксований впорядкований набiр натуральних
чисел. Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm називається множина

∆L
c1c2...cm

:= {x : x = ∆L
c1c2...cmdm+1dm+2...

, dn+i ∈ N}.

Цилiндр ∆L
c1c2...cm

є пiвiнтервалом з кiнцями

inf ∆L
c1...cm

= 1
c1+1

+ 1
c1(c1+1)(c2+1)

+ ...+ 1
c1(c1+1)...cm−1(cm−1+1)(cm+1)

= am;

max ∆L
c1...cm

= am +
1

bm
, де bm = c1(c1 + 1)...cm(cm + 1),

тобто
∆L
c1...cm

=

(
am, am +

1

bm

]
=

(
am, am +

1

c1(c1 + 1)...cm(cm + 1)

]
.

Цилiндри мають в л а с т и в о с т i:

1. ∆L
c1c2...cm

=
∞⋃
i1=1

...
∞⋃
ik=1

∆L
c1...cmi1i2...ik

∀k ∈ N .

2. Довжина цилiндра обчислюється за формулою:∣∣∆L
c1...cm

∣∣ =
1

c1(c1 + 1)...cm(cm + 1)
=

m∏
i=1

1

ci(ci + 1)
.

3. Має мiсце рiвнiсть (основне метричне вiдношення):∣∣∆L
c1...cmi

∣∣ =
1

i(i+ 1)

∣∣∆L
c1...cm

∣∣ .
Наслiдком основного метричного вiдношення є те, що кожна множина дiйсних

чисел, L-зображення яких не мiстить принаймнi одного фiксованого символа (L-
символа), є множиною нульової мiри Лебега.

Нехай k i c — фiксованi натуральнi числа. Множина ∆k
c = {x : dk(x) = c} є:

1) цилiндром 1-го рангу з основою c, якщо k = 1;
2) є об’єднанням цилiндрiв рангу k при k > 1, причому

∆k
c =

⋃
i1∈N

. . .
⋃

ik−1∈N

∆L
i1...ik−1c

i λ(∆k
c ) =

1

c(c+ 1)
.

При k1 6= k2 напiвцилiндри ∆k1
c1

i ∆k2
c2

є метрично незалежними, тобто

λ(∆k1
c1

⋂
∆k2
c2

) = λ(∆k1
c1

) · λ(∆k2
c2

).
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2. Означення випадкової величини та її властивостi.

Нехай (ξn)—послiдовнiсть дискретно розподiлених випадкових величин, якi набу-
вають натуральних значень i утворюють однорiдний ланцюг Маркова з початковими
ймовiрностями p1, p2, . . . , pm, . . . i матрицею перехiдних ймовiрностей ‖pij‖ , тобто

P{ξ1 = m} = pm, pm ≥ 0,
∞∑
m=1

pm = 1 i

P{ξk+1 = j|ξk = i} = pij, pij ≥ 0,
∞∑
j=1

pij = 1 ∀i ∈ N.

Розглядається випадкова величина

ξ = ∆L
ξ1ξ2...ξk...

.

Зауваження 2. Якщо всi стовбцi матрицi ‖pij‖ однаковi i спiвпадають з век-
тором (p1, p2, . . . , pk, . . .), то ми матимемо випадок незалежностi та однакової роз-
подiленостi випадкових величин ξk, який вивчався в роботах ([2])-([3]).

Нагадаємо важливi для аналiзу властивостей випадкової величини ξ поняття.

Означення 4. Число x називається L-рацiональним, якщо його L-зображення має
перiод (1), тобто

x = ∆L
c1c2...cm(1). (3)

Число, яке не є L-рацiональним, називатимемо L-iррацiональним.
Кожне L-рацiональне число є правим кiнцем цилiндра, причому число (3) є пра-

вим кiнцем цилiндра ∆L
c1c2...cm

. I навпаки, правий кiнець довiльного цилiндра є L-
рацiональним числом. Легко довести, що кожне L-рацiональне число є числом ра-
цiональним, але не кожне рацiональне число є L-рацiональним. Зауважимо, що L-
рацiональнiсть числа i рацiональнiсть не є тотожнiми поняттями. Наприклад, число
∆(12) не є L-рацiональним, але є рацiональним, згiдно з наступним критерiєм рацiо-
нальностi.

Лема 1. Функцiя розподiлу Fξ випадкової величини ξ має вигляд

Fξ(x) = β1(x) +
∞∑
k=2

(βk(x)pd1(x)

k−2∏
i=1

pdi(x)di+1(x)), якщо 0 < x ≤ 1, (4)

де

β1(x) = 1−
d1(x)∑
j=1

pj, βk(x) = 1−
dk(x)∑
j=1

pdk−1(x)j

i де dk(x) є k-им L-символом числа x.
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Доведення. Оскiльки подiя {ξ < x} подається у виглядi об’єднання несумiсних
подiй

{ξ < x} = {d1(ξ) > d1(x)}
⋃
{d1(ξ) = d1(x) ∧ d2(ξ) > d2(x)}

⋃
. . .

. . .
⋃
{d1(ξ) = d1(x) ∧ d2(ξ) = d2(x) . . . dk(ξ) > dk(x) ∧ dk+1(ξ) > dk+1(x)}

i
P{ξ1 = d1(x), . . . , ξk−1 = dk−1(x), ξk > dk(x)} =

= P{ξ1 = d1(x)} . . . P{ξk > dk(x)|ξk−1 = dk−1(x)} =

= pd1(x)

k−2∏
i=1

pdi(x)di+1(x)(1−
dk(x)∑
j=1

pdk−1(x)j),

то

Fξ(x) = 1−
d1(x)∑
j=1

pj + (1−
d2(x)∑
j=1

pd1(x)j) · pd1(x) + . . .+

+(1−
dk(x)∑
j=1

pdk−1(x)j) · pd1(x)

k−2∏
i=1

pdi(x)di+1(x) + . . . ,

що й завершує доведення леми. �

Теорема 3. Розподiл випадкової величини ξ має атоми тодi i тiльки тодi, коли
iснує такий набiр натуральних чисел (d1, d2, . . . , dk, . . .), що

pd1

∞∏
k=1

pdkdk+1
> 0.

Доведення. Оскiльки для x = ∆L
d1,d2,...,dk,...

P{ξ = x} = pd1

∞∏
k=1

pdkdk+1
, (5)

то x є атомом тодi i тiльки тодi, коли

pd1

∞∏
k=1

pdkdk+1
> 0.

Отже, має мiсце теорема 3. �

Наслiдок 1. Розподiл випадкової величини ξ є неперервним тодi i тiльки тодi,
коли для довiльної послiдовностi натуральних чисел (dk)

pd1

∞∏
k=1

pdkdk+1
= 0.

Лема 2. Спектром розподiлу випадкової величини ξ є замикання множини

E = {x : x = ∆L
d1d2...dk...

, pi > 0 ∀i ∈ N, pdkdk+1
> 0 ∀k ∈ N}.
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Доведення. 1. Покажемо, що E ⊂ Sξ. Нехай ∆L
d1d2...dk...

= x ∈ E. Тодi

P{ξ ∈ ∆L
d1d2...dk

} = pd1

k−1∏
i=1

pdidi+1
> 0

для довiльного k ∈ N . З властивостей цилiндрiв випливає, що для довiльного додат-
ного ε iснує таке k, що

∆L
d1d2...dk

⊂ (x− ε, x+ ε).

Тому
P{ξ ∈ (x− ε, x+ ε)} ≥ P{ξ ∈ ∆L

d1d2...dk
} > 0,

тобто x ∈ Sξ i, отже, E ⊂ Sξ.
2. Покажемо, що Sξ ⊂ E. Нехай x ∈ Sξ, тобто

P{ξ ∈ (x− ε, x+ ε)} > 0 для будь-якого ε > 0. (6)

Припустимо, що iснує k таке, що pdk−1dk = 0, де ∆L
d1d2...dk...

= x. Тодi

P{ξ ∈ ∆L
d1d2...dk

} = pd1

k−1∏
i=1

pdidi+1
= 0.

Можливi два випадки:
(1) iснує ε > 0 таке, що (x− ε, x+ ε) ⊂ ∆L

d1d2...dk
;

(2) (x− ε, x+ ε) 6⊂ ∆L
d1d2...dk

для довiльного ε > 0.
У першому випадку

P{ξ ∈ (x− ε, x+ ε)} ≤ P{ξ ∈ ∆L
d1d2...dk

} = 0,

що суперечить (6).
У другому випадку x є односторонньою граничною точкою множини Sξ. Для

конкретностi, нехай лiвосторонньою. Тодi iснує таке ε > 0, що (x− ε, x) ⊂ ∆L
d1d2...dk

i
P{ξ ∈ (x, x+ ε)} = 0. I в цьому випадку

P{ξ ∈ (x− ε, x+ ε)} = P{ξ ∈ (x− ε, x)} ≤ P{ξ ∈ ∆L
d1d2...dk

} = 0,

що суперечить умовi (6).
Отримана суперечнiсть доводить, що pdk−1

pdk > 0 для довiльного k ∈ N , тобто
x ∈ E. Отже, Sξ = E, що й вимагалося довести. �

Лема 3. Нехай (i, j) ∈ N2. Множина

D[L, ij] = {x : x = ∆L
d1d2...dn...

, де dkdk+1 6= ij ∀k ∈ N}

є нiде не щiльною нуль-множиною Лебега.
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Доведення. Доведемо, що D[L, ij] є нiде не щiльною згiдно з означенням.
Справдi, нехай (a, b)—довiльний iнтервал, що належить (0, 1]. Легко вказати ци-

лiндр ∆L
c1...cm

⊂ (a, b).Тодi iнтервал int∆L
c1...cmij

не мiстить жодної точки множини
D[L, ij]. Отже, D[L, ij] є нiде не щiльною.

Доведемо, що мiра Лебега мнижини D[L, ij] рiвна нулю.
Нехай F0 = (0, 1], F2k—об’єднання цилiндрiв рангу 2k, якi мiстять точки множини

D[L, ij],
F 2(k+1) = F2k \ F2(k+1). (7)

Очевидно, що F2k ⊃ F2(k+1) ⊃ D[L, ij] ∀k ∈ N ,

D[L, ij] =
∞⋂
k=1

F2k = lim
k→∞

F2k.

За неперервнiстю мiри Лебега зверху

λ(D[L, ij]) = lim
k→∞

λ(F2k).

Тодi

λ(D[L, ij]) = lim
k→∞

[
λ(F2k)

λ(F2(k−1))
·
λ(F2(k−1))

λ(F2(k−2))
· . . . · λ(F2)

λ(F0)

]
= lim

k→∞

k∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
=

=
∞∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
. (8)

З (7) маємо
λ(F2(k+1)) = λ(F2k)− λ(F 2(k+1))

i
λ(F2(k+1))

λ(F2k)
= 1−

λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
.

Пiдставивши в (8) отриманий вираз, одержимо

λ(D[L, ij]) =
∞∏
k=1

(1−
λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
).

Останнiй нескiнченний добуток розбiгається до нуля тодi i тiльки тодi, коли
∞∑
k=1

λ(F 2(k+1))λ(F2k) =∞. (9)

Знайдемо оцiнки останнього вiдношення.
Нехай ∆L

c1...c2k
—цилiндр з F2k. Можливi випадки:

1)c2k = i,
2)c2k 6= i.
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Якщо c2k = i, то int∆L
c1...c2kj

⋂
D[L, ij] = ∅ i

∆L
c1...c2kj

∆L
c1...c2k

=
1

j(j + 1)
.

Якщо c2k 6= i, то int∆L
c1...c2kij

⋂
D[L, ij] = ∅ i

∆L
c1...c2kij

∆L
c1...c2k

=
1

i(i+ 1)j(j + 1)
.

Тому, враховуючи це, маємо

0 <
1

i(i+ 1)j(j + 1)
≤
λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
≤ 1

j(j + 1)
< 1.

Отже, ряд (9) розбiгається i λ(D[L, ij]) = 0. �

Теорема 4. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей має принаймнi один нуль,
то спектр розподiлу випадкової величини ξ має нульову мiру Лебега.

Доведення. Якщо pij = 0, то згiдно з лемою (2) Sξ ⊂ D[L, ij]. А тому, згiдно з
попередньою лемою, λ(Sξ) = λ(D[L, ij]) = 0. �

Наслiдок 2. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей мiстить нуль i для будь-
якої послiдовностi (dn), dn ∈ N вираз (5) рiвний нулю, то розподiл ξ є сингулярним
розподiлом канторiвського типу.
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