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Про одну функцiю, пов’язану
з рядами Остроградського 1-го та 2-го видiв

О. М. Барановський, I. М. Працьовита, М. В. Працьовитий
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. Розглядаються двi системи зображення дiйсних чисел (0, 1] з допомогою
нескiнченного алфавiту {1, 2, 3, . . .}, якi вiдповiдають розкладам чисел у знакозмiн-
нi ряди Остроградського 1-го та 2-го видiв. Вивчається перетворення F вiдрiзка
[0, 1], яке кожну точку зi своїм зображенням у першiй системi переводить у точку з
таким самим зображенням в iншiй системi. Доводиться, що F є неперервною строго
зростаючою функцiєю розподiлу. Вивчаються її диференцiальнi й iнтегральнi вла-
стивостi.

Abstract. In the paper we consider two systems for representation of real numbers
belonging to (0, 1] using an infinite alphabet {1, 2, 3, . . .}. These systems correspond to
expansions of numbers to alternating first and second Ostrogradsky series. We study
the transformation F of interval [0, 1] mapping any point with its representation by first
system to point with the same representation by second system. We prove that F is
a continuous strictly increasing probability distribution function. Its differential and
integral properties are studied also.

Вступ

Функцiї, якi мають «особливостi» в кожному, як завгодно малому, iнтервалi об-
ластi визначення, ми називаємо функцiями зi складною локальною поведiнкою (бу-
довою). Неперервнi нiде не диференцiйовнi функцiї вiдносяться до цього класу, бо
вони мають нескiнченну кiлькiсть максимумiв i мiнiмумiв в довiльному околi будь-
якої точки областi визначення. Сингулярнi функцiї ми вiдносимо до цього класу, бо в
довiльному iнтервалi, що має непорожнiй перетин зi спектром, вони мають як точки,
похiдна в яких дорiвнює 0, так i точки, в яких вона вiдмiнна вiд 0, зокрема не iснує
або дорiвнює нескiнченностi.
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«Бiльшiсть» неперервних на вiдрiзку [0, 1] функцiй мають складну локальну бу-
дову. Про це свiдчать теореми Банаха–Мазуркевича [12, 13] i Замфiреску [16]. Пер-
ша стверджує, що в просторi неперервних на [a, b] функцiй з рiвномiрною метрикою
сiм’я функцiй в кожнiй точцi недиференцiйовних є множиною другої категорiї Бе-
ра [3]. Друга теорема констатує, що в просторi неперервних функцiй розподiлу з
супремум-метрикою функцiї, якi мають нетривiальну сингулярну складову, утворю-
ють множину другої категорiї Бера. В останнiй час iнтерес до функцiй зi складною
локальною будовою значно посилився, вони все частiше фiгурують i в теоретичних
дослiдженнях, i при моделюваннi реальних об’єктiв, процесiв та явищ. Апарат для
задання та дослiдження таких функцiй в стадiї розробки. Для їх вивчення ефек-
тивно можна використати рiзнi системи зображення дiйсних чисел, як зi скiнчен-
ним алфавiтом (s-адичне зображення, Q̃-зображення [2], медiантне, фiбоначчiєве,
ланцюгове A2-зображення [2, 14] тощо), так i нескiнченним (розклади чисел в еле-
ментарнi ланцюговi дроби, ряди Енгеля, Сильвестера, Люрота, Остроградського–
Серпiнського–Пiрса та iн.).

У данiй роботi ми дослiджуємо функцiю, у якої аргумент i значення мають од-
наковi «рiзницевi» зображення знакозмiнними рядами Остроградського 1-го [6, 9,
1, 10] та 2-го видiв [4, 4, 11] вiдповiдно. Розклади чисел в ряди Остроградського
1-го виду в англомовнiй лiтературi ще називають розкладами Пiрса, хоча першою
науковою публiкацiєю, де вони строго обгрунтовуються, є робота Серпiнського [16],
розклади чисел в ряди Остроградського 2-го виду теж фiгурують в цiй же роботi
Серпiнського, але вперше як першi, так i другi розклади зустрiчаються в рукописах
Остроградського [8], детальнiше iсторiю цього питання можна знайти в [9]. Вла-
стивостi цiєї функцiї вiдображають метричнi вiдмiнностi цих двох систем зображен-
ня чисел, дозволяють глибше проникнути в геометрiю цих зображень чисел. Дана
функцiя, будучи функцiєю розподiлу, задає сингулярну ймовiрнiсну мiру на [0, 1] (ор-
тогональну мiрi Лебега), яка має складнi диференцiальнi, iнтегральнi i фрактальнi
властивостi. Дослiдженню деяких властивостей цiєї функцiї присвячена дана робота.

1. Означення

Вiдомо [8, 16, 2], що кожне iррацiональне число x ∈ (0, 1) єдиним чином роз-
кладається в знакозмiннi ряди Остроградського 1-го та 2-го видiв, членами яких є
числа, оберненi до натуральних, а саме:

x =
1

q1

− 1

q1q2

+ . . .+
(−1)k−1

q1q2 . . . qk
+ . . . ≡ O1(q1, q2, . . . , qk, . . .), (1)
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де qk + 1 ≤ qk+1 ∈ N , i

x =
1

a1

− 1

a2

+ . . .+
(−1)k−1

ak
+ . . . ≡ O2(a1, a2, . . . , ak, . . .), (2)

де ak(ak + 1) ≤ ak+1 ∈ N .
Для рацiональних чисел x ∈ (0, 1] iснують такi ж, але скiнченнi розклади, причо-

му їх два:

x =
1

q1

− 1

q1q2

+ . . .+
(−1)n−1

q1q2 . . . qn
+

(−1)n

q1q2 . . . qn(qn + 1)
≡

≡ O1(q1, q2, . . . , qn, qn+1) = O1(q1, q2, . . . , qn−1, qn) ≡

≡ 1

q1

− 1

q1q2

+ . . .+
(−1)n−2

q1q2 . . . qn−1

+
(−1)n−1

q1q2 . . . qn−1(qn + 1)

(3)

i вiдповiдно

x =
1

a1

− 1

a2

+ . . .+
(−1)n−1

an
+

(−1)n

an(an + 1)
≡

≡ O2(a1, a2, . . . , an−1, an, an(an + 1)) = O2(a1, a2, . . . , an−1, an + 1) ≡

≡ 1

a1

− 1

a2

+ . . .+
(−1)n−2

an−1

+
(−1)n−1

an + 1
.

(4)

Вираз (1) (вiдповiдно (3)) називається розкладом числа x в ряд Остроградського
1-го виду або коротко —O1-зображенням. При цьому натуральне число qk = qk(x)

називається k-им O1-символом числа x. Зрозумiло, що для рацiональних чисел два
останнi O1-символи числа визначаються неоднозначно. У випадку, коли це може при-
вести до двозначностi, ми робитимемо додатковi зауваження. Аналогiчною термiно-
логiєю ми будемо користуватися для розкладiв чисел в ряди Остроградського 2-го
виду (вирази (2) i вiдповiдно (4)).

Далi O1-зображення числа x, незалежно вiд того рацiональним воно є чи iрра-
цiональним, ми будемо записувати O1(q1, q2, . . .). Аналогiчно, x = O2(a1, a2, . . .) —
O2-зображення числа x, незалежно вiд того рацiональним чи iррацiональним є це
число.

Вираз (1) (вiдповiдно (3)) можна переписати в iншiй (часто зручнiшiй) формi:

x =
1

g1

− 1

g1(g1 + g2)
+ . . .+

(−1)k−1

g1(g1 + g2) . . . (g1 + g2 + . . .+ gk)
+ . . . ≡ (5)

≡ Ō1(g1, g2, . . . , gk, . . .),

де g1 = q1, gn+1 = qn+1 − qn, n = 1, 2, . . ., яка називається Ō1-зображенням числа x.
Аналогiчно, виразу (2) (вiдповiдно 4) можна дати формально iнше зображення—

Ō2-зображення:
Ō2(d1, d2, . . . , dk, . . .) = O2(a1, a2, . . . , ak, . . .),

де d1 = a1, dk+1 = ak+1 − ak(ak + 1) + 1, k = 1, 2, . . ..
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Означимо функцiю y = F (x):

Ō1(g1, g2, . . .) = x
F−→ y = Ō2(g1(x), g2(x), . . .).

Перевiримо коректнiсть даного означення. Функцiя є коректно визначеною, як-
що двом формально рiзним Ō1-зображенням рацiональних значень аргумента вона
приписує однаковi значення.

Нехай x—довiльна рацiональна точка (0, 1] i

x ≡ Ō1(g1, . . . , gn−1, gn, 1) = Ō1(g1, . . . , gn−1, gn + 1) ≡ x′.

Тодi

y = F (x) = Ō2(g1, . . . , gn−1, gn, 1) i y′ = F (x′) = Ō2(g1, . . . , gn−1, gn + 1).

Покажемо, що y = y′. Для цього перейдемо до O2-зображень чисел y та y′. Якщо

y = O2(a1, a2, . . . , an, an+1) i y′ = O2(a′1, a
′
2, . . . , a

′
n),

то

a1 = a′1 = g1,

a2 = a′2 = g2 + a1(a1 + 1)− 1,

. . . ,

an−1 = a′n−1 = gn−1 + an−2(an−2 + 1)− 1,

an = gn + an−1(an−1 + 1)− 1, a′n = gn + an−1(an−1 + 1),

an+1 = an(an + 1) = (gn + an−1(an−1 + 1)− 1)(gn + an−1(an−1 + 1)).

Тодi

y − y′ = ±
[(

1

an
− 1

an+1

)
− 1

a′n

]
= 0,

що й вимагалося довести. Функцiя F (x) означена коректно.
Доозначимо функцiю F (x), поклавши F (0) = 0. Тепер вона визначена в кожнiй

точцi вiдрiзка [0, 1].
У подальших мiркуваннях нам будуть корисними наступнi поняття.

Означення 1. Нехай (c1, c2, . . . , cn) — заданий набiр натуральних чисел.Цилiндром
рангу n з основою c1c2 . . . cn, що вiдповiдає Ōi-зображенню чисел (k ∈ {1, 2}), нази-
вається множина Ōi

c1c2...cn
всiх x ∈ (0, 1], таких що мають Ōi-зображення, в яких

першi Ōi-символи вiдповiдно рiвнi c1, c2, . . . , cn, тобто

Ōi
c1c2...cn

= {x : x = Ōi(g1, g2, . . . , gn, . . .), gk(x) = ck, k = 1, n}.
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Лема 1 ([1, 4]). Довжина цилiндра рангу m з основою c1c2 . . . cm, що вiдповiдає
Ōi-зображенню чисел (k ∈ {1, 2}), визначається рiвнiстю

|Ō1
g1(x)...gm(x)| =

1

σ1σ2 . . . σm(σm + 1)
,

|Ō2
g1(x)...gm(x)| =

1

am(am + 1)

де σk = g1+g2+. . .+gk, a1 = g1, a2 = g2+a1(a1+1)−1, . . . , am = gm+am−1(am−1+1)−1.

2. Неперервнiсть

Теорема 1. Функцiя y = F (x) є неперервною, строго зростаючою функцiєю роз-
подiлу на [0, 1].

Доведення. 1. Те, що F (x) є строго зростаючою на [0, 1], випливає з того, що
вiдношення порядку для Ō1-зображення i Ō2-зображення чисел мають однаковий
формальний вираз (правила порiвняння чисел формально спiвпадають).

2. Доведемо неперервнiсть F (x) на вiдрiзку [0, 1]. Розглянемо довiльно вибрану
точку x0 цього вiдрiзка.

Нехай x0 — iррацiональне число. Тодi воно має єдине Ō1-зображення, яке мiстить
нескiнченну кiлькiсть Ō1-символiв. Для довiльного x ∈ (0, 1] iснує номер m, такий
що

gi(x) = gi(x0) при i < m i gm(x) 6= gm(x0).

Причому x→ x0 рiвносильно m→∞. Оскiльки

|F (x)− F (x0)| =
∣∣∣∣ ∞∑
i=m

(−1)i−1

ai(x)
−
∞∑
i=m

(−1)i−1

ai(x0)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∞∑
i=m

(−1)i−1

ai(x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∞∑
i=m

(−1)i−1

ai(x0)

∣∣∣∣,
де ak(x) i ak(x0) — k-тi O2-символи зображення F (x) i F (x0) вiдповiдно, то врахову-
ючи порядок росту елементiв O2-зображення чисел [4], а саме: те, що am > 22m−2 ,
маємо

|F (x)− F (x0)| < 21−2m−2 → 0 (m→∞),

тобто lim
x→x0

F (x) = F (x0), а отже, F (x) є неперервною в точцi x0.
Доведення для рацiонального x0 аналогiчне з урахуванням неоднозначностi роз-

кладiв рацiонального числа в ряд Остроградського 1-го i 2-го виду. �

3. Симетрiї

Лема 2. Для будь-якого x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть

F (x) + F (1− x) = 1. (6)
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Доведення. Нехай x0 ∈ (1
2
, 1], тодi

x0 = Ō1(1, g2, g3, . . .) =
1

1
− 1

1(1 + g2)
+

1

1(1 + g2)(1 + g2 + g3)
− . . . .

Очевидно, що

1− x0 = Ō1(1 + g2, g3, . . .) =
1

1 + g2

− 1

(1 + g2)(1 + g2 + g3)
+ . . . .

Знайдемо образи точок x0 та 1− x0:

F (x0) = Ō2(1, g2, g3, . . .) =
1

1
− 1

1 + g2

+
1

g3 + (1 + g2)(2 + g2)− 1
− . . . ,

F (1− x0) = Ō2(1 + g2, g3, . . .) =
1

1 + g2

+
1

g3 + (1 + g2)(2 + g2)− 1
+ . . . .

Отже, F (x0) + F (1− x0) = 1.
Доведення аналогiчне, якщо x ∈ (0, 1

2
]. Тодi

x0 = Ō1(g1, g2, . . .) =
1

g1

− 1

g1(g1 + g2)
− . . . , де g1 ≥ 2,

1− x0 = Ō1(1, g1 − 1, g2, . . .) =
1

1
− 1

1 · g1

+
1

1 · g1(g1 + g2)
− . . . .

Вiдповiдно

F (x0) = Ō2(g1, g2, . . .) =
1

g1

− 1

g2 + g1(g1 + 1)− 1
+ . . . , g1 ≥ 2,

F (1− x0) = Ō2(1, g1 − 1, g2, . . .) =
1

1
− 1

g1 − 1 + 1 · 2− 1
+

1

g2 + g1(g1 + 1)− 1
− . . . .

Отже, лему доведено. �

Лема 3. Рiвняння F (x) = x має злiченну множину рацiональних коренiв i жод-
ного iррацiонального.

Нехай i ∈ {1, 2}, u = Ōi(c1, c2, . . .) —довiльна точка (0, 1]. Оператор ϕi зсуву сим-
волiв Ōi-зображення на (0, 1] означається рiвнiстю

ϕi(u) = u′ = Ōi(c2, c3, . . .).

Очевидно, що iнварiантними для операторiв ϕ1 i ϕ2 є точки Ōi(c, c, . . .), c ∈ N .
Оператор ϕi, дiючи на цилiндри, знижує їх ранг:

ϕi
(
Ōi
c1...cm

)
= Ōi

c2...cm
.

Зокрема, ϕi(Ōi
c) = (0, 1], ϕi((0, 1]) = (0, 1].

Лема 4. Функцiя y = F (x) володiє властивiстю

F (ϕ1(x)) = ϕ2(F (x)),

де ϕi — оператор зсуву цифр Ōi-зображення.
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Доведення. Дане твердження випливає з наступних спiввiдношень:

x = Ō1
g1g2...gn...

ϕ1−→ x′ = Ō1
g2g3...gn...

F (x) = y = Ō2
g1g2...gn...

ϕ2−→ y′ = Ō2
g2g3...gn...

= F (x′). �

4. Диференцiальнi властивостi

Теорема 2. 1. В кожнiй рацiональнiй точцi x ∈ [0, 1] похiдна функцiї не iснує.
2. Якщо в iррацiональнiй точцi x = Ō1(g1, g2, . . .) похiдна F ′(x) функцiї F (x)

iснує, то вона виражається рiвнiстю

F ′(x) = lim
m→∞

|Ō2
g1(x)...gm(x)|

|Ō1
g1(x)...gm(x)|

= (7)

= lim
m→∞

σ1σ2 . . . σm(σm + 1)

am(am + 1)
, (8)

де σk = σ(g1, g2, . . . , gk) =
k∑
i=1

gi(x),

a1 = g1, a2 = g2 + a1(a1 + 1)− 1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am = gm + am−1(am−1 + 1)− 1.

Доведення. Якщо в точцi x iснує похiдна функцiї F (x), то для довiльних двох
послiдовностей (un) i (vn) таких, що un ≤ x ≤ vn для всiх n ∈ N виконується

F ′(x) = lim
vn−un

F (vn)− F (un)

vn − un
.

Якщо в якостi un i vn взяти кiнцi цилiндра Ō1
g1...gn

рангу n, який мiстить точку x,
то отримаємо рiвнiсть (7). Прирiст функцiї на такому цилiндрi є довжиною цилiндра
Ō2
g1(x)...gn(x), тобто

F (Ō1
g1...gn

) =
∣∣Ō2

g1...gn

∣∣ .
Враховуючи вирази довжин цилiндрiв Ō1

g1...gn
та Ō2

g1...gn
, отримуємо рiвнiсть (8).

�

Лема 5. Нехай (c1, . . . , cm) — довiльно вибраний набiр натуральних чисел. Має
мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

(
|Ō2

c1...cm 11...1︸︷︷︸
n

| · |Ō1
c1...cm 11...1︸︷︷︸

n

|−1

)
= 0. (9)

Доведення. Враховуючи, що

|Ō1
c1...cm 11...1︸︷︷︸

n

| = (σm − 1)!

σ1σ2 . . . σm−1

· 1

(σm + n+ 1)!
≡ B

(σm + n+ 1)!
,
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де σ1 = c1, σk = c1 + c2 + . . .+ ck, k = 2, 3, . . . ,m, i

|Ō2
c1...cm 11...1︸︷︷︸

n

| < 1

a2n−1 ,

де a1 = c1, a2 = c2 + a1(a1 + 1)− 1,
ak = ck + ak−1(ak−1 + 1)− 1 > 22k−2 , k = 2, 3, . . . ,m,
a ≡ am > 22m−2 , маємо

|Ō2
c1...cm 11...1︸︷︷︸

n

| · |Ō1
c1...cm 11...1︸︷︷︸

n

|−1 < B · (σm + n− 1)!

a2n−1 ≡ Bδn. (10)

Оскiльки
δn+1 =

σm + n

a2n−1 · δn, lim
n→∞

σm + n

a2n−1 = 0,

i послiдовнiсть (δn) є обмеженою (бiльше того, при n > u0, де σm + u0 = a2u0−1 є
монотонно спадною), то

lim
n→∞

δn = 0.

Враховуючи (10), отримуємо (9). �

Наслiдок 1. Якщо в точцi x = Ō1
c1...cm11...1... iснує F ′(x), то F ′(x) = 0.

Лема 6. Нехай (c1, . . . , cm, b) — заданий набiр натуральних чисел. Має мiсце рiв-
нiсть

lim
n→∞

(
|Ō2

c1...cm bb...b︸︷︷︸
n

| · |Ō1
c1...cm bb...b︸︷︷︸

n

|−1

)
= 0. (11)

Доведення. Враховуючи, що

|Ō1
c1...cm bb...b︸︷︷︸

n

| = 1

σ1σ2 . . . σm(σm + b)(σm + 2b) . . . (σm + nb)(σm + nb+ 1)
≥

≥ 1

σ1σ2 . . . σm(l + 1)(l + 2) . . . (l + n)(l + n+ 1)
=

=
l!

σ1σ2 . . . σm
· 1

bn+1(l + n+ 1)!
,

де σ1 = c1, σk = c1 + c2 + . . .+ ck, k = 2, 3, . . . ,m, l =
[
σm
b

]
+ 1,

|Ō2
c1...cm bb...b︸︷︷︸

n

| = 1

am+n(am+n + 1)
≤ 1

a2n+1 ,

де
Ō2
c1...cm bb...b︸︷︷︸

n

= O2
a1...amam+1...am+n

,

a1 = c1, ak+1 = ck+1 + ak(ak + 1)− 1, k = 1, 2, 3, . . . ,m− 1,
a ≡ am = cm + am−1(am−1 + 1)− 1 > 22m−2 ,
am+1 = b+ a(a+ 1)− 1 > a2,
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am+2 = b+ am−1(am−1 + 1)− 1 > a22 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am+n = b+ am+n−1(am+n−1 + 1)− 1 > a2n ,
маємо

ρn = |Ō2
c1...cm bb...b︸︷︷︸

n

| · |Ō1
c1...cm bb...b︸︷︷︸

n

|−1 ≤ B · δn, (12)

де

B =
l!

σ1σ2 . . . σm
= const, δn =

bn+1(l + n+ 1)!

a2n+1 .

Оскiльки
δn+1 =

b(l + n+ 1)

a2n+1 · δn, lim
n→∞

b(l + n+ 1)

a2n+1 = 0

i при n > u0, де b(l + u0 + 1) = a2u0+1 ,

b(l + n+ 1)

a2n+1 < 1,

то послiдовнiсть (δn) при n > u0 є монотонно спадною.
З того, що

lim
n→∞

b(l + n+ 1)

a2n+1 = 0

маємо
lim
n→∞

δn = 0.

Враховуючи (12), отримуємо (11). �

5. Iнтегральнi властивостi

Теорема 3. Має мiсце рiвнiсть∫ 1

0

F (x)dx =
1

2
.

Доведення. Оскiльки ∫ 1

0

F (1− x)dx =

∫ 1

0

F (x)dx,

то з рiвностi (6) випливає твердження теореми. �
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